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Introduccion

El problema de los n-cuerpos consiste en entender el movimiento de n
cuerpos sometidos a la ley de Gravitaciéon universal. Dicho problema resul-
ta de obvio interés y con muchas aplicaciones, como lo es el movimiento de
cuerpos celestes.

El problema de los n-cuerpos esta matematicamente resuelto sélo para el ca-
so de dos cuerpos, esta solucién es un trabajo de Newton, donde describe las
leyes de Kepler.

A pesar de que el problema de los tres cuerpos se ha trabajado desde el siglo
XVII, esta lejos de ser resuelto. Se han encontrado soluciones particulares y
algunas aproximaciones numéricas confiables a otras soluciones. También, se
ha demostrado la existencia de érbitas periddicas, como las soluciones ho-
mogréficas de Euler y Lagrange (ver seccién 0.3). En el problema de los tres
cuerpos se ha demostrado la existencia del caos, incluso en el problema res-
tringido al plano. Como el problema de los tres cuerpos restringidos al plano
es mas manejable, concentraremos este trabajo en ello.

En este trabajo comenzaremos por un capitulo preliminar. En donde ve-
remos la solucion de Newton para el problema de los dos cuerpos. Daremos
el planteamiento del problema de los tres cuerpos restringido al plano, el cual
surge de las leyes de Newton y es gobernado por el siguiente sistema:

=My
y=VU(x),

con x = (1, T, 13) € RS el vector de posiciones, y = (y1, y2, y3) € R® el vec-
tor de momentos, M = diag(mq,my, mg, ma, ms3, m3) con m; masa del cuerpo

iy U(zx) = gif’;; + @{@Z' + ‘Zl_"g' la funcién potencial (el negativo de la

energfa potencial). Claramente el sistema estd en R!2.
Veremos las configuraciones centrales, definidas a partir de puntos criticos de

v



VI Introduccion

la funcién potencial U(z) restringida al espacio de configuraciones de un ta-
mano rq > 0 fijo. Donde el tamanio de una configuracion es Z?Zl M| T —Tem|?,
con Tem € R? centro de masa. También veremos las soluciones homogréficas
que las configuraciones centrales inducen, encontradas por Euler y Lagrange.
Maés adelante, mostraremos que las primeras integrales de movimiento y si-
metrias le bajan 7 dimensiones al sistema que gobierna el movimiento de los
tres cuerpos de 12 dimensiones. Definiendo una variedad M (w, h), 5 dimen-
sional, cuya topologia depende del momento angular w, la energia h y las
masas de los cuerpos.

Describamos geométricamente el espacio de formas admisibles por tres cuer-
pos: Tres puntos en el plano nos determinan un tridngulo. La forma de un
tridangulo no depende de donde esté ubicado el triangulo, entonces podemos
suponer que el cuerpo 1 estd en el origen. La forma de un triangulo no depen-
de de la posicion relativa respecto a los ejes, esto nos permite suponer que el
cuerpo 2 esta sobre el eje x. Como la forma de un tridangulo no depende del
tamano, podemos escalar el tridngulo y ubicar el cuerpo 2 en el punto (1,0).
Ahora, notemos que el tercer cuerpo tiene la libertad de posicionarse en R?,
incluyendo en colision con el cuerpo 1 en el origen y en colision con el cuerpo
2 en (1,0). Por ello, nos gustaria incluir la forma donde los cuerpos 1y 2
estén en colisiéon, esta forma la representaremos con el cuerpo 3 ubicado en
el punto al infinito. Por lo tanto, vemos que el espacio de formas es isomorfo
a R? U {oo}, isomorfo a S?, a esta esfera le llamaremos la esfera de formas.
Sin perdida de generalidad, suponemos que el centro de masa estéd siempre en
el origen, haciendo uso de una invarianza Galileana. Haremos un cambio de
coordenadas (r, 8, z), descubiertas por McGehee. Donde r = V2T Mx es una
variable radial que mide el tamano de una configuracién. La variable § = x/r
es el vector de posicién escalado, es decir, mide la forma y posiciéon angular,
después de hacer el cociente con S, s = [3] s6lo mide la forma. Y la variable
z = 4/ry es el momento escalado. Llevando el sistema original a otro sistema
con dos ecuaciones desacopladas

r'=or
§=M"'z—v3

1
2 =VU(3) + 5%

donde v = 5 - z. Se puede observar que las dos ultimas ecuaciones no de-
penden del tamano r. Este sistema facilita la visién geométrica del espacio
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de formas (discutido previamente). Asi, considerando un tamano ¢ fijo, vi-
mos que la variedad de configuraciones de tamano ro (C,, = {(ro,3)}/S),
es homeomorfo a una dos esfera (la esfera de formas). Y describiremos las
variedades y puntos destacados de la esfera de formas.

En el segundo capitulo mostraremos la existencia de diferentes érbitas
periodicas. Estas se construyen variando un parametro A, asociado esencial-
mente al momento angular y a la energia. Mas precisamente, gracias la dis-
cusién anterior el espacio de configuraciones C' es homeomorfo a Rt x S2,
donde el origen representa la triple colision. Estudiaremos la region de Hill
C(hy,w) = {(r,s) € C : (r,2z,5) € M(w,h), para algun z}, restringida a la
energia negativa. Pues si el sistema tiene energia positiva, las érbitas solucion
escapan al infinito en ambas direcciones del tiempo perdiendo la posibilidad
de recursividad. Demostraremos que la dinamica de la region de Hill sélo
depende de A = —hw?. Para determinar la forma de la regién de Hill segui-
remos las restricciones que imponen el fijar la energia y el momento angular,
halladas por G.W.Hill.

En el tercer y tultimo capitulo de este trabajo estudiaremos una orbita
solucion muy peculiar del problema de los tres cuerpos con la misma masa
en el plano. Encontrada por Alain Chenciner y Richard Montgomery a través
de métodos variacionales. En el trabajo [2] los autores muestran que existe
una curva en el plano con forma de ocho, en la que tres cuerpos con masas
iguales se mueven sin colisionar sobre ella, es decir, forman una coreografia.
Esta érbita es notable, tiene una gran simetria, es estable, es periddica, visita
las configuraciones centrales colineales (o configuraciones Euler) y el centro
de masa esta fijo en el origen.

Para demostrar la existencia de la coreografia del ocho: Consideraremos el
camino que minimiza la accién entre todos los caminos que van de Ej (rayo
de configuraciones Euler, donde el cuerpo 3 estd en medio) a M; (variedad
de configuraciones donde los cuerpos 2 y 3 equidistan al cuerpo 1), en un
tiempo T € RT. Para descartar colisiones en este segmento, compararemos
su accién con la accién de la érbita de media colisién-eyeccién (esta érbita
realiza el infimo sobre la accién de caminos con colisién en el problema de dos
cuerpos). Por lo tanto, el problema del segmento que minimiza la accién tiene
dos posibles soluciones simétricas respecto al ecuador (en la esfera de formas).
Planteando el mismo problema en caminos que van de E; con ¢ = 1,2,3 a
M;j con j = 1,2,3 y J # i, encontraremos 12 curvas simétricas que unen
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suavemente (pues a través de métodos variacionales se puede observar que
son ortogonales en sus puntos finales al rayo E; y a la variedad M;). Uniendo
los 12 segmentos habremos construido la proyeccion de la curva solucion en
el espacio de configuraciones. Ahora, invocando la regla del area podremos
recuperar el movimiento de los cuerpos en el espacio inercial. Finalmente
observando el momento angular del tercer cuerpo comprobaremos que la
curva no tiene lazos extras. Asi, habremos construido la coreografia del ocho.
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En este capitulo veremos la solucion general al problema de los dos cuer-
pos dada por Newton. El planteamiento de las ecuaciones para el problema
de los tres cuerpos en el plano. Como se reduce la dimensién al problema
con las primeras integrales de movimiento. Después nos concentraremos en
los puntos criticos de la funcién potencial restringida a la superficie que for-
man las configuraciones de tamano 1 U|;—;. Definiendo las configuraciones
centrales y las soluciones que generan del tipo homograficas. Por ultimo, in-
troduciremos las coordenadas de McGehee para darle una mejor visiéon al
espacio de configuraciones. Con ello definiremos la esfera de formas (superfi-
cie de todas las configuraciones de tamano ry > 0), sus variedades y puntos
sobresalientes.

0.1. El problema de los dos cuerpos

En el problema de los n-cuerpos, el primer caso a tratar fue el problema
de los dos cuerpos, el cual se da en el plano y fue resuelto por Newton. Que
consiste en determinar el movimiento de dos cuerpos en el plano sometidos
a la ley de gravitacion universal, y para el cual veremos la solucién general.
Consideremos dos cuerpos con masas my y my (las cuales estdn en RT), y
posiciones x;, y oo respectivamente en el plano R?, dependientes del tiempo
y que actian por gravedad mutua, es decir,

Fl , = Gmlmg(xz — Il)

)

|71 — @9?

R, = Gmyma(z1 — x3)

)

T2 — @[
con G constante de gravedad y Fj; denota la fuerza del cuerpo j sobre el
cuerpo i.
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Por la segunda ley de Newton
F1,2 =mia; = mily,
F2,1 = Moly = Mals,

., . . . . 2.
donde a; denota la aceleraciéon del cuerpo i, z; = djg y X = ddtﬁl.

Tomando = = x1 — x5, entonces

iL':.CEl—QjQ

_ Fp Py,

Com omy

_ Gmy(xg — 1) B Gmy(z1 — x2)
o —mf |21 =z
__ G(ma+ma)(z1 — x2)

a |21 — @[3

A

= ToF

con A = G(mg +my).
Ahora consideremos x en coordenadas polares (7, 6),

_ (sinf
v r(cos&)’
.. (sinf . [ cost
e T(COS@) +T6<— sin@)’

. [ sinf . [ cos@
i= (i —ro? + (270 + 0 R
( ) (cos 9) ( ) (— sin 0)
Sustituyendo estas coordenadas en la ecuacién anterior, obtenemos el siguien-
te sistema:

P—rf? = ;—2)\
2i0 476 = 0.
Resolviendo la segunda ecuacion
270 + 1 =0
= 2170 + 170 = 0

d ,.
220 =
:>dt7“

= r20 = 1.



0.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE LOS TRES CUERPOS EN EL PLANO3

Ahora, tomando el cambio de variable r = 1/u, nos implica lu? = 0 y

i Adidu_
UCQZ du i gfu “ d>
. : 5 odu
T = _ZE@ = —ZQW = —l"u ¥k
Asi, sustituyendo esto en la primera ecuacién del sistema, obtenemos
—12u2% — P = =\
Simplificando
d*u A
102 +u= I
Resolviendo
U= — 4+ cpcosb + cysinb,

12
con ¢; y ¢ constantes de integracién. Ahora, consideramos el vector (¢, ¢s)
en coordenadas polares con radio §—§ > 0 y angulo 6y € [0, 27], entonces

A . . A
u= 1—2(1 + ecosfycosf + esinbysinf) = —l—2(1 —ecos(f — b)),
con e y 6y las constantes de la integracién. Por lo tanto, regresando a la
variable r
l?

A1 —ecos(f —6))
Esta funcién pertenece a una seccién conica con un foco en el origen, con
excentricidad e. Notando que e > 0 por definicion: Si e = 0, la seccién es una
circunferencia, si e < 1, corresponde a una elipse, si e = 1, es una parabola,
y si e > 1, es una hipérbola.
Asi, tomando como punto de referencia el centro de masa, es decir, fijarlo en
el origen, podemos calcular el movimiento de los cuerpos.

r =

0.2. Planteamiento del problema de los tres
cuerpos en el plano

Entre muchas otras complicaciones, el problema de los tres cuerpos ya no
estd necesariamente en el plano. El problema esta en un plano sélo cuando
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los vectores de velocidad estan en el plano de los vectores de posiciones. El
problema de los tres cuerpos restringido al plano es mas manejable, por ello
concentraremos este estudio en el problema de los tres cuerpos restringido al
plano.

Con este fin, consideramos tres cuerpos con masas my, ms y ms (las masas
m; pertenecen a RT, para i = 1,2,3), los cuales actian por gravedad mutua
(descrita por Newton). Considerando el problema restringido al plano, es de-
cir, w1, T, 3 € R? las respectivas posiciones, y 41,42, y3 € R? los respectivos
momentos (y; = m;i;, para 1 < ¢ < 3). Tomaremos © = (x1,22,73),y =
(y1,v2,y3) € RO. El sistema surge de la ley gravitacional universal:

. szm](xz — ij)

Fi ;=

)

|z — @

donde Fj; denota la fuerza que experimenta el cuerpo j bajo la influencia
del cuerpo i y G la constante de gravedad.
Por la segunda ley de Newton (fuerza igual a masa por aceleracién), entonces

Gmimj (.Tj — 'Tz)

yi:mifii:Ftotal:Z |37i_33j’3 ) 121>]§3
J#i
Sin perder la generalidad, suponemos G = 1 y con la funcién potencial

U : R® — R, definida por

mim msm mim
U(l’): 12+ 32+ 137

12 23 T13

el negativo de la energia potencial, con riy = |1 — x3|,re3 = |x3 — 22|, 713 =
|z1 — x3|. Nos implica que la dindmica es gobernada por el siguiente sistema:

T=M1y

y=VU(x). (1)

Donde la primera ecuacion corresponde a la derivada respecto al tiempo
de la posicién y la segunda ecuacién a las leyes de Newton, con M =
diag(my, my, ma, my, m3, m3). El cual es un sistema dindmico en R'?.

Definicién 0.2.1. El Hamiltoniano es una funcion escalar, de la cual pueden
obtenerse las ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico cldsico.
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Considerando una funcién H : R*? — R, tal que @; = H,, y 4; = H,,, el
sistema de ecuaciones diferenciales define la siguiente funcién Hamiltoniana:

1 _
—yT Mty — U(x).

H(iv,y)z2

El sistema 1 es posible reducir con las primeras integrales de movimiento.
La primera integral es el momento total, dado que y = VU(x), entonces

d 3
dt(yl +ya+ys) = Zsz(x)

3
-y b
—I|3
=1 j#i

=0.

Es decir, el momento total es constante

Y1 +y2+ys=a.

Esto implica que el centro de masa tiene un movimiento rectilineo uniforme,
pues su integral respecto al tiempo es

mixy + Moy + maxrs = at + b.

Asi, bajo una invarianza Galileana (o relatividad Newtoniana, establece que
si un objeto tiene movimiento rectilineo uniforme, entonces puede tomarse
como punto de referencia) podemos fijar el centro de masa en el origen. Por
lo tanto, con a = b = 0 conseguimos

Y1+ y2 +ys3 =0,

miT1 + MoZy + M3x3 = 0.

Estas dos ecuaciones forman un subespacio vectorial de dimensién 8 en R!2,
con ello le baja el grado en 4 al sistema 1.

Ahora, considerando que el sistema es invariante bajo rotaciones simultaneas
de posiciones y momentos. En consecuencia el momento angular total del
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sistema w : R'? — R, definido por w = y; X 1 +y2 X T2+ Y3 X T3 es constante

d
dt Tt
=y XT1+ Y2 X Ty + Yz X T3

_ szlmj T — Tj) .
zl];ﬁz
m;m,;T,;
Yy,
|z — 2]
i=1 j#i
:(]7

—(y1 X T+ Y2 X T2 + Y3 X T3)

pues z; X x; = —x; X x;. Esto nos reduce una dimensién mas al sistema. De
igual manera, el considerar la identificaciéon de posiciones y momentos bajo
rotaciones, es decir, el sistema es invariante bajo el grupo isométrico SO(2)
de C =@ R?. SO(2) acttia entrada por entrada en X, es decir, con la rotacién
Ry del dngulo 6 € [0,27) como
i0 i0 i0
R9 : (xl,fﬂg,.flfg) = (6 T, € Xg,€ .1'3).
Asi, podemos pasar al espacio cociente eliminando una dimensién mas.
Por ltimo, como el Hamiltoniano es igual a la energia total del sistema, la
cual también es constante
d d d1

—H =—h=——y'M1y-U
T H@y) = a2 y—Ulx)

_Zm Yi - yz_Um( )xl)

Esto le reduce otra dimensién mas al sistema. Asi, el sistema 1 junto con las
ecuaciones, anteriores forman una variedad M (h,w) cinco-dimensional.

La topologia de esta variedad depende de la energia h, momento angular w
y las masas.
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Definicién 0.2.2. a) Definimos la simetria S respecto al primer eje coorde-
nado como
S (w1, 19, 13) = (71, T2, T3),

pensando que x1,To,x3 € C.

b) El momento inercial con respecto al centro de masa es una funcion I :
RS — R, definida por I = x¥ Mz, cuya interpretacion fisica es: la magni-
tud vectorial que mide la suma de inercia rotacional de los cuerpos.

¢) Definimos un medio de la derivada del momento inercial J : R? — R
como J =x -y.

d) El doble de la energia cinética es una funcion K : R® — R definida como
K =y"M™1y.

e) El Langrangiano es una funcién L : R? — R definida por L = %K + U,
usada para caracterizar variaciones.

Nota 0.2.3. La accion O(2) en (R?)® no altera los valores funciones de-
finidas en 0.2.2 y la funcion potencial, en consecuencia tampoco altera el
Hamiltaniano H.

Lema 0.2.4 (Desigualdad de Sundman). Sea x = (x1, 2, x3) solucion al
sistema 1, entonces
lw|?* < IK.

Demostracion. Recordando que el momento angular es

3
w = E Yi X I;.
=1

Tomamos valor absoluto de ambos lados y aplicamos la desigualdad del
triangulo

3 3 3
|w| = |Zyz‘ X x| < Z |yil|:] Z\/milyih/ m; |-
i=1 i=1 i=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky, obtenemos

3 1/2 , 4 1/2
w| < (Z mz|$z|2> (Z mi1|yi|2> -
i=1 i=1



8 Preliminares

Elevando ambos lados al cuadrado, resulta

3 3
wf* < Zmi|xi|2szl|yz‘|2‘
i=1 i=1
De la definicién anterior de I, K obtenemos
Sw? < ITK.

O

A lo largo de todo el escrito haremos uso de la palabra curva, lo cual
entenderemos como la siguiente definicién.

Definicién 0.2.5. Una curva en R™, para algin n € 7Z, es un conjunto
C € R"” tal que es la imagen de un intervalo I € R bajo una funcion continua
f:I—=R", es decir,

C:={ft)eR":tel}

0.3. Configuraciones centrales y soluciones ho-
mograficas

Con el fin de entender mas el problema de los tres cuerpos. Estudiare-
mos algunas de las soluciones particulares generadas por las configuraciones
centrales. El estudio de configuraciones centrales inici6 en 1767, cuando el
matematico y fisico suizo Leonhard Euler publicé un interesante trabajo so-
bre el problema de los tres cuerpos. En este encuentra explicitamente una
familia de érbitas periddicas. Euler demuestra que si tres cuerpos con masa
arbitraria se encuentran sobre una recta a cierta distancia y velocidad ambas
dependientes de sus masas. Entonces cada cuerpo se movera periddicamente
sobre una elipse, y los tres cuerpos seguiran siendo colineales conservando
velocidad y su distancia proporcional.

Por otro lado, Joseph L. Lagrange encontré una nueva familia de 6rbitas pe-
riddicas en 1772. Obtenidas de colocar tres cuerpos de masa arbitraria sobre
los vértices de un tridangulo equilatero, con velocidades iniciales escogidas. La
solucion consiste igual que en las de Euler cada cuerpo se mueve sobre una
orbita eliptica, y en todo momento se mantendra la configuracién equilateral,
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aunque puede variar el tamano del triangulo.
Las configuraciones iniciales de las 6rbitas de Euler y de Lagrange son con-
figuraciones centrales.

Considerando el sistema 1 con centro de masa en el origen, definiremos
las configuraciones centrales. Nos referimos a una configuracion del sistema
1 como x = (x1, x9, x3) = (21, T2, x3)(to), para algin to € R .

Definicién 0.3.1. Sea x = (x1, x9,x3) una configuracion del sistema 1, de-
cimos que es una configuracion central si existe k > 0, tal que

T =kx.

Es decir, la configuracion central es una configuracion donde los vectores de
posicion son proporcionales a los vectores de aceleracion respectivamente, con
la misma proporcion.

O equivalentemente, podemos probar que las configuraciones centrales
son puntos de equilibrio de la funciéon potencial U restringida al espacio de
configuraciones de tamano I = I, € R* fijo.

Lema 0.3.2. Una configuracion x = (x1,x9,x3) es central si, y solo si, x
satisface
VU|;(x) = 0.

Demostracion. Sea x = (x1, %9, x3) configuracién central, es decir,

¥ =kr < kmx; = U, (x), i=1,2,3
& kI, =U, (), i=1,2,3
< kVI(z) = VU(x).

Por lo tanto, usando multiplicadores de Lagrange llegamos a lo deseado. [J

Con esta equivalencia podemos observar que las orbitas de Euler y La-
grange que no cambian de tamano, son rotaciones de las configuraciones
iniciales. Pues la equivalencia anterior con tamano constantes implica que U
es constante y con configuracién constante, sélo queda un movimiento cir-
cular. Donde las elipses en las que se mueven las masas tienen excentricidad
igual a 0.
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©@©®

) Euler b) Lagrange

El caso en que la configuraciéon se mantiene pero el tamano varia, la
excentricidad es 0 < e < 1.

0

) Euler d) Lagrange

Y el caso donde la configuracién sélo se expande y contrae homotética-
mente, la excentricidad es 1

0.4. Esfera de formas

Otro problema de gran interés fue: Dado un rq > 0 fijo quisiéramos saber
como se ve la variedad de tridngulos que tienen tamano rq. McGehee descu-
brié un sistema de coordenadas que facilita la vision geométrica del espacio
configuraciones. Fijando el centro de masa en el origen, el momento de iner-
cial resulta de suma importancia, pues define el tamano de la configuracién.
Por ello, define la variable radial:

r? = 2T Mx = my|z,[* + ma|ze|? + ms|as|?

con r = 0 representando la triple colisién en el origen. El vector de posicion
escalado § = z/r mide la forma y posicién angular del tridngulo, y satisface
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T M35 = 1. En la variedad cociente bajo la simetria de las rotaciones, s = [3]
pierde la informacion de la orientacion, mas precisamente el angulo que hace
la posicién 1 respecto a un eje fijo, entonces s sélo representa la forma.
Define z = /ry como el momento escalado. Veamos que el sistema 1 en estas
variables presenta un desacoplamiento, esto nos ayudara a dar solucién al
problema planteado. Antes, veamos la expresion de la funcién potencial U
en estas variables.

Lema 0.4.1. La funcion potencial U en coordenadas de McGehee es:

1My VLRV U ms3mny

rU(s) =

N |31 - 82\ |S3 - 82\ |51 - S3|'

Demostracion. Sustituyendo z = r3 en U(x) obtenemos

mimsa msameo msimq
Ulx) =
|1 — | |w3 — 20| |11 — 73]
o mimy msmy msmy
- |7”§1 —T’§2| |T§3 —T§2| |T§1 —7“§3|
o hume mazmeo msmsy
7|31 — 5o 7|83 — 8] 7[5 — 8]
Dado que |s; — s;| = |5; — §;],
'.rU(s) _ mims msms msmmy ‘
|81 —82| |83—82| |81 — S3

]

Lema 0.4.2. El sistema dindmico 1 en coordenadas de McGehee se puede
reparametrizar en:

r=uvr

S =M"1z—us 2)
1
2 =VU(s)+ zvz,

donde v =35 - 2.
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Demostracion. Derivando la expresion de la variable radial obtenemos

] d
2rr = E(mﬂ?ﬁﬂ2 + ma|a|? + ms|zs]?)

= %[ml(ﬁl + x%z) + m2(35§1 + 5532) + m3(£§1 + 33%2)]

= 2[my(z11811 + T12812) + Ma(Tod21 + Taadas) + Mma(xs1831 + T32832)]
= 2[z11Y11 + T12Y12 + Toaaya1 + ToaYoo + T31Ys1 + Ts2yso]
=2r-y

=275 2.

_1/2~

Sr=r S-z.

Ahora derivando sr = z, llegamos a
rs 4+ & =i
= r5+ 5?5 2= Mty = M =12

1/2

=rs= Mtz V2 57125, ;.

=Ml — 5325 2
Y derivando la expresion z = 4/ry, conseguimos

L= \ry+1/2yr /%
= VU (z) +1/22r 17125 . 2
= VrVU(5/r) +1/22r7%%5 - 2
= r32VU(8) + 1/22r73/%5 - 2.

S 2= (VU(R) + 1/202).

Ahora, como el sistema es invariante bajo rotaciones (es decir, dada una
solucién al sistema con condicién inicial, el rotar la condicién inicial nos
da la misma solucién rotada con el mismo angulo en la cual fue rotada al
principio), podemos sustituir § por s, y reparametrizando 7 = —2tr—1/2
eliminamos 7~%/2 en todas las ecuaciones, obteniendo lo deseado. O

Nota 0.4.3. Observemos que el sistema 2 presenta un desacoplamiento en
las dos tltimas ecuaciones. Por lo tanto, las ultimas dos ecuaciones describen
el cambio de la forma y momento escalado, sin depender del tamario.
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Vimos en la seccion 0.2, que la dimensién del sistema dindmico que des-
cribe el problema planar de los tres cuerpos es reducido, de 12 dimensiones
a b dimensiones con las primeras integrales de movimiento. El espacio de
configuraciones C' = {(r,8):7>0,8"M5 = 1,m,3; +my52+m3d3 = 0}, atin
no lo hemos identificado con las rotaciones. Asi, el espacio de configuraciones
reducido es

C={(r,8) :7>0,5"M5=1,m18 + my3; + mss3 = 0}/S".

Es decir, el espacio de todas las configuraciones permitidas cociente el simétri-
co rotacional. Es ficil ver que C' es homeomorfo a Rt x S2. Ya que las dos
ecuaciones definen un elipsoide tridimensional en R®. Y el espacio cociente
de un elipsoide tridimensional bajo la accién de S, es homeomorfo a S2.
Entonces la variedad que forma el espacio de formas de un tamano rqg > 0
fijo es

OTO - {(T07§) - To Z 07 §TM§ - 17m1§1 + m2§2 + m3§3 - 0}/51

Por lo tanto, C,, es homeomorfo a una esfera, que llamaremos esfera de
formas.

Figura 1: Esfera de formas
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En la esfera de formas: Las configuraciones colineales forman el ecuador.
En los polos, estan las configuraciones de triangulos equilateros Py y Ps. Los
tridngulos isésceles forman tres circunferencias (formada por dos meridianos
simétricos) My, My y Ms, cada uno es la variedad donde un cuerpo equidista
a los otros dos. Cada variedad M;, My y Mj3 interseca el ecuador en dos
puntos: Uno representa la doble colision Chs, C31 v Cho respectivamente (los
subindices indican los cuerpos que colisionan) y el otro donde el cuerpo i =
1,2,3 es centro de masa Fj, Fy y Ej respectivamente (configuraciones de
Euler).



Capitulo 1

Algunas orbitas periddicas

1.1. Introduccion

En este capitulo hablaremos acerca de algunas de las caracteristicas cuali-
tativas del problema de los 3 cuerpos presentadas por Richard Moeckel con la
intencion de encontrar orbitas periddicas. Pues las érbitas periddicas resultan
de gran interés desde la famosa frase de Poincaré:

Dadas unas ecuaciones de la forma definida en la seccién nim. 13 y una
solucién particular cualquiera de esas ecuaciones, podemos siempre encon-
trar una solucién periddica (en la cual el periodo, es cierto, puede ser muy
largo), tal que la diferencia entre las dos soluciones sea arbitrariamente pe-
quena, a lo largo de un intervalo de tiempo arbitrariamente largo. Ademas,
lo que vuelve estas soluciones periddicas tan valiosas, es el hecho que nos
proveen, por decirlo de una manera, la 1inica brecha que nos permite in-
tentar a penetrar a una zona hasta la fecha considerada inaccesible...

Con el fin de encontrar érbitas periddicas, en este capitulo describiremos el
comportamiento dindmico de algunas orbitas en el problema de tres cuerpos
en el plano, con posiciones 1, z2, z3 € R?, momentos y1, y2, y3 € R? y masas
my, my, m3 € RT respectivamente. Dado que la dindmica es gobernada por
el sistema

=M1y

y=VU(x)
Dictado por la segunda ley de Newton y la ley universal de la gravedad,
con U(x) = ﬁf’& + @i";; + @:f’;ﬁ' la funcién potencial, x = (1, x2, 3),

15
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y = (y1,Y2,v3), M = diag(my, my, mg, ma, ms, ms), definiendo una dindmica
en R!'2. Donde usando las primeras integrales de movimiento: El momento
total constante, centro de masa constante (bajo un cambio de perspecti-
va), el momento angular total es constante, la simetria bajo rotaciones y la
energia total es constante. Pudimos reducir a una variedad 5-dimensional
M (w, h) cuya topologia depende de la energia total h, el momento angular
w y las masas. Después usando las coordenadas de McGehee (r, 8, z, que de-
finen una variable radial, posiciones y momentos escalados), facilitaron la
vision geométrica. Ahora, como el comportamiento del tamano y la forma
del triangulo formado por los tres cuerpos tiene un significado més intuitivo
que el comportamiento del momento. Nos concentraremos en el espacio de
configuraciones C' dependiente de r y s (donde s := [§] es la clase de todas
las rotaciones de la forma s). Vimos que C' es homeomorfo a RT x S?, donde
el origen representa la triple colision.

Gracias al trabajo de G.W.Hill, quien observé que se pueden restringir las
configuraciones con la energia y el momento angular. Define la regién de Hill
como C(h,w) = {(r,s) € C : (r,2,5) € M(w,h)} que es la proyeccién en
el espacio de configuraciones de M (w, h). Estudiaremos la regién de Hill res-
tringida a la energia negativa, dado que para la energia positiva es de poco
interés. Esto sucede porque cuando el sistema tiene energia positiva las érbi-
tas solucion escapan al infinito en ambas direcciones del tiempo. Veremos
que la proyecciéon de la region de Hill sobre la esfera de formas se encuentra
acotada por una curva equipotencial. Asi, podemos ver el comportamiento
de la regién de Hill y sus drbitas con la ayuda de la funcién U(s) (analizada
en la seccién 0.4). Con esto determinaremos que la dindmica de la regién
de Hill sélo depende de A = —hw? y de la eleccién de las masas. Entonces
partiendo de este andlisis con la ayuda de la funcién potencial, podremos
ver todo el analisis de la region de Hill s6lo variando la energia en h < 0 o
equivalentemente el momento angular w € [0, o).

Iniciaremos el analisis con momento angular muy grande. Para este intervalo
la funcién potencial tiende a infinito debido a la cercania a una colisién. Ob-
teniendo varios resultados de gran interés para esta teoria sobre las érbitas
que se desarrollan en los tres lobulos que aparecen alrededor de cada doble
colision.

Después bajaremos el momento angular hasta el primer valor critico del po-
tencial. Donde dos 16bulos se unen dando la posibilidad de que una érbita
contenga una configuracién central (la primera configuracién isésceles coli-
neal).
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El siguiente intervalo de interés del momento angular, esta por debajo del
tercer valor critico. Donde ya se conecté el otro 16bulo a los otros dos. La
proyeccion de la region de Hill en la esfera de formas de este intervalo es una
banda ecuatorial que contiene las tres configuraciones centrales colineales, y
del que se sabe muy poco.

Después analizaremos el intervalo de los valores del momento angular por
debajo del ultimo valor critico. Donde la proyecccion de la region de Hill en
la esfera de formas ya cubre los polos, es decir, contiene a las configuraciones
equilaterales aparte de las tres colineales. También notamos que si el mo-
mento angular tiende a cero la superficie interna converge a la triple colision.
Lo que nos lleva a analizar el caso donde el momento angular es nulo o casi
nulo. Este caso es el mas rico en informacién y mas estudiado.

1.2. Region de Hill

G. W. Hill fue el primero en encontrar que las integrales de la energia y
momento angular imponen restricciones sobre las configuraciones. Con este
fin, veamos el momento angular y la energia en términos de las coordenadas
(r,s, z), introducidas en la seccién 0.4. En este capitulo daremos una perspec-
tiva pictérica del espacio de formas, la cual fue herramienta (junto con otras
herramientas fuera de este trabajo) para demostrar la existencia de algunas
orbitas periddicas.

Lema 1.2.1. La energia y el momento angular en coordenadas de McGehee

son: |
rH(s,z) = §ZTM’1Z —U(s) = hr,
w
z1 X81+ZQX82+23X83:%.
Demostracion.
1
H(x,y)=h=sy" My —U(z)

2

1

= ir_l/QzTM_lzr_l/z —U(3r)
1

= §r_1zTM_1z —rU(3).

1
§ZTM_1Z —U(8) =rh.



18 CAPITULO 1. ALGUNAS ORBITAS PERIODICAS

Por otro lado,

W=y XT1+Y2 X T2+ Y3 XT3
= Y2 X Y22 X rEy + 1 22 X 1y

= 7’1/221 X 51 —|—T1/2ZQ X §2 +7”1/223 X 53.

,',wr_1/2221><§1—|—22><§2—|—23><§3.

Luego, como la energia y el momento angular no varian si rotamos las po-
siciones y momentos simultdneamente, entonces podemos sustituir s por s.
Asi, llegamos a lo deseado. [l

G.W.Hill define la regién de Hill como
C(h,w) :={(r,s) € C : para algin z € R® (1,5, 2) € M(h,w)},

con C' = {(r,3) : 7 >0,5T M5 = 1,m13; + ma5s + m333 = 0}/S*. Por lo tan-
to, C'(h,w) es la proyecciéon en el espacio de configuraciones reducido de la
variedad integral M (h,w). Estudiaremos la regién de Hill para cada eleccién
de h y w describiendo algunas de las caracteristicas del sistema dinamico en
M(h,w) y como se ve C'(h,w). Veamos que no es necesario variar los dos
parametros. Primero impondremos restricciones sobre la energia h restrin-
gida al caso negativo, ya que es bien sabido que si h > 0 todas las 6rbitas
escapan al infinito en ambas direcciones del tiempo. Por lo tanto, no es po-
sible la recurrencia y el problema es poco interesante.

Lema 1.2.2. Si una drbita tiene energia h positiva, entonces los cuerpos
escapan al infinito en ambas direcciones del tiempo t € R, es decir, [ — oo
st [t| = oc.

Demostracién. Derivando el momento inercial I(t) = z7 Mz (t) respecto al
tiempo, obtenemos
I=2"x.

Derivando la expresién anterior respecto al tiempo, y usando la ecuacion de
la energia h = %K -U

I =2" M y+2:TVU(2) = y" M1y 42U (z) = 2K +2U () = 4h+6U (z).
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Ahora recordemos que U(z) > 0, entonces I > 4h, entonces integrando I
respecto al tiempo

/t I(s)ds > /t 4hds = I(t) > 4ht + 1(0).

Integrando I respecto al tiempo
t t
/ I(s)ds > / (4hs + 1(0))ds = I(t) > 4ht* 4+ t1(0) + 1(0).
0 0

Finalmente tomando limite a infinito en cualquier sentido

lim I(t) > lim (4ht* +t1(0) 4 1(0)) = oc.

t—+oo t—=o0
O

La ecuacion de energia impone restricciones en las configuraciones: Como
el término de la energia cinética %ZTM ~12 es no negativo, tenemos

1
§ZTM’1Z —U(s) =hr

1 1
= U(s) = §zTM_1z — hr = |h|r + §zT]\/[_1z > |hlr.

Entonces para alguna forma sg en la esfera de formas, el tamano esta res-
tringido entre 0 (la triple colision) y U(sg)/|h| que es finito a menos que la
forma corresponda a una de las tres dobles colisiones. Por lo tanto, todas
las configuraciones que surgen del estado con energia h se encuentran en la
region acotada por la siguiente figura.
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La funcién potencial U(s) tiene un maximo valor co en la configuraciéon
de la doble colision y un minimo en las configuraciones equilaterales. Asi,
la energia no impone restricciones en el tamano de una doble colision, pe-
ro descarta todos los triangulos suficientemente grandes con cualquier otra
forma.

Lema 1.2.3. Con momento angular fijo se obtiene la siguiente desigualdad:
Mz > WP

Demostracion. Supongamos que el momento angular w esta fijo, dado que

3
w = E Yi X ;.
=1

Tomamos valor absoluto de ambos lados y aplicamos la desigualdad del
triangulo

3 3 3 3
wl =Y i xa] <Y fyilled =) il = vmalyily/mi -
=1 =1 1=1 =1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky, obtenemos

5 12, 4 1/2
jw| < (Zmz’sz) (Z mi_1|yi|2) :
=1 =1

Elevando ambos lados al cuadrado, resulta

3 3
W < malal > m il
=1 ;

=1

Dado que el primer término es igual a r? y y; = z;/4/r, entonces

3
wr<r E m; Hz? =" Mz
i=1
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Con el resultado anterior sumado a la ecuacién de energia, obtenemos

Us) = S0 e > (&
s) ==z z — hr r4+ —
2 - 2r

S U(s) > |hlr + °2J—r (1)

El cual caracteriza C'(h,w), pues tomando una forma sq en la esfera de formas,
2

su tamano es acotado inferiormente por m De considerar que 0 < r <

U(so)/|h|, obtenemos que #ZO) < r < U(sp)/|h|.- Suponiendo que sy es
una doble colisién entonces #250) = 0, entonces vemos que la region de Hill
admite una doble colisién de cualquier tamano.

Mostremos que la dindmica sélo depende de A = —hw?, permitiendo ver

todo el andlisis fijando algin h < 0 y variando w en [0, 00). La proyeccion de

0C(h,w) en la esfera de formas es el conjunto de todas las s que cumplen la
: 7 .« . . 2

desigualdad 1 para algin r > 0. Minimizando |h|r + %~ respecto a r

d w?
—(|h —) =0
dr(’ ’T+2r>
2
w
h|l—— =0
jwl|

2 U(s) 2 [wlv/[hl/2 + lw]/Ih]/2 = w]v/2]k] = V2X. (2)

Esta desigualdad caracteriza la proyeccion de la region de Hill en la esfera de
formas, dado que h y w son constantes la U(s) alcanza el mfnimo en v/2\. Por
lo tanto, la proyeccion de la region de Hill en la esfera de formas es acotada
por una curva equipotencial.

1.3. Momento angular grande

El primer caso que analizaremos es cuando el momento angular w es gran-
de. La desigualdad 2 fuerza a la forma s, a quedarse en uno de los tres discos
alrededor de cada configuracién de doble colisién donde U(s) = oo. Esto sig-
nifica que dos de los cuerpos estan relativamente cercanos con respecto a la
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distancia al tercer cuerpo, a lo que llamaremos configuracién binaria ajusta-
da. La region de Hill consiste en tres 16bulos sobre los discos mencionados.
Estos 16bulos tocan la triple colisién y el infinito sobre la configuracion de
doble colision. El comportamiento de las érbitas cerca de estos dos extremos
de r es similar para todo momento angular no cero.

Figura 1.1: Regién de Hill para momento angular grande

Teorema 1.3.1. Si el momento angular no es cero. Entonces si alguna orbita
pasa suficientemente cerca a la triple colision es del siguiente tipo: la configu-
racion es binaria ajustada para todo tiempo y el lado pequeno del triangulo se
mantiene siempre ajustado mientras que los otros dos lados tienden a infinito
en ambos sentido del tiempo.

Este teorema fue hecho por Sundman con refinamientos de Birkhoff. En
particular implica que la triple colisién no es posible para w # 0. En el infinito
de un l6bulo tenemos el problema de dos cuerpos al infinito (r — o0), donde
la desigualdad 1 muestra que la configuracion es binaria ajustada. Sin embar-
go no sucede que los tres lados de los triangulos tiendan a infinito, apelando a
la ecuacién de energia no escalada muestra que un lado se mantiene acotado
mientras que los otros dos tienden a infinito. Esta es la razén por la que la
influencia de la tercer masa se desprecia y la configuracién binaria se compor-
ta esencialmente como el problema de los dos cuerpos. De hecho, es posible
copiar y pegar el problema de los dos cuerpos al infinito de los tres 16bulos de
M (h,w). Realmente existen muchos problemas de dos cuerpos en el infinito,
que se distinguen por su velocidad asintoética de la separacion de la configu-
racién binaria con la tercer masa, intuitivamente hay tres casos: Primero, la
tercer masa tiene sélo la energia suficiente para escapar de la configuracion
binaria y alcanzar el infinito con velocidad asintética cero (caso parabdlico).
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Segundo, la tercer masa tiene energia de sobra para alcanzar el infinito con
velocidad asintética positiva (caso hiperbdlico). Tercero, la tercer masa no
tiene energia suficiente para alcanzar el infinito y regresa aproximandose a la
configuracién binaria (caso eliptico). Claramente el primer caso separa a los
otros dos.

Pensando en que la configuracion binaria es la tierra y la luna, y el tercer
cuerpo es el sol, vemos que la luna siempre estd a una distancia acotada de
la tierra y mucho mas cercana que la distancia de la tierra al sol. En esta
analogia de la tierra-luna podemos observar las orbitas periédicas lunares,
orbitas donde los dos cuerpos del binario se mueven en érbitas cercanamente
circulares a su centro de masa mientras que la tercer masa y el centro de ma-
sa del binario se mueve cercanamente circular alrededor del centro de masa.
Dicha o6rbita es llamada prograda si ambos movimientos circulares van en la
misma direccion y retrograda si van en direcciones diferentes.

1.4. El primer valor critico de w

La regién de Hill tiene un comportamiento continuo mientras bajemos el

valor de w hasta llegar a su primer valor critico. Bajaremos w hasta alcanzar
el primer valor critico para U(s). Pues de la descripcién de la seccién 1.2,
de como la region de Hill se proyecta sobre la esfera de formas, es claro que
la bifurcacién de esta regién surge de una curva equipotencial en la esfera
de formas. Asi, el valor critico de w corresponde a un valor critico de U(s).
Tenemos que las configuraciones equilaterales son minimos de U(s) y tres
configuraciones colineales son puntos silla de U(s).
Cada configuracién central determina un punto de reposo en M (h,w) para
el correspondiente valor critico de w. Esto representa érbitas peridédicas del
problema de los tres cuerpos, donde el triangulo formado por las tres masas
rota rigidamente alrededor del centro de masa (soluciones homogréficas).
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Figura 1.2: Regién de Hill en el primer momento angular critico

Como alcanzamos el primer valor critico de w, dos de los tres discos que
se estan alrededor de una doble colision en la esfera de formas se encuentran
en la configuracion colineal F; 1 < j < 3. Sobre este punto silla de radio
U(E;)/2|h|, dos de los tres l6bulos de la regién de Hill se encuentran repre-
sentando la configuracién de la orbita peridédica de Euler. Como pasamos a
través del critico w un tunel se abre entre dos lobulos. Un interesante con-
junto invariante vive en el tinel (soluciones homograficas). Esto surge de la
continuacion de bajar el momento angular de la érbita circular donde la con-
figuracion central sélo rota rigidamente. La configuraciéon permanece similar
a la configuraciéon central pero no rota rigidamente, el tamano se expande y
contrae. La orbita de los tres cuerpos es similar a una elipse alrededor del
centro de masa obedeciendo las leyes de Kepler para el problema de los dos
cuerpos. Ya que la forma permanece siempre acotada, tal érbita aparece en
la region de Hill como un segmento de linea radial sobre la configuraciéon
central.

1.5. Debajo del tercer valor critico de w

Las otras dos configuraciones colineales estan asociadas con una bifur-
cacion similar a la de la seccién anterior. En los niveles criticos aparecen
orbitas circulares periddicas. Nuevos tuneles aparecen conectando el tercer
l6bulo con los otros dos. Después de la tercer érbita colineal, la proyeccion
de la regién de Hill es una banda ecuatorial en la esfera de formas. Bastante
poco se sabe acerca de la dindmica entre estos valores del momento angular.
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Figura 1.3: Region de Hill debajo del tercer momento angular critico

1.6. Debajo del dltimo valor critico de w

Conforme bajemos w, la banda ecuatorial en la esfera de formas se va am-
pliando hasta alcanzar el tltimo valor critico de w, donde finalmente cubre los
polos que representan las configuraciones equilaterales. En los valores criticos
surgen dos puntos de reposo en M (h,w) correspondiendo a las érbitas cir-
culares periédicas equilaterales de Lagrange. Las érbitas se vuelven elipticas
como en el caso colineal. Después de la bifurcacion, las érbitas elipticas de
Lagrange aparecen como un segmento de linea radial. Globalmente la fron-
tera de la region de Hill estd dividida en dos dos esferas. Esta topologia se
conserva hasta w = 0. Cuando w — 0, la superficie interna converge a la tri-
ple colision. Para todo w # 0 bajo la ultima bifurcacién, existen cinco orbitas
elipticas de Lagrange, una para cada una de las configuraciones centrales.

Figura 1.4: Region de Hill debajo del dltimo momento angular critico
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1.7. Momento angular w bajo

En esta seccién consideraremos el caso w = 0y w # 0 pequeno. La dindmi-
ca interesante se da con las orbitas que pasan cerca de la tripe colision. En las
nuevas coordenadas explota la singularidad en el conjunto invariante {r = 0}.
El estudio de la triple colisiéon inicié con Sundman y continué por Siegel. El
estudio de McGehee del problema de los tres cuerpos colineales impulsé un
trabajo mayor. El problema de los tres cuerpos isésceles presenta un sub-
sistema cuando dos de las tres masas son iguales, el cual fue estudiado por
numerosos autores.

El teorema de Sundman ya no aplica sobre las érbitas cerca de r = 0 y la
triple colisién es posible. Mucho se puede decir sobre las 6rbitas que inician
y terminan en triple colision, primero su existencia: Por ejemplo, las érbitas
elipticas de Lagrange vienen cada vez mas excéntricas cuando w — 0 y las
elipses se degeneran en un segmento de linea. Las 6rbitas limite son expansio-
nes y contracciones homotéticas, es decir, su forma siempre es la configuracién
central mientras que el tamano crece desde cero hasta un maximo y después
regresa a cero. Por lo tanto, estas érbitas son homoclinicas a la triple colision.



Capitulo 2

Coreografia del 8

2.1. Introduccion

En esta ultima etapa, estudiaremos una o6rbita muy peculiar del problema
de los tres cuerpos en el plano, encontrada por Alain Chenciner y Richard
Montgomery, a través de métodos variacionales. Esta solucion es una nota-
ble orbita periddica, donde el movimiento de cada cuerpo describe la misma
curva en forma ocho, y los tres cuerpos con masas iguales se mueven sin
colisionar. Este tipo de soluciones son llamadas coreografias. Esta orbita es
simétrica, estable, su centro de masa estd fijo en el origen y tiene momento
angular cero.

Para probar la existencia de esta coreografia primero consideraremos el es-
pacio de configuraciones

X = {x = (21,22, x3) € CS}

con centro de masa en el origen, sin colisiones y lo dotamos de un producto es-
calar Hermitiano. Recordemos que el sistema que gobierna el problema de los
tres cuerpos es invariante bajo el grupo isométrico actuando entrada por en-
trada. Notemos que el espacio fase se identifica con el producto del espacio de
configuraciones con si mismo incluyendo las colisiones (X x X —{colisiones}).
El hecho de que las masas sean iguales le da una gran simetria al problema.
Para construir el ocho, usaremos esta simetria y curvas uniendo ciertas confi-
guraciones centrales. Mas precisamente, consideraremos el siguiente problema
de minimizacién de accion en el espacio de configuraciones:

Fijamos una configuracién de Euler, digamos E3 con tamano arbitrario y una

27
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variedad de configuraciones isésceles ajena a Fj3, digamos M. Y considera-
mos todas las curvas que unen a E5 con algtin punto de M; en un tiempo 7',
para algin T' € R fijo. Entre todas estas curvas consideramos la que minimiza
la accién.

A través de métodos variacionales, probaremos que la curva que minimiza

la accién, llega a M; con un angulo recto, y parte del rayo de E3 con angulo
recto.
El mismo problema se puede plantear con cualquier otra configuracién de
Euler E; y variedad isésceles M; tales que 7 # j. Asi, obtenemos 12 curvas si-
milares, tales que por su simetria y la ortogonalidad a las variedades isésceles
y a los rayos de configuraciones de Euler, se unen suavemente.

|

Por lo tanto, nos podemos concentrar en el doceavo de curva que va de
E3 a M. Para asegurarnos que la solucién no tenga colisiones: Comparare-
mos la accién de un camino con colisién, con la accién de la solucién colineal
al problema de los dos cuerpos donde empiezan en colision y terminan en
reposo. Orbita llamada media colisién-eyeccién, esta 6rbita minimiza la ac-
cién en el problema de dos cuerpos con colision. Mostrando que si un camino
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tiene colision, entonces su accién es mayor o igual a la accion de la media
colision-eyeccién. Después, consideraremos los ccaminos equipotencial en la
esfera I = I, con Uy = U(E3) y velocidad constante tal que recorran de F3 a
M; en un tiempo T'. Esto nos define una familia de caminos equipotenciales
dependientes de I;. Tomaremos el camino a que minimiza la acciéon en el
conjunto que acabamos de describir. Compararemos la accién de segmento
antes mencionado de a con la acciéon de la media colision-eyeccién, estable-
ciendo que la longitud [y de a (en el segmento de E3 a M; en el espacio
de configuraciones) es menor a 7/5 si, y sélo si, no tiene colisiones. Com-
probaremos numéricamente que ly < 7/5, empleando coordenadas esféricas
en la métrica reducida, inducida por la descomposicién de la velocidad de
Saari (K = Kyeq + Kyot), y la composicién de dos mapeos (Jacobiano y
Kustaanheimo-Stiefel) en el espacio de configuraciones. Asi, obtendremos la
proyeccion de un doceavo de la curva solucién en el espacio de configuracio-
nes. Considerando los otros 11 segmentos de curva simétricos, conseguiremos
la proyeccién de la curva en el espacio de configuraciones. Haciendo uso de la
regla del area podemos recuperar la forma de la curva en el plano inercial y
su invarianza bajo el grupo de Klein Zy X Zsy. Por tltimo, verificaremos que
la curva no tenga lazos extras, observando que cada 1ébulo tiene forma de
estrella.

2.2. Planteamiento

Consideramos tres cuerpos con masa unitaria en el plano R? = C, el
espacio fase se convierte en el haz tangente al espacio de configuraciones
X = X — {colisiones}, donde

3
X = {a:: (1,9, T3) EC?’,Z% :0}.

=1

Dotado con el producto escalar Hermitiano de masas, en el caso de masas

unitarias es:
3

(w,y) =Y Ti-yi =y +iw(z,y).
i=1
Donde la parte real es el producto escalar y la imaginaria es la estructura
simpléctica. El espacio fase se identifica con X x X, con elementos (z,y).
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Definicién 2.2.1. Sean P € R? y T > 0, nos referiremos a un circuito pla-
nar en forma de ocho T'—periodico con vértice en P. Como la curva imagen
de una funcién suave reqular v : R/TZ — R?, tal que

1. v(0) = P;
2. existe un tnico t € (0,T), tal que v(t) = P;

3. v((0,t0)) v v((to,T)) son curvas simples (la funcion restringida a los
intervalos mencionados es inyectiva), disjuntas, con interiores disjun-
tos y en forma de estrella a partir de P;

4. v([0,T)) es simétrico, con dos ejes de simetria.

Nota 2.2.2. 1. Un conjunto A € R? tiene forma de estrella a partir de
un punto a € A, si para todo b € A el segmento de recta que une a los
puntos a,b estda contenida en A.

2. La definicion del interior de una curva, surge del teorema de la curva de
Jordan: Toda curva cerrada simple divide al plano en dos componentes
conexas disjuntas que tienen a la curva como frontera en comun. Una
de estas estd acotada (interior de la curva) y la otra no estd acotada
(exterior de la curva).

3. Sean 11,1y dos rectas en el plano, entonces un conjunto A € R? es
simétrico con dos ejes de simetria li,ly, si A es invariante bajo la re-
flexion en ly o ls.

Queremos encontrar la érbita periddica en forma de ocho ya mencionada,
con este fin, consideremos un 7' > 0 y definimos la accién del grupo de Klein
Zo % 7y en R y en R? de la siguiente manera: Sean o y 7 los generadores de
Zo X Ly, cont € Ry (z,y) € R?, entonces

ot=t+T/2,7-t=—t+T/2, o-(2,y) = (—2,9),7 (z,y) = (z,—y). (1)

Con esto, nos concentraremos en la prueba del siguiente teorema el resto del
capitulo.

Teorema 2.2.3. Euwiste un circuito planar en forma de ocho T—periédico
q:R/TZ — R?, con vértice q(0) = (0,0) y las siguiente propiedades:
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1. para cada t € R/TZ,
q(t) +q(t +T/3) + q(t +2T/3) = 0;

2. q es equivariante bajo las acciones de Zy X Zo en R y en R2, descritas
en 1, es decir,

qlo-t) =0-q(t) y q(r-t) =7 -q(t);
3. la funcion x : R/TZ — X definida por
w(t) = (q(t +2T/3),q(t + T/3),q(t))

es una solucion T-periodica con momento angular cero del problema
planar de los tres cuerpos con masas iguales.

2.3. La exclusion de colisiones

Sea A el subespacio de H'([0,T], X) := {z € L*([0,T)) : ¢ € L*([0,T]), x :
[0,7] — X}, que consiste de todos los caminos que empiezan en la configu-
raciéon de Euler F3 con tamano arbitrario y terminan en una configuracion
isésoceles de M) con tamaifio arbitrario, en un tiempo 7" = T/12. En esta
seccion probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Un camino x € A que minimiza la accion

Alw) = [ GR() + Ulat)a

no tiene colisiones.
Primero observemos que la accién
A(my, mg, ms; x :/ =N ()] + — 7
( = Ot 2
= <i<j<

a lo largo de un camino x(t) es una funcién creciente con respecto a las masas.
Ajustando por ejemplo m; = 0, tenemos:

Alx) = A(1,1,1,2) > A(0,1, 1; z).

Notemos que el dltimo término corresponde a la accién de un problema de
dos cuerpos con masas iguales a 1.
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Definicién 2.3.2. Consideremos el problema de dos cuerpos con masas uni-
tarias donde los cuerpos estdn en reposo a cierta distancia 2d € RT. Por
atraccion Newtoniana colisionan y después regresan a distar 2d con veloci-
dad final 0, a esta orbita le llamaremos orbita eliptica de colision-eyeccion.

Figura 2.1: Orbita colisién-eyeccién

A la érbita de colision-eyeccion le ajustaremos la velocidad para que en
tiempo T recorra el segmento a partir de la colisién hasta el punto de reposo,
y le llamaremos media orbita eliptica de colision-eyeccién.

Lema 2.3.3. Si x € H'([0,T],X) tiene una colision, ya sea doble o triple,
entonces su accion es mayor a As, donde Ay es la accion de la media orbita
eliptica de colision-eyeccion.

Nota 2.3.4. El lema afirma que el infimo de la accion A(x) sobre todos los
caminos con colision x € H'([0,T],X) es mayor o igual a Ay. De hecho
iqual. En efecto, supongamos una sucesion de caminos x,, en los cuales ms
y ms hacen la media orbita eliptica de colision-eyeccion, mientras que my
permanece fijo, y dista n al centro de masa de los otros dos cuerpos. Asi,
A(z,) — Ay cuando n — oo, pues x1 tiene velocidad 0 y la energia potencial
de este cuerpo tiende a cero cuando se aleja de los otros dos cuerpos.

Demostracion. Supongamos que las masas ms y ma (y tal vez mq) colisio-
nan después de un tiempo 77. Como ya vimos, bajamos la accién del camino
ajustando m; = 0. Entonces nos podemos olvidar de la posicién de m; para
esta nueva accién, quedando la accién para el problema de dos cuerpos Ke-
pleriano. De acuerdo con Gordon cada parte de la curva x antes y después
de T} tienen accién mayor o igual al correspondiente movimiento colineal de
masas mq y mg en el cual colisionan en tiempo 77 y reposan en sus puntos
finales (t = 0,7). En efecto, de doblar cada parte y concaternala en senti-
do opuesto, obtenemos dos caminos cerrados, que van de colision a colision,
uno de tiempo 277 y otro en tiempo 2(7° — T3). El minimo absoluto para
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el problema de colisién a colisiéon fué mostrado por Gordon (ver [4]) y es
la solucién colisién-eyeccién: Su accién es proporcional a T/3 (podemos ver
esta relacién en el lema 2.3.5), como A = ¢T3 y con A como la accién de la
concatenacion antes mencionada, entonces

A=l 4 o(T —Ty)?
T 1/3 T_T 1/3
=) +
(7) ()

T, T-T
>3 (= .
> (T

= T3

= T3,

Es decir, que si remplazamos los dos movimientos anteriores por una solu-
ciéon de colision-eyeccion iniciando y terminando en colisién, sin colisiones
en medio habremos bajado la accién. Por lo tanto, la mitad de este camino
realiza el infimo de la accion de los caminos con colision en tiempo T para el
problema de Kepler (el problema de los dos cuerpos). O

Figura 2.2: Orbita con colisién
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Figura 2.3: Orbita de colisién a colision resultante de la concatenaciéon

Lema 2.3.5. La accion A de la drbita colision-eyeccion con periodo P € RT,
masas unitarias y centro de masa en el origen, es

A=3.2723;23p1/3

Demostracion. Recordando que las ecuaciones que rigen el movimiento del
problema de los dos cuerpos, son las siguientes:

.. Gmy(zy — 71) T2 — X1
T = 3 3
|71 — 23 |71 — 23
. Gm1($1 - $2) S S
T2 = 3 37
|zo — 1] |29 — 21

con G =1 y masas unitarias.
Por otro lado, podemos notar que el fijar el centro de masa en el origen, esto
nos implica que
1 — —XTa.
Entonces 9
— 42X —X1
=3 = 13 (2)
221> 4]

Notemos que en el punto inicial la energfa h es —(2d) ™!, pues tiene velocidad
cero en ese punto y los cuerpos distan 2d, y recodando que la energia es
constante, entonces h = —(2d)~!. Ahora, por la tercera ley de Kepler: El
periodo P de una orbita Kepleriana y el semieje mayor a estan relacionados
de la siguiente manera:

T

4
PP= _— .
G(m1 + 7TL2>a
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Notando que en la érbita de colisién-eyeccion de periodo P, los dos cuer-
pos describen la misma érbita Kepleriana con longitud del eje mayor 2d.
Aplicando la tercera ley de Kepler a esta érbita, obtenemos

A7 m2h 3
oS —; ., R - .
G(m1 + TTLQ) T 4

Despejando h, obtenemos

h— _9-2/3,2/3p-2/3

Calculando la accién A de la 6rbita colision-eyeccién con las caracteristicas

mencionadas:
1
A= / ( (47 + i3) +—>dt'
|CL’1 — I2|
Usando x1 = —x9,
P
A= / (j:Q + ) dt
0 1 2’$1|
s _ 1 L — 42 .
Utilizando h = £ (&7 + ©3) — [i—z2] Y17 2]

P
0
Integrando por partes el primer término,
P
A =202 — / 2% x1dt — hP.
0

Sustituyendo #; con la ecuacién 2, observando que @1(0) = 1 (P) = 0, pues
son puntos de reposo y |z(0)| = |z(p)| = d, entonces

P P
A= / 2—3x1dt — hP = / dt — hP.
o 4fx 0 2|z

_1
2|z |

Utilizando de nuevo h = i? —

P
A :/ @idt — 2hP.
0
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De observar que fOP 252dt — hP = fOP 2dt — 2h P, concluimos que
A= —-3hP.
Finalmente, usando la relacion de la tercera ley de Kepler, llegaremos a
A —3.9°2/3:2/3p1/3
O

Definicién 2.3.6 (Caminos de prueba equipotenciales y su longitud). Fije-
mos I = Iy y U = Uy, donde Uy es el valor de la funcion potencial en alguna
de las configuraciones de Euler en la esfera I = Iy. Visto en el espacio de
configuraciones reducido, esto define una curva en la dos esfera de radio \/Iy.
Tomando un doceavo de la curva alrededor del ecuador, que conecta E3 con
M. Tomamos estos caminos con velocidad constante tal que recorra el seg-
mento anterior en tiempo T. Esto define una familia de caminos de prueba
reducidos en X/SO(2) dependientes de Iy. La longitud de estos caminos es
lov/Iy donde ly es la longitud del camino cuando Iy = 1, desde ahora llamada
La longitud equipotencial de Euler.

Lema 2.3.7. El minimo de las acciones de los caminos de prueba equipoten-
ciales a es mas pequeno que el infimo de las acciones de caminos con colision
en tiempo T, Ay si, y solo si, La longitud equipotencial de Euler ly satisface:

T
l() < g

Demostracion. La accién A, es la mitad del camino de colisién-eyeccion de

periodo 2T, por el lema 2.3.5 es

Ay = %3 272323213,

Ahora evaluaremos el minimo a de las acciones de los caminos de prueba equi-
potenciales. Calculando la accién A(ly) := A(zy,), donde zy, es un camino
de prueba equipotencial en la esfera de radio /I

1 1
A(ly) = /0 (§K0 + Up)dt = (§K0 +Uy)T

con Ko = [yl /T? (p~ues el camino recorre lov/Ty en un tiempo T con velocidad
constante), y Uy = Ug/+/Iy, donde Ug indica el valor de la funcién potencial
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U en una configuraciéon de Euler en la esfera I = 1. Considerando que x3 =
(0,0) y dado que el sistema es invariante bajo rotaciones, podemos considerar
los otros dos cuerpos se encuentran sobre el eje x, |z1]? + |x2]*> = 1 y no estan
en colisién, entonces

|$1 - IQ| = \/5
21 — 23] = 1/V/2
|.T2 — LC3’ = 1/\/5
- 1 1 1 1 1 1 5

Up=—+—+-—=—"—+ + =
T e s V2 1/vV2  1/V2 V2

Ahora minimizaremos la funcién A(Ip), derivando respecto a I e igualando
la derivada a cero, obtenemos

d (12, 5T
ALy = 2 (Do >
(To) dl, (4T V21,

BT
AT~ 2/213
=0

2574\ '/
215
Dada la concavidad de esta funcion este valor es su tnico valor minimo, asi,
sustituyendo
2/3
4T? 20, 2 \V2 0
Por lo tanto, a < Aj si, y sélo si,

3 (5 2/3l2/3T1/3< 13 9-2/3 2/3(2T)1/3

Finalmente, despejando [y, obtenemos

s
l0<g.
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Ahora veremos una aproximacién de La longitud equipotencial de Euler
obtenida numéricamente, para ello necesitamos coordenadas explicitas de:
Las configuraciones en el espacio cociente X/SO(2), la expresién de la métri-
ca a la esfera de formas y la funcién potencial.

Definicién 2.3.8. Un mapeo de Hopf h : S® — S? es una funcién continua
tal que cada punto en particular de la 2-esfera proviene de una circunferencia
especifica de la 3-esfera.

El cociente es realizado por la composicién del mapeo Jacobiano J con
el mapeo de Hopf K (también llamado mapeo de Kustaanheimo-Stiefel):

J: X = C?
K:S3xRT=2C*> 5 RxC=R>=3*xR",
definidos por

j@g:y@h@wg:(&ﬁa—xmvg(m—%@rm@)>:ub@y

K(Zl, 22) = (‘21’2 — ‘22‘2,22122) = (ul,uQ + ZU3)

Recordemos que si (z1,z9,23) € X, entonces x1 + x9 + 23 = 0, con ello,
podemos notar que el mapeo J es un isomorfismo y dado que [ es la métrica
en X también es una isometria, pues I = |z1]? + |22]?. La accién que realiza
SO(2) sobre X corresponde a la accién de multiplicar entrada por entrada los
complejos unitarios en las coordenadas (z1, 29), es decir, X/SO(2) = C?/S*.
El cociente de las rotaciones es realizado de hacer un vector de los polinomios
invariantes del mapeo K. También notemos, que

K21, 22)[* = + uf + 15 = (| + | 2*)* = I*.

La 3-esfera I = 1 es mandada por K o J a una 2-esfera unitaria en R3
(La esfera de formas), es decir, K preserva la métrica. La localizacién de las
configuraciones de doble colision (donde C; = Cj; con j # i # k), Euler y
Lagrange de la esfera de radio I = 1 bajo la composicion K o J son:

1 V3 1 V3

Cl = (_17070)7 CQ = (57 770>7 C’3 = (57 _77())7
1 V3 1 V3
El = (17070)7 E2 = (_57 _770)7 ES = (_5; 770)7
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Evaluando rq9, 193,713 en las coordenadas Jacobianas:

T23 = |$3 - $2|
= V2|(1v2) (w5 — )|
= \/5’21’7

7‘12:|$2—I1’
= |21 — @5 + (1/2)a3 — (1/2)a3
= (21 = (1/2) (22 + 23)) + (1/2)(25 — 22)]|
= [V/3/2v/2/3(x1 = (1/2)(w2 + 3)) + (1/V2)(1/V2) (w5 — w2))|
=[v/3/22 + (1/V2)z],

3 = ’$1 - $3|
= |z1 — @3+ (1/2)z2 — (1/2)2]
= [(z1 — (1/2) (22 + x3)) — (1/2) (23 — 22)]
= |V/3/21/2/3(x1 — (1/2)(w2 + x3)) — (1/V2)(1/V2) (w3 — )|
= |V/3/220 — (1/v/2)2].

Por lo tanto,
To3 = \/§‘lea ri2 = [\/3/22 + (1/\/5)21\, rs = |v/3/2z - <1/\/§>Zl‘

Lema 2.3.9 (Hsiang). Para u = (uy,us,us) en la esfera de formas, co-
rresponde a un tridngulo con lados reg3 = /1 —Ch-u, rio = /1 —0C5 - u,
7“31:\/1—03-u.

Demostracién. Usando que |z1|> + |22/ = 1 y las expresiones anteriores,
obtenemos:

VI=Cru=vitu=V]aP+ 2P+ af - |2P = V2] =r,
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VI= G =/1- (12 + (V3/2)u
= VlsP + 222 = (/2|52 + (1/2)]z]? + (VB/2) Re(2512,)
— 11252 + (3/2)52 + (V3/2) (212 + 521)
— (/22 + (V3/2)2) (1/2)7 + (V3/2)2)

— IW/2)2 + (V3/2))?
= [V/3/22 + (1/V2)z1| = 1o,

VI=Csu=/1-(1/2)us — (V3/2)uz
= \/!Zl|2 + 222 = (1/2)|21]? + (1/2)|22)% — (V3/2) Re(2212,)
— 10252 + (3/2)52 — (V3/2) (5122 + 2221)
= \/((1/2)21 — (V3/2)22)((1/2)21 — (V3/2)2)
— 11/2)1 — (V3/2)?
= [/3/22 — (1/V2) 1| = r13.

Ahora deduciremos la férmula para la métrica reducida K,.; (la métrica
Riemanniana en el espacio cociente X/S0(2)) de la distancia d(z,y) entre
érbitas z,y € X. Como SO(2) actiia por isometrias, entonces

1nfz |lz; — ey |? i%f[|x|2 + |y|* — 22 - y cos O + 2w(x.y) sin 0]

Si derivamos respecto a # e igualamos a cero, notamos que el minimo ocurre
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en 0 = 6y donde x - ysin by + w(x,y) cosy = 0. En consecuencia

d*(z,y) =|z|* + |y|* — 22 -y cos O + 2w(z.y) sin O
=|z* + Jy|* — 2¢/(2 - y cos O — w(x, y)? sin H)?
=lz|* + |y|*
—2v/(z - ycos —w(z,y)?sinh)2 + (z - ysinb + w(x, y) cos )2
=l + |yl = 2v/(2,9)? + w(z, y)?
=z|* + [y* — 2/ (=, ).

Ahora expandimos d*(z,z + ev), dado que el término €* corresponde a la

métrica reducida, pues de la descomposicién de la velocidad de Saari (para
ver la descomposicién de la velocidad de Saari en [6]) Kyeq = K — Ko (Kot
es la parte rotacional de la energfa cinética), entonces

Kreq(z,v) = [(0)/2,

con

fle) =|z)? + |z + ev* =24/ (z - (x + €v))? + w(z, z + €v)?
=[z* + |z + ev]? = 2¢/(z - (z + ev))? + 2w (z,v)2,
(x-(x+ev))(z-v) + ew(z,v)?
V(- (r +e)? + Ewlz,v)?

T-(TTev xr-v ew(x,v 2
(z-0)* +w(z,0)? - ! (:tt(-(;Jre?v()()QJr)ejw(aE,v)Q)]

V(@ (x4 ev))? + w(z,v)?

f'(e) =2v - (x4 ev) — 2

f'(e) =2lv]* -

Entonces

Por lo tanto,

Notemos que es consistente esta definicién, pues es el pullback de la métrica
inducida en el cociente y K,eq(x,v) = 0 si v es tangente a la érbita x, es
decir, si v es proporcional a ix.
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Dada la forma del espacio de formas (esfera de formas), es conveniente utilizar
coordenadas esféricas en R3:

up =rcosycosf, wus =rcosysinf, wuz=rsiny.
Notemos que r = y/uf + u3 + u3 = I.

Lema 2.3.10. El mapeo de Kustaanheimo-stiefel K : C2 = H — H =~ R3, lo
podemos ver como K(q) = qiq.

Demostracion. Tomando 21 + 29 = q, 21 = a + bi v 25 = ¢+ di, entonces

K(q) = qiq
= (a —bi —cj — dk)i(a + bi + cj + dk)
= (a—bi —cj—dk)(ai — b+ ck — dj)
= a*i — ab + ack — adj + ab + b*i + bej + bdk
+ cak + bej — i — ed — adj + bdk + ¢d — d?i
= (a®+b* — ¢ — d*)i + (—2ad + 2bc)j + 2(ac + bd)k
= (|z1]* — |22[?)i — Im(22122) + Re(22122)k

= uli — U3j + ng‘.
O]

Lema 2.3.11. En coordenadas esféricas la métrica cociente correspondiente
a la energia cinética reducida K,.q que ocurre en la accion reducida estd dada

por
2

ds* = dr* + %(cosz vdf* + dv?).

En particular la esfera de formas I = r =1 es isométrico a la esfera de radio
1/2, el espacio de formas R® es el cono sobre esta esfera y la esfera en si
misma consiste en todos los puntos que distan 1 de la triple colision.

Demostracién. Primero veamos que C? es isométrico al cono C(S3(1)) =
S3(1) x [0,00)/(53(1) x 0 ~ 0). En efecto, con la isometria (w, R) — Rw,
pues ambos puntos en los diferentes espacios miden R. Ahora sabemos que
tanto S', como S3(1) = SU(2) actian linealmente por isometrias (es de-
cir, actiian linealmente y preservan la métrica) en C?. Entonces de hacer el
cociente resulta C?/S' = C'(S3(1))/S* = C(S3(1)/S'), pues conmuta con

la isometrfa, es decir, dado un 6 € [0,27], entonces ¢ (Rw) = R(e"w). Y
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por el mapeo de Kustaanheimo-Stiefel (que es un mapeo de Hopf), entonces
C?/S' = C(S?(1)). Por lo tanto, ds* = dr? + r?dw?. Ahora para ver el factor
1/2, notemos que la accién de SU(2) conmuta con la accién de S! sobre C?,
dado que ambas son rotaciones. Entonces su accion desciende a una accién
en R3, que por el lema anterior es un cubrimiento 2:1 de SU(2) — SO(3).
Donde podemos observar que los antipodales se corresponden, es decir, m y
—m, van al mismo punto. Asi, las geodésica en S® de dos antipodales (reco-
rriendo 180 grados) es mandada a una geodésica que empieza y termina en
el mismo punto (recorriendo la vuelta completa). ]

Ya con la métrica reducida podemos calcular La longitud equipotencial
de Euler [y, usando las expresiones del Lema de Hsiang la podemos expresar
en términos de la configuracién de Euler en la esfera de formas, es decir, con

cos(f+2) = —3 cosf — %gsine y cos(0+ ) = —%cos@—i—‘/?gsin@, entonces
5 =
NG B
1 1 1
= — 4+ —+—
Ti2 T3 T32
SRS S D
_\/1—C'1u \/1—CQU \/1—03'1,6
1 1 1

- o+ + .
V1 + cosy cos \/1 + cosy cos(0 + %) \/1 + cosy cos(0 + )

Esta curva cubre dos veces el ecuador con v = 0, entonces podemos para-
metrizar v = y(#), con € variando en una longitud de 47. Dado que estamos
interesados en calcular un doceavo de la curva, utilizando el lema anterior y
como r = 1, tenemos que

l():— ds

Esta integral fue calculada numéricamente por Carles Simé y confirmada
por Jacques Laskar, quienes obtuvieron con los métodos de Newton para el
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calculo de y(6) y 7/() y con el método del trapezoide la integral, que :

" <ly< i .
5,082553924511 5,082553924509

Concluyendo que el segmento de la 6rbita de E3 a M; que minimiza la accién
no tiene colisiones.

2.4. Prueba de la existencia del ocho

En esta seccién se probara la existencia de la curva, su simetria y que no
contiene lazos extras.

Lema 2.4.1. Después de ser simetrizado segun el patron de la curva equi-
potencial de Fuler en la esfera de formas, un camino minimizador x da un
T = 12T -ciclo periédico, con momento angular cero, el cual trasladado hasta
un cierto tiempo y rotado en el espacio, es de la forma

x(t) = (q(t +2T/3),q(t +T/3),q(t))
descrito en el teorema 2.2.35.

Demostracion. Primero observemos que un arco minimizador es ortogonal a
la variedad M; y al rayo E3 en sus puntos finales. Esto surge del término
acotado en la primera formula de variacién de la accién:

0= h’m1 (Ar(xz + ev) — Ar(x))

e—0 €
1 T
=lim- [ (L(z+ev,2' +e) — Lz, 2"))dt
e—0 € 0
1 (T
- h’r% = | (L(z,2") + Lyev + Lyev' — Lz, 2') + O(€*))dt
e—U € 0
T
=1lim [ (Lyv+ Lyv' + O(e))dt
=0 Jo
g d
= lim i (Lyv — Lo + O(e€))dt + Lyv]i
= Lx/U]g.

De este ultimo término podemos concluir la ortogonalidad, pues el camino
no es cerrado, L, es distinto a cero y v(0),v(7") son arbitrarios en el rayo
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Es5 y en la variedad M; respectivamente. Por lo tanto, de hacer v(0) = 0y
v(T') # 0 concluimos la ortogonalidad del segmento de curva con M; y con
v(1) =0y v(T) # 0 concluimos la ortogonalidad del segmento de curva con
el rayo Fjs.

Ahora recordemos la accién de el grupo de Klein Zy x Zy en R/TZ y en R?,
son de la siguiente manera: Sean o y 7 los generadores de Zy X Zso, entonces

o t=t+T/2,7-t=—t+T/2, o-(x,y) = (—z,y),7 (z,y) = (v, —y).

Por lo tanto, podemos reconstruir las otras once partes de la curva, dado que
son ortogonales a las variedades donde se unen, entonces se unen suavemente
en sus extremos. Primero reflejamos a través del meridiano My, es decir,
z(T/12+1t) = 51(z(T/12—1t)) donde s; es la reflexién a través del meridiano
M. Esta reflexién puede ser realizada en el plano inercial de la siguiente
manera: En un tiempo 7' = T'/12 el tridngulo es un isésceles del tipo M; y
en consecuencia tiene una simetria de reflexién 7, (7(z,y) = (z, —y)). Sea
Si(x1, 29, 23) = (x1,23,72) la operacion de intercambiar las masas 1 y 2,
entonces s; = S; o7 = 70 5;. Asi, obtenemos la solucién de E3 a Ej, que
recorre este segmento en un tiempo 27

Continuando de esa manera definimos el medio giro Hy en Ey: x(21 —t) =
Hy(x(2T+1)). Este medio giro es una simetria de la accién de la composicién
de la reflexién en el ecuador con la reflexion en el meridiano My, es decir, en
el plano inercial se realiza de intercambiar las masas 1 y 3, y luego realizar el
medio giro sobre el origen o o 7(x,y) = (—x, —y). Asi, obtenemos a solucién
de E3 a E; en un tiempo 47.

Continuando de manera similar al medio giro, pero en E; y FEj3, podemos
obtener el resto de la curva para un tiempo total 127
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Figura 2.4: Proyeccién de la curva en la esfera de formas

Hasta ahora hemos construido la proyeccion de la curva solucién en el

espacio de configuraciones reducido (X/SO(2)). Para reconstruir la curva en
el plano inercial X usaremos la regla del area y la simetria de la proyeccién
de la curva solucién.

Teorema 2.4.2 (Regla del area). Dado un segmento de curva C de una

funcion x : [a,b] € R — X/SO(2), para algunos a,b € R que describe

el movimiento de tres cuerpos con momento angular cero, consideremos su
proyeccion en la esfera de formas C' (notemos que también es una curva de
T :]a,b] € R — X/(SO(2) x I =1)), entonces:

1. 51 C' es cerrada, sabemos que los triangulos iniciales y finales son simi-

lares. Entonces el dngulo de rotacion que relaciona estos dos tridngulos
es dos veces el drea esférica encerrada por la curva de la forma.

. 81 C no es cerrada, pero inicia y termina en el ecuador, entonces po-

demos cerrar C a través del ecuador desde el punto final hasta el punto
micial. Calculamos el doble del darea esférica que encierra la curva, y
esto es igual al dngulo entre las dos lineas en el plano inercial de las
configuraciones inicial y final.

. Si C no es cerrada, pero inicia y termina en uno de los meridianos

M; con i =1,2,3, podemos cerrar C de la siguiente manera: Partien-
do desde la configuracion final bajamos (o subimos) por el meridiano
hasta el ecuador, regresamos por el ecuador hasta el meridiano del que
partimos y subimos (o bajamos). Calculamos el doble del drea esférica
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que encierra esta nueva curva, y esta es el dngulo de rotacion entre
los tridngulos si ambos estdn en el mismo hemisferio, de lo contrario
resulta el dngulo la rotacion entre los tridngulos después de reflejarlo
respecto al eje .

Nota 2.4.3. Notemos que el drea de la esfera de radio 1/2 es w. Asi, el
factor 2 en el drea de la formula asequra que esté bien definida modulo 2.
Una demostracion se puede ver en [3].

Recordemos que la soluciéon que estamos considerando minimiza la ac-
cién, en el problema planar de los tres cuerpos K, = |w|?/I (esto surge de
remplazar la desigualdad K,.,; > |w|?/I en el problema de los tres cuerpos
espacial en la desigualdad 0.2.4), como las condiciones de frontera definidas
en A son invariantes bajo rotaciones, entonces si x(t) es el camino buscado,
entonces ¢(t)z(t) también lo es para alguna g : R — SO(2) suficientemente
regular. Notemos que si cambiamos ¢(t) cambiamos K., mientras K,.q se
mantiene fija, entonces podemos elegir g(t) tal que K,,, = 0. Por lo tanto
¢ = 0 y en consecuencia el camino minimizador de la accién tiene momento
angular cero.

Considerando la solucién construida en la esfera de formas.

1. Si empezamos en una configuracién de Euler y continuamos por un
tiempo T/3 = 47T, pasando a través de una configuracién de Euler
intermedia en un tiempo 27" y llegando a la tultima configuracién de
Euler. Caemos al segundo caso del teorema 2.4.2 y como las dos super-
ficies que encierra esta curva (después de haberla cerrado como dicta
el teorema) tienen la misma drea por ser simétricas. Entonces el drea
total es cero, dado que tienen diferente orientacién. Esto nos dice, que
no hay rotacion entre las lineas de las configuraciones de Euler, contra-
rio a lo que pasa en tiempo 27, pues en ese caso el area es positiva e
implica una rotacion.

2. Siempezamos en una configuracién isésceles después de un tiempo 7/2,
una configuracién regresa a si misma reflejado por el eje y. En efecto,
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este segmento corresponde al tercer caso, después de cerrar la curva
(como especifica el teorema) y considerar la simetria de la curva obte-
nemos que tiene area 0. Por lo tanto, regresamos la misma configuracion
reflejada por el eje y.

W% o e

Por lo tanto, escogiendo que en tiempo t = 0 se encuentre en la configuracion
de Euler E5. Ajustamos ¢(t) = z3(t), donde z(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) es la
solucién. La condicién 1 implica que:

23(t) si0<t<T/3,
qt) = 2t —T/3) siT/3<t<2T/3, (4)
ri(t—2T/3) si2T/3<t<T

Asi, después de un tiempo T/3 (2T/3), los cuerpos 2,3,1 son remplazados
por los cuerpos 3,1,2 (1,2,3) incluyendo las velocidades. Los tres cuerpos se
mueven a lo largo de la curva ¢(t) de periodo T' con un cambio de fase relativo
en si de T'/3. La propiedad 2 nos implica la simetrfa de Klein, pues la reflexién
a través del ecuador se ve en el plano inercial como la reflexién a través del
eje y, y la reflexion a través del punto M3 se ve en el plano inercial como la
reflexion a través del eje x. O

Ahora sélo nos falta demostrar que ¢(t) tiene forma de Ocho sin lazos
extras. Para ello emplearemos el siguiente lema.

Lema 2.4.4. El momento angular q(t) x ¢(t) no es cero para 0 < t < T/4,
es decir, en un cuarto de la curva el momento angular de la masa que realiza
el movimiento no es cero.

Demostracion. Usando la ecuacion de Newton i3 = #1552

+“:2ré+:3yx1+x2+
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x3 = 0 en la derivada del momento angular:

d

2 (a(t) x q()) = q(t) x 4(t) + q(t) x 4(?)

:ZB3Xflf’3

xT1 — T3 To — T3
= I3 X 3 + 3
713 T'39

1 1
=3 X2 | —=——— 1.

3 3

T3 T3g

Entonces < (g(t) x (t)) = 0'si, y sélo si, z1 y x5 son linealmente dependientes
O T3 = Ta3.

Si z; es linealmente dependiente a z3, entonces toda la configuracion es co-
lineal, es decir, cruza el ecuador en el espacio de formas. En un arco mi-
nimizador esto sélo puede pasar en una configuracién de Euler. Dado que
si lo hizo en otro punto del arco minimizador entre el Euler y el Isésceles
(0 < t < T/12), debe ser dividido en dos subarcos o més, con uno por en-
cima del ecuador y otro debajo. Reflejando uno de estos arcos a través del
ecuador y dejando los otro fijos. El resultado es un arco con la misma accion
sin colisiones y que conecta al Euler con el Isésceles minimizador. Pero su
longitud ya no es analitica, contradiciendo que es solucién.

Si suponemos ahora que 713 = 793 para un tiempo 0 < t < T/12, esto afirma
que el arco cruza el meridiano de isésceles, cayendo al caso anterior pero en
lugar de reflejar a través del ecuador, se refleja a través del meridiano.
Suponemos que el momento angular ¢(t) x ¢(t) empieza decreciendo, entonces
los argumentos muestran que decrece desde 0 para 0 < t < T/6, y crece para

T/6 <t < T/4 Dado que x = (q(t),q(t +T/3),q(t + 2T/3)) y el momento
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angular total es cero, entonces

g % §(T/4) = — q x ¢(TT/12) — ¢ x ¢(11T/12)
= ) <)o (o) * o o
R A
or () e
() (Y- () G
)< i <

Por lo tanto, es negativo en 7T/4, podemos concluir que permanece estricta-
mente negativo en 0 < t < T'/4, y usando la simetria de Klein, se sigue que

permanece estrictamente negativo para 0 < t < T /2y estrictamente positivo
T/2<t<T. O

N~
X

Corolario 2.4.5. Cada l6bulo de la curva tiene forma de estrella: La tinica
vez donde x; X ; =0, parat = 1,2,3, es cuando x; pasa a través del origen.

Demostracion. Expresamos el momento angular en coordenadas polares (r, 6),
T X & = r2fe; X ey. Se sigue que el angulo 0(t) de la funcién ¢(t) decrece
mondtonamente en el intervalo (0,7/2) desde su maximo valor §(0) cuando
7(0) = 0, hasta su minimo valor 6(T/2) = —6(0). O

Por lo tanto, hemos construido la coreografia del ocho.
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