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RESUMEN

Las células B se encuentran dentro de Islotes en el pancreas y estan acopladas eléctricamente entre
si mediante canales de flujo idnico. Estas células producen y secretan la hormona insulina, y
presentan una actividad eléctrica llamada bursting que estd correlacionada con la liberacién de
insulina. Ademads, esta actividad se presenta de forma sincronizada. Usando un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias que reproduce la dindmica de una célula B, asi como los
algoritmos de Erdos-Renyi, de Watts-Newman y de Barabasi-Albert para generar respectivamente
redes aleatorias, de mundo pequefio y de escala libre, se construyen modelos de Islotes
pancreaticos. A partir de estos modelos, se estudia la relacidn entre la topologia y la capacidad de
sincronizacién que tiene el arreglo en distintos escenarios. En redes con células idénticas y peso
homogéneo en las conexiones, se utiliza la técnica de la Master Stability Function para obtener
informacidn acerca de la sincronizabilidad; en particular, dada una topologia, se obtienen
estimaciones de la fuerza de conexidon necesaria para lograr un estado sincronizado localmente
estable; estas estimaciones son verificadas mediante simulaciones numéricas. Se aborda
numéricamente el estudio de redes con poblaciones de células activas e inactivas, y se consiguen
estimaciones sobre el nimero de células activas requeridas dentro de una red (numero critico), para
que la red completa muestre un estado activo; se miden los errores de sincronizacion de dicho
estado. Se propone un algoritmo simple de asignacién de pesos en las conexiones, el cual también
es implementado numéricamente. Mediante simulaciones, se muestra que este mecanismo incide
sobre el nimero critico de células activas, y se utiliza de forma heuristica para reducir el nUmero de

células activas necesarias para lograr un estado oscilatorio en toda la red.



CAPITULO |

INTRODUCCION

1.1 Redes Complejas

El funcionamiento de muchos sistemas tanto naturales como artificiales, se basa en la interaccion
de varias unidades o subsistemas que cuentan con una dindmica propia dada. Como resultado de
esa interaccidn, estos sistemas exhiben patrones ordenados en su comportamiento colectivo;
ejemplos de tales sistemas son abundantes y ocurren en muy diversos contextos: fisicos, quimicos,
bioldgicos y sociales [28], y en general se les denomina como sistemas complejos.

Un enfoque que ha demostrado ser muy util en la comprensidn de algunos sistemas complejos, es
concebirlos como redes: las unidades que interactian en el sistema son consideradas como los
nodos de la red, mientras que las interacciones entre estas unidades constituyen las aristas que
conectan a los nodos. De este modo, diversos sistemas fisicos! naturales o artificiales pueden ser
modelados como redes complejas, por lo cual en los Ultimos afios éstas han recibido gran atencion
y han sido punto de encuentro de diferentes areas de investigacion cientifica, lo que otorga a su
estudio un marcado caracter multidisciplinario. La comprensidon del comportamiento de tales redes
es un problema inherentemente dificil; algunas de las posibles complicaciones para su estudio son
[15]: complejidad estructural, evolucidn de la red, diversidad en tipos de conexién, complejidad
dinamica de los nodos y diversidad de nodos.

El avance en las ciencias computacionales ha brindado la oportunidad de poder almacenar y
procesar grandes volumenes de informacion, lo cual ha impulsado el progreso en el estudio de redes
complejas, ya que ha permitido contar con datos duros referentes a la estructura de redes que se
encuentran funcionando en sistemas fisicos, tales como Internet, la WWW, redes de transcripcién
genética, redes de colaboracidn cientifica y redes de transporte [18]. La disponibilidad de datos
empiricos sobre la estructura de estas redes ha permitido a los investigadores identificar
propiedades genéricas en su estructura, asi como proponer mecanismos plausibles que puedan
dar lugar al surgimiento de las mismas. Esto ha representado un paso importante en la comprensién
del comportamiento de estos sistemas, ya que la estructura de una red siempre afecta la funcién de
la misma [15]. En las dltimas décadas se han dedicado esfuerzos importantes para crear modelos
matematicos que reproduzcan las propiedades estructurales que se observan en sistemas fisicos.

A comienzos de la década de los sesenta del siglo pasado, Erdos y Renyi [16], introdujeron un
modelo de red aleatoria en el cual las conexiones entre nodos aparecen con cierta probabilidad. A
pesar de ser un modelo que se ha usado durante mucho tiempo para tratar de emular redes
complejas reales, tiene serias limitaciones en su aplicacidn, ya que este algoritmo produce redes

L En este trabajo usamos el término sistema fisico para referirnos a cualquier sistema o fenémeno que
ocurre en la realidad.
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aleatorias que no cuentan con algunas propiedades estructurales que se observan en redes fisicas,
y que son esenciales para el funcionamiento de las mismas.

En 1998 Watts y Strogatz [17] estudian un modelo que describe una transicién de una red regular a
una red completamente aleatoria. Su modelo conjuga dos propiedades que han resultado ser
ubicuas en redes reales, a saber, una longitud promedio de camino pequefia y un coeficiente de
agrupamiento alto; estas dos propiedades se presentan en redes sociales, circuitos electrdnicos, la
cadena alimenticia o en el lenguaje humano [18].

Algunas redes tales como el internet, la WWW y redes metabdlicas comparten una propiedad
importante: su distribucidén en los grados de conexién sigue una ley de potencia, lo cual les confiere
una naturaleza heterogénea, permitiendo que algunos nodos concentren la mayor parte de las
conexiones, mientras que los nodos restantes tienen comparativamente pocas conexiones [18]. Las
redes que cuentan con esta propiedad son llamadas redes de escala libre. Un algoritmo que genera
redes de este tipo fue propuesto por Barabasi y Albert [19]; su modelo de red evolutiva se basa en
el crecimiento de la red a través de la inclusidn de nuevos nodos que se conectan preferencialmente
a aquellos nodos ya existentes que tienen un mayor grado de conexion.

Los tres modelos mencionados arriba han sido paradigmaticos en el estudio de redes complejas,
pero ademas de ellos, toda una plétora de modelos de redes han surgido en los ultimos afios; un
recuento de estos modelos puede encontrarse en [20].

Una vez que se cuenta con los modelos que generan el tipo de estructura deseada, el siguiente paso
en la modelacion de redes complejas es introducir en los nodos de tales estructuras los sistemas
dindmicos que describan el comportamiento de las unidades que interactuan, lo cual da lugar a las
asi llamadas redes dindmicas. Haciendo esto, es posible estudiar el surgimiento de patrones de
comportamiento colectivo. En particular, uno de los patrones que aparece en forma ubicua en el
comportamiento de redes dindmicas y cuya comprension reviste un especial interés, es la
sincronizacién en osciladores acoplados e inclusive la sincronizacidn de sistemas caéticos acoplados
[18].

1.1.1 Sincronizacion

Grillos cantando al unisono, publico aplaudiendo al mismo ritmo o un conjunto de neuronas que se
activan al mismo tiempo son todos ejemplos de sincronizacidn. La palabra sincrono proviene de las
palabras griegas crhonos, que significa tiempo y syn, que significa el mismo o comun, por lo que
literalmente esta palabra se refiere a cosas que comparten el mismo tiempo. Esencialmente, la
sincronizacién es el fendmeno en el que varias entidades ajustan sus ritmos debido a cierto tipo de
interaccion existente entre ellas [11].

Quiza el primer cientifico en observar y reportar el fenédmeno de sincronizacidn fue Christiaan
Huygens en el siglo XVII. El descubrié que un par de relojes pendulares sostenidos por un soporte
comun entraban en sincronia, es decir, sus oscilaciones coincidian de manera precisa y se movian
siempre en direcciones opuestas.



Mas tarde, en el siglo XIX, William Strutt describié el fendmeno de sincronizacion acustica en los
tubos de un drgano, y ya en el siglo XX, W. H. Eccles y J. H. Vincent reportaron que al acoplar dos
generadores eléctricos con frecuencias de operacién distintas, éstos se veian forzados a oscilar a
una frecuencia comun. Una exposicién amplia y detallada del registro histérico sobre el fenédmeno
de sincronizacién puede encontrarse en el primer capitulo de [11].

Conforme se ha avanzado en el estudio de la sincronizacién, se ha visto que es posible hablar de
ésta en diferentes sentidos. Si se acoplan n osciladores idénticos dentro de una red, en donde cada
oscilador tiene m variables de estado, entonces varios tipos de sincronizacién son posibles. Si todas

las variables internas son iguales para cada nodo, es decir, si X; = X; Vi, j e {1, o n}, donde

X, € R™ es el estado del oscilador i, entonces hay una sincronizacién completa, que es el fenémeno

de sincronizacion mds comunmente estudiado [11]. Otras posibilidades son la sincronizacion en
fase, la cual ocurre en los relojes pendulares acoplados y la sincronizacion generalizada de dos
unidades, en la que la salida de una unidad es constantemente igual a cierta funcién de la salida de
la otra unidad. En este trabajo limitaremos nuestra atencion al caso de sincronizacion completa.

Cuestiones que son de interés en este contexto son la existencia de un estado sincronizado en una
red dindmica, asi como la estabilidad de dicho estado y como ésta depende de la estructura del
acoplamiento y de la dindmica de los nodos. Esta problematica es referida a veces como la
sincronizabilidad de una red y al respecto se han avanzado varios resultados tedricos, que bajo
ciertas condiciones, establecen criterios para que una red dindamica admita un estado sincronizado
estable. Por ejemplo, en [21] se muestra una técnica basada en el método directo de Lyapunov, que
permite estudiar la sincronizabilidad en redes difusivas y simétricas con nodos idénticos.

En 1998 Pecoray Carroll [22] introducen una metodologia, la Master Stability Function (MSF), la cual
relaciona la estabilidad del estado de sincronizacién completa con las propiedades espectrales de la
estructura de la red. Asi, esta herramienta provee de un criterio para caracterizar la estabilidad del
estado de sincronizacién global, independientemente de las particularidades de los osciladores en
cuestion. Originalmente, la MSF se aplicd en arreglos regulares de osciladores, pero mas tarde su
uso se extendid a otro tipo de estructuras como las de mundo pequefio. Esta técnica ha sido
importante en la comprension de la relacidn estructura-dinamica.

1.2 Islotes de Langerhans y células B

Los islotes de Langerhans se encuentran en el Pancreas y estan formados por varios tipos de células,
entre ellas las células B, las cuales representan entre un 70 y 90 % de la poblacidn total del islote

[2].

Las células B son las Unicas en el cuerpo que producen y segregan la hormona insulina, la cual juega
un papel central en la regulacion de glucosa en el plasma sanguineo, interviniendo en la homeostasis
de la glucosa al actuar como un regulador de la toma de glucosa por parte de los tejidos musculares
y adiposos. Trastornos en el funcionamiento de estas células pueden dan lugar a cuadros
patoldgicos como la diabetes [29].
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Existe evidencia de que en presencia de glucosa, las células B exhiben un patrén de actividad
eléctrica en el potencial de su membrana [3], que consiste en oscilaciones periddicas constituidas
por una fase activa en la que ocurren cambios muy rapidos del potencial de membrana, seguida por
una fase inactiva en la que el potencial cambia lentamente. A este tipo de actividad eléctrica se le
denomina en la literatura como bursting electrical activity (BEA). La fraccion de meseta se define
como la razén de la duracién de la fase activa respecto a la duracion del periodo, y esta fuertemente
correlacionada con la liberacion de insulina [8].

Dentro de los Islotes, las células B estan conectadas eléctricamente entre si a través de canales de
flujo de iones [4]. En la mayoria de los experimentos se reporta que el bursting se presenta en grupos
grandes de células, mientras que células aisladas no lo exhiben. También existe evidencia
experimental de que el acoplamiento mediante canales de flujo de iones promueve la secrecion de
insulina [5].

Un hecho notable del comportamiento colectivo de las células B dentro de islotes es que su actividad
eléctrica se sincroniza de forma espontanea [12]. Cuando un islote estd expuesto a una
concentraciéon de glucosa menor a 5 mM, una célula tipica dentro del islote permanecerd inactiva
eléctricamente, esto es, permanecerd en su voltaje de descanso de aproximadamente -60 mV. En
cambio, en un rango aproximado de concentracién de glucosa de 5.6 mM a 16.6 mM, la mayoria de
las células dentro del islote presentan una actividad eléctrica en forma de bursting, y ademas su
respuesta eléctrica se da con la misma frecuencia y en fase, es decir se encuentran en sincronia.
Para concentraciones por encima de este rango, las células muestran disparos constantes en su
potencial.

En trabajos previos se han propuesto algunas teorias sobre cémo es posible el surgimiento de
sincronizacién en islotes pancreaticos. Smolen et al. [5] proponen la hipétesis de la heterogeneidad:
la variabilidad en los parametros de las células provoca que la mayoria de ellas no presenten
bursting al estar aisladas, sin importar la cantidad de glucosa a la que estén expuestas, cosa que se
observa experimentalmente. Al conectarse surge un compromiso entre las células inactivas y
aquellas que se disparan constantemente, resultando en un comportamiento colectivo sincronizado
en forma de bursting. Modelaron una red tridimensional de vecinos mas cercanos de 125 células,
considerando variabilidad en tamano, densidad de canales idnicos y otros pardmetros de las células.
En simulaciones numéricas muestran que para ese tamafo de red, las células acopladas presentan
bursting en sincronia, mientras que cuando estan desacopladas solo unas cuantas presentan este
tipo de actividad. En otro estudio, Sherman y Rinzel [13] muestran que arreglos tridimensionales
suficientemente grandes de células acopladas mediante canales de flujo con valores de
conductancia que son plausibles biolégicamente, pueden sincronizar su actividad eléctrica.
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1.2.1 Modelos matematicos de la dinamica eléctrica de una célula

Ciertas células en los organismos vivos son excitables, es decir, poseen la habilidad de responder a
estimulos generando un potencial de accidn, el cual consiste en una onda eléctrica que viaja a lo
largo de la membrana celular. Ejemplos de este tipo de células son las células nerviosas, las
endocrinas o las cardiacas. Tipicamente, la membrana de una célula estda compuesta por varias
moléculas proteicas que realizan diversas funciones. Algunas de estas proteinas son receptores de
mensajeros quimicos o de enzimas que catalizan reacciones; otras regulan el transporte de iones a
través de la membrana celular. Estas ultimas forman poros en la membrana llamados canales de
flujo idnico o simplemente canales idnicos, y juegan un papel esencial en la dindmica electro-
fisioldgica de una célula.

Los canales idnicos actlian como compuertas selectivas, permitiendo el paso solamente a algun tipo
especifico de iones y ademds no estan abiertos todo el tiempo, sino que son regulados
principalmente por cambios en el potencial de membrana y gradientes de concentracion de iones y

de otras sustancias como ADP y ATP. Asi, la actividad eléctrica de las células excitables es el resultado

de cambios temporales en la permeabilidad de la membrana a distintos tipos de iones.

En 1952 Hodgkin y Huxley proponen el primer modelo matematico de la dinamica electro-fisioldgica
de una célula excitable [1], en el cual consideran la membrana celular como un circuito resistivo-
capacitivo.

De acuerdo a observaciones experimentales, Atwater et al. [6] en 1980 proponen un modelo
descriptivo para explicar la actividad eléctrica de las células B. Su modelo incluye (a) Canales de
iones de potasio activados por iones de Calcio, (b) canales de iones de potasio activados por voltaje,
(c) canales de iones de calcio activados por voltaje y (d) cambios en la concentracién de calcio
intracelular que dependen de la concentracién de glucosa.

Tomando en cuenta las ideas del modelo cualitativo de Atwater et al., Chay y Keizer [7] adaptan el
modelo de Hodkin-Huxley (H-H) al caso de la célula B y formulan el primer modelo matematico de
la dindmica eléctrica de este tipo de células en 1983. Las principales modificaciones que hicieron al
modelo H-H fueron el substituir los canales idnicos correspondientes asi como el agregar una
ecuacion que describe la dinamica de la concentracion de calcio intracelular. No obstante la falta de
datos experimentales tales como densidad de canales de flujo o valores para las constantes de
tiempo, este primer modelo tuvo notable éxito en reproducir el bursting de las células beta. En este
modelo, la variacion lenta de concentracidn de calcio intracelular es la que provoca la transicion
entre las fases activa e inactiva del bursting.

Experimentos posteriores mostraron que la concentraciéon de calcio intracelular no se acumula de
forma lenta durante la fase activa, lo cual la descarta como la variable de dinamica lenta responsable
de la transicion activo-inactivo en el bursting [8]. Debido a este resultado, se han propuesto nuevos
modelos que involucran otras variables lentas; véase por ejemplo [10]. Hasta ahora no hay evidencia
experimental que revele fuera de toda duda la identidad del proceso lento responsable de la
transicion entre la fase activa y la inactiva, y debido a ello no hay consenso sobre cual de los modelos
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propuestos es el que mejor describe la dinamica de una célula B. En [8] se da cuenta de 6 modelos
matematicos desarrollados bajo diferentes hipétesis.

Un modelo simplificado que exhibe bursting fue introducido por Pernarowski [9]. Dependiendo de
los valores en sus pardmetros, este modelo exhibe una variedad de comportamientos oscilatorios,
incluyendo una dindmica analoga a la que se observa en células B. Al estar construido con funciones
polinomiales, el modelo evita las no linealidades (en parametros) que aparecen en los modelos que
parten de consideraciones biofisicas, con lo que resulta posible determinar en forma analitica la
region en el espacio de pardmetros para la cual el modelo presenta bursting. Estas caracteristicas
han hecho del modelo de Pernarowski un buen candidato para ser usado en andlisis de diversos
aspectos de la fenomenologia del bursting en células B, véanse por ejemplo [2] y [8].

En este trabajo usamos el modelo de Pernarowski para simular la dindmica de una célula 3, de modo
gue en el siguiente capitulo tendremos oportunidad de discutir los detalles pertinentes a este
modelo.

1.3 Sincronizacion en modelos de Islotes Pancreaticos como objeto de estudio

En este trabajo, se usa un modelo matematico de célula B y algunos modelos de redes complejas
para construir modelos de Islotes Pancreaticos en forma de redes dindmicas. Una vez construidos
estos modelos, se procede a investigar su sincronizabilidad?, es decir, la capacidad que tiene cada
tipo de arreglo de producir un estado estable de sincronizacién completa.

La configuracién bajo la cual estdn conectadas las células dentro de un islote es desconocida. Aqui,
analizamos la relacién entre el tipo de estructura y la sincronizabilidad de redes dindmicas que
modelan Islotes Pancreaticos. Partiendo de estos modelos simplificados, se realiza un analisis sobre
las propiedades dindmicas que pueden surgir como consecuencia de la interaccién eléctrica de las
células.

Nuestro objetivo es determinar bajo qué condiciones estructurales y de dinamica celular es factible
gue se presente un comportamiento colectivo sincronizado en forma de bursting. Con esa intencién,
se proponen distintos escenarios que son estudiados numéricamente y mediante la metodologia de
la Master Stability Function (ver cap. 3).

En redes con células idénticas y pesos homogéneos, nuestra hipdtesis es que para cada topologia
existird un rango de fuerzas de conexidn para el cual sera posible obtener un estado sincronizado
estable.

Para redes con subpoblaciones de células activas e inactivas, se plantea la hipdtesis de que la
inclusidn de diversidad en el peso de las conexiones puede incidir sobre el nimero de células activas
necesario para llevar toda la red a un estado de bursting (cap. 4).

La construccidn del modelo de red dindmica para un Islote Pancreatico se presenta en el capitulo 2,
donde en primer lugar se procede a seleccionar y dar una descripcion del modelo matematico que

2 En capitulo 3 se discuten algunas interpretaciones sobre la nocién de sincronizabilidad.
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usamos para describir la dindmica electrofisiologica de una célula B. Posteriormente se presenta
una breve introduccion sobre el formalismo y conceptos bdsicos de la teoria de grafos, que es el
marco matematico natural para describir el aspecto estructural de redes complejas, para después
presentar los tres modelos que se usaron para generar estructuras de red, a saber, los modelos
Erdos-Renyi, Watts-Neumann y Barabasi-Albert. Finalmente se muestra el modelo de un Islote
pancreatico como red dinamica.

En el capitulo 3 se introducen formalmente los conceptos de red dindmica con acoplamiento lineal
difusivo, sincronizacion y sincronizabilidad, y se discute sobre la relacion entre la sincronizabilidad
y estructura en el modelo de Islote pancredtico, esto para el caso de redes con células idénticas y
pesos homogéneos en las conexiones. También, se muestran y se comentan los resultados de
simulaciones numéricas correspondientes a este caso.

En el capitulo 4 se proponen algunos escenarios para el modelo de Islote que son distintos al
presentado en el capitulo 3. Asi, se muestran los resultados de simulaciones numéricas del modelo
de islote pancreatico para casos en los que las células no son idénticas, o cuando hay diversidad en
el peso de las conexiones. Para el caso en el que la red contiene células inactivas, se muestra una
forma heuristica de asignar pesos a las conexiones para lograr que toda la red se active.

Finalmente, el capitulo 5 presenta las conclusiones del trabajo, dejando para el capitulo 6 la
bibliografia. También se incluyen en un apéndice los programas desarrollados para las simulaciones
numeéricas.
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CAPITULO 2

MODELACION DE UN ISLOTE PANCREATICO COMO RED DINAMICA

En este capitulo se proporciona una descripcién de la forma en que se modeld un Islote pancredtico.
Las células B presentan un patrén periddico en la actividad eléctrica de su membrana y ademas,
dentro de un islote, se encuentran acopladas eléctricamente a través de canales de flujo de iones,
por lo que cabe concebir a un islote como una red de osciladores que se acoplan eléctricamente
mediante el intercambio de iones, los cuales juegan el papel de cargas eléctricas. Asi, la metodologia
gue usamos aqui para la construccién del modelo matematico de un islote, consiste en tomar un
sistema dindmico que describa el comportamiento individual de una célula B e incorporar copias de
este modelo como nodos dentro de una red, obteniendo de ese modo un modelo de red dinamica,
es decir, una red cuyos nodos son elementos que cuentan con una dindmica propia dada.

De acuerdo a lo anterior, el primer paso fue escoger uno de los modelos ya existentes que describen
la dindmica individual de una célula B. Dado el poco consenso que existe en las hipdtesis sobre las
gue se construyen los modelos biofisicos de la célula B (véase cap. 1, seccidn 1.2.1), asi como su
complicada forma matematica, aqui optamos por usar el modelo propuesto por Pernarowski en
[9], el cual es un modelo simple y adimensional que es capaz de reproducir la dinamica de las células
en cuestion. En la primera seccién de este capitulo damos los detalles pertinentes a este modelo.

El siguiente paso en la construccion de la red dindmica que representa un islote, es generar las
estructuras bajo las cuales se acoplan las células. En este trabajo consideramos tres tipos de redes:
1) redes aleatorias, 2) redes de mundo pequeio y 3) redes de escala libre. En la seccion 2.2, después
de introducir de forma sucinta algunos conceptos bdsicos de teoria de grafos, damos lugar a una
descripcién de los algoritmos que usamos para generar cada tipo de red, asi como un recuento de
las principales caracteristicas y propiedades de cada una de ellas. Hemos enfocado nuestra atencion
en estos tres tipos de redes debido a que ellos se han vuelto paradigmaticos en el estudio de redes
complejas reales.

La seccion 2.3 esta dedicada al formalismo matematico de las redes dindmicas y a presentar bajo
este formalismo el objeto matematico que codifica la dindmica del modelo de un islote, el cual se
usa en capitulos posteriores para el analisis de sincronizacidn.

2.1 Modelo para una célula B

En general, los modelos matematicos que buscan capturar el comportamiento eléctrico de una
célula B tienen la siguiente forma [9]:
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dw _w,(v,c)-w

2.1
it rv.c) 21

a_ éh(v,w,c), € eR"

Donde V es el potencial de membrana, | es la corriente de membrana a través del canal de tipo
X, W es un parametro de activacién para el canal de iones de potasio activado por voltaje, C,, es

la capacitancia total de la membranay £ es un pardmetro pequefio. Las variables C son agentes
qgue regulan el bursting, tales como concentraciones de calcio intracelular o de ADP. La forma
especifica de las funciones que definen al sistema (2.1) depende de las consideraciones particulares
sobre las que se construye cada modelo.

En [9] se presenta un modelo simple que imita la dindmica de aquellos modelos de célula B que
pueden ser transformados en sistemas de la siguiente forma:

= fu)-w-k(c)
(;—\iv = %(Ww(u)—w) (2.2)

dc

—=¢(h(u)-c)
dt

donde 0< & <<1 es un pardmetro pequefio. Las variables adimensionales u, w y ¢ emulan al

potencial de membrana, activacion de canales de flujo idnico y concentracién de agentes quimicos
respectivamente.

Derivando la primera ecuacién del sistema (2.2) respecto al tiempo, las primeras dos ecuaciones de
dicho sistema pueden ser escritas en la forma:

2
U F W) 4 6(u,c) =~k (c)h(u)-c) 2.3)
dt dt
donde
1 1

G(u,c)= - 1(u)(w°° (u)+k(c)- f(u) (2.5)
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En [8] se muestra cdmo los modelos de célula B que tienen la forma (2.1), y que se obtuvieron a

partir de consideraciones biofisicas, se pueden transformar a un sistema compuesto por la tercera

ecuacion de (2.2) y la ecuacidén (2.3).

Con el fin de obtener un modelo que exhiba una dinamica de bursting similar a la de la célula B y
cuyo analisis matematico no sea muy complicado, en [9] se proponen las siguientes definiciones

F(u)=alu—a) —7?)
G(u,c)=c+u®-3u+1)
h(u)=,8(u—uﬁ)

A partir de estas definiciones, se determinan las funciones

f (u) :—%u3 +alu? +(%—a(02 —nz)]u

T

T

Wm(u)=(f—%ju3 +alu? +(%—a(02 —772)—3fju—3f

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Los detalles sobre cdmo se deducen estas funciones son sencillos y pueden consultarse en [9].

Sustituyendo (2.10)-(2.12) en el sistema (2.2), se obtiene lo siguiente:

35 anu+ %—a(ﬁz—nz) U—w-—7zc
dt 3 T

T T

Z—\i\/:%((f—gjf +alu’ +(%—a(ﬁz —nz)—stu—Bf—wj

% o{pfu-u,)-o)

(2.13)

El sistema (2.13) es una realizacién particular que tiene la forma propuesta en (2.2) y que exhibe

una dinamica similar a los modelos biofisicos de célula B.

Para diferentes valores de A = (a, n,u, g, Uy, 8), el modelo descrito por el sistema anterior exhibe

una variedad de comportamientos oscilatorios. Un conjunto de pardametros para los cuales el
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modelo anterior muestra una dindmica similar a la de una célula beta promedio dentro de un islote
es

3,0:g,ﬂ:4, U, =—0954, £ =00025 7 =1 (2.14)

a1, 3
4’77 4

Este conjunto de valores es el que usamos aqui para reproducir el comportamiento en forma de
bursting de una célula B. Si del conjunto (2.14) se cambia el valor de U, a-1.375 el modelo

reproduce el comportamiento de una célula que esta eléctricamente inactiva.

|
N ]
. ]
o |} | .
05 |' 1
} F ]
05 1
P i
g 00 200 300 200 500 500 A5g 00 00 00 00 500 %00
t t
5 5
4 1 4 B
= | =
o . o 1
Sf 1 2 5
3 q -3 i
-4 -4

[u} 100 200 300 400 500 600 o 100 200 300 400 500 600
t t

0 100 200 300 200 500 600 o 10 200 00 200 00 500

Fig. 2.1 a: solucion de (2.13) tomando los parametros (2.14). b: solucion del mismo sistema cambiando

solamente el valor de uﬁ a-1.375.

Dado que el modelo aqui presentado es una simplificacion y no proviene directamente de
consideraciones biofisicas del fendmeno, los pardmetros que aparecen en él no tienen
necesariamente una correspondencia directa con magnitudes fisicas observables. Sin embargo, el
parametro S estd relacionado (de forma inversa) con el nivel de glucosa en la sangre [9].
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El sistema (2.13) puede verse como formado por dos subsistemas con diferentes escalas de tiempo,
siendo el parametro ¢ el que da la relacidn entre las escalas. El subsistema rapido estd formado por
las variables u'y w, mientras que c se considera como un parametro constante, es decir, se fija £ =0
. Por otro lado, el subsistema lento queda definido por la ecuacién que describe la dindmica de c en
(2.13), y determina el tamano del periodo del bursting, mientras que los disparos de la fase activa
son controlados por el subsistema rdpido. Usando teoria de bifurcaciones es posible explicar a
detalle el fendmeno de bursting como el resultado de la interaccidon de dos sistemas con escalas
temporales distintas; véanse por ejemplo la secciéon 9.2 en [23] y la seccién 4.4 en [24].

2.2 Modelos de Redes Complejas
2.2.1 Algunos conceptos sobre Teoria de Grafos

En términos muy generales, una red es cualquier sistema que admite una representacion
matemadtica abstracta como un grafo, cuyos nodos (vértices) identifican los elementos del sistema
y en el cual el conjunto de conexiones (aristas) representan la presencia de una relacién o
interaccion entre esos elementos [25]. Asi, la teoria matematica de grafos proporciona un lenguaje
riguroso para el estudio de redes, por lo cual antes de presentar los modelos de redes complejas
que se han utilizado aqui, es conveniente dedicar un breve espacio para presentar algunas nociones
y conceptos basicos de esta teoria. Esta seccidn esta dedicada a ello.

Un grafo G es un par G = (V,E) que consiste de un conjunto finito V no vacio y un conjunto E cuyos
elementos son subconjuntos de V de cardinalidad 2. Los elementos de V son llamados vértices o
nodos. Un elemento e = {a,b} de E es llamado un arista o conexion , y decimos que a y b son
adyacentes o vecinos. La definicidn anterior es para grafos no dirigidos, es decir, aquellos en los que
no se consideran direcciones en las aristas. Alternativamente, el conjunto de aristas £ puede
definirse como un subconjunto de V x V, dando lugar asi a los grafos dirigidos. Aqui sélo nos
interesan grafos no dirigidos.

A cada grafo G le corresponde una matriz lamada matriz de adyacencia. Dado un grafo G=(V, E) de

N vértices, su matriz de adyacencia A(G)= [a;]1€ R"™ se define por:

1 si i jjeE

% _{0 si. {i,jjeE

El grado k; del nodo i se define como el nimero total de aristas que tiene ese nodo; claramente:

(2.15)

k=Y a, (2.16)

Otra matriz importante asociada a un grafo es la matriz Laplaciana L(G) =[I;]e RN definida

como:
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k si i=]j

I
I, =1-1 si {i,jjeE (2.17)
0 otra forma
Las matrices de adyacencia y laplaciana de un grafo se relacionan via:
L=D-A (2.18)

donde D =diag(k,, --- ,ky) eslamatriz de grados.

Notar que para grafos no dirigidos, A y L son matrices simétricas.

Asociadas a los grafos, existen algunas cantidades que miden ciertas propiedades que son
inherentes a su estructura. Aunque muchas de estas cantidades se han propuesto y se han estudiado
en los ultimos anos, han sido principalmente tres —longitud promedio de camino, coeficiente de
agrupamientoy distribucion de grado- las que han tenido mayor impacto en el desarrollo de la teoria
de redes complejas [18].

Sea G = (V,E) un grafo con V ={v1,v2,...,vn} y E:{el,ez,...,em}. Un camino en G es una
secuencia no nula W =v,e,v,e,v, ...e.,V, cuyos términos son alternadamente vértices y aristas,
tales que, para 1<1<S los extremos de €; son V,, y V,. Se dice que W es un camino de V, a

V¢ 0 un camino-(V,,V, ). As se le llama longitud del camino W y escribimos [\N| =S.

La distancia dij entre dos nodos i y j se define como
dij - rwi!jnMi’j‘ (219)
donde W, ; denota un camino arbitrario del nodo / al nodo j.

El didmetro D de una red es el maximo de las distancias sobre todos los pares de nodos:

D = max d; (2.20)
{i.ilev

La longitud promedio de camino | se define como la distancia entre dos nodos promediada sobre
todos los pares de nodos:

1

l=— > d, :
N (N —1)i'§j ! (221

donde N es el nimero total de nodos.
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El coeficiente de agrupamiento C;del nodo i es la razén entre el nUmero E; de aristas que existen
entre los k; vecinos del nodo iy el nimero total de aristas que es posible encontrar entre estos k;
nodos:

2E.
C=——1— )
ik -1 22

El coeficiente de agrupamiento C de una red es el promedio de Cisobre todos los nodos:

C==>C¢ (2.23)

El promedio de k;sobre todos los nodos se llama el grado promedio de la red y se denota como <k>

La forma en que el grado de conexidn se distribuye en una red es caracterizado por la funcion P(k):
P(k) = Probabilidad de que un nodo escogido al azar tenga exactamente k conexiones. (2.24)

A la funcion P se le llama distribucion de grados de una red.

Para mayor detalle sobre estos conceptos, remitimos al lector a algun texto sobre teoria de grafos,
como por ejemplo [30].

2.2.2 Modelo de Erdos-Renyi

A comienzos de la década de 1960, Erdos y Renyi propusieron un modelo simple [16] que permite
introducir estocasticidad como un elemento esencial de un grafo. En el modelo de Erdos-Renyi (en

adelante modelo ER), un grafo aleatorio GN,p se construye a partir de un conjunto de N nodos en

el cual cada una de las N(N —1)/2 posibles conexiones estd presente con probabilidad p. Hay que
notar que en realidad GN,p es una familia de grafos, ya que dados N y p, existen diferentes

realizaciones para el grafo. A continuacién mencionamos algunas propiedades importantes de los
grafos aleatorios [18].

El grado promedio del grafo GN’p es

(k)= p(N -1) (2.25)
su longitud promedio de camino L,;ne cumple con

_n(n)
rand n <k> (2.26)

y su coeficiente de agrupamiento es
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C. = p:ﬂ (2.27)
Gup N -1 '

En (2.26) observamos que L, crece de acuerdo al logaritmo de N, lo cual quiere decir que aun

ran
para valores grandes de N, el valor de L., se mantiene pequefio, lo cual es una propiedad

observada en algunas redes del mundo real, y que se denomina efecto de mundo pequefio.

Por otro lado, la relacidn (2.27) nos dice que los grafos aleatorios no muestran en general un
agrupamiento alto.

Para N grande, el modelo ER genera redes homogéneas cuya conectividad se aproxima a una
distribucidn tipo Poisson descrita por

k
P(k)~ e (k) & (2.28)
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Fig. 2.2 Distribucion de grados para un grafo aleatorio de 1000 nodos con probabilidad de conexion de
0.1. Las estrellas representan la distribucion para una realizacidn del grafo y la curva continua es la
distribucion de Poisson usando (2.25) y (2.28)

El modelo ER genera redes con efecto de mundo pequefio, propiedad que comparten muchas redes
reales. Sin embargo, coeficientes de agrupamiento alto y distribuciones en los grados de conexion
que siguen una ley de potencia son propiedades que suelen aparecer en las redes reales [20]. Este
hecho ha motivado la busqueda de modelos de red que cuenten con estas propiedades. De la gran
variedad de modelos que se han propuesto, los de Watts-Strogatz y Newman-Watts basados en
reconexion y el modelo de red evolutiva de Barabasi-Albert han sido los mas utilizados al tratar de
emular las propiedades estructurales que se observan experimentalmente. A continuacion damos
una breve descripcién de estos modelos.
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2.2.3 Modelos de Watts-Strogatz y de Newman-Watts.

Como se vio en la seccidn anterior, el modelo ER genera redes aleatorias que no poseen propiedades
estructurales que son ubicuas en sistemas fisicos. Por otro lado, modelos de redes con topologias
de conexidn simples, que aqui llamaremos redes regulares, tales como una red de vecinos mas
cercanos, redes tipo estrella o redes completamente conectadas tampoco cuentan las propiedades
requeridas. Lo anterior es natural si consideramos el hecho de que las redes del mundo real no
cuentan con topologias simples de conexién ni se han construido de forma completamente
aleatoria. Asi, tanto las redes regulares como las redes aleatorias pueden ser consideradas como
situaciones limite, las cuales no parecen ser las mas adecuadas para describir las interacciones
presentes en sistemas reales, en los cuales se relnen en una sola estructura propiedades de las
redes regulares y de las redes aleatorias.

Para interpolar entre redes regulares y redes aleatorias, Watts y Strogatz [17] consideran el
siguiente procedimiento de reconexion, al cual llamamos aqui modelo WS. Partiendo de un arreglo
en forma de anillo de n vértices y k aristas por vértice, se reconecta cada arista en forma aleatoria
con probabilidad p. En este contexto, reconectar significa que dado un arista que conecta a un par
de nodos, se desconecta de uno de ellos para conectarse a otro cualquiera escogido aleatoriamente,
a condicion de que no haya auto-conexiones (un nodo conectandose a si mismo) o conexiones
redundantes (dos conexiones entre un mismo par de nodos), siendo pNK/2 el total de aristas a
reconectar Con esta construccion, al variar p se puede estudiar la transicién de una red regular
(p=0) a una red completamente aleatoria (p=1).

Con el fin de caracterizar las propiedades estructurales de este modelo, Watts y Strogatz estudiaron
la longitud promedio de camino y el coeficiente de agrupamiento como funciones de la probabilidad
p, y determinaron que para un rango amplio de p el modelo WS produce redes que tienen una
longitud promedio de camino pequefia y un coeficiente de agrupamiento alto, por lo que las redes
generadas con este modelo son llamadas de mundo pequefio.

El modelo WS fue un paso importante en el estudio de redes complejas, ya que proporciond un
método sencillo para producir redes con caracteristicas estructurales similares a las observadas en
redes del mundo real. Sin embargo, la posibilidad de generar redes con grupos aislados entre si
representa un inconveniente para su tratamiento analitico, tal como lo hicieron notar Newman y
Watts, quienes a su vez propusieron una ligera modificacion al modelo WS para evitar esta
posibilidad [26]. La propuesta de estos autores, a la cual nos referiremos como modelo NW, consiste
en agregar conexiones en forma aleatoria con probabilidad p, dejando intactas las conexiones del
arreglo original. Al igual que en el modelo WS, el modelo NW no permite conexiones redundantes
ni auto-conexiones. Para p=0 el modelo NW se reduce al anillo original, mientras que para p=1 se
convierte en una red totalmente conectada.
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El modelo NW comparte las propiedades estructurales del modelo WS con la ventaja de no producir
redes con grupos aislados y por ello aqui preferimos usar el modelo NW para simular una red de
células B con estructura de mundo pequerio.

Por ultimo mencionamos que las redes de mundo pequeiio, al igual que las redes aleatorias, son de
naturaleza homogénea, ya que la forma en que se distribuyen los grados de conectividad es similar
a una distribucién de Poisson.

2.2.4 Redes de Escala Libre

En afios recientes se han obtenido muchos datos empiricos de redes reales de gran tamario, los
cuales muestran que la distribucion en la conexién de los nodos para la mayoria de éstas se desvia
significativamente de la distribucidn de Poisson, asemejandose mds a una ley de potencia [19]

P(k)~ k™ (2.29)

En la relacion (2.29) se observa que una distribucidn que sigue una ley de potencia no depende del
tamanio de la red, por lo que a las redes cuya conectividad muestra esta distribucion se les llama
redes de escala libre. Una observacidon importante es que en una distribucién de ley de potencia la
probabilidad decae mas gradualmente que en las distribuciones exponenciales como la de Poisson,
lo cual quiere decir que las redes de escala libre, a diferencia de las redes aleatorias y de mundo
pequeio, admiten una considerable cantidad de nodos con un grado alto de conexién mientras que
los nodos restantes tienen una baja conectividad. Debido a esta caracteristica, a veces se dice que
las redes de escala libre son no homogéneas.

Barabasi y Albert [19] encontraron que la distribucion en forma de ley de potencia que muestran
en su conectividad las redes reales es el resultado de dos mecanismos genéricos: 1) las redes se
expanden continuamente por la inclusiéon de nuevos nodos, y 2) los nuevos nodos se conectan
preferencialmente a aquellos nodos que tienen un alto grado de conexién. Ellos propusieron un
modelo (que aqui llamaremos modelo BA) basado en estos dos ingredientes con el cual lograron
obtener redes de escala libre.

La construccién de una red de acuerdo al modelo BA es como sigue. Se comienza con un cierto
numero M, de nodos sin conectar. En cada paso de tiempo se agrega un nodo a la red, el cual se

conecta a m (m < m,) de los nodos existentes. La probabilidad II; de que un nuevo nodo sea

conectado al nodo i depende de su grado ki :

1. ==— (2.30)
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Fig. 2.3 Distribucidn de conectividad para el modelo BA con 1000 nodos (o) y 500 nodos (*). Notar que la
distribucion no cambia con la escala de la red

En este trabajo usamos los modelos ER, NW y BA para generar redes de células B con distintas
topologias. Usamos estos modelos porque ellos han sido paradigmaticos en el estudio de redes
complejas reales.

Contar con una representacion matricial de estas redes es esencial para su estudio matemdtico, y
para ello se implementaron en MATLAB los algoritmos correspondientes, los cuales se muestran en
el apéndice.

2.3 Un modelo para un Islote Pancredtico

Hasta ahora ya hemos presentado el modelo de oscilador que se usa aqui para simular la dindmica
individual de una célula B, asi como los modelos que generan las topologias bajo las cuales se
conectan dichos osciladores. En esta seccidn proporcionamos los detalles restantes sobre la
formulacién de un modelo de Islote de células B.

2.3.1 Construccion del modelo

Para modelar un Islote Pancreatico, consideramos cada célula B como un oscilador cuya dindmica
individual queda definida por el sistema (2.13). Cada célula dentro del islote posee un cierto nimero
de canales idénicos de distintos tipos, cada uno de ellos con una conductancia dada. La corriente a
través de todos los canales que conectan a las célulasmy n es

Im,n = gm,n (Vm _Vn) (231)

donde V y V, son los potenciales de membrana de las células my n respectivamentey g, . esla

conductancia total de todos los canales que conectan a estas dos células, de modo que si las células

no comparten conexidn alguna se tiene g, , =0 [9]. Aqui suponemos que la conductancia entre

cualquier par de células que estén acopladas es la misma y la denotamos entonces por g . Asi, para

la célula m de un islote que contiene N células se tiene
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donde V(m) es el conjunto de células vecinas de la célula m.

De lo anterior, podemos escribir las ecuaciones de estado para el islote como
! .
xi=F(x)+9Y aH(x,-x), i=1,2,.,N

donde

(2.32)

(2.33)

(2 34)

(2.35)

(2.36)

y los numeros &;; son las entradas de la matriz de adyacencia del grafo que determina la estructura

bajo la cual estdn acopladas las células. El sistema de ecuaciones (2.33) constituye pues una red

dindmica® de osciladores conectados bajo cierta topologia determinada por la matriz de adyacencia

A=[a;].

Observamos en (2.33) que es posible expresar el acoplamiento de los osciladores en términos de la

matriz laplaciana L = [|ij]. Para ello, considere el término de acoplamiento en (2.33)

N

N N N
Zain(xj —xi): > a;Hx; —k;Hx; = Z(aij -5k, )ij =—>I;Hx,
= =1 j=1

j=

3 En la seccidn 2.4 formalizamos el concepto de red dindmica.
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donde 5”- es la delta de Kronecker. De modo que podemos reescribir (2.33) como:

N
X =F(x)-9> l,Hx,, i=12,.,N (2.37)
-1

El sistema de ecuaciones anterior representa nuestro principal objeto de estudio. En la siguiente
seccion se formaliza matematicamente el concepto de red dindmica. Dicha formalizacion y la
terminologia que se introduce, serviran para el estudio de la red (2.37) que se realiza en capitulos
posteriores.

2.4 Redes dinamicas

En este trabajo concebimos una red dinamica como un conjunto de sistemas dindmicos que
interactUan entre si a través de funciones de salida que dependen de los estados de cada sistema.
La nocién anterior es muy general y es conveniente acotarla en varios sentidos, esto para manejar
un nivel de generalidad adecuado a nuestro problema particular y no introducir complicaciones
innecesarias.

Teniendo como motivaciéon lo dicho en el parrafo anterior, a continuacién formalizamos
matematicamente el concepto de red de osciladores con acoplamiento lineal difusivo.

2.4.1 Red de osciladores con acoplamiento lineal difusivo

Por oscilador nos referimos a cualquier sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que admita
un ciclo limite estable [32]. Consideremos un conjunto de N osciladores idénticos. Suponemos que

. \T
el estado interno del oscilador I queda descrito por I; = (ril, EEI rin) € R", cuya evolucién, en

ausencia de interacciones, estd gobernada por
r'=o(r,) (2.38)

Una vez que los osciladores se conectan unos con otros a través de una cierta red de interaccion, la
ecuacion (2.38) tiene que modificarse, ya que cada oscilador | interactta con sus vecinos j €V (i)
. Un ejemplo simple de interaccion es el asi llamado acoplamiento lineal, en el que cada oscilador
es acoplado a una superposicion lineal de los estados de sus vecinos, por lo cual las ecuaciones de
evolucion toman la forma [25]:

N
K=o(r)+oy ¢Ir,, i=1,2.,N (2.39)
i1

donde o >0 representa la fuerza de acoplamientoy I' es una funcidn de salida, la cual estd fijay

es lineal, de modo que I' € R™"; esta funcidn es la que determina la combinacién lineal de estados
P . p . . NxN :

a través de la cual interacttan los osciladores. A la matriz C = [Cij] e R se le llama matriz de
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acoplamiento, y no es mas que la matriz de adyacencia del grafo que define las conexiones entre
osciladores.

Adicionalmente, puede suponerse que la influencia que ejerce el nodo j sobre el nodo i es
proporcional a una combinacidn lineal de la diferencia de sus estados:

r'=o(r )+ Gi cijl“(rj - ri) (2.40)
-1

Al tipo de acoplamiento mostrado en (2.40) se le llama difusivo [31]. Notar que en un acoplamiento
difusivo la conexidon entre dos nodos desaparece cuando sus respectivos estados son iguales.

El procedimiento realizado en la seccion anterior también es aplicable aqui, de modo que podemos
reescribir (2.40) en términos de la matriz Laplaciana:

N
r=o(r)-oy I,IT, (2.41)
j=1
A una red que tenga la forma (2.40) o bien la forma (2.41) le llamamos red de osciladores con

acoplamiento lineal difusivo. Observamos que la red (2.37) cae efectivamente en esta descripcion.

Teniendo como referencia lo descrito en esta seccidn, en el siguiente capitulo se discute sobre la
sincronizabilidad de la red (2.37) para matrices L correspondientes a los modelos de red ER, NW y
BA, para lo cual se usa la metodologia de la Master Stability Function asi como simulaciones
numeéricas de esta red dindmica.

28



CAPITULO 3

SINCRONIZACION EN MODELOS DE ISLOTES CON CELULAS
IDENTICAS

En este capitulo se presentan resultados referentes a la estabilidad del estado de sincronizaciéon en
redes dinamicas que representan modelos de islotes pancreaticos con células idénticas conectadas
bajo topologias de red generadas por los modelos ER, NW y BA. En la seccién 3.1 se define el estado
de sincronizacion de una red dindmica En 3.2 se describe la técnica de la Master Stability Function
(MSF), 1a cual sirve para estudiar la estabilidad del estado de sincronizacion en redes dindamicas, y
se muestra como ejemplo la aplicacidon de esta metodologia a una red cuyos nodos tienen una
dindmica gobernada por las ecuaciones de Rossler. En la seccidn 3.3 se muestra cémo se aplica la
metodologia MSF a la red dindmica que modela el islote pancredtico, mientras que en la seccién 3.4
aparecen los resultados de simulaciones numéricas hechas para cada topologia. Al final, se hacen
algunos comentarios acerca de los resultados del capitulo.

3.1 Sincronizacién y Sincronizabilidad de Redes Dindamicas

Una vez que contamos con un modelo de red dindmica para un islote pancreatico, podemos estudiar
la sincronizabilidad para cada tipo de arreglo de los que aqui hemos propuesto, a saber, modelos
ER, NW y BA.

En primer lugar, es necesario contar con una definicién de estado de sincronizacién de una red
dindmica. Dado que el modelo de red dindmica de nuestro interés es de acoplamiento difusivo,
limitaremos nuestra atencion a este tipo de acoplamiento.

Notar que debido a la naturaleza difusiva del acoplamiento, si todos los osciladores comienzan con
las mismas condiciones iniciales, el término de acoplamiento desaparece. Esto asegura que el estado
de sincronizacién global

rl(t): rz(t):"': 'n (t):s(t) (3.1)

es un estado invariante para cualquier fuerza de acoplamiento o . En (3.1), S(t)e R" es tal que

S'(t) = CD(s(t)), siendo @ el campo vectorial que define la dindmica de un nodo aislado.

Surge entonces la cuestién sobre la estabilidad del estado de sincronizacién (3.1) en una red
dindmica del tipo (2.41); lo primero es contar con una definicion para la estabilidad del estado de
sincronizacion.

Se dice que el estado de sincronizacidn (3.1) es localmente estable si existe un 6 > 0 tal que para

r,(0)-r,(0) <5.

ri(t)- r (t)H =0, siempre que

cada | y jse cumple !im
—>0

La sincronizabilidad de una red dinamica es la facilidad con la que se puede lograr un estado de
sincronizacién estable. Existen varias interpretaciones de sincronizabilidad y en cada estudio se
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adopta una eleccién particular [35]; en la siguiente seccidon estaremos en condiciones de precisar
algunas interpretaciones de esta nocion.

Antes de avanzar, presentamos algunas propiedades espectrales de la matriz Laplaciana que serdn
de utilidad posteriormente.

Propiedades Espectrales de la matriz Laplaciana:

Sea G un grafo no dirigido y L su matriz Laplaciana asociada. Entonces:

a) spedL)c R
b) 0 es un valor propio de L y un correspondiente vector propioes 1=[1, 1, ---, 1] .

c) L espositiva semidefinida, sus valores propios enumerados en orden creciente y repetidos
de acuerdo a su multiplicidad satisfacen:

0=A4 <A << A, (3.2)

d) La multiplicidad de 0 como valor propio de L es igual al nimero de componentes conexos
de G. Por conexo nos referimos a que para cada par de nodos del componente, existe un
camino que los une. En particular, si G es conexo, la multiplicidad de 4, =0 es 1.

Para revisar la demostracion de estos resultados, remitimos al lector a [31].

En la siguiente seccién damos una descripcion sobre la metodologia MFS [22], la cual se usara
posteriormente para estudiar la sincronizabilidad del modelo de Islote pancredtico.

3.2 Master Stability Function (MSF)

Considérese una red dinamica del tipo de (2.41), en la cual el campo vectorial que define la dinamica
de cada nodo es idéntico para todos los nodos, y éstos estan acoplados linealmente, teniendo una
funcién lineal de salida H que es la misma para cada nodo.

Para estudiar la estabilidad del estado sincronizado, linealizamos las ecuaciones (2.41) alrededor de
la variedad de sincronizacidn definida por (3.1). Sea

X, (t)=x,(t)=s(t)=[ox, () ... o, (t)] (3.3)

la desviacion del i-ésimo vector de estado respecto a la variedad de sincronizacién y consideramos
los vectores columna de Nn componentes

X=[x %, ... xy ] y X=[x, &, ... & (3.4)

Entonces, usando el producto de Kronecker ®, la ecuacién variacional de toda la red puede
expresarse como
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X' =1, ® ID(s)— oL ® JH(s)JoX (3.5)
donde J denota el operador Jacobiano.

El primer término en el lado derecho de (3.5) es diagonal por bloques, donde cada bloque es de n x
n. El segundo término puede ser tratado diagonalizando L mediante la transformacion lineal de
coordenadas apropiada, la cual por cierto no afecta al primer término, ya que dicha transformacién

actta solamente sobre |, . Mas precisamente, definimos
E=P®1, )" oX (3.6)
donde P = [Vl VN] es la matriz cuyas columnas son los vectores propios de L e |, es la

identidad en R" . Operando este cambio de variable en (3.5) y usando propiedades de ® se obtiene

=1, ®ID(s)-o(D®IH(s))e (3.7)
donde D =diag(4,, ..., A). Entonces, si g = [§1j fnj]T, podemos escribir
& =[30(s)- oA, JH(S))E, (3.8)

para j=1,2, .., N.

Como 4, =0, para j =1 tenemos:

&= ‘]q)(s)gl' (3.9)

que es la ecuacién linealizada alrededor de la trayectorias gobernada por 8’ = CD(S). Esto nosindica
que el eigen-modo &, es tangente al estado de sincronizacion.

Por otro lado, si fj — 0 para ] >2, las variaciones transversas al estado de sincronizacién

desaparecen. Dada una fuerza de adoplamiento o , localizamos el punto o, (engeneral, o4, € C
). El signo del maximo exponente de Lyapunov de (3.8) en ese punto revelara la estabilidad del eigen-
modo ¢, . Una condicion necesaria para que el estado de sincronizacidn sea localmente estable es

que todos los eigen-modos &;, ] 2 2 sean estables.

Si ponemos
a= o%j (3.10)

entonces, a partir de (3.8), podemos escribir una ecuacién general variacional:
¢ =[Io(s)-adH(s)k (3.11)

Notar que en la ecuacién anterior, la matriz [J(D(S)+ aJH(S)] es diagonal por bloques y en cada

bloque las funciones J® y JH son iguales, ya que estdn evaluadas sobre el estado de
sincronizacién. Dicha matriz puede considerarse como una funcién de « . Entonces definimos:
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A(at) = Mdximo Exponente de Lyapunov de [JCD(S) —aJH (S)] (3.12)

La funcién (3.12), llamada Master Stability Function (MSF), da una condicidon necesaria para la
estabilidad local del estado de sincronizacién. Si [, &, ] es un intervalo tal que A(a)< 0 siempre
que « €[a,,,], entonces es plausible que el estado de sincronizacién (3.1) sea localmente
estable para fuerzas de conexidn que den lugar a un valor de o que esté dentro de dicho intervalo.

La MSF depende de la funcidn de salida H y de la dindmica individual de los nodos, mientras que
« involucra las propiedades espectrales de la red. Asi, con este método es posible distinguir entre
los efectos sobre la sincronizabilidad que pueden ser atribuidos a la dinamica de los nodos vy
aquéllos que provienen de la topologia de la red. Para una funcién de salida H dada, se calcula la
MSF una sola vez y después, calculando el espectro del Laplaciano, es posible determinar las
condiciones que daran lugar a un estado sincronizado estable.

En general, para sistemas que son susceptibles de alcanzar un estado estable sincronizado, existen
dos formas que puede mostrar la MSF. Existe una clase de sistemas en la que A(a)<0 Si

ae (al, oo) . A estaclase les llamamos de tipo I. Un ejemplo de sistema tipo | es una red de sistemas

de Lorenz acoplados a través del estado X [35]. Llamamos sistemas tipo Il a aquellos cuya MSF se
comporta de modo que A(a) <0siae (al, 0:2). El ejemplo mostrado en 3.2.3 es de tipo Il

La principal ventaja del método MSF es que provee un criterio objetivo de sincronizabilidad sin tener
que hacer referencia a los osciladores especificos de la red (1, y A, , ver secciones 3.2.1y 3.2.2).

Sin embargo, una desventaja que tiene esta técnica es que solamente nos brinda condiciones
necesarias para la estabilidad local del estado de sincronizacién [20]. Existe evidencia de que en
algunos sistemas la condicion A(a)< O puede no ser suficiente para garantizar la estabilidad del

estado sincronizado [22].

Una vez revisada la técnica de MSF, podemos dar precisién a algunas formas de interpretar la
sincronizabilidad.

3.2.1 Eigen-razén como medida de sincronizabilidad

En algunos sistemas, la MSF toma valores negativos solamente dentro de cierto intervalo (al,az).
En este caso, la estabilidad del estado de sincronizacién requiere que o; € (al, az), 2<jJ<N.

De forma explicita, es necesario que:

o <o, <---<ody <a, (3.13)

La condicién anterior puede cumplirse para algunos valores de o solamente si la eigen-razén R
satisface:

) (3.14)

R:="N"
4, o
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de modo que si (3.14) se cumple, entonces el estado sincronizado es estable para el rango de fuerzas
de acoplamiento:

a, a
<0<

-2 (3.15)
A Ay

Si R es pequefia, la condicidn (3.14) es, en general, mas facil de satisfacer. De aqui se sigue que
entre mas pequefia sea R mds sincronizable es la red y viceversa, lo cual proporciona un criterio de
sincronizabilidad respecto a R, en el cual no se hace referencia alguna a los osciladores especificos
de lared [36].

3.2.2 Conectividad Algebraica /4, como medida de sincronizabilidad
En redes tipo Il, la estabilidad de estado sincronizado requiere solamente que

o, <o, (3.16)
por lo que Ay no juega papel alguno en determinar la estabilidad de sincronizacién de la red. En
este caso, al aumentar A, disminuye la fuerza de acoplamiento necesaria para estabilizar el estado

sincronizado, lo cual da lugar al criterio de que a mayor valor de 1, mayor es la sincronizabilidad de
la red.

Cabe mencionar que existen otros criterios de sincronizabilidad, los cuales no discutimos en este
trabajo. Una discusion mas amplia sobre medidas de sincronizabilidad y la relacién entre éstas
puede encontrarse en [35].

En la seccion 3.3 aplicaremos el método MSF a la red de Islote pancreatico, con lo cual haremos una
conjetura sobre a qué tipo de red pertenece este modelo. Esto motivard alguna elecciéon adecuada
para el criterio de sincronizabilidad. Antes, mostramos un ejemplo de aplicacion de MSF.

3.2.3 Ejemplo de MSF: ecuaciones de Rossler.

Como ejemplo de una aplicacion de la metodologia MSF, considere una red en la que la dindmica
de los nodos estd dada por las ecuaciones de Rossler [37]:

X'=-y-12
y'=x+0.2y (3.17)
2'=0.2+(x-5.7)z

con una funcion de salida H(X, Y, Z)=[X,0,O]T, [33]. La MSF correspondiente se calculd

numéricamente utilizando la técnica sugerida en [34]. En la figura 3.1 se muestra el comportamiento
de MSF para esta red.
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Fig. 3.1 MSF para sistemas de Rossler acoplados a través del estado X .

De acuerdo a lo observado en la Fig. 3.1, existe un intervalo finito de « para el cual es posible la
estabilidad del estado de sincronizacion.

3.3 Andlisis de sincronizabilidad para el modelo de Islote Pancredtico

A continuacidn mostramos la aplicacién de la metodologia MSF a la red dindmica que representa
nuestro modelo de Islote Pancredtico. Aqui suponemos que todas las células son idénticas y que su
dindamica en forma aislada presenta bursting, es decir, cada nodo es un sistema dindmico que
obedece las ecuaciones del sistema (2.13) con el conjunto de parametros (2.14). El campo vectorial
gue determina la dinamica de cada nodo es:

1, 3, 37
——uw¥+Sur+u-w-c
u 12 8 64
Flw|= E%us+§uz—y§u—w—3 (3.18)
c 12 8 64
L _osax107- ¢
100 400

Entonces, teniendo en cuenta (2.35), (2.36) y (3.12) definimos nuestra MSF como:

T I YO LAV |
4 4 64
A(a) = Mdximo Exponente de Lyapunov de 141u2 + ju - 16%45 -1 0 (3.19)
1 0 - 1
100 400/ _

donde X es el estado de un solo nodoy S es el ciclo limite que actiia como atractor en el sistema
(2.13).
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Recordandoque @ =od;, >0y A; >0 para je {2,..., N},tenemos que  >0. Lafigura 3.2

muestra el comportamiento de A(a).

0.005 T T T T T

MSF
Zero

Fig. 3.2 Grafica de (3.19) para « €[0,30]

En la fig. 3.2 se observa que A(O) es ligeramente positivo, A(a*)z 0 para & ~0.25vy a partir de
ese punto se mantiene negativo. Esto nos permite conjeturar que el modelo de Islote es un sistema
tipo Il, por lo cual podemos establecer la sincronizabilidad de esta red a través del valor 4, .

El resultado obtenido en esta seccidn nos sirve para estimar un rango de la fuerza de acoplamiento
para el cual sea plausible obtener un estado de sincronizacion estable, esto para una topologia y
numero de células dados. La siguiente seccion estd dedicada a realizar dichas estimaciones para
topologias ER, NW y BA, asi como a las comprobaciones correspondientes mediante simulaciones
numeéricas de la red dindmica (2.37).

3.4 Simulaciones numéricas

El analisis realizado en la seccidn 3.3 nos permite ahora estimar un rango de valores de la fuerza de
conexién para los cuales la red puede mantener un estado de sincronizacién. Este rango dependera
de la topologia de conexion, en particular, de las propiedades espectrales de la matriz de
acoplamiento L.

A partir de los resultados de la seccién anterior, fijamos un valor aproximado de «; =2, ya que

segun la grafica de la Fig. 3.2, aproximadamente en ese valor comienza a alejarse de 0 en direccién
negativa, de manera que la relacion (3.16) queda como:

94, >2 (3.20)

Donde A, es el minimo valor propio distinto de cero de la matriz L.
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A continuacidn, comparamos la condicidn (3.20) con los resultados de simulaciones numéricas para
topologias ER, NW y BA.

3.4.1 Islotes con topologia ER

Consideremos primero el caso en el que la red dindmica (2.37) estd conectada bajo una topologia
de red aleatoria, lo cual significa que la matriz de acoplamiento L es generada con el modelo ER.
Presentamos a continuacidn la simulacion de la red dindmica (2.37) para una realizacién de red ER
de 100 nodos con una probabilidad de conexion p=0.1. En esta realizacidon particular, resulté

A, =3.73. Segun la condicién (3.20), esperamos que la red logre un estado sincronizado cuando
g >0.54. La figura 3.3 muestra los resultados de la simulacién para dos fuerzas de conexidn,
g, =04y g, =0.5, y lo que se observa es una mayor sincronia para la fuerza de conexion de 0.5,
lo cual estd en concordancia con la relacién (3.20); un sustento cuantitativo de nuestra afirmacion
sobre una mayor sincronia para ¢, se muestra en la figura 3.4, en donde aparecen los errores

asintdticos de sincronizacion entre el nodo iy el nodo i+1:

i=1 ..., N-1 (3.14)

Estos errores de sincronizacion son utilizados como un criterio de sincronizacién [27]: en una red

e =|x; —x

i+1][”

gue se sincroniza, estos errores de tienden a cero.

LTIV

AN v

a b
Fig. 3.3 Simulaciones del modelo de Islote Pancredtico con topologia ER para dos fuerzas de conexion: a)
g, =04 yb) g, =0.5. Se muestran los estados de 7 nodos escogidos al azar. En ambos casos p=0.1
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t

a b
Fig. 3.4 Errores de sincronizacion e; correspondientes a las simulaciones presentadas en la figura 3.1

En la fig. 3.4 se observa que los errores asintdticos de sincronizacién se mantienen constantes para

g, =0.4, mientras que para g, = 0.5 los errores se van a 0, lo cual muestra que para esta fuerza

de conexidn la red tiende a sincronizarse. En la fig. 3.5 se observan los resultados para ¢, =1.

4

3

o 500 1000 1500 2000 2500
t

B TTTTEETT

10 \ 1000 1500 2000 2500

N

a b
Fig. 3.5 a: Simulacién con topologia ER, p=0.1 con g, =1. b: Errores de sincronizacion

Con el fin de entender cdmo la probabilidad de conexidn p afecta la sincronizabilidad en redes ER,
investigamos numéricamente el comportamiento espectral de las matrices de acoplamiento
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generadas con el modelo ER con diferentes valores de p. La figura 3.6 muestraa A, como funcién
de p en una red ER de 100 nodos. Lo que aparece en la grafica como A, es en realidad el valor
promedio de /12 sobre 20 realizaciones del grafo para cada valor de p. Se observa que al aumentar

p aumenta el valor (promedio) de A,, lo que provoca un aumento en la sincronizabilidad de la red,

en el sentido de que se necesita una fuerza de conexién menor para lograr la sincronizacién.

100 T T T T T T T T

90 q

80 A

01 q

60| q

a0t 1

30 q

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 3.6 Relacion entre 1, y p enredes ER

Cabe mencionar que en el modelo ER puede suceder que A, =0 para valores pequefios de p, ya

que existe la posibilidad de tener mas de un componente conexo en el grafo. Una caracteristica
importante del modelo ER es un cambio abrupto en la topologia una vez que p ha alcanzado un valor

critico P, :1/N [38]; cuando P sobrepasa este valor critico, la red mostrard un componente
conexo con una probabilidad que tiende a 1 conforme N — . Por ejemplo, para la red de 100

osciladores simulada anteriormente, se tiene P, = 1x107?, de modo quesi p=0.1=10p,, se

tiene casi seguramente A, > 0.

Para contrastar la sincronizabilidad de redes ER con diferente probabilidad de conexién, simulamos
el modelo de Islote con 100 células conectadas bajo una topologia de red ER con p=0.6. De acuerdo

a la grafica de la fig. 3.6, esta vez el valor de A, es significativamente mayor que en el caso

anteriormente simulado. Se sigue que la fuerza de acoplamiento necesaria para sincronizar la red
es menor. Usando una fuerza de conexién de 0.1 la red logra la sincronizacion; ver figura 3.7.
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Fig. 3.7 a: Simulacién con topologia ER, p=0.6 con g =0.1. b: Errores de sincronizacién

3.4.2 Islotes con topologia NW

Ahora revisamos el caso en el que un Islote se conecta bajo una red generada por el modelo NW. La
figura 3.8 muestra el resultado de una simulacidn de una red de 100 nodos, en la que cada nodo de
la red tiene inicialmente 18 vecinos y se agregan conexiones con una probabilidad p=0.1. Se
muestran los resultados para dos fuerzas de conexién, g, =0.1y g, =0.2. Para el primer caso, la
red no se sincroniza, (ver los errores de sincronizacién en fig. 3.8 a), mientras que para g, =0.2 la

red si logra sincronizarse.
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Fig. 3.9 Errores de sincronizacion de las simulaciones mostradas en fig. 3.8

La probabilidad de conexiones agregadas esta relacionada con el espectro de la matriz de
acoplamiento de una red de mundo pequefiio, por lo que la sincronizabilidad en este tipo de arreglo

se ve afectada por ella. La figura 3.10 muestra el valor promedio de A, sobre 20 realizaciones para

cada valor de p, mientras que en la figura 3.11 se observa el resultado de la simulacién para una
probabilidad de 0.6 con una fuerza de conexion de 0.03 y los errores de sincronizacion.

40



100

90

80

70+

60

40t

30F

20r

02

04 06 08 1
P

Fig. 3.10 Relacion entre l,ypen redes NW
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Fig. 3.11 a) Respuesta del modelo del islote bajo topologia NW con p=0.6 y g=0.03. b) Errores de

Sincronizacidn
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3.4.3 islotes con topologia BA

En esta seccidn mostramos los resultados de simular el islote pancredtico con la red dindmica (2.37)
cuando se usa un acoplamiento generado por el algoritmo BA. La red tiene 100 nodos, y se construyd

usando M =m, =3 (Véase cap. 2, seccion 2.2.3). Para este grafo se tuvo que 4, =1.19. Enla

figura 3.12 aparecen los resultados de dos simulaciones, una para gi=1 y otra para g.=1.7. Segun la
relacién (3.20), g2 sera suficiente para obtener sincronizacién, no asi g1, lo cual se comprueba en las
simulaciones.

MY D
A

yyyyyyy

a) b)
Fig. 3.12 Respuesta del Islote con topologia BA para: a) gi=1y b) g2=1.7

a) b)
Fig. 3.13 Errores de Sincronizacion para los casos expuestos en fig. 3.12

En la construccidn de redes BA intervienen dos parametros M, y m; cabe preguntarse si estos

pardmetros pueden influir significativamente en la sincronizabilidad de la red. Esta pregunta es
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respondida de forma negativa en [21]; alli se muestra numéricamente que estos parametros no
impactan considerablemente en las propiedades espectrales de la red. Debido a lo anterior, no
consideramos necesario aqui realizar simulaciones de la red dinamica con estructura BA con
diferentes valoresde m, y m.

L L n L
50 100 150 200 250 300
N

Fig. 3.14 A, en funcién del nimero de nodos N en redes BA con m =m, = 3

Los resultados de las simulaciones numéricas que se muestran en este capitulo, indican que la red
dindamica (2.37) presenta una mayor sincronizabilidad para redes ER y NW que para redes BA, en el
sentido de que se requiere una mayor fuerza de conexion en esta ultima para alcanzar un estado
sincronizado. La fig. 3.14 muestra el comportamiento de /12 en redes BA; este comportamiento explica

la diferencia en sincronizabilidad respecto a las redes ER y NW.

En redes NW, un factor importante en la sincronizabilidad es el nimero de vecinos K que tiene
inicialmente cada nodo. A mayor valor de K sera menor la probabilidad de reconexion requerida
para sincronizar la red, dada una cierta fuerza de conexién. Cuando el valor de K es pequefio, se
observa el mismo comportamiento que en redes ER, en cuanto a la relacidén entre la sincronizacidn
y la probabilidad p de conexién. Esto por su puesto se explica por los cambios que produce un
diferente valor de K en el espectro de L.

En este capitulo se limitd el estudio a islotes con células idénticas. Ademas, se considerd que las
conexiones tenian peso homogéneo. En el siguiente capitulo se discute la pertinencia de cambiar

estas hipdtesis y se muestran los resultados de las simulaciones numéricas que toman en cuenta
estos cambios.
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CAPITULO 4

SINCRONIZACION EN MODELOS DE ISLOTE PANCREATICO BAJO
DISTINTOS ESCENARIOS: CELULAS NO IDENTICAS Y PESOS NO
HOMOGENEOS

En el capitulo anterior se centré la atencién en modelos de islotes con células idénticas que estaban
conectadas con pesos homogéneos. En este capitulo exploramos mediante simulaciones numéricas
el comportamiento dindmico de un modelo de islote pancredtico en escenarios que surgen al
modificar alguna de estas condiciones; estas modificaciones son de interés desde el punto de vista
del fenédmeno bioldgico a partir del cual se origind nuestro modelo de red dindmica. En particular,
un escenario de interés es el de un islote con una poblacién heterogénea de células B. La primera
seccién muestra simulaciones de redes con células no idénticas y pesos homogéneos en las
conexiones. La seccion 4.2 se refiere a redes con células no idénticas y pesos no homogéneos en las
conexiones.

4.1 Células no idénticas en redes con peso homogéneo en las conexiones

En la seccion 2.2 vimos que el sistema (2.13), con los pardmetros definidos en (2.14), puede
reproducir el comportamiento en forma de bursting que presentan las células B. En adelante a las
células que presentan bursting las llamaremos activas. También se menciond que al cambiar el valor

del parametro U, se observa un comportamiento cualitativamente distinto, en el que la variable

correspondiente al potencial de membrana se va a un punto fijo. Células con este comportamiento
las llamaremos inactivas. Es importante recalcar el hecho de que el comportamiento activo o
inactivo correspondiente a los dos conjuntos de pardmetros ocurre solamente cuando la célula estd
aislada (ver fig. 4.1). Una vez que una célula se acopla a otras dentro de una red dindmica, su
comportamiento puede sufrir cambios cualitativos: una célula que en forma aislada se encuentra
activa, puede desactivarse cuando se acopla con otras y viceversa. En las figuras 4.2 a 4.11 se
muestran los resultados de acoplar dos células, una activa y otra inactiva, con diferentes fuerzas de
acoplamiento.

pumim 11

1 L L
1000 1500 Z000 2500
t

S N WA

0

Fig. 4.1 Evolucion de u en dos osciladores no acoplados. Activo en azul, inactivo en verde
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Fig. 4.2 Dos osciladores acoplados, uno activo (azul) y otro inactivo (verde), con g=0.1
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Fig. 4.3 Errores de sincronizacién correspondientes a la fig. 4.2
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Fig. 4.4 Dos osciladores acoplados, uno activo (azul) y otro inactivo (verde), con g=0.5
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Fig. 4.5 Errores de sincronizacién correspondientes a la fig. 4.4
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Fig. 4.6 Dos osciladores acoplados, uno activo (azul) y otro inactivo (verde), con g=1
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Fig. 4.7 Errores de sincronizacién correspondientes a la fig. 4.6
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Fig. 4.8 Dos osciladores acoplados, uno activo (azul) y otro inactivo (verde), con g=5
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Fig. 4.9 Errores de sincronizacién correspondientes a la fig. 4.8

Los resultados anteriores nos muestran varios fendmenos interesantes. Notablemente, no se
requiere una fuerza de conexién muy grande, apenas g=0.1, para que la célula inactiva cambie su
dindmica, comportandose de manera mas o menos similar a la célula activa (Fig. 4.2). Sin embargo,
para valores pequenos de la fuerza de conexidn, el bursting se deforma considerablemente respecto
a la forma que tiene en una célula activa aislada (comparense las figuras (2.1) y (4.2)). Al aumentar
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la fuerza de conexion, el bursting recupera la forma de la fig. (2.1) y los errores de sincronizacion
tienden a disminuir, pero al parecer no se aproximan a 0; se realizaron simulaciones con fuerzas de
conexién entre 5 y 100, y al menos en ese rango, los errores se sincronizacién se mantienen muy
similares a los presentados en la fig. 4.9.

Se observa también que conforme aumenta la fuerza de conexidn, las variables u y w tienden a
sincronizarse mejor que la variable lenta c. Esta ultima variable parece sincronizarse en fase pero no
en amplitud, ya que el valor de la variable c de la célula inactiva se mantiene por arriba de los valores
de la variable c correspondiente a la célula activa.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas de la red
dindmica que modela un islote pancreatico con células activas e inactivas conectadas en redes tipo
ER, NW y BA.

4.1.1 Células no idénticas en redes ER

Realizamos simulaciones en las que se introducen células activas e inactivas conectadas en redes ER
con pesos homogéneos en las conexiones. Para las redes dinamicas cuya topologia fue generada
por los modelo ER y NW, se escogid una probabilidad de conexidon de 0.1. Prestamos particular
atencién a determinar (numéricamente) la cantidad de células activas necesarias dentro de un islote
para que todo el conjunto de células mostrara una actividad de tipo bursting; en adelante a este
numero le llamaremos numero critico de células o simplemente ndmero critico. Cuando expresemos
esta cantidad en términos de porcentaje respecto al total de nodos de la red, hablaremos de
proporcion critica o porcentaje critico.

La figura 4.10 muestra el resultado de la simulacién de una red ER en la que hay: a) 30 células activas
y b) 28 células activas. En la figura se observa que para el primer caso todos los nodos presentan
bursting, mientras que en el segundo todos los nodos se van a un punto fijo. La figura 4.11 muestra
los errores de sincronizaciéon para el caso de 30 células activas. Para mayor claridad en las figuras,
las graficas muestran los estados de 7 células, algunas con pardmetros de activas y otras con
pardmetros de inactivas. No obstante, se verific6 que todas las células siguen el mismo
comportamiento. Esto aplica para todas las simulaciones presentadas en el capitulo. De la misma
forma, el cédigo de color que aparece en algunas figuras es el mismo para todas las graficas, salvo
que se indique lo contrario.
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a) b)
Fig. 4.10 Respuesta de un Islote ER con 100 células y p=0.1. a) 30 células activas: todas se activan. b) 28
células inactivas: todas se apagan.
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Fig. 4.11 Errores de sincronizacion correspondiente a fig. 4.10 a

Al aumentar la probabilidad de conexidn a p=0.6, se observan practicamente los mismos resultados que se
presentaron anteriormente. Con 30 células activas, se tiene una sincronizacién en los estados u y w, sin
embargo, la forma de bursting se pierde, asemejandose mas a un estado inactivo en toda la red (Fig. 4.12
y 4.13). En cambio, a partir de 31 células activas, las variables u y w se sincronizan en forma de bursting
(Fig. 4.14).
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Fig. 4.12 Respuesta de un Islote ER con 100 células, p=0.6 y 30 células activas. Hay sincronia en las
variables u y w, pero no hay bursting.

Fig. 4.13 Errores de sincronizacion correspondientes a Fig. 4.12, pero tomando en cuenta solamente las
variables uy w.
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Fig. 4.14 Respuesta de un Islote ER con 100 células, p=0.6 y 31 células activas. Hay sincronia en las
variables u y w. En la variable u se observa la forma de bursting.

Para investigar la posibilidad de que la proporcién critica dependa del tamafio de la misma, se
corrieron simulaciones de redes de diferente tamafio. La fuerza de conexidn se mantuvo unitaria y

la probabilidad de conexidn se escalé en cada caso, de modo que p =10p, (véase pag. 36). Se

consideraron redes de 30 y 60 células. En la tabla 4.1 se resumen los resultados.

Tamaiio de Red (nimero de Numero critico Porcentaje critico %
nodos)
30 9 30
60 18 30
100 30 30
Tabla 4.1 Numeros y porcentajes criticos en redes ER.
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Fig. 4.16 Variable u en una red ER de 60 células con p=1/6. a) 17 células activas, b) 18 células activas
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Los resultados anteriores sugieren que en redes ER con p =10p_, el porcentaje critico es de 30%.

4.1.2 Células no idénticas en redes NW

Resultados similares a los obtenidos en redes ER fueron encontrados al correr simulaciones
numéricas de redes NW con células activas e inactivas. Para redes de 100, 60 y 30, el porcentaje
critico se mantuvo en 30%.

En la construccion de un grafo con el algoritmo de NW, intervienen el nimero de nodos, la cantidad
de vecinos iniciales que tiene cada nodo y una cierta probabilidad con la que se agregan nuevas
conexiones (véanse pp. 21,22); denotamos esto por G(N, K, p). Para estas simulaciones, hemos

1
escogido K de modo que represente aproximadamente el 20% de Ny p =10 ﬁ (Véase tabla

4.2).
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a) b)
Fig. 4.17 Respuesta de un Islote NW con 100 células. a) 30 células activas: todas se activan. b) 28 células
inactivas: todas se apagan. Resultados similares se obtuvieron en redes de 60 y 30 células.
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Fig. 4.18 Errores de sincronizacion respecto a la fig. 4.17 a

Grafo NW Numero critico Porcentaje critico %
G(30,6,1/3) 9 30
G(60,121/6) 18 30

G(100,181/10) 30 30
Tabla 4.2 Porcentaje de células activas necesario para producir bursting en toda una red NW

Aun para valores mas pequefios de K y p se sigue consiguiendo un bursting con 30% de células

activas (ver fig. 4.19).

00 1000

DL

3500

Fig. 4.19 Resultados en red NW con 9 células activas. a) G(30,2,4/15) b) G(30,2,2/15), en este ultimo

se deforma el bursting.
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4.1.3 Células no idénticas en redes BA

La red generada con el modelo BA se construyd con m = mp = 3. Siguiendo los resultados del capitulo
3, se escogi6 una fuerza de conexion de g=1.7, la cual fue suficiente para sincronizar la red en el caso
de células idénticas. Los resultados sugieren que la proporcidn critica se mantiene en el mismo valor
gue para redes ER y NW. Al igual que como se hizo anteriormente, se simularon redes de diferentes
tamanfios, comprobdndose que la proporcién necesaria de células activas no cambia con la escala de
lared.

MJH NI B

] 500 1000 1500 2000 2500 "o 500 1000 1500 2000 2500

u

] 500 1000 1500 2000 2500 “a 500 1000 1500 2000 2500

a) b)
Fig. 4.20 Respuesta de un Islote BA con 100 células con g=1.7. a) 30 células activas: todas se activan. b) 29
células activas: todas se apagan. Para redes de 60 y 30 células se obtuvieron resultados similares.

4.2 Células no idénticas en redes con pesos no homogéneos en las conexiones

Otro escenario que resulta de interés es el de redes dindmicas con pesos no homogéneos en las
conexiones. Aqui se plantea la hipdtesis de que la no homogeneidad en los pesos de la red puede
incidir en el numero critico de células.

De manera heuristica, se propone un algoritmo de asignacion de pesos, el cual consiste en lo
siguiente:

1. Se construye unared (ER, NW o BA) con pesos homogéneos. (Véase Cap. 2)

2. Las conexiones (x, y) donde x o y son células activas, tendran un peso W, € R”
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3. Las conexiones que no son de la forma descrita en 2, tendrdn un peso W, € R, W, =W,

Hemos propuesto este algoritmo como una forma de asignar peso a una conexién en funciéon de la
actividad o inactividad de las células que esta conexion une: si al menos una de las dos células

conectadas esta activa, el arista que las conecta tendra un peso W, ; en cualquier otro caso tendra
peso W, . La implementacién computacional de este algoritmo es relativamente simple y hacemos

notar el hecho de que produce redes simétricas.

4.2.1 Células no idénticas en redes ER con pesos no homogéneos

Diferentes elecciones de W, y W, dan lugar a diversos comportamientos colectivos del arreglo.

Notablemente, si fijamos W, = 0.1y W, =1, obtenemos una significativa reduccién en el nimero
critico de células. Los errores de sincronizacién no desaparecen si bien se mantienen acotados. Para
una red ER de 30 células con p =1/3 serequirieron 5 células activas para que la toda la red mostrara
bursting; esto representa un porcentaje critico de 16.67%, en comparacidn con el 30% en la red con
pesos homogéneos (ver pp. 49). Una reduccidn similar se observé en redes con 60y 100 células con
respectivas probabilidadesde p=1/6 y p =1/10.

Fig. 4.21 Respuesta de una red ER de 30 nodos con p =1/3, w1=0.1, w>=1. a) 5 células activas. b) 4

células activas.
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Fig. 4.22 Errores de sincronizacion correspondientes a Fig. 4.21

EEVERNEN
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Fig. 4.23 Respuesta de una red ER de 100 nodos con p =1/10, w1=0.1, w>=1y 17 células activas.
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Fig. 4.24 Respuesta de una red ER de 60 nodos con p=1/6, w1=0.1, w2=1y 10 células activas.

Incluso, en la red de 30 células, una sola célula activa fue necesaria para que todos los nodos
presentaran oscilaciones similares al bursting (Fig. 4.25). En este caso se presenta un fenémeno
interesante. La grafica en amarillo muestra la evoluciéon temporal del Unico nodo activo. Se observa
gue los demas nodos, que tienen parametros de células inactivas, evolucionan sincronizadamente
en forma de bursting.

EETeTeY EYSTSTS) =T Ao

N

EE=TeT=] eE=I=T=] ETSTeT
T

=oo (E=T=T= EEI=T=1 Sooo Seoo TS =TT Ao

Fig. 4.25 Respuesta de una red ER de 30 nodos con p =1/3, w1=0.1, w2=1y una célula activa

(amarilla): toda la red presenta una actividad similar al bursting.

AN

[s) SO0 EEI=I=] SE=T=T EYSTeTSY ErTeTe] EYSTeTs] Er=TeTs) ErSTSTS)
t

Fig. 4.26 Errores de sincronizacién correspondientes a fig. 4.25
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La tabla 4.3 muestra una comparacion entre redes ER con pesos homogéneos y redes de la misma
topologia pero con pesos heterogéneos.

Tamaiio de Red (nimero Numero Numero % critico. % critico
de nodos) critico. (pesos | critico. (pesos (pesos (pesos
homogéneos) | heterogéneos) | homogéneos) | heterogéneos)
30 9 5 30 16.67
60 18 10 30 17
100 30 17 30 17
Tabla 4.3 Comparacidn de niumeros y porcentajes criticos en redes ER.

4.2.2 Células no idénticas en redes NW con pesos no homogéneos

Se utilizaron redes NW con los mismos pardmetros que en la seccidn 4.1.2. En esta topologia, el
algoritmo de asignacidn de pesos parece tener un mayor impacto en la reduccién del niumero critico.
Se realizaron experimentos numeéricos con redes de 30, 60 y 100 nodos. Los resultados se muestran
en las figuras 4.27 y 4.28, y se resumen en la tabla 4.4. Al igual que en la seccidon 4.1.1, se fijaron
w, =01y w, =1.

T I
Wi
?ANKﬁKK&f

G(30,6,1/ 3), 3 células activas G(60,12,1/ 6), 7 células activas G(100,18,1/10), 10 células
activas
Fig. 4.27 Respuesta en redes NW de diferente tamafio con w1=0.1, w>=1
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G(306,1/3)

G(6012,1/6)

G(100181/10)
Fig. 4.28 Errores de sincronizacién correspondientes a fig. 4.27

Grafo NW Numero critico % critico
(w, =0.1y w, =1)
G(30,6,1/3) 3 10
G(6012,1/6) 7 11.66
G(100181/10) 10 10
Tabla 4.4 Numeros y porcentajes criticos en redes NW con pesos heterogéneos. Comparese con tabla 4.2

Al igual que sucedid con las redes ER, es posible que con una sola célula activa, una red NW de 30
nodos pueda entrar en un régimen de bursting colectivo, como lo muestra la fig. 4.30. La figura 4.31
muestra los errores de sincronizacidn para toda la red, excepto para el nodo activo. Estos errores
sugieren que la red, a excepcion de la célula activa, se encuentra en un estado sincronizado.

(EEREENERE

Fig. 4.29 Red NW de 30 nodos con wi=0.1, w2=1y una sola célula activa (en amarillo).
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00 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Fig. 4.30 Errores de sincronizacion de fig. 4.29 sin tomar en cuenta célula activa.

4.2.3 Células no idénticas en redes BA con pesos no homogéneos

Para ciertas asignaciones de pesos en las conexiones, en redes tipo BA también fue posible incidir
sobre el numero critico. Tomando como guia los resultados acerca de sincronizabilidad obtenidos
en capitulo 3, seleccionamos W, =0.5 y W, =1.7. Con estos pesos, se redujo considerablemente
el niUmero critico. Se muestran los resultados para redes de 30, 60 y 100 células en la figura 4.31.

En la tabla 4.5 vemos que la reduccién en los nimeros criticos fue menor en redes BA comparado
con redes ER y BA.

T |

i N W S S
f A\ ’[ \f/ \\ / \\ I \\\ f'\\ ’F'\\
i \, ?.‘ l! ’ *a‘ 1 \

a) N=30, 5 células activas b) N=30, 8 células activas c) N=100, 17 células activas

Fig. 4.31 Respuesta en redes NW de diferente tamafio con w1=0.5, w,=1.7
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a) N=30,5 células b) N=30, 8 células c) N=100, 17 células
activas activas activas

Fig. 4.32 Errores de sincronizacién correspondientes a fig. 4.31

Tamafio Numero critico. % critico
30 5 16.67
60 8 13.33
100 17 17.00

Tabla 4.5 Porcentaje de células activas necesario para producir bursting en toda una red BA, m=mo =3,

W, =0.5y w, =1.7 con pesos heterogéneos.

Escogiendo pesos W, =0.1y W, =1.7 fue posible activar una red de 30 células usando solamente
una célula activa (Fig. 4.33).

el

e S |

Fig. 4.33 Red BA de 30 nodos con wi=0.1, w2=1.7 y una sola célula activa (en amarillo).

Fig. 4.34 Errores de sincronizacion de fig. 4.33 sin tomar en cuenta célula activa.
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En este capitulo hemos estimado mediante experimentos numéricos, limites en el nimero de
células activas que se requieren en una red de pesos homogéneos para que esta presente un
comportamiento colectivo oscilatorio. También indagamos sobre un posible mecanismo de
asignacion de pesos que pueda impactar en este limite. En el capitulo siguiente resumimos las
conclusiones de este trabajo.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

En este trabajo se consideraron las propiedades dindmicas de redes de osciladores conectados bajo
diferentes tipos de topologias, a saber, aquellas generadas por los algoritmos de Erdos-Renyi,
Newman-Watts y Barabasi-Albert. En particular, se prestd atenciéon a la relaciéon entre las
propiedades estructurales de la red dindmica y su capacidad de exhibir un comportamiento
sincronizado. El oscilador en cuestion es un sistema dindmico que en trabajos previos ha sido
utilizado como un modelo analogo de la dindmica electro-fisioldgica de una célula 3, por lo que las
redes dindmicas analizadas en este trabajo pueden considerase como modelos simplificados de un
islote pancreatico.

El objetivo de este trabajo fue determinar condiciones para obtener un estado estable de
sincronizacién en un modelo de islote pancredtico para las topologias ER, NW y BA, asi como
proponer posibles mecanismos que puedan promover un comportamiento sincronizado en redes
con nodos no idénticos.

Mediante la aplicacidon de la técnica de la Master Stability Function y el estudio numérico del
comportamiento espectral del Laplaciano asociado a redes ER, NW y BA, fue posible estimar para
cada una de estas topologias un rango de la fuerza de conexidon en el cual es plausible que la red
dindmica alcance un estado sincronizado estable. Las simulaciones numéricas concuerdan con estas
estimaciones. Los resultados indican que el modelo de islote pancredtico es susceptible de alcanzar
un estado sincronizado para las tres topologias consideradas, aunque existen diferencias en cuanto
al valor de la fuerza de conexidn necesaria para lograr la sincronizacidn.

En redes tipo ER, el valor de 4, aumenta conforme la probabilidad de conexién es mayor, de modo

que la fuerza de conexidon necesaria para lograr una sincronizacion estable disminuye con la
probabilidad, lo cual se verificé numéricamente. Resultados similares se obtuvieron para redes NW,

en las cuales el valor A, aumenta con la probabilidad de conexiones agregadas. Sin embargo, en
este caso, el nimero K de vecinos que cada nodo tiene inicialmente puede hacer que el
comportamiento de A, cambie respecto a lo visto en ER para valores pequefios de la probabilidad
de conexién. Conforme K es mayor, el valor de A, aumenta respecto a lo observado en redes ER
para probabilidades bajas de conexidon (Comparense las graficas 3.6 y 3.10). En ambos casos (ER 'y
NW), se observa que A, — N conforme p — 1.

En redes tipo BA el espectro muestra un comportamiento diferente al visto en redes ER y NW. La
fig. 3.14 muestra el valor de A, para diferentes tamafios de red con m = m, = 3. Se observa que,
a diferencia de ER y NW, dicho valor no escala con el tamafio de la red, lo cual se reflejé en una

menor sincronizabilidad para esta topologia, en el sentido de requerir una fuerza de conexién mayor
que en los casos anteriores para lograr un estado sincronizado estable.

Eligiendo adecuadamente el valor de los parametros del sistema (2.13) es posible emular una célula
gue se encuentra bajo un régimen de bursting (célula activa) o bien una célula cuyos estados tienen
un punto de equilibrio (célula inactiva). Se estudiaron numéricamente redes que incluyen
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subpoblaciones de células activas e inactivas. Se planted la cuestidon de estimar la proporcién de
células activas necesarias para que una red presente un comportamiento oscilatorio colectivo,
llamado aqui porcentaje critico.

Para redes ER de la forma G(N, p =10(1/N)) se obtuvieron proporciones criticas constantes de
30%. Esta proporcién se mostro insensible a cambios en la probabilidad de conexidn, lo cual sugiere
gue no esta relacionada con el coeficiente de agrupamiento (ver ecuacion (2.27)). En redes NW de
la forma G(N ,K=0.2N, p= 10(1/N )) y redes BA se obtuvieron resultados similares.

Se planted la hipdtesis de que una posible forma de incidir sobre el porcentaje critico es a través de
la manipulacién en los pesos de las conexiones. Se propuso un algoritmo simple de asignacidn de
pesos que depende del tipo de pardmetros que tienen los nodos conectados por cada arista. Los
resultados obtenidos en el capitulo 4, seccidn 4.2, nos parecen suficientes para concluir que si es
posible reducir el nimero critico en las tres topologias estudiadas. A este respecto, la estrategia que

mostré una mayor efectividad fue la de escoger para W, un valor similar a la fuerza de conexién
necesaria para sincronizar la red en el caso de nodos idénticos; dicho valor fue estimado en el
capitulo 3 para cada tipo de red. Mientras que para W,, se escoge un valor considerablemente

menor que W, . Para redes ERy NW funciond bien la eleccién W, = 0.1w, , mientras que para redes

BA la eleccion que dio mejores resultados fue W, = 0.3w, . El impacto que tuvo esta estrategia en

la reduccién del nimero critico fue mayor en redes ER y NW. Un fendmeno que nos parecid notable
fue el hecho de que con cierta asignacion de pesos es posible activar una red de tamafio
considerable usando una sola célula activa. Esto se pudo lograr para las tres topologias.

Como se ha visto, una parte considerable de este trabajo ha sido de caracter exploratorio a nivel de
experimentacion numérica sobre escenarios que consideramos relevantes en el contexto general
de redes dinamicas, y en particular, para un modelo de Islote pancreatico. Creemos que los
resultados de las exploraciones numéricas realizadas en el capitulo 4 pueden constituir un punto
de partida fructifero para trabajos futuros en los que se profundice sobre las razones que subyacen
al surgimiento de estos fendmenos. Esto implica el manejo de técnicas matemadticas mas
sofisticadas de las que aqui se han usado, y en las cuales por ahora no se cuenta con la experiencia
suficiente para su uso; estas técnicas provienen de la teoria de sistemas dindmicos, teoria de grafos,
mecdanica estadistica o de teoria ergddica [11], [39], [32]. Esperamos que los resultados aqui
expuestos puedan servir de motivacién y de referencia para investigaciones futuras sobre el
importante fendmeno de sincronizacién en redes complejas.
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APENDICE

Todos los programas usados en este trabajo fueron desarrollados en MATLAB. A continuacion se
presenta el cédigo de los programas realizados.

A.1 Algoritmo de Erdos-Renyi

$Programa que Genera una red aleatoria con N nodos y probabilidad de
%conexion p
function [G]=erdosgama (N,p)
%inicializar matriz de orden NxN con entradas a cero
G=zeros (N) ;
$total de links posibles
teta=N* (N-1)/2;
$numero de links de acuerdo a probabilidad p
l=p*teta;
$vector de permutacion aleatoria
vp=randperm(teta) ;
for i=1:1
s=1;
r=0;
k=1;
n=vp (i) ;
while n >= s*N-r
s=s+1;
k=k+1;
r=r+k;
end
G(s,n-((s-1)*N-(r-k)-1)+s)
G(n-((s-1)*N-(r-k)-1)+s,s)

=1;
=1:

nd
Condicidén de simetria difusiva
for i=1:N
for j=1:N
if i~=j3
G(i,1)=-(abs(G(i,1))+G(i,3));
end

[0)

end
end
c z=0;
for i=1:N
if G(i,1)==0
c_z:c_z+1;
end
end
Calcular y graficar distribucidén de conectividad
for k=0:150
n k=0;
for i=1:N
if G(i,1)==-k

A o0 A o0 O O Ad° A A A° ° OO A O O o° o ° o°
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n_k=n k+1;

% end

% end

% p_k(k+l)=n k/N;
% end

% x=0:1:150;

$ plot(x,p k, "k*'");

% xlabel ('k'");

ylabel ("P(k) ")

A.2 Algoritmo de Watts-Strogatz

$Programa que genera una red de Watts-Strogatz de N nodos, K vecinos por
%$nodo (inicialmente) y probabilidad de reconexidén p
function [G]=WS(N,K,p):;
G=pre_ vecinos (N,K);
$total de links posibles
teta=N*K/2;
%$1links que se van a reconectar de acuerdo a p
l=p*teta;
vp=randperm(teta) ;
for k=1:1
c=0;
for i=1:N
for j=i+1:N
if G(i,])==
c=c+1;
end
if c==vp (k)
G(i,3)=0;
G(j,i)=0,‘
s=randperm (N) ;
if s(1)~=1i
G(i,s(1))=1;
G(s(1l),1)=1;
end
end
end
end
end
for i=1:N
for j=1:N
if i~=j
G(i,i)=-(abs(G(i,1))+G(1,7));
end
end
end
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A.3 Algoritmo de Newman-Watts

%$Programa que genera una red de Newman-Watts
$Este algoritmo genera una red de mundo pequefio pero evita la creacidédn de
$clusters aislados
function [G]=WS N2 (N,K,p);
%$Iniciar con una red de vecinos mas cercanos con N nodos y K vecinos por
$nodo
G=pre vecinos (N,K);
%$total de links posibles en una red de N nodos
teta=N* (N-1)/2;
$numero de links que se van a agregar de acuerdo a probabilidad p
l=p*teta;
$Escoger aleatoriamente los 1 pares de nodos y establecer conexidén entre
%ellos
vp=randperm(teta) ;
for i=1:1
s=1;
r=0;
k=1;
n=vp (i) ;
while n >= s*N-r
s=s+1;
k=k+1;
r=r+k;
end
G(s,n-((s-1) *N-(r-k)-1)+s)=
G(n-((s-1)*N-(r-k)-1)+s,s)=
end
$Condicién de simetria difusiva
for i=1:N
for j=1:N
if i~=7
G(i,i)=-(abs(G(i,1))+G(1,7));
end
end
end

A.4 Algoritmo de Barabasi-Albert

$ALgoritmo de Barabasi-Albert para generar una red de escala libre
function [A]=BA(mO,m,t);
G=zeros (m0) ;
for r=1:t
$Generar vector gque contenga el grado de cada nodo de la matriz
%actual (en la entrada i esta el grado del nodo 1)

if r==

v_grado=1:m0;
else
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for i=1:mO0+r-1
g=G(i,:);
[f,ul=Ffind(g);
u=size (u);
v_grado (i)=u(2);
end
end
$Actualizar el tamafo de la matriz(se agrega un rengldédn y una columna de
%ceros)
b=size (G) ;
z=zeros (b (l),1);
G=[G,z];
z=zeros (1l,b(1)+1);
G=1[G;z];
$Generar un vector de probabilidad por grado, vp_grado, el cual
%$contiene k(i) wveces al nodo i, siendo k(i) el grado de i
if r==
vp_grado=v_grado;
else
a=0;
vp_grado=[1;
for i=1:m0+r-1
j=1;
while j <= v_grado (i)
vp_grado (j+a)=1i;
J=3+1;
end
a=size (vp_grado);
a=a(2);
end
end
$Escoger aleatoriamente m entradas de vp grado
l=size (vp_grado);
v_sorteo=randperm(1l(2));
c=size (G);
for i=1l:m
G(c(l),vp_grado(v_sorteo(i)))=1;
G (vp_grado(v_sorteo(i)),c(l))=1
end

’

Simetria difusiva
for i=1l:c
for j=1:c
if i~=j
G(i,1)=-(abs(G(i,1))+G(i,73)):
end
end

o o° o° o d° o° o° o°

end
sdisp (G)
if r==
A=G;
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end
for i=l:c
G(i,i)=0;
end
end
% N=mO+t;
for k=0:150
n_k=0;
for i=1:N
if A(i,1)==-k
n _k=n k+1;

o® o° oo

e

o°  o°

end
end
p_k(k+l)=n k/N;

e

end
x=0:1:150;
loglog (x,p k, "k*");
xlabel ('k
ylabel ('P

’

5
(k) ") ;

A o° o° o° oo o°

A.5 Programa que construye el sistema correspondiente a una célula

function dy = celula beta(t,y)

u=y(1l); w=y(2); c=y(3);

dy = zeros(3,1); % a column vector

$parametros del sistema

a=.25;

eta=.75;

u gorro=1.5;

beta=4;

u beta=[-0.954,-1.375] ;

eps=.0025;

tao gorro=1;

k=2;

%load ul;

%ecuaciones

dy (1) =-a/3*u”3+a*u_gorro*u”2+(l/tao_gorro-a* (u_gorro”2-eta”2))*u-w-
tao _gorro*c;

dy (2)=1/tao_gorro* ((tao gorro-a/3)*u”3+a*u gorro*u”2+(l/tao_gorro-
a* (u_gorro”2-eta”2)-3*tao_gorro) *u-3*tao_gorro-w);

dy (3) =eps* (beta* (u-u_beta(k))-c);
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A.6 Programa que integra y grafica las soluciones del sistema A.5

function simular celula beta
%Condicion inicial del estado
y=[-1,-1,.81;

$Integrar sistema

[T,Y]=ode23s (Qcelula beta, [0 600],y);
$Graficar estados

plot (T,Y(:,1),'k");

xlabel ('t");

ylabel ('u');

pause

plot (T,Y(:,2),'k");

xlabel ('t");

ylabel ('w')
pause

plot (T, Y (:,3),"'k");
xlabel ('t");

ylabel ('c')

’

’

A.7 Programa que construye las ecuaciones de la red dinamica

$Programa que genera el sistema de ecuaciones de un arreglo de celulas
beta
function out=red celular(t,y0)

% Numero de nodos
N=100;

% Matriz de estados, cada columna es un nodo
X=zeros (3,N);

for j=1:N
X(:,3)=y0(1+(J-1)*3:3*73);
end

$Cargar la estructura de red deseada
load WSN 100 le-1;
$%Valor de fuerza de conexidn

r=1;

$ if t > 100
% r=0.5;

% end

$Matriz de transmisidén de estados
H=diag([1,0,0]);

$Parédmetros del sistema
a=.25;

eta=.75;

u_gorro=1.5;
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beta=4;

u _beta=[-0.954, -1.375];%Estos dos valores corresponden a dinamicas
diferentes: Bursting y punto fijo

eps=.0025;

tao _gorro=1;

%G=[(0,1,1;1,0,1;1,1,07];

%$Generar matriz cuya columna Jj es la dindmica del nodo J
for j=1:N
u=x(1,3);
w=X(2,3);
c=X(3,3)7
acu=0;
%Generar termino S que aparece en la red dindmica cuando NO es
difusiva
for i=1:N
grad(j)=acu+G(i,j);
acu=grad(j) ;
end

o o° o° o° oo

S(:,3j)=r*grad(j) *H*[u;w;c];
%Con el valor de k escogemos el valor del parédmetro u beta que prende
%$la célula (k=1) o gque la apaga (k=2)
k=1;
if j>30 %Las células con un indice mayor a este numero estaran
apagadas, las demas prendidas
k=2;
end
fl=-a/3*u”3+a*u_gorro*u”2+(l/tao_gorro-a* (u _gorro”2-eta”2)) *u-w-
tao_gorro*c;
f2=1/tao _gorro*((tao gorro-a/3)*u”3+a*u gorro*u”2+(l/tao gorro-
a* (u_gorro”2-eta”2)-3*tao_gorro) *u-3*tao_gorro-w);
f3=eps* (beta* (u-u_beta(k))-c);
F(1:3,3)=[f1;£f2;£3];

end

%Sistema matricial que determina la dindmica de toda la red
X punto=F+r*H*X*G';%$-S;

out=reshape (X _punto, 3*N, 1) ;
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A.8 Programa que integra y grafica las soluciones de la red dinamica A.7

$Programa que integra el sistema que simula la dinamica de una red de
scelulas

clear all

close all

clc

$Numero de nodos
N=100;

y01l=[-1,-1,1]; %Condiciones iniciales del nodo de referencia
y0(1:3)=y01;
Condicidén inicial de toda la red

o°

%y0=zeros (1,N*3);

5y0(1:3)=y01; % el primer nodo es la referencia

% for j=1:N

% y0a(1:3,3)=[0;0;2.25];

% end

% yO=reshape (y0a,1l,3*N);

$y0=[(-1,-1,1,-1,-1,1,-1,-1,11;

rand('state',0);

for §j=2:N
yO(1+(j-1)*3:3*j)=y01l*rand*5;

end

[T,Y] = odell3(@red celular, [0, 2000],y0); % Solucidén de la red de
células

S NN,

$Esta parte es para graficar los estados de TODOS los nodos de la red

o°

i=1;

while i<=N*3
plot(T,Y(:,1),"'k");
hold on;
i=1+3;

end

hold off;

pause;

i=2;

while i<=N*3
plot(T,Y(:,1i),'k");
hold on;
1=1+3;

end

hold off;

pause;

i=3;

while i<=N*3
%$1if i<90
plot(T,Y(:,1i),'k");

A o° A 0 O o° A O A A o0 A O A O A° o O oP°
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3 % else
$ % plot (
%% end

% hold on
% 1=1i+3;
% end

o

€]

o

]

o

]

plot (T, Y (:
,T,Y(:,295
xlabel (
ylabel (
pause;

Il)
),'
't
'u')

o0 o P o°

plot(T,Y(:,
,T,Y(:,296)
xlabel ('t
ylabel ('w
pause;

2)

-~

)
")

o® o° o° o°

plot(T,Y
ITIY(:I2

s=size(T);
s=s(1);
f=1:3:3*N-5;
tf=size (f);

tf=tf (2);

for i=1:tf

for k=1l:s
h(1l)=Y(k,
h(2)=Y(k,
h(3)=Y (k,
a(1l)=Y (k,
q(2)=Y (k,
a(3)=Y (k,
error (k)=

end

plot (T,error,
xlabel ('t");
ylabel('e'");
hold on;

end

l)-

T,Y(:,1),'b");

’

,'Y',T,Y(Z,4),
m',T,Y¥(:,298),

’
’

r'y'rTrY(:15>r
m',T,Y¥(:,299),

’
’

k')

L1107 i i i i 77 7777777777707777777777777777777777777

Con esto se grafican solamente 7 nodos escogidos arbitrariamente

k'L, T, Y (:
k')

113)1'b'rTrY(:r22)r'g'rTrY(:r292)r'r'

k', T, Y (:
k')

,14),'b",T,¥(:,23),'g",T,Y(:,293), "'

k', T, Y (:
k') ;

,15),'b",T,¥(:,24),'g",T,Y(:,294), '’

Calcular y graficar los errores de sincronizacidn
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