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1. INTRODUCCION

Dada una variedad Riemanniana cerrada (M, g), de dimensién n, definimos la clase

conforme de g por

9l :={fg:f: M — Rso}.

El problema de Yamabe consiste en encontrar métricas de curvatura escalar cons-

tante en la clase conforme [g]. Consideramos el funcional de Hilbert-Einstein

S(g) = —Juse s )

(Vol(M, g)) =
donde s, denota la curvatura escalar de g y dv, es la forma de volumen de la métrica g.
Si escribimos h € [g] como h = uP~2g, con u € H* (M), p = p, = % y n > 3, tenemos

el funcional de Yamabe.

/ an|Vgul? + sgu® dv,
M

lull;

S (uP?g) = Yy(u) := : (1.2)

donde a,, := %. Observe que el funcional Y, estd definido sobre H'(M) — {0}.
Veremos que, una métrica h = u’~2g en [g], con u > 0 en H'(M), tiene curvatura
escalar constante s, = A, si y sélo si la funciéon u es un punto critico del funcional de

Yamabe. Y esto se cumple si y sélo si u es solucion de la ecuacién de Yamabe,

— apAgu+syu = P!, (1.3)

Vamos a ver méas adelante, que el Funcional de Yamabe esta acotado inferiormente.

Entonces, se define la constante de Yamabe, por

an gug sgu2dvg
Y(M,[g]) =  inf (fM [Vyul, + ) (1.4)

u € H (M) ”qu
u#0
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El problema de Yamabe surge en 1960, cuando H. Yamabe public6 un articulo [73]
en el que demostraba que toda variedad Riemanniana cerrada (M, g) de dimensién fini-
ta, tiene una métrica conforme a g, con curvatura escalar constante que realiza el infimo
de S { " Sin embargo, en 1968, N. Trudinger [69] descubri6 que la prueba de H. Yamabe
contenia un error. Trudinger fue capaz de modificar la demostraciéon de Yamabe, de
tal forma que ésta funcionara siempre que se cumpliera la condicién Y (M, [g]) < 0.
Maés precisamente, Trudinger demostré que existe una constante positiva (M), tal
que si Y (M,[g]) < a(M) entonces, el problema de Yamabe siempre tiene solucién.
Mas tarde, en 1976, T. Aubin [§] extendié el resultado de Trudinger mostrando que
a(M) =Y (S™, [g3]), donde S™ denota la esfera de dimensién n y gf denota la métrica
sobre S™ de curvatura seccional 1, llamada métrica redonda. Aubin también demostrd
en [8] que si (M, g) tiene dimensién n > 6 y no es localmente conformemente plana,
entonces Y (M, [g]) < Y (S", gj). Complementando el trabajo de Aubin, R. Schoen [62]
demostré que si (M, g) tiene dimensién 3, 4 0 5 o si (M, g) es localmente conforme-
mente plana, entonces Y (M, [g]) < Y (S™, gi), a no ser que (M, g) sea conforme a la
esfera. De esta manera, queda demostrado que el problema de Yamabe siempre tiene

una solucion. Los detalles de lo mencionado anteriormente se pueden ver en [40].

En el caso Y (M,[g]) < 0, la solucién de la ecuacion de Yamabe es tnica, salvo
homotecias. Esto no sucede cuando Y (M, [g]) > 0, lo cual se puede observar mediante
la discusion de las soluciones sobre (S™, g).

Para métricas de Einstein distintas de la métrica redonda sobre S™, M. Obata probd
en [52] la unicidad de soluciones de la ecuacién de Yamabe, es decir, en cada clase con-

forme existe una unica métrica de curvatura escalar constante, salvo homotecias.

En general, hay otros casos en los que hay multiplicidad de soluciones al problema
de Yamabe. D. Pollack probé en [59] que si Y (M,[g]) > 0y N > 1 entero positivo,
existe una clase conforme [g1] tal que |lg — g1]|co < % y métricas gi,... gy en [g1], con
curvatura escalar constante positiva. M. Berti y A. Malchiodi demostraron en [I1] que
si k > 2y n > 4k + 3, entonces existe una familia de métricas g., de clase C* sobre
S™ tal que g. se acerca a g en la norma C*(S") cuando € se acerca a 0 y tal que la
ecuacién de Yamabe sobre (S, g.), tiene una familia de soluciones no compacta. En
[15] S. Brendle demostrd, que si n > 52, entonces existe una métrica no conformemente
plana g sobre S™ y una familia no compacta de soluciones, de clase C*°, del problema

de Yamabe sobre (S™, g). Este resultado fue extendido por S. Brendle y F.C. Marques
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en [16], para 25 < n < 51. Los dos resultados anteriores muestran que, en general,
el espacio de soluciones no es compacto, para n > 25. Si (M, g) es conformemente
plana y no conformemente equivalente a la esfera, R. Schoen probé que el conjunto
de soluciones es compacto si ([43], [66]). Para variedades Riemannianas en General,
R. Schoen probé que el conjunto de soluciones es compacto para n = 3 [63], [64]. En
dimensiones 4 y 5, este resultado fue probado por O. Druet en [25]. En el caso n < 24,
M.A. Khuri, F.C. Marques y R. Schoen probaron en [39], que para variedades spin, el
conjunto de soluciones al problema de Yamabe es compacto. En [44] y [39], se puede
ver una resefia historica sobre la de compacidad y no compacidad del conjunto de
soluciones al problema de Yamabe.

Otro caso de gran importancia donde hay multiplicidad de soluciones de la ecuacién
de Yamabe, es el de los productos Riemannianos (M™ x N g+ h), donde g y h son las
métricas Riemannianas sobre M y N respectivamente. Ha sido de particular interés,
el estudio de la ecuaciéon de Yamabe sobre productos Riemannianos. En este caso la
curvatura escalar de g+h esta dada por s,+s), y si se buscan soluciones u que dependen
solamente de uno de los factores; digamos de M, entonces la ecuacion de Yamabe sobre
(M™ x N™ g+ h) es

— QanAgu + (8, + 8p) u = APl (1.5)

El problema de Yamabe sobre productos Riemannianos ha sido estudiado por va-
rios autores. Por ejemplo, R. Schoen [63] y O. Kobayashi [38] probaron, en el caso
(S™ x S, g + dg3), que las soluciones sélo dependen de S* y que el nimero de éstas
crece conforme crece el pardmetro d. En [55], J. Petean demostro la existencia de multi-
plicidad de soluciones sobre productos de la forma (S™ x M, g" + g), donde la métrica
g sobre M tiene curvatura escalar constante y las soluciones sélo dependen de S™.
Usando algunos teoremas de comparacién de Sturm y estudiando las soluciones radia-
les de la ecuacion de Yamabe sobre S™, el autor demostré que el nimero de soluciones
positivas crece al menos linealmente, con respecto a s,. En [31] G. Henry y J. Petean,
usando funciones isoparamétricas mostraron la existencia de soluciones no radiales,
que dependen de uno de los factores del producto de esferas (S™ x S*, git + dg&) con
n,k > 2. Los autores utilizaron teoria de bifurcacién local para probar que existe una
sucesion creciente de puntos de bifurcacion, donde aparecen ramas de soluciones no tri-
viales. L.L. De Lima, P. Piccione y M. Zedda [23], utilizaron teoria de bifurcacién para

probar la existencia de multiplicidad de métricas que son puntos de acumulacion de
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soluciones al problema de Yamabe, sobre productos Riemannianos, (Mg X My, go+Ag1),
donde ambos factores tienen curvatura escalar constante y A > 0. En [57], J. Petean
consideré variedades Riemannianas cerradas, (M, g) y (N, h), donde 6 > 0 y la curva-
tura escalar s, de h es constante y positiva. En este articulo, J. Petean demostré que
para 0 pequeno, hay al menos Cat(M) + 1 soluciones al problema de Yamabe, sobre
(M x N, g+ dh), donde Cat(M) denota la categoria de Lusternik-Schnirelmann de M.
Las soluciones obtenidas son funciones que dependen de M. Es importante mencionar
que este es el primer resultado de multiplicidad de soluciones al problema Yamabe, en

el que la curvatura escalar de g no es necesariamente constante.

Dado un producto Riemanniano (M™ x N™ g+ h), tal que las métricas g y h tienen
curvatura escalar constante, escribimos A\ = % y notamos que, la ecuacion 1) se
m-n
escribe en la forma

— Agju+ Au = il (1.6)

donde ¢ = prin < Dp = % y A > 0. Es natural entonces, estudiar la ecuacién de tipo

Yamabe subcritica.

La motivacion original para este trabajo, es estudiar la existencia de soluciones
positivas de ecuaciones de tipo Yamabe, sobre ciertas variedades Riemannianas de di-
mensién 4, extendiendo los resultados anteriores en el caso de S* a S% x S? y CP?, los
ejemplos de variedades simplemente conexas, compactas y homogéneas. No obstante,
los resultados obtenidos son validos sobre S™ x 8" y CP", para n > 2. En el primer
caso, utilizamos las funciones isoparamétricas, determinadas por la accién diagonal del
grupo O(n + 1) sobre 8™ x S™. En el segundo caso consideramos la accién de cohomo-
geneidad 1, del grupo U(n) sobre CP™.

Uno de los motivos para encontrar todas las soluciones de la ecuacién de Yamabe,
proviene de tratar de calcular la constante de Yamabe Y (M, [g]). En esta direccién,
una pregunta importante que surgié en [3] y [6], es si todas las soluciones de la ecuacién
de Yamabe sobre ciertos productos, tales como productos de esferas o el produto de
esferas con el espacio Euclideo, dependen solamente de uno de los factores.

En este trabajo probamos la existencia de multiplicidad de soluciones positivas de la

ecuacion subcritica (|1.6]), que dependen no trivialmente de ambos factores del producto
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Riemanniano (S™ x S™, gy + d¢g¢). Especificamente probamos el siguiente teorema:

Teorema 1.0.1. Para cada 6 > 0 y cada entero positivo k, sea q € [2,pan) Y Apsg i=

k(k+n—1)

s (1 + %) Si A€ (Misgs Met144), entonces la ecuacion

— — \y?1!
Agrysgnu + Au = Au®™".

tiene al menos k soluciones positivas sobre (S™ xS™, gi +dg;}), invariantes por la accion

diagonal de O(n + 1), que dependen no trivialmente de ambos factores.

En la prueba de este teorema, usamos teoria de bifurcacién local, aplicada al espa-
cio de funciones invariantes por la accion de O(n + 1), para demostrar la existencia de
puntos de bifurcacién en los que aparecen ramas de soluciones no triviales. Los puntos
de bifurcacion estan determinados por autovalores del Laplaciano Agn son, restringido
a funciones invariantes. Cada uno de estos autovalores tiene asociado un espacio propio
generado por un polinomio wy de grado k, con k ceros, lo cual probamos mediante la
teoria de comparacién de Sturm. Finalmente, para demostrar la multiplicidad de solu-
ciones no triviales, usamos la teoria de bifurcacién global de Rabinowitz y la técnica

blow-up.

Para entender mejor el comportamiento de las ramas de bifurcacién, es importante
estudiar la existencia de soluciones degeneradas de la ecuacién (|1.6). Una solucién

(ug, Ao) es degenerada si la linealizacién de la ecuacion (|1.6]) en (ug, Ag)
— Ay — (1 — (¢ —Dud v =0

tiene una solucién no trivial. Usando teoria de bifurcacion local, para entender local-
mente las curvas de soluciones no triviales que aparecen en los puntos de bifurcacion,

mostramos que existe una solucién degenerada, no trivial, de la ecuacién (|1.6]).

Teorema 1.0.2. FExiste un A > 0 tal que la ecuacion
—Agng&ggu + du =t

con q € [2,pan), tiene una solucion degenerada, no trivial, sobre (S™ x S gy + dgy),
invariante por la accion diagonal de O(n + 1), que depende no trivialmente de ambos

factores.

Luego consideramos la accién del grupo U(n) sobre (CP", gpg), donde gps es la

métrica de Fubini-Study. Esta accién es de cohomogeneidad uno y las érbitas regulares
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son hipersuperficies isoparamétricas. Al restringirnos a estas hipersuperficies y usando
técnicas similares a las del caso de (S™ x S™, g{ + dgjy), demostramos la existencia de
multiplicidad de soluciones de la ecuacion (1.6 sobre CP™.

4k(k+n)

Teorema 1.0.3. Para cada entero positivo k, sea A\ g = 1 Y4acE 2, pan). Si

A€ (Akgs Ait1q], entonces la ecuacion

A, U+ du=

grs

tiene al menos k soluciones positivas sobre (CP™, grg), invariantes por la accion de

U(n).

De manera similar al caso anterior, probamos que la ecuacién ([1.6|) tiene una solu-

cion degenerada.

Teorema 1.0.4. Existe un A > 0 tal que la ecuacion

A, uA+ du =

grs

con q € [2,pay), tiene una solucion degenerada no trivial, sobre (CP™, grg), invariante

por la accion de U(n).

En la busqueda de todas las soluciones de la ecuacion de Yamabe, surge el in-
terés por encontrar soluciones nodales, es decir, soluciones que cambian de signo. La
existencia y multiplicidad de soluciones nodales sobre variedades Riemannianas ha sido
estudiada por varios autores. En [7] B. Ammann y E. Humbert estudiaron la existencia
de soluciones nodales de la ecuacién de Yamabe, introduciendo el segundo invariante
de Yamabe

Y2(M,[qg]) := fnf} Xo(R)Vol(M, h)x,

helg
donde Ay (h) es el segundo autovalor del Laplaciano conforme L; = a, Ay, +sp,. Con esta
notacién, Y (M, [g]) = Y(M, [g]). Si u es una solucién de la ecuacién de Yamabe (L.3),
que cambia de signo, entonces h := |u[P""2g no es una métrica Riemanniana, pues h no
es suave y se anula en el conjunto de ceros de u. B. Ammann y E. Humbert llamaron
a h una métrica generalizada. Ellos probaron que Y?(M, [g]) no puede ser realizado
por una métrica Riemanniana, pero puede ser realizado por una métrica generalizada.

Especificamente, Y2(M, [g]) es realizado en los siguientes casos

1. Y*(M,|g]) > 0, (M, g) es no localmente conformemente plana y n > 11.



1. Introduccién 13

2. Y?(M,[g]) =0, (M, g) es no localmente conformemente plana y n > 9.

Ademds, probaron que si Y?(M, [g]) es no-negativo y es realizado por una métrica
generalizada, entonces existe una solucién nodal de la ecuacién de Yamabe.

En [24] W.Y. Ding probé la existencia de un nimero infinito de soluciones nodales
sobre (S™, ¢g¢) usando el hecho las drbitas bajo la accién del grupo O(k) x O(m), con
m+k =n+1, son de dimensién mayor que cero. J. Petean [56] demostré la existencia
de multiplicidad de soluciones nodales que dependen de uno de los factores del producto
Riemanniano (M x N, g+ h), donde (M, g) y (IV,h) son variedades Riemannianas de
curvatura escalar constante. En este mismo articulo J.Petean estudié separadamente
el caso (M x S', g+ dg§) con § > 0y demostré que existen infinitas soluciones nodales
que dependen sélo de S*. M.Clapp, J.C. Ferndndez [21] demostraron, usando métodos
variacionales, que si I es un grupo compacto de isometrias de (S, gj) tal que cada
orbita tiene dimension positiva entonces el Problema de Yamabe tiene una cantidad
infinita de soluciones nodales invariantes bajo la acciéon de I'. Mediante el estudio de
hipersuperficies isoparamétricas de (S™, g¢), J.C. Fernandez y J Petean [34] probaron
que para cualquier entero positivo k existe una solucion nodal de la ecuacion de Yamabe
cuyo conjunto nodal tiene exactamente £ componentes.

En este trabajo buscamos también soluciones nodales, de la ecuacién de Yamabe
(1.3) sobre el producto Riemanniano (S™ x S™ gy + dgi) con n > 2y 6 > 0. Estas
soluciones, al igual que las soluciones positivas del Teorema [1.0.1} sobre S™ x S™, de-
penden no trivialmente de ambos factores. Especificamente vamos a probar el siguiente

teorema

Teorema 1.0.5. Para cualquier § > 0, la ecuacion de Yamabe sobre (S™xS™, gi+4dg(),

1 1
— agnAgnysgnu +n(n — 1) (1 + 5) u=n(n-—1) (1 + 5) |u|P2n 2w, (1.7)

admite infinitas soluciones nodales que son invariantes bajo la accion de O(n+1), que

dependen no trivialmente de ambos factores.

Para probar este teorema consideramos nuevamente soluciones invariantes por la
accién diagonal del grupo O(n+1) y estudiamos la correspondiente ecuacion diferencial
ordinaria,

w"(r) + (n—1) (|w(r)|p2”_2w(r) - w(r)) =0 (1.8)

sin(r) 1+1
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conr € [0,7] y w'(0) = w'(mw) = 0.

Denotamos por w,, las soluciones que satisfacen w,(0) = a y w,(0) = 0. Utilizando
la dependencia continua sobre las condiciones iniciales, demostramos algunos lemas
relacionados con el comportamiento y el nimero de ceros de de estas soluciones. Estos

lemas seran tutiles para probar el siguiente teorema,

Teorema 1.0.6. Para cualquier A > 0 y cualquier entero positivo k, existe oy > 0 tal

que la solucion w,, de (@ tiene exactamente k ceros sobre (0,7) y wy, (7) = 0.

Veremos que el Teorema [1.0.5] es consecuencia del teorema anterior.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. El capitulo esta dedicado
a introducir la mayoria de conceptos basicos y resultados que seran utilizados poste-
riormente. Empezamos en la seccién (2.1)) con una breve descripcién del Problema de
Yamabe y la ecuacion de Yamabe. En la seccién damos la solucion explicita al
problema de Yamabe en el caso de (S™, gj), el cual es el primer ejemplo en el que no
hay unicidad de soluciones de la ecuaciéon de Yamabe. En la secciéon ([2.3]) introducimos
el concepto de funcion isoparamétrica y de hipersuperficie isoparamétrica, los cuales
seran fundamentales a lo largo del trabajo. Luego, hacemos un breve repaso histérico
del desarrollo de la teoria de hipersuperficies isoparamétricas y la clasificacion de estas.
Luego, en la seccién enunciamos un teorema de comparacion de Sturm, el cual es
util a la hora de comparar la oscilacion alrededor de cero, de las soluciones respectivas,
no triviales, de dos ecuaciones ordinarias, lineales, de segundo orden. En la seccién
, damos una breve introduccién a la teoria de bifurcacién. Definimos lo que es un
punto de bifurcacién de un operador entre espacios de Banach y enunciamos algunos
teoremas que determinan si un punto es un punto de bifurcacion.
Puesto que nos interesa el caso de bifurcaciéon para autovalores simples, enunciamos el
Teorema de bifurcacién local de Crandall-Rabinowitz, el cual nos dice como el es com-
portamiento de las ramas de bifurcacién cerca de los puntos de bifurcacion que estas
contienen. Luego enunciamos el teorema de bifurcacién global de Rabinowitz, que sera
de utilidad para demostrar la existencia de multiplicidad de soluciones.

El capitulo esta dedicado al estudio de la ecuaciéon de tipo Yamabe subcritica
sobre (S™ x S™, g¢ +dgi). En la seccién ({3.1)) utilizamos una funcién isoparamétri-
ca definida sobre S™ x S™, invariante por la accién diagonal de O(n + 1), para obtener

la ecuacién diferencial ordinaria, correspondiente a la ecuacién de tipo Yamabe linea-
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lizada, para funciones invariantes. La seccion contiene dos lemas, necesarios para
estudiar la ecuacion diferencial ordinaria linealizada. En la seccién demostramos
el Teoremautilizando teoria de bifurcacién. Finalmente, en la seccion demos-
tramos el Teorema utilizando bifurcacion local para estudiar el comportamiento
de las ramas de bifurcacion.

En el capitulo buscamos soluciones positivas de la ecuacion tipo Yamabe
sobre CP™, invariantes por la accién del grupo U(n). En la seccién usamos el
hecho de que U(n) actia sobre CP™ con cohomogeneidad 1, lo cual nos permite escri-
bir la linealizaciéon de la ecuacién , como una ecuacion diferencial ordinaria. En
la seccion estudiamos las soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria linealiza-
da. La seccion contiene la demostracion del Teorema m Para demostrar este
teorema usamos teoria de bifurcacién. Por ltimo, la seccién (4.4) estd dedicada a la
demostracion del Teorema y algunos lemas relacionados.

En el capitulo estudiamos la existencia de soluciones nodales de la ecuacién
de Yamabe sobre (S™ x S™, gi + dg¢). En la seccién escribimos la ecuacién de
Yamabe para funciones que son invariantes por la accién del grupo O(n+1), como una
ecuacién diferencial ordinaria. La seccion contiene algunos lemas que describen el
comportamiento de las soluciones de la ecuacion ordinaria, que se anulan en 7 o bien

cuya derivada se anula en 7. Finalmente, en la seccién (5.3) demostramos el Teorema
del cual se sigue el Teorema [1.0.5]



2. PRELIMINARES

En este capitulo damos una breve descripcion del problema de Yamabe y de los
resultados que permiten establecer la existencia de soluciones. También describimos
explicitamente las soluciones de la ecuacién de Yamabe sobre la esfera (S™, gf/). Presen-
tamos algunos aspectos importantes de teoria de bifurcacién, funciones isoparamétricas
y teoria de Sturm, que serdn de gran utilidad en el desarrollo del presente trabajo.

Empezamos retomando algunas definiciones mencionadas anteriormente en la in-

troduccion.

2.1. Problema de Yamabe

Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada, de dimensién n > 3. Consideremos
una métrica h, en la clase conforme [g]. Si escribimos h = u?~?g, con u € CX(M) y

p = p, = 2% entonces, la curvatura escalar de h estd dada por
n—27 g

s, = utP <—anAgu + sgu>

donde a,, := 4(:__21). (Se puede ver por ejemplo [12]). Entonces, el problema de encontrar

una métrica h € [g] con curvatura escalar constante s, = A, es equivalente a encontrar

soluciones positivas de la ecuacién

A=ul"? <—anAgu + sgu)

la cual es equivalente a
— apAgu+syu = AuP! (2.1)

La ecuacién (2.1) se llama Ecuacién de Yamabe.

Consideremos ahora el Funcional de Hilbert-Einstein

S _ fM Sgdvgn_Q (22)

(Vol(M, g)) »
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donde dv, denota la forma de volumen inducida por la métrica g. Restringimos el
funcional de Hilbert-Einstein (2.2)) a las métricas conformes h = uP~?g y usamos el

hecho de que dvy, = (uP~2)? dv, = uPdv,. Entonces

/ an|Vgul? + sgu’du,
M

( /M updvg> '

Definicién 2.1.1. Definimos el Funcional de Yamabe por

Sh)=S§8 (up_zg) =

Esto nos lleva a la siguiente definicién:

/ an|Vgul? + syu’du,
M

Il

¥, (u) =

(2.3)

Notemos que el funcional de Yamabe esta definido sobre funciones en C*°(M) — {0}.
De hecho, estd definido sobre H*(M) — {0}

Definicién 2.1.2. Una funcion u € C*°(M) es un punto critico del Funcional de
Yamabe (2.5), si para toda ¢ € C*(M)

Sea ¢ € C*°(M) y consideremos

/ an|Vg(u+ 1) |2 4 sy (u + tp)du,
M

( /M (u—l—tgo)pdvg)p

Derivando F'y evaluando en t = 0, se tiene que F’(0) = 0 si y sélo si

F(t) = Yy(u + t) =

1
/ <—anAgu +sgu — Yy(u)——— up1> odvg =0
M It

entonces, u es un punto critico de Y} si y sélo si lo anterior vale para todo ¢ € C*°(M).

[l

Entonces u es un punto critico de Y} si y sélo si

}/g(u) up—l =0

™

—a,Agu + syu —

o equivalentemente
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_ — p—1
anAgu + sgu = \u

donde \ = “3;7‘(,,@2. Luego, la métrica h = uP~2g, con u € CH(M), tiene curvatura
P

escalar constante s, = A si y sélo si

_ — p—1
anAgu + sgu = \u

Entonces, tenemos que v es un punto critico del Funcional de Yamabe Y, si y sélo si
u satisface la ecuacion de Yamabe 1} con A = Y"Sﬂ)z y esto sucede si y sélo si la

[l

métrica h = uP~?g, tiene curvatura escalar constante \. Es decir, los puntos criticos del

funcional de Hilbert-Einstein, restringido a la clase conforme [g] , son las métricas en

esta clase conforme, que tienen curvatura escalar constante.
Proposicién 2.1.1. Y, estd acotado inferiormente.
Demostracion. Observemos que

/anlvgu@—l—squdvg /sguzdvg /quvg
¥ u) = L > Ju LT

> (infs
foat [l M) 2

/ u? dv,
M

Si sy, > 0 entonces i]r\14f s, > 0y como W > 0 tenemos Y, (u) > 0.
U
p

Supongamos ahora que iﬂr}If sy < 0. Usando la desigualdad de Holder

2
n

2
[ ey < ([ wa)” (votang)? = alzveiasg
M M

por lo tanto

/ u2dvg
A — < (Vol(M, g))

lull?

S

y como infy; s, < 0 entonces, al multiplicar la desigualdad anterior por inf,; s, <0, se

/ u2dvg
JM

> <1'An4f sg> Vol(M, g)

invierte la desigualdad y tenemos

2
/ Squ”~dvg
JM

> (infs
[ull3 M) 2

2
n

Yy(u) >

(2.4)

por lo tanto Y, (u) es acotado inferiormente.

De lo anterior, tenemos la siguiente definicion:
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Definicién 2.1.3. Se define la constante de Yamabe de (M, g) por
Jor @nlVgul? + sgu2dvg)

[ull3

Y(M,[g]) = immf Sh)= inf Y,(u)= inf
h € [g] u € C°(M) u € C®(M)
u>0 u>0

(2.5)
A las métricas que realizan el infimo se les llama métricas de Yamabe.
Observemos que la definicién (2.5)) tiene sentido para u # 0 y dado que C*°(M) es
denso en H*(M) y Y,(Ju]) = Y,(u), entonces se puede tomar el infimo de Y, sobre
H'(M) — {0}. Es decir

Y(M,[g) = inf  Y,(u)
we H (M)
u #0
Observemos que si h € [g] verifica S(h) = Y (M, [g]), es decir h € [g] realiza el
infimo de S, entonces h tiene curvatura escalar constante. Por otro lado, si una funcion
u € H'(M) realiza el infimo entonces |u| también lo realiza. Por lo tanto, podemos
asumir que u > 0 y por regularidad eliptica tenemos que u es positiva. Los detalles se

pueden ver en [40].

Proposicion 2.1.2. En una clase conforme no puede haber dos métricas tales que sus

curvaturas escalares, tengan distinto signo.

Demostracion. Sea h = uP~?g € [g], con u € H'(M) positiva y supongamos que s, > 0.

Entonces u satisface

—1

—an/ Agu—l—/ sgu:/ spuP~ .
M M M

Por el teorema de divergencia sabemos que | 1 Agudv, = 0, entonces

O</ sgu:/ s uP~1
M M

Por lo tanto no puede tenerse que s;, < 0.

Integramos sobre M

Similarmente se prueba que si s, < 0, entonces no puede haber una métrica h € [g] tal
que s > 0
m
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Observacién 2.1.1. En el caso en que s, =0 y h = uP~2g € [g], tenemos

/ shupfl =0
M

Por lo tanto sp, = 0 o0 sy, cambia de signo. Esto implica que si s;, es constante, entonces,

necesariamente s, = 0.

La siguiente proposicién nos dice que si la constante de Yamabe Y (M, [g]) se realiza,
entonces de acuerdo con la proposicién anterior, el signo de Y (M, [g]) determina el signo

de la curvatura escalar de cualquier métrica en la clase conforme [g].

Proposicién 2.1.3. Supongamos que existe una métrica en [g] que realiza Y (M, [g]),

entonces
i) Y(M,lg]) > 0 siy solo si existe h € [g] con sy > 0.
i) Y (M,[g]) =0 si y sdlo si existe h € [g] con s, = 0.
iii) Y (M,[g]) <0 siy solo si existe h € [g] con s, < 0.

Demostracion. Probamos (i). Suponga que Y (M, [g]) > 0. Sea h = uP~2g una métrica

en [g] que realiza Y (M, [g]). Entonces u satisface

—apAgu + Sgu = spuP L.

con sy, = ”Y”(;ﬂ)z. Como h realiza Y (M, [g]), esto significa Y (u) = Y (M, [g]) > 0. Por lo
Ullp

tanto s, > 0.

Inversamente, supongamos que existe h € [g] tal que s, > 0. Por hipdtesis, hay una

métrica h € [g] que realiza Y (M, [g]). Por la proposicién anterior s; > 0. Entonces

ey Jarsadvg — s (Vo 2
Y(M,lg]) = S(h) = Vol s(Vol(M, h))» >0

Las afirmaciones (ii) y (iii) se prueban de manera andloga.
0

Ahora vamos a ver que si Y (M, [g]) < 0, hay unicidad de soluciones de la ecuacién
de Yamabe.

Proposicién 2.1.4. Si Y(M,[g]) <0, eziste una unica métrica h € [g] con curvatura

escalar constante, salvo homotecias.
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Demostracidn. Supongamos que s, es constante igual a A < 0. Sea h = uP~2g € [g] tal

que s, = A. Entonces la funcién u satisface

—apAgu+ Au = AuP~L,

Si A = 0, entonces u es constante, pues sobre una variedad cerrada no hay funciones
armoénicas no constantes.
Supongamos entonces que A < 0. Como M es compacta, entonces hay un punto xqg € M
en el que u alcanza su méximo. Entonces Au(zg) < 0, esto significa que u(zg) >
uP™(xg). Como p — 1 > 1 entonces u(xg) < 1.
Similarmente, si u alcanza su minimo en x; € M, entonces u(x;) > 1. Por lo tanto

u = 1y esto implica que h = g. O]

La proposicién anterior no es cierta cuando Y (M, [g]) > 0. El caso de (S™,[gg]) es

un ejemplo.

2.2.  El Problema de Yamabe sobre (S", g{)

En esta seccién vamos a ver que la ecuacion de Yamabe sobre (S”, gf) tiene una
familia de soluciones no compacta. Este es el primer ejemplo de multiplicidad de solu-
ciones a la ecuacién de Yamabe en el caso Y (M, [¢g]) > 0. En este caso la métrica gfj es

minimizante y entonces

S

Y, = Y(8", [g5]) = n(n — 1) (Vol(S", 7)) (2.6)

Sea ey, ...€n,e,11 la base canénica de R™™ y sea 7: S™ — {e,11} — R™™! la pro-

yeccion estereografica
T Tn
T, tng) = [ — 2.7
(1,2 ) (1—$n+17 1—$n+1> 27
La inversa estd dada por 7=!1: R™ — S™ — {e,41}

) = (2 2 B T)
o P+ 1 P+ U P+ 1)

Calculando la derivada de 7! en la direccién e; obtenemos:

(‘9’2 4 1)2 <|y|2 + 1- 2y%ﬂ —le?/Qa teey _leyn7 2?/1) .
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Similarmente la derivada de 7! en la direccién e, es

_ 2
T (ea) = WET e (2u1y2, [yl* + 1 = 203, =243, - - -, —2Y2¥n, 242) -
Entonces
-1 1 4 1 1
g (m, (er),m, (e1)) = (PIEEE y g(m (1), m, (e2)) =0
En general
g (r M e () = o, Vie1...m,
(Iyl* +1)?
g(m (). m M (eg)) =0, Vi

por lo tanto

() () = (L) ()=

> +1

(2)7 e

donde (-, -) denota la métrica Euclideana en R™. De esta forma obtenemos que la funcién

n—2

satisface la ecuaciéon de Yamabe (2.1) en R", la cual toma la forma

—a,Af =n(n — 1)1
donde A denota el Laplaciano en R".

Si A > 0, la homotecia hy: R® — R", definida por

hy(z) == Az,

es un difeomorfismo conforme de R". Este induce el difeomorfismo conforme

H)\ = 7'['71 o h)\ oT. Sn — {€n+1} — Sn - {€n+1}7

que se extiende a un difeomorfismo conforme sobre (S™, g¢t) definiendo Hy(€,41) = €n1-

Observemos que

36 = (rasy) (0= [($)1< 3
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Llamemos f) a la funcién definida por

7o = () (29)

entonces podemos escribir

(71 o )" (g}) = [(%) *

Por lo tanto % resuelve la ecuacién de Yamabe 1} Notar que para A = 1 tenemos

n—2
9 N
la funcién fi(x) = <—> la cual es precisamente el factor conforme de 1}

|z* + 1
Entonces %: R™ — R esta dada por

"42<,>= ;”<,>=(%>$ﬁ42<’>’

n—2

- (5)°

Considerando la proyeccion estereografica 1’ la expresion explicita de % sobre S™

esta dada por

%ow: S" —{ep1} — R
(5 7)) = (emeamr=an)
o7 |(x)= .
N N1+ zpg1) +1 =25
Por construccién, para cada A > 0, la métrica resultante Hygy = (%)m gy s

isométrica a g{, por lo que tienen la misma curvatura escalar n(n — 1). Por lo tan-

to, las funciones fTA satisfacen

e (§) e (5) o (5)

1
H)\(en+1):X_>0 y Hiy(—epi1) =A—00 (si A — 00)

Notar que

Por lo tanto, las funciones f?* forman una familia no compacta de soluciones de la
ecuacién de Yamabe sobre (S™, gif). De hecho, se puede demostrar que asi se construyen
todas las soluciones de la ecuacién de Yamabe sobre (S”, ¢{) v que son minimizantes

del funcional de Yamabe (Ver [40]).
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Las funciones f) del ejemplo anterior, son fundamentales en la prueba de que
Y(M,lg]) <Y, := Y(S"[¢0]). Esto fue probado por T. Aubin en [§], usando las
funciones f), como funciones test y el hecho de que estas se concentran en un punto,
cuando A es suficientemente pequeno. T. Aubin probé que si la desigualdad es estricta,
es decir, si se cumple Y (M, [g]) < Y, entonces la constante de Yamabe siempre se
realiza. El también demostrd que si (M, g) tiene dimensién n > 6 y no es localmente
conformemente plana, entonces Y (M, [g]) < Y (S™, g¢). R. Schoen [62], demostrd que
si (M, g) tiene dimensién 3, 4 0 5, o si (M, g) es localmente conformemente plana,
entonces Y (M, [g]) < Y (S™, ¢g0). Estos resultados concluyen la demostracién de que
la constante de Yamabe siempre se realiza, y por lo tanto, siempre hay al menos una

solucién al problema de Yamabe.

2.3. Hipersuperficies isoparamétricas.

A lo largo del trabajo usaremos los conceptos de funcion isoparamétrica y de hi-
persuperficie isoparamétrica. En esta secciéon introducimos estos conceptos y damos
una breve resena histoérica sobre su clasificacién en diferentes espacios. También con-
sideramos acciones de cohomogeneidad uno sobre una variedad. Este tipo de acciones

proporcionan ejemplos de funciones e hipersuperficies isoparamétricas.

Definicién 2.3.1. Dada una variedad Riemanniana (M, g) conexa. Una funcion suave
f: M — [c,d] C R no constante, se llama isoparamétrica si existe una funcion

continua a y una funcion suave b tales que

(@) [Vofly=b0of y (i) Agf=aof (2.10)

La preimagen de los valores mdximo y minimo de f se llaman variedades focales

y se denotan M, y M_ respectivamente y estas tienen codimension mayor o igual que
2. Sit € (¢,d) es un valor reqular de f, las hipersuperficies My := f~1(t) se llaman

hipersuperficies isoparamétricas

La condicién (i) significa que las hipersuperficies M, son paralelas y la condicién

(17) significa que estas hipersuperficies tienen curvatura media constante.

Una introduccién a las hipersuperficies isoparamétricas sobre variedades Rieman-
nianas compactas, se puede ver en [71]. En este articulo, Q.M. Wang probé que dada

una variedad Riemanniana cerrada y conexa, (M,g), y una funcién isoparamétrica
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f: M — [c,d] C R, los unicos valores criticos de f son ¢ y d. En este mismo articu-
lo, Q.M. Wang también probd que las hipersuperficies focales M_ := M, := f~(c) y
M, := My := f~'(d) son subvariedades de M.

Las hipersuperficies isoparamétricas han sido ampliamente estudiadas. En el caso
de los espacios forma de dimensién n (esto es, una variedad Riemanniana (M, g) de
dimension n, completa, conexa y con curvatura seccional constante c. Si ¢ = 0 enton-
ces M = R", si ¢ =1 entonces M = S™ y si ¢ = —1 entonces M = H", el espacio
hiperbdlico), E. Cartan probé en [17] que una hipersuperficie es isoparamétrica si y
sOlo si tiene curvaturas principales constantes. En el caso de R", las hipersuperficies
isoparamétricas son los encajes candnicos de S"7!, R"! o SF x R**~1 1o cual fue
probado por T. Levi-Civita [42] y B. Segre [61]. En el caso de H", E. Cartan prob6 en
[17] que una hipersuperficie isoparamétrica es una de las siguientes: H" 1, §"~* x H*~1,

una esfera geodésica o una horoesfera.

La situacién se vuelve més interesante en el caso de la esfera S™. E. Cartan, clasificd
las hipersuperficies isoparamétricas en la esfera, con | = 1,2, 3 curvaturas principales
distintas. Esta clasificacién se puede ver en [I8, Pagina 99]. Mas tarde, H.F. Miinzner
prob6 en [49] y [50] que dada una hipersuperficie isoparamétrica S C S™ con [ distintas
curvaturas principales, existe un polinomio homogéneo F': R"*! — R de grado [ que
satisface ciertas ecuaciones, llamadas Ecuaciones de Cartan-Miinzner. (Los detalles se
pueden ver en [I8, Pagina 115]). Usando estas ecuaciones, H.F Miinzner probé que I
solo puede tomar los valores 1,2, 3, 4 o 6.

Las hipersuperficies isoparamétricas mas comunes, son las érbitas regulares, de

acciones de cohomogeneidad uno.

Definicién 2.3.2. Decimos que una variedad Riemanniana (M, g) es de cohomoge-
netdad 1, si admite una accion por isometrias de un grupo de Lie G compacto, con

al menos una orbita de codimension 1.

Esto significa que el espacio de 6rbitas M /G tiene dimensién 1 y entonces M /G,
salvo reescalamiento, es uno de los siguientes: R, [0, 00), S! o [~1, 1]. Esto fue probado
por P.S. Mostert [48], cuando el grupo G es compacto. En el caso M/G = [—1,1], si
m: M — M/@G es la funciém cociente, hay dos érbitas singulares, 7~1(—1) y 7~ *(1).
Las érbitas 7=1(¢), con t € (=1, 1), se llaman érbitas principales y estas forman un

conjunto denso en M. Si ¢ : [—1,1] — R es suave, entonces f := pom es isoparamétrica.
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Para més detalles se puede ver el libro de M.M. Alexandrino y R. Bettiol, [2, Pagina
157] y las referencias ahi mencionadas.

Las orbitas regulares de una accién de un grupo de isometrias, que actia sobre una
variedad Riemanniana (M, g), con cohomogeneidad 1, son llamadas hipersuperficies
isoparamétricas homogéneas. En el caso de S™, existen hipersuperficies isoparamétri-
cas no homogéneas. El primer ejemplo fue encontrado por H. Ozeki y M. Takeuchi en
[53] v [54]. La clasificacién de las hipersuperficies isoparamétricas sobre la esfera es un
problema dificil, el cual ha sido estudiado por muchos autores. Se puede ver por ejem-
plo [17, 49| [50, 1, 32] 26, [19] 146, 47]. La clasificacién completa de las hipersuperficies

isoparamétricas en S” fue anunciada recientemente por Q.S. Chi en [20].

En el caso de CP", Q.M. Wang [72], demostré que una hipersuperficie S en CP" es
isoparamétrica si y s6lo si 7~ (M) es isoparamétrica en S***1 donde 7: St — CP"
es el mapa de Hopf. En este mismo articulo, Q.M Wang probé que hay hipersuperficies
isoparamétricas en CP™, con curvaturas principales no constantes. M. Kimura probd
en [36] que una hipersuperficie en CP" es homogénea si y sélo si, tiene curvaturas
principales constantes. La clasificacién de las hipersuperficies homogéneas en CP"™ fue

lograda por R. Takagi en [67].

El estudio de las funciones isoparamétricas sobre variedades Riemannianas es de
gran importancia, ya que éstas permiten reducir ecuaciones en derivadas parciales sobre
la variedad, a ecuaciones diferenciales ordinarias que pueden resultar mas sencillas y
por lo tanto puede ser de gran utilidad a la hora de buscar soluciones de una ecuaciéon

en derivadas parciales dada. Para nuestros propositos, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimension n y
f: M — [c,d] una funcidn isoparamétrica, i.e se cumplen las ecuaciones . Para
cualquier funcion h: R — R, una funcion u= @ o f, con ¢: [c,d] — R suave, resuelve
la ecuacion

—Agu = h(u)

sty solo si o resuelve la ecuacion
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Demostracion. Es suficiente observar que

Agu = By(pof)
= (@ oV L+ (F o A S
= (@ of)(bof)+ (¢ of)(acf)

2.4. 'Teoria de Sturm

Como vimos en la proposicién [2.3.1] las funciones isoparamétricas nos permiten
convertir una ecuacién en derivadas parciales en una ecuacién diferencial ordinaria.
Esta propiedad serd fundamental a lo largo de este trabajo. Una vez que tenemos la
ecuacion ordinaria, queremos estudiar el comportamiento de los ceros de las soluciones
de la ecuacion ordinaria linealizada, en funcién de A. Para ello usaremos el siguiente

teorema de comparacion de Sturm.
Teorema 2.4.1 (Sturm). Sean u y v dos soluciones de las ecuaciones
u"(t) + f(Ou'(t) + g(t)u(t) = 0 t € (a,b)

V() + f()V(¢) + G(t)v(t) =0, t € (a,b)

donde f,g y G son continuas. Sea (o, B) un subintervalo en el cual u(t) # 0 yv(t) # 0
y tal que G(t) > g(t) para todo t € (a,b). Suponga también que

Entonces,

para todo t € («, B) (2.11)

La igualdad en ocurre en algunt € (a, ) siy solo siu =v. Siu(a) = 0 entonces
., / . . . , .
la fraccion 2 se considera como infinito. Andlogamente si v(a)) = 0.
u(a)
Del teorema anterior se sigue que entre cada dos ceros consecutivos de u hay un
cero de v y el i-ésimo cero de v es menor o igual que el i-ésimo cero de u.

La demostracién se puede ver en [33, Pdgina 229].
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2.5. 'Teoria de bifurcacion

En esta seccion enunciamos algunos resultados de teoria de bifurcaciéon que seran
utilizados mas adelante. Empezamos con algunos conceptos de calculo diferencial en
espacios de Banach. Se puede ver por ejemplo [4], [9].

Si X y Y son espacios de Banach, denotamos por L(X,Y") al espacio de funciones

lineales continuas de X en Y.

Definicién 2.5.1. Sean X, Y espacios de Banach y U C X abierto. Decimos que un
mapa S: U — Y es Fréchet-diferenciable enu € U, con derivada dS(u) € L(X,Y),

St

S(u+v)=8S(u)+dS(u)v] +o(||v]]), cuando v—0

Decimos que S es Fréchet-diferenciable en U, si es Fréchet-diferenciable en todo punto

de U.

En adelante, si un operador S es Fréchet-diferenciable diremos simplemente que S es
diferenciable.

De la definicién se sigue que, si un mapa S es diferenciable en u, entonces es continuo
en u. Para encontrar la derivada de S: U C X — Y, con U abierto, calculamos, para

toda v € X, el limite

g% S(u+ eve) —S(u)
Si A, € L(X,Y), entonces S es diferenciable en u y dS(u) = A,. Si S : X — Y es
diferenciable tal que la derivada dS : X — L(X,Y) es continua, se dice que S es de
clase C' y se denota S € C'(X,Y) o S € CH(X).
La segunda derivada de S es el mapa d*S : X — Ly(X,Y)

=: A

u — d*S(u)

donde Ly(X,Y) es el conjunto de operadores bilineales continuos de X en Y. Si u —
d?>S(u) es continuo, decimos que S es de clase C? y lo denotamos S € C?*(X,Y) o
S e C*(X).

Si X, Y y Z son espacios de Banach y S: X xY — Z, consideramos los mapas

Sy u— S(u,v)
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Sy:v— S(u,v)

y definimos la derivada parcial de S con respecto a u en (u,v), por

0uS(u,v) = dS,(u)

Similarmente definimos la derivada parcial de S con respecto a v en (u,v), por
0pS(u,v) = dS,(v)

En particular tenemos 9,S(u,v) € L(X, Z) y 0,5 (u,v) € L(Y, Z).

Si S: X XY — Z es diferenciable en (u,v) € X X Y, entonces S es parcialmente

diferenciable y
0uS(u,v)[h] = dS,(u)[h] = dS(u,v)[h, 0]

0pS(u,v)[k] = dS,(v)[k] = dS(u,v)[0, k]

En adelante usaremos la notacion S;, y S| para las derivadas parciales de S con respecto

a la primera y segunda variable respectivamente. Con esta notaciéon tenemos

3u5(u, U)[h] = S:L(u7 U) [h] = dS(U, U) {ha O]
avS(“? ’U) [k] = S:)(u7 U) [k] = dS(“? ?}) [07 k:]
Continuamos ahora, con una breve resena de teoria de bifurcacion.

Definicién 2.5.2. Sean X yY espacios de Banach. Consideremos un operador S: X X
R — Y tal que S(0,\) = 0, para todo A € R. El conjunto

Ys={(u,\) € X xR:S(u,\) =0, uz#0}

se llama el conjunto de soluctones no triviales de la ecuacion .

La teoria de bifurcacion estudia la existencia de valores A, en los cuales las soluciones

no triviales de

S(u,A) =0 (2.12)

se ramifican desde la solucion trivial.
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Definicién 2.5.3. Sean X, Y espacios de Banach y S: X x R — Y un mapa en
C*(X x R) tal que S(0,\) = 0, para todo X € R. Un punto Ay se llama punto de
bifurcacion de S(u,\) =0, si cada conjunto abierto que contiene a (0, )g), contiene

una solucion no trivial (u, \) de la ecuacion (2.19).

El principal propdsito de la teoria de bifurcacién es establecer condiciones para encon-

trar puntos de bifurcacion y estudiar la estructura de Yg.

Como mencionamos anteriormente, denotamos por S, la derivada de S con respecto a
la variable u. Similarmente S}, , denota la derivada de S, con respecto A. Por otro lado,
para un numero Ao € R, denotamos por Ly, = S, (0, \g) la derivada de S con respecto

a u en el punto (0,\) € X x R.
Observaciéon 2.5.1.

Si para un numero )\, se tiene que Ly,: X — Y es invertible, entonces por el teore-
ma de la funcién implicita, existe un abierto I := (A\g—¢&, \g+¢), con € > 0, un abierto
Uy alrededor de 0 € X y una funcién f: I — Uy de clase C*, tal que S(f(t),t) = 0 para
todo t € I. Luego, si (u,t) € Uy x I tal que S(u,t) = 0, entonces u = f(t). Y como
S(0,t) = 0 para todo t € I, tenemos que f(t) = 0. Esto significa que, cerca de (0, \g), la

tunica solucién de S(u, A) = 0 es la trivial. Por lo tanto Ag no es un punto de bifurcacién.

En particular, si S: X x R — X es de la forma S(u,\) = Au —Tu, donde T: X — X.
Si Ao ¢ Spec(T'(0)), donde Spec(T"(0)) denota el espectro de T7(0), entonces Ay no es
un punto de bifurcacién de S(u, \) =0

Por otro lado, en general no es cierto que si Ly, no es invertible, entonces Ay es un

punto de bifurcacién. Se puede ver |4, Ejemplo 2.3].

Existe una teoria general de bifurcacién (ver por ejemplo [4]), no obstante, nos
vamos a centrar en la teoria de bifurcacion para autovalores simples. Es decir, consi-
deramos X, Y espacios de Banach y S: X x R — Y un mapa en C?(X x R,Y), tal
que S(0,\) = 0 para todo A € R. Si Ly, = 5.(0,\g), asumimos que ker (L,,) tiene
dimensién uno.

El siguiente teorema, [22], nos da condiciones suficientes para determinar si un punto

Ao, en la situacién anterior, es un punto de bifurcacion de S(u, A) = 0.

Teorema 2.5.1 (Crandall-Rabinowitz). Sean X, Y espacios de Banach y S: X xR —
Y un mapa en C*(X X R,Y). Sea A\g € R y Ly, = S.,(0, \g). Suponga que
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1. Existe ug € X, ug # 0 tal que ker(Ly,) = (uy).

2. Existe yo € L(Y,R), yo # 0 tal que R(Ly,) ={y € Y : yo(y) = 0}, donde R(L,,)

denota el rango de Ly,
3. 50, Ao)[uo] & R(Ly,)-

Entonces, Ao es un punto de bifurcacion de S(u,\) = 0 y cerca del punto (0, ), el
conjunto de soluciones consiste de dos curvas: una es la solucion trivial (0, \) y la otra

es una curva de soluciones no triviales que se puede parametrizar por

(u(t), A(t)) = (tug + (1), A(t)) (2.13)
con $(0) = ¥(0) = 0y A(0) = X

Denotemos V' = ker Ly,. Descomponiendo X como X =V @& W, con W # (), las
condiciones (1) y (2) nos dicen que el estudio de la ecuacién S(u, A) = 0, se reduce a

la ecuacién de bifurcacion

h(t,\) :== yoS(tup + w(tug, X)) =0

donde w: Vi x Ag — W, es de clase C?, V, y W, son abiertos alrededor de 0 en V
y W respectivamente y Aq abierto alrededor de \g € R. [4, Lema 2.5]. La funcién w
satisface w(0,A) =0, YA € Ry w(0,)9) = 0.

Observemos que la funcién h es C? y por lo anterior, (0, \g) es un punto critico de h.
La condicién (3) garantiza que el Hessiano Hessh(0, Ag) de h en (0, \g) es no singular
y como hjy (0, ) = 0, el punto (0, Ag) es un punto critico no degenerado de fndice 1.
Luego, por el lema de Morse [45], cerca del punto (0, Ag), el conjunto de soluciones con-
siste de dos curvas: una es la solucion trivial (0, \) y la otra es una curva de soluciones
no triviales que satisface [2.13

Los detalles de la demostracién del teorema anterior, puede verse en [51], Teorema 3.2.2]
o [4, Teorema 2.8].

Ahora vamos a enunciar el teorema de bifurcacién global de P. Rabinowitz [51], [60],
el cual sera de suma importancia al analizar el comportamiento global de las ramas de

bifurcacién que aparecen en los puntos de bifurcacion.

Teorema 2.5.2 (Rabinowitz). Sea X un espacio de Banach y S: D C X xR — X

un mapa continuo de la forma S(u, \) = u — AK(u) — T'(u). Suponga ademds que
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1. K: X — X es lineal y compacto.
2. T: D — X es compacto, de clase C* y T'(0) =0 = T'(0).
3. (0,A) €Dy /\LO, Mo # 0, es un autovalor de K con multiplicidad impar.

Sea C = Xg la clausura de las soluciones no triviales de S(u,\) = 0 y sea Cy la
componente conexa de C' que contiene al punto de bifurcacion (0,\g). Entonces se

cumple una de las siquientes
1. Cy es no acotada en X x R,

2. Eziste un punto de bifurcacion \. de S(u, \) = 0, con A\, # Ao tal que (0, \,) € Cy.



3. ECUACION DE TIPO YAMABE SOBRE SV x SV

En este capitulo estudiamos la ecuacién de tipo Yamabe subcritica sobre el
producto Riemanniano (S™ x S”, g + dgy). Consideramos la accion diagonal del gru-
po O(n + 1) sobre S™ x S™ y buscamos soluciones positivas de la que son invariantes
bajo esta accién . Especificamente probamos el Teorema [I.0.1] Al final estudiamos el
comportamiento local del conjunto de soluciones no triviales, cerca de ciertos puntos

de bifurcacién y probamos el Teorema [1.0.2

Consideremos el producto Riemanniano (S™ x S™, gi 4+ dg(), donde g¢f denota la
métrica de curvatura seccional 1 sobre S™ y § > 0. Denotamos la métrica g + dgg por

Gs = gy + dgi. La ecuacién de Yamabe subcritica sobre (S™ x S", Gs) , estd dada por

— Ag,u+ du = i, 3.1
5

donde u: S" x S" = Rogessuave, A >0y 2<q<py,:= %. Note que la funcién
constante u = 1 es solucién de (3.1]).

Consideremos ahora la accién diagonal de O(n + 1) sobre S™ x S™

O(n+1)xS" x S" — 8" x S"
A (z,y) = (Az, Ay).

Esta accion tiene dos orbitas singulares defieomorfas a S™. Las érbitas regulares son
O(n+1)/O(n—1). Por lo tando O(n + 1) actia con cohomogeneidad 1 sobre S™ x S™.
Denotamos por X el conjunto de funciones sobre S™ x S™ que son invariantes bajo
esta accion.

Consideremos el espacio de Banach

C**(Xp) == X;NC** (8" x S™)
Similarmente definimos

Co(Xp) = X;NC% (8" x 8",
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Definimos ahora el espacio
C>* (Xp) == {ueC*(X;) :u>0}.

y definimos el operador S : C3* (X;) x Rsq — C%* (X;) por

S(u,\) = —Ag,u+ AMu —ui™h).

Observe que para cualquier A € Rs, tenemos S(1,A) = 0. Derivando S con respecto

de u en (1,\) y evaluando en v tenemos

S (1, \)[v] = —=Ag,v — Mg — 2)v.

Entonces

S, (1L,\)[v] =0

si y solo si

— Ag,v = Mg —2)v. (3.2)

Notemos que la ecuacion es un problema de autovalores. Recordemos que los
autovalores de —Agn son de la forma k(n+k—1) con k =0,1,2,.... Por otro lado, por
[10, Proposicién A.I1.3, Pagina 114], sabemos que en general, si (M x N, g+ h) es un
producto Riemanniano, entonces los autovalores de A,y son de la forma A;+11;, donde
Ai es un autovalor de A, y p; es un autovalor de Ay, con 4,5 = 0,1, .... Entonces, los

autovalores de —Ag, estan dados por

0, n, 2(n+1), 3(n+2),...
n 2n+1) 3(n+1)

5 s —
. n+2(n—|—1) n+3(n+1)
5’ 5 5
1 1
2(n+1)+%, 2(n+1)+%, 2(n+1)+%,...

Lema 3.0.1. Si F': R"™ — R es una funcién homogénea de grado m, entonces
1 |VgF[, = |VF? = m2F?
0

2. AgnF = AF —m(m —1)F —nmF.
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La demostracién del lema anterior se puede ver en [I8, Pdgina 112].

Consideremos la funcién f: S™ x S® — [—1, 1] definida por

flz,y) = (2, )

Si fijamos y € S”, la funcién F : R"*! — R definida por

F(z) = (z,y)
es homogénea de grado 1y Flgn = f

(3.0.1), tenemos

snx{y}- Denotemos f, = flgnyy). Por el lema

2
|V93fy‘gg =1- f;a Ag{{fy = _nfy

entonces
9 1 1
Ve flo, = Gs (ng;er sVarl Vol + gvgaf)
1 1
= (90 +995) (V93f+ gvg(’ff? Vo[ + gvg(’}f)
1
= |Vaf| 5 [Vad]
90 90
1
- een
)
Similarmente
1 1 1
Agsf = Agp [+ gAgSf =-nf— ngf =-n (1 + 5) f
Entonces

Agéf:—n(le%)f:aof, Ve, fl3, = (1+%> (1= =bof (33)

donde

a(t) = —n (1 + %) t,  b(t) = (1 + %) (1—1%)
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Por lo tanto f es una funcién isoparamétrica.

Sabemos por [71], que una funcién isoparamétrica sobre una variedad cerrada y
conexa, solamente tiene dos valores criticos. De hecho, se deduce de la expresion de la
funcién b(t), que los tnicos valores criticos de f son su minimo —1 y su méximo 1. Esto
implica que sus variedades focales son M_; := f~'(—1) y M; := f~!(1). Denotamos
por M, := f~(t) con t € (—1,1), los conjuntos de nivel regulares de f, los cuales son

hipersuperficies isoparamétricas.

Note que f es invariante bajo la accién de O(n+1) sobre S™ x S", es decir f(A(z,y)) =
f(z,y), para todo (x,y) € S™ x S"™. Entonces cada funcién u: S™ x 8" — R invariante
por la accién de O(n + 1), se puede escribir como u = ¢ o f donde ¢: [—1,1] — R.

Dado que f es suave, entonces la regularidad de ¢ es la misma de u.

3.1. Ecuacion de tipo Yamabe para funciones invariantes

En esta seccion consideramos funciones definidas sobre S™ x S™, que son invariantes
bajo la accién de O(n + 1) y utilizamos esta invarianza para escribir la ecuacién
como una ecuacién diferencial ordinaria.

Sea u = po f € Xy, con ¢ suave. Entonces, por la Proposicion , la ecuacién (3.1]),

se escribe como

—(¢" 0 )IVe,s flg, — (¢ 0 FAa,f+ Apo f) = Apo )7
Usando las expresiones de Ag, f v [V, f ]205 obtenidas en , y restringiendo f a

M, obtenemos que u satisface la ecuacién (3.1] ) si y sélo si ¢ satisface la ecuacién

diferencial ordinaria

- (143) a- e (145) Y0 20 =2l

o bien

— (L=1)¢"(t) + nte/ (t) +

(e(t) —®)") =0 (3.5)

cont e [—1,1].
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Haciendo el cambio de variable h(r) = ¢(cos(r)) en la ecuacién |3.7| tenemos
cos(r) ., A
R'(r) +
AR
con r € [0,7] y las condiciones h'(0) = 0 = h/(m). Entonces u = h(arccos f) es una
soluciéon C? de la ecuacién (3.1)).

Similarmente, v = p o f € X es solucion de la ecuacién (3.2) si y sélo si ¢ es solucién
de

R"(r)+ (n—1) (h(r) = h(r)*~') =0 (3.6)

sin(r)

Mg —2)
1+ 5

Haciendo el cambio de variable w(r) = ¢(cos(r)) en la ecuacion [3.7| tenemos

(1= #9)"(t) — nte'(t) + p(t) =0 (3.7)

cos(r) W) +
con r € [0,7] y las condiciones iniciales w(0) = 1, w’(0) = 0. La solucién w ademés
debe satisface w'(w) = 0. Entonces ¢(t) = w(arccos(t)) resuelve la ecuacién (3.7)),

entonces v = p o f es una solucién C? de la ecuacién (3.2)).

Mg—2)

w//(r) + (n — 1) 1+ 1
é

S () w(r) =0 (3.8)

3.2. Existencia de soluciones de la ecuacion ordinaria linealizada

En esta secciéon probamos que existen soluciones de la ecuacién ordinaria (3.8]) y
que estas soluciones son polinomios en coseno, definidas en [0, 7]. Luego, utilizando el

teorema de Sturm, estudiamos el nimero de ceros de estas soluciones en (0, ).

Lema 3.2.1.

Para cada entero positivo k y A\ = A\, = M

3 ) (1 + %), la solucion de (3.§) es de la

forma wy, = pg(cos(r)), con r € [0, 7], donde py es un polinomio de grado k.

Demostracion. Definamos

O i) 4 () (3.9)

L,(w):=w"(r)+ (n—1) ()

Entonces, para cada entero m > 1 tenemos

L,(cos™(r)) = (u — m(n+m — 1)) cos™(r) + m(m — 1) cos™*(r)

Sea k un entero positivo fijo y p := k(n+k —1). Consideremos m < k. Evaluando
cos™(r) en (3.9)) con p = pyi, tenemos
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L, (cos™(r)) = (kg — ftm) cos™(r) + m(m — 1) cos” 2(r)

Calculemos la expresién de L, (cos™(r)) param =1,2,..., k—1,k.
Sim =1, Ly, (cos(r)) = (pe — ) cos(r)
Sim =2, L, (cos?(r)) = (ur — p2) cos®(r) + 2
Sim = 3, L, (cos®(r)) = (ur — ps) cos®(r) + 6 cos(r)
Sim=k—2, L, (cos*2(r)) = (px — pte—2) cos*2(r) + (k — 2)(k — 3) cos*~*(r)

L
Sim=k—1, L, (cos*(r)) = (px — pte—1) cos® 1 (r) + (k — 1)(k — 2) cos*=3(r)
Sim =k, L,, (cos®(r)) = k(k — 1) cos"2(r)

Sea wy(r) un polinomio de grado k en cos(r), que es solucién de (3.8)) con p = py y

con coeficientes Ay, ..., Ay, Ap.

wi (1) := prp(cos(r)) = Ay cos® (r)+Ay_1 cos" 1 (r)+ Ap_s cos* 2 (r)+- - -+ Ay cos? (r)+A; cos(r)+Ag

Vamos a determinar los valores de Ay, ..., Ay, Ag. Como wy, es solucién de (3.8)), en-

tonces wy, satisface L, (wi(r)) =0, es decir

ALy, (cos™(r)) + Ay_1Ly, (cos* ' (r)) + Ag_oL,, (cos*(r))
c+ 4 Ao L, (cos*(r)) + AiLy, (cos(r)) + AgL,, (1) = 0

sustituyendo las expresiones de L, (cos™(r)), m = 0,1,..., k, en la igualdad anterior,

obtenemos

k(k — 1) Ay cos"2(r) +Ak_1< e — pie—1) cos®1(r) + (k — 1)(k — 2) cos* 3 (r )

( (
+ Ap—a( (e — p—2) cos* 2 (r) + (k — 2)(k — (r
( (
)

")

()

+---+A3<(pk—,u3 cos®(r )+6008(T)> +A2<(,uk—u2 cos” )
+Aq(pr. — 1) cos(r ) + Aguk = 0

) cos”
+Ap_3 cos

/N 7 N

pk — pi—3) cos” 3 (r) + (k = 3)(k —
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Agrupamos

(’f(k‘ — DA+ (e — Mk—z)Ak—2> cos"2(r) + (pu, — px—1)Ag—1 cos" (1)
+ ((k _'1)(k7_'2)f4k71'+'(Nk'_'ﬂk43)f4k73) cos"3(r)
(6 = 2)(k = 3) Ak s + (i — 1) A3 ) cos (1)
+ o+ (20A5 + (e — Mg)A?,) cos®(r) + <12A4 + (g — MQ)A2> cos?(r)
+ <6A3 + (o — ul)A1> cos(r)

+ 245 + Ao =0

(3.10)

De lo anterior obtenemos que A;_; = 0 y en general todos los términos de la suma
anterior, que son de la forma A;_,, con m impar, son iguales a 0.

Entonces, si k es par, en la ecuacion (3.10) nos quedan solamente las ecuaciones

k(kﬁ — 1)Ak + (/,Lk — ,uk,z)Ak,g =0
(k—2)(k —3)Ap—o+ (ur — po-a)Ar—4 = 0

12A4 + (/Lk — ,LLQ)AZ =0
2A2 + HkAO =0

Sustituyendo hacia atras obtenemos

A2 - _T’ukAo

pr (o — Hia)
Ay = PR H2) 4
4 2.12

A, — ZHuli = ) (= pa)
2-12- 30

y en general, para los m pares tales que 0 < m < k, m = 2]

0

Ay g = (=) s (e — p2) (o — pra) -~ (i — Mk—Qz)A
- 21230 (pg — poo—(2—1)) (po — f—21)

0

Por otro lado, como wy, es solucién de la ecuacién (3.8)), wy satisface la condicién inicial

wg(0) = 1, de lo cual tenemos

AL +Ar o+ +Ay+ A =1 (3.11)
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Sustituyendo cada A;, j =2,4,6...,k— 2,k por su expresién en términos de A, obte-

nemos el valor de Aq y luego los valores de Ay, Ay ..., Ay

En el caso en que k es impar, en la ecuacién (3.10) nos quedan las ecuaciones

]{?(k? — 1)Ak + (,uk - Mk_Q)Ak_Q =0
(k=2)(k—3)Ak—2+ (. — ph-a)Ap—a = 0

20145 + ([L]g - ,ug)Ag =0
6A3 + (Mk - ,ul)Al =0

Repitiendo el proceso anterior, (con A; en lugar de Ap), obtenemos el valor de A; y

luego los valores de Ay, Ap_a, ..., As, As.

Observacién 3.2.1.

Note que si p = py = )‘g‘i_f), entonces A = 1 (1+3) = k(n%kgl) (1+3) = M
5

Entonces, las soluciones de ([3.8)) correspondientes a p son las mismas que corresponden

a /\k
Observacién 3.2.2.

Siguiendo el método de la demostracién del lema anterior, vamos a calcular las
expresiones de wy, wy y ws.
Por ejemplo para k = 3 tenemos pz = 3(n + 2). Sea ws la solucién de la ecuacién (3.8]

correspondiente a 3

ws3(r) = Az cos®(r) + Ag cos®(r) + Ay cos(r) + Ay
Como L, (ws(r)) = 0 entonces
A3L,, (cos®(r)) + AsLy, (cos®(r)) + AiLy, (cos(r)) + AgLy, (1) =0
de lo cual obtenemos

643 cos(r) + As ((pz — p2) cos®(r) 4+ 2) + Ay (3 — pa) cos(r) + pzAg = 0
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por lo tanto Ay =0y Ay = 0. Entonces tenemos
6As + (p3 — p1) A1 =0 (3.12)
Como A; =0y Ag = 0 entonces
ws(r) = Az cos®(r) + Aj cos(r)
y dado que ws(r) es solucién de (3.8)) y w3(0) = 1, entonces
As+ A =1 (3.13)

De las ecuaciones (3.12)), (3.13)) y usando los valores puz = 3(n + 2), u; = n obtenemos

Al = —% y As = ”T”’ Por lo tanto la solucién ws es
n+3 4 3
= cos — — cos
ws(r) = "2 cos*(r) — = cos(r)
De manera similar, obtenemos
1 1
wy(r) = nt cos’(r) — =,  wy(r) = cos(r)
n n

En general todas las soluciones de (3.8]) pueden ser obtenidas de esta forma.

k(n+k-1)

Lema 3.2.2. La solucion wy, de correspondiente a A\, = =

(1 + %), tiene

exactamente k ceros en el intervalo (0, 7).

Demostracion. Usamos inducién sobre k. Para £ = 1,2,3 tenemos las expresiones
explicitas de las soluciones wy, wy y w3 las cuales tienen 1, 2 y 3 ceros respectivamente
en (0, ).

Sean m < [ enteros positivos tales que w,, y w; son soluciones de (3.8]) asociadas a

los autovalores A, y \; respectivamente. Es decir w,, y w; satisfacen

1) (0 = DS UL )+ () = O
w) (r) + (n — 1)(;?2((:)) wy(r) + waw(r) =0

Como fi, = m(n+m — 1) < I(l+mn —1) = 4 entonces, por el teorema de com-
paracion de Sturm [2.4.1] entre cada dos ceros de w,, hay al menos un cero de w;, por

lo que w; tiene al menos el mismo nimero de ceros que w,, y si tiene exactamente el
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mismo nimero, entonces w; y w,, tienen el mismo signo después del iltimo cero.
Supongamos que wy, tiene k ceros en (0, 7). Observe que si k es par entonces wy, es un
polinomio en cos(r) con exponentes pares, por lo tanto es simétrica con respecto a 5
lo cual implica que wg(m) = 1. Observe que si k es impar entonces wy, es un polinomio
en cos(r) con exponentes impares, por lo tanto es antisimétrica con respecto a 7 y
entonces wy(m) = —1.

Por el comentario anterior, cuando nos movemos de k a k + 1, las soluciones corres-
pondientes cambian de signo en r = 7, por lo que wgy; debe tener un cero mas que
wy. Entonces, por induccién, wyy; tiene al menos k + 1 ceros en (0, 7). Pero w1 es
un polinomio en cos(r) y como cos(r) es inyectivo en (0, 7), se concluye que wy1 tiene
a lo sumo k + 1 ceros en (0, ).

]

3.3.  Multiplicidad de soluciones positivas de la ecuacion tipo Yamabe

sobre S™ x S"

Esta seccién esta dedicada a la demostracién del Teorema [1.0.1] Para ello, escribi-
mos la ecuacién de tipo Yamabe sobre (S™ x S™, gff + d¢g() como un operador S(u, \)
y utilizando los resultados de la seccién anterior y el Teorema [2.5.1, mostramos la
existencia de puntos de bifurcacién de S(u,\) = 0 y estudiamos el comportamiento
del conjunto de soluciones no triviales, cerca de los puntos de bifurcaciéon. Finalmente,
mediante el Teorema de bifurcacién global de Rabinowitz y la técnica blow-up,

probamos la existencia de multiplicidad de soluciones.

Demostracion del Teorema [L.01.

Usamos teoria de bifurcacién. Recordemos que X; es el conjunto de funciones sobre
S™ x S™ invariantes bajo la accién de O(n + 1).

Retomamos algunos conceptos que introdujimos al principio de este capitulo. Conside-

remos el espacio de Banach

C**(Xp) == X;NC** (8" x S™)

Igual que en la péagina (37)), identificamos el espacio C*“(X;) con el conjunto de

funciones
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{we C*([0,7]) : w'(0) = w/(x) = 0}

y buscamos soluciones positivas de la ecuacion (3.5)).

Similarmente definimos
C*(Xp) = X; N C% (S" x S"),

el cual identificamos con el espacio C%*([0, 7]).

Definimos ahora el espacio
CH (Xp) ={ue C™ (X1) :u>0}.
Denotamos G5 = g§ + dg{ y definimos el operador

S C¥* (X)) x Rsg — C** (X))

S(u, \) = —Ag,u+ Mu —u?™).

Observe que para cualquier A € R>q, tenemos S(1, A) = 0. Vamos a estudiar soluciones
(u, \) de S(u, A) = 0 que se bifurcan desde la curva (1, \).

Derivando S con respecto de u en (1,A) y evaluando en v tenemos

Si (1L, A)[v] = =Ag,v — A(g — 2)v.

Entonces

S (1L,A)[v] =0

si y solo si
—Ag;v = ANg —2)v

Entonces, como vimos en la pagina 1} una funcién v = po f € C’i’a (X7) satisface

la ecuacién S!,(1,\)[v] = 0 si y sélo si ¢ satisface la ecuacién diferencial ordinaria

_ (1 + %) (1= 2" (1) + nt (1 + %) & = Mg — 2)o(t)

con t € [—1, 1]. Haciendo el cambio de variable w(r) = ¢(cos(r)) la ecuacién anterior,

es equivalente a

cos(r) ,

w'(r) + —)\(q —2)

w"(r) + (n —1) 1
s

Sn(r) w(r) =0 (3.14)
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con las condiciones w'(0) = 0, w(0) = 1. Observe que w'(w) =0
k(n+k—1) (

Para cada entero positivo k, y Ay = 5
q —

1
1+ 5) , denotemos

Ly, =S/ (1, \)
Por el Lema [3.2.1] sabemos que si A = A, entonces la soluciéon correspondiente de

(3.14) es de la forma wy(r) = pr(cos(r)), donde p; es un polinomio de grado k. Por lo

tanto

ker(Ly) = (wg)

Es decir, ker(Ly) tiene dimensién 1.

Note que mediante integracién por partes, si x € C*® (X;) entonces

0= / Ly(wg) x dr = / Ly(x) wy dr.
0 0

Esto implica que el rango R(Ly) de Ly, es

R(Ly) = {y e con (o) [y dr= o}.

Por otro lado, derivando S), con respecto de A en (1, \;) y evaluando en wy tenemos

ua (LA [wi] = (g — 2)wy,

y como [ wi dr # 0 tenemos que

ua(L M) [wi] & R(Ly)

Por lo tanto, por el Teorema [2.5.1] los nimeros Ag, son los puntos de bifurcacion de
S(u,\) = 0y cerca de (1, \), el espacio de soluciones consiste de dos curvas: una es
la curva de soluciones triviales A — (1, ), y la otra es una curva de soluciones no

triviales, la cual se parametriza por

(u, \) = (u(s), M(s)) con u(s) =1+ swp +o0(s?), vy A0) = A\ (3.15)

Note que si u # 1 es una solucién no trivial de la ecuacién [3.1] y si h es la corres-
pondiente solucién de ([3.6]), entonces h — 1 tiene un numero finito de ceros en (0, 7).
Entonces, hay un abierto alrededor de h, donde todas las soluciones de la ecuacion

diferencial ordinaria (3.6)) tiene el mismo nimero de ceros que h — 1.
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Sea C' la clausura del conjunto de soluciones no triviales, positivas de S(u, ) = 0 en
C?**(X7). Sea Cj, la componente conexa de C' que contiene al punto (1, \;). Localmente,
las soluciones no triviales en C}, satisfacen y como la solucién wy de la ecuacion
(3-14), la cual genera ker(Ly), tiene exactamente k ceros en (0, 7), entonces, por el Lema
[3.2.2] se sigue que (u(s), A(s)) € Cj y si u(s) # 1, entonces u(s) — 1 tiene exactamente

k-ceros en (0, 7), para s pequeno. En particular (1, \;) no pertecece a Cj, si i # k.
Afirmacion 1: Cy es no compacta

Demostracidon. Para probar esta afirmacién vamos a usar el Teorema de bifurca-
cién global de Rabinowitz. Para ello escribimos la ecuacion (3.1]) en la forma adecuada
para aplicar dicho teorema.

Dada una solucion u: S™ xS™ — R de la ecuacién hacemos w = u—1. Entonces,
u es una solucién de si y sélo si w satisface

— Ag,w + AMw +1) = Aw + 1)1 (3.16)

Sea K: C%“(X;) — C%“(X;) el inverso del operador

~Ag, + 1d: C** (X;) — C** (X7).

El operador K es lineal y compacto. Consideremos la region

D:={(w,n) € C** (X)) xR:w>-1,n>1},

Definimos T': D — C?“ (X;) por

T(w,n) = Z_—QK ((w+1)7" — (¢ - Dw —1)).

Observemos que T es un operador compacto y para cada n > 1 tenemos T'(0,7) =
0, T.(0,n7) =0. Ahora definimos F': D — C* (X;) por

F(w,n) =w —nK(w) — T(w,n)

Note que F'(0,7) = 0 para cada n. Y si aplicamos —Ag, +Id a la ecuacién F(w,n) = 0,

vemos que F'(w,n) =0 siy sélo si

—Ag,w — Z—_; (w+1)" = (w+1)) =0.
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Por lo tanto, F(w,n) = 0 si y s6lo si w es una solucién de la ecuacion (3.16) para
)\ = =L
q—2°

Sea nr, = A\x(¢—2)+1. Similarmente, como antes, sea B la clausura de las soluciones

no triviales (w,n) de F(w,n) = 0 en D y sea By, la componente conexa de B que contiene

al punto (0, 7). Entonces, por el Teorema de bifurcacion global de Rabinowitz m,

[4, Teorema 4.8], se sigue que o By es no compacta o By contiene otro punto (0,7;)

con j # k, con n; punto de bifurcacién de F(w,n)=0. Pero ya vimos que la segunda

condiciéon no se cumple, por lo tanto By es no compacta. Pero

= {(+1120) emen)

y por lo tanto C} es no compacta.
O

Note que (S™ x S", Gs) tiene curvatura de Ricci positiva y por [14, Teorema 6.1],

existe p > 0 tal que si A\ < p la ecuacién (3.1]) s6lo tiene la solucién trivial.
Afirmacion 2: Para cualquier A\g y 0 < p < A, el conjunto

A={(u,\) € C**(X;) xR : S(u,A\) =0, X € [p, o]},
es compacto.

Demostracion. Primero vamos a probar que existe A > 0 tal que si (u, A) € A entonces
u < A, (ver por ejemplo la prueba en [65, Teorema 2.1, pagina 200]). Sea (u;, A;) una
sucesion en A y sea x; el punto de S” x S™ en el que u; alcanza su maximo m; y tal que
m; — 00o. Entonces, como S™ x S™ es compacta, tomando una subsucesiéon podemos
asumir que r; — x9 € S" X 8"y A\; = X € [p, Ag|.

Tomando un sistema de coordenadas normal centrado en ¢ y renormalizando u;, pode-
mos obtener una funcién positiva u, la cual es el limite de la funcién u; renormalizada,

y tal que u es solucién de la ecuacién

Au+ Pt =0

en R?". Pero como p < pa, es subcritico, esta solucién no existe, por [29].
Entonces, consideramos nuevamente el operador compacto K : C** (X7) — C** (X7)
de la prueba de la afirmacién (1) (el inverso de —Ag,+1d) y observamos que S(u, \) =0

siy sélo siu = K(AuP~! — (X —1)u), esto implica que A es compacto Esto concluye la
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prueba de la afirmacién (2).

]

Ahora, si existe A\, > A tal que no existe u # 0 tal que (u, \,) € Cf, entonces, como
Cy. es conexa, tenemos que Cy C C7*(X;) X [p, \]. Pero entonces la afirmacién (2)
implicarfa que C} es compacta, lo cual contradice la afirmacién (1). Entonces, para
cualquier A > \; existe u # 0 tal que (u,\) € Cy. Como Cy N C; = 0 si j # k, esto
prueba el Teorema [1.0.1}

]

3.4.  Soluciones degeneradas de la ecuacion tipo Yamabe sobre S™ x S”

En esta seccién estudiamos la existencia de soluciones degeneradas, invariantes bajo
la accién de O(n+1), de la ecuacién (3.1)), las cuales nos ayudan a obtener informacién
sobre el comportamiento de las ramas de soluciones no triviales, vistas en la seccién
anterior, que aparecen en los puntos de bifurcacion. Utilizando el teorema de bifurca-
cién local de Crandall-Rabinowitz, tenemos que, cerca de los puntos de bifurcacion, las
curvas de soluciones no triviales se parametrizan por (u(s), A(s)). Para encontrar solu-
ciones degeneradas, mostramos primero que la funciéon A correspondiente a un punto
de bifurcacién A, verifica A'(0) # 0. Entonces A alcanza un minimo en algin sy # 0 y
obtenemos que u(sp) es una soluciéon degenerada de la ecuacién (3.1]).

Consideremos nuevamente la ecuacién sobre (S™ x S™, Gy)

— Ag,u+ Au = i, (3.17)
donde)\>0,2<q<p2n:2;1—7_‘2,5>OyG5:g{f+(5gg.
Definicién 3.4.1. Decimos que una solucion (ug, \g) de la ecuacion es dege-

nerada si la ecuacion linealizada en (ug, \o)

~Ag;v+ A1 — (¢ —Dut?)v =0

tiene una solucién no trivial.

Hacemos la sustituciéon w = u — 1 en la ecuacién (3.17) y tenemos

— Agyw+ AMw+1) = AMw + 1)L (3.18)
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Definimos el operador

F: C?**(X;) xR — C%(X7)
F(w,\) = Agyw — AM(w+1— (w+1)7").

Recordemos que X; denota el conjunto de funciones sobre S™ x S™ que son invariantes

por la accién del grupo O(n + 1). Mientras que
C**(X;) == X; N C**(S™ x S™)

Notemos que F'(0,\) = 0 para todo A. Derivamos F' en (0, \) con respecto de w

F(0,N)[v] = Ag,v + (¢ — 2)\v

Entonces

Fu(0, )] =0

si y solo si

—Agv=(q—2)\v

Note que esta ecuacién es la misma ecuacion (3.2)) de la (34). Entonces, procediendo
como en la seccién anterior, tenemos que, para cada entero positivo k£ hay un autovalor

de _AG5

k(n+k-1) 1
A = 12 <1+5).

y hay una funcion ¢ = pio f, donde p; es un polinomio de grado k con k ceros simples
en (—1,1), tal que
ker F! (0, A\) = (¢r)

Luego, los puntos A son puntos de bifurcacién de F'(w, ) = 0.

Dado que estamos en el caso de bifurcacion para autovalores simples, por el Teorema
de Crandall-Rabinowitz, tenemos que cerca de (0, Az ), hay una curva de soluciones
no triviales de F(w, A) = 0, que se parametriza por (w(s), A(s)) con w(s) = sy +¥(s)
donde ¢ = pro f y pr es un polinomio de grado k con k ceros simples en (—1,1) y tal

que

AO0) =i, (0) =0 =¢/(0) (3.19)
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Observacién 3.4.1.

En lo que sigue de esta seccion, todas las integrales que aparecen, estan definidas sobre

(S™ x 8™, gi + dgg)).

Lema 3.4.1. Si (w(s), A(s)) es la rama de soluciones no triviales de F'(w,\) = 0, que

aparece en el punto (0, A1), entonces N'(0) = 0.

Demostracion. Sea k > 1. Sustituyendo w(s) = syx + ¥(s) en la ecuacién ({3.18)

tenemos

Ay (s0r +1(5)) = A(s) (560 + 1(s) + 1 — (spr + to(s) + 1)) = 0.

Derivamos con respecto de s

Ay (e +1'(s)) — N(s) [SSOk +1h(s) + 1 — (spr +(s) + 1)q_1]
A3 [ion + 0'(5) = (g = Dswn+0(s) + 1) (g +¥(s))]| =

Evaluando en s = 0 y usando las condiciones en (4.13]) obtenemos

Agsor + (¢ — 2)Aeor = 0.

Derivamos nuevamente con respecto de s

Agt"(s) = N'(5) [0 + (s) +1 = (spn + w(s) + 1)
— 2V(5) |1+ /() = (g = 1) (s +¥(5) + 1) (o + ¥'(5)|
= \s) [87(5) = (g = 1){g = 2 (si0n + 0(s) + 1) (1 + 0/(5))”
(g = 1)(sn + () + 1) (@"(5))]
=0

Evaluando en s = 0 obtenemos

A" (0) + (¢ — 2)M" (0) + (¢ — 1)(q — 2)Awipi + 2(q — 2)N (0)or = 0

Multiplicando por ¢y e integrando sobre (S™ x S™, gf + dg(}), obtenemos

(3.20)

(3.21)
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—(¢— 1))\k/ i

2/9@%

En el caso k = 1, se tiene de la observacién (3.2.2)), que pi(t) = t, por lo que

N(0) =

pr=piof=f
Entonces
om0 [
N(0) =
z/f2

Para probar que X' (0) = 0, basta probar que la integral en el numerador es igual a 0.

Observemos que f2 = ao f donde a(t) = t* entonces

AG6f3 = AG5(a © f)
— &(H)daf + " (D|Ved |2,

= 3f (—n(1+%)f>+6f(1+%> (1— /3
= —3n<1+%)f3+6(1+%)f—6(1+%>f3

= —(3n+6) (1+%> f3+6(1+%>f

Por el teorema de divergencia

o:/AG5f3=—(3n+6) (1+§)/f3+6(1+§)/f
/fgzn—QM/f

Similarmente, por el teorema de divergencia

o faas=a(s+3) ]

entonces /f = 0 . Esto implica que /f3 = 0 y por lo tanto \'(0) = 0.

Entonces
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De acuerdo con el lema anterior, la funcién A(s) correspondiente al primer punto de
bifurcacién, tiene un punto critico en s = 0. Vamos a ver ahora que este punto critico
es un minimo y por lo tanto, la rama de soluciones no triviales que aparece en \;, se

abre hacia la derecha.

Lema 3.4.2. Sea (w(s),A(s)) es la rama de soluciones no triviales de F(w,\) = 0,

que aparece en el punto (0, A1), Entonces A" (0) > 0

Demostracion. Ya vimos que para k = 1 se tiene \'(0) = 0. Queremos determinar el

signo de A”(0). Derivamos nuevamente (3.20|) con respecto de s

gt () = N"(s) s +(s) + 1= (s +w(s) + 1)
=3N'(3) |k + ¥'(5) = (g = 1) (s + 0(s) + 1) (i + 1 (5)|
3N (5)[0"(5) = (g = 1)(a — 2) (s + (s) + 1) (00 + ¥/(5))”
(g = 1) (swk + () + 1) (0(5))]
M) ["(5) = (g = 1)(a = 2)(a = 3) (o + (s) + 1) (1 +1/(5))”
~2(q = 1)(g = 2)(s¢r + ¥(5) + 1)" (1 +¥(5)) (V" (5))
(g = 1)(a = 2) (sion + ¥(s) + 1) (0 + /() (4(5))
~(q = 1) (s + ¥(s) + 1) (0"())] =0

Evaluando la ecuacién anterior en s = 0 y usando el hecho de que X' (0) = 0 obtenemos

Ag )" (0) +3(g = 2)A"(0)r + (g — 2)A"™(0)

(3.22)
+ (¢ — 1)(g = 2)(q = 3)\wspi + 3(q — 1) (g — 2)Meprt)"(0) = 0

Multiplicando por ¢ e integrando

3(q—2)\"(0) / S+ (g—1)(0-2)(g—3) M / ot +3(g—1) (-2 / S207(0) = 0 (3.23)

Considerando k = 1, tenemos que ¢; = f. Sustituyendo en la expresién (3.23)), obte-

nemos

3(g-2)X"(0) / P+ (-1)(g-2) -3\, / F43(0-1) (-2 / F20(0) = 0 (3.24)
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Vamos a hallar una expresién para 1”(0), en términos de f . Supongamos que " (0)
es de la forma
Y'(0) = Af*+ B

donde A y B son constantes por determinar. Entonces

At"(0) = Alg, f?
= A(2f¢,f +2IV a1, )

— A{%m(1+%>ﬁ+a(1+%)u—fﬂ}

= —2A<1+%) (n+1)f2—|—2(1+%>A

Ahora, note que la ecuacién (3.21)) con k =1, (o1 = f) y N(0) = 0, se transforma en

Agyt(0) + (g — A" (0) + (g — 1)(g — DAuS> = 0 (3.25)

Sustituyendo las expresiones de Ag,"(0) vy A\ = =3 (1+3) en , obtenemos

1 1 1 1
-2 (1 + 5) (n+1)Af24+2 (1 + 3) A+n (1 + 5) (Af*+ B)+(g—1)n (1 + 5) =0
ésta es equivalente a
—2(n+ DA +2A+nAf* +nB+ (¢g— 1)nf> =0

agrupamos
(—Q(n—l—l)A—l—nA—l—n(q— 1)>f2+nB+2A: 0

de lo cual tenemos que los valores de A y B estan dados por
-1 —2(g—1
qoma=1) 5 —20¢-1)

on42 n+ 2
Por lo tanto la funcién 1" (0) esta dada por

—1 . 20-1)
" O — n(q 2 _
o) n+2 / n+2
Sustituyendo esta expresién de 1" (0) en (3.24]), obtenemos
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3(¢ —2)\"(0 /f+q—1)(q—2 q—3 /f

+3<q—1><q—2>A1/f2< Ly 22‘—’;3) 0

esta igualdad es equivalente a

2)\"(0) / P = 1a—2)( -3\ / Iz
3n (q—l (g —2)A 4 _1)2((1—2))\1 9
+ n+2 /f n+2 /f =0

Agrupamos

R e N

DD (4 a)g—8) 430 - 1) [ 1 =0

(3.26)

Ahora, queremos expresar la integral / f* en términos de la integral | f*. Para ello

notamos que f* = ao f donde a(t) = t* entonces

AG5f4 = AGa(aof>
= (DA + " (D6, I,

= ap (=a(1eg) 1) +i2e (145 ) a-
= a(145) (e nrtear)

Por el teorema de divergencia sabemos que

OZ/AGaf“: (1+§)/(—<n+3>f4+3f2)
/f4:ni3/f2

Sustituyendo en ([3.26]) se tiene

Por lo que
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(3ta—2v(0) - XD [

3(g—1)(qg—2)\ 2
(n+2)(n+3) ((n+2)(q—3)+3n(q_1)>/f _ 0

+

Factorizamos / f? en la expresién anterior
6(g —1)*(q — 2)As
3(q —2)N"(0) —
-2 - =

3(¢ — (g —2)A
(n+2)(n+3)

(<n+2><q—3>+3n<q—1>)} [r=o0

entonces, usando el hecho de que 2 < g < = 1,

vy — S@=D¢=2M  3(@—=D@=2M
3(q—2)X'(0) = P E e R G R L))
- 3<(qn_—1—12 n—|—3) (2 +3)(g—1) — (n+2)(Q—3)—3n(q—1))
- 3(51;12 n—|—3) ( n+6)(g—1)— (n+2)(Q—3)>
3(g—1)(q
- (n+2)( n—|—3 <2 —nq+4n>
3(¢g—1)(q
= (n+2)( n+3 (2( <n—l)+4n>
3(g—1)(q 4n
~ (n+2 n+3 (n )
>
Por lo tanto X’(O)>0para2<q<p2n:%. ]

Dado que, en el primer punto de bifurcacién \;, tenemos A'(0) = 0 y \’(0) > 0,
vamos a analizar el comportamiento de la curva de soluciones no triviales que aparece

en el segundo punto de bifurcacion A,.

Lema 3.4.3. Si (w(s), A(s)) es la rama de soluciones no triviales de F(w,\) =0, que

aparece en el punto (0, A2), entonces N'(0) # 0.

Demostracion. Procedemos de manera andloga al lema ({3.4.1). Sustituimos w(s) =
sk + 1(s) en la ecuacion (3.18) tenemos

Agy (spr +1(s)) — A(s) (spr + () + 1 — (s +0(s) + 1)) =0
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Derivando dos veces con respecto a s y evaluando en s = 0, obtenemos

A" (0) + (a = 2)A"(0) + (¢ — 1)(a — 2)Api +2(g — 2)N (0)r = 0

Multiplicando por ¢ e integrando obtenemos

En el caso k£ = 2 se tiene

Entonces

—<q—1>A1/<”Zlf2—%>3
[ (5r-3)

Puesto que la integral en el denominador es positiva, vamos a desarrollar la inte-

N(0) =

gral del numerador, la cual denotamos por /. Usamos también la notacion V :=
Vol (S™ x S™, Gs). Entonces

)
LR [ B e [

Anteriormente habfamos calculado el laplaciano de f2

(3.27)

Ag, f? = (1 + %) (—2(n F1)f2 4 2)

Por el teorema de divergencia

O:/AG(;fz:/(l—Q—%) (—2(n+1)f2—|—2>

Entonces obtenemos
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1
2
= V
/f n+1

También habiamos calculado el Laplaciano de f*, el cual estd dado por

Ag, f' =4 (1 + %) (~(n+3)5* +37)

Usando el teorema de divergencia igual que antes obtenemos

3 3 1

4 2

- — ) V
/f n+3 / / n+3 n+1
Similarmente

5! 5} 3 5! 3 1
6 4 2
o = ft = f? = . . 174
/ n—|—5/ n—|—5n+3/ n+5 n+3 n+1

Sustituyendo las expresiones de las integrales anteriores en ((3.27) obtenemos

7 4 [ 15(n +1)3 9 +1)? N 3(n+1) )
o3 (n+5n+3)n+1) (n+3)n+1) n+1
_ v [ 15(n+1)>  9(n+1) +2]

(n+5)(n+3) (n+3)

n3

Wt ;/)(n ©3) [15(n +1)* = 9(n + 1)(n +5) + 2(n +5)(n + 3)]

= n3(n—|—5v)(n+3) [15n2+30n+ 15 — 9n? —54n—45+2n2+16n+30)]
V

= Bhrnmry o)

> 0

Por lo tanto \'(0) # 0.

Ya podemos demostrar el Teorema [1.0.2]

Demostracidn del Teoremal[l.0.4. Como g + dgi tiene curvatura de Ricci positiva,

entonces por [14, Teorema 6.1], sabemos que existe un valor p > 0, tal que si A < p

entonces la ecuacion (3.17)),
F(w,\)=0

tiene soélo la solucion trivial.
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Recordemos que el operador F' esta definido por

F(w,\) = Agyw — Mw + 1 — (w+ 1))

Una funcién O(n + 1)-invariante, w = ¢ o f satisface la ecuaciéon F(w,\) = 0 si y sélo

si @ satisface la ecuacién diferencial ordinaria

— (1= 2)¢"(t) + nt(¢) + (b +1- (W +1 ) =0 (328)

(1+5)

cont e [—1,1].
Consideremos el conjunto

B :={(w,\): F(w,\) =0, XA € [p, A\]},

Denotamos por C' la clausura del conjunto de soluciones no triviales de F'(w,0) = 0.
Sea (5 la componente conexa de C' que contiene el punto (0, ;). Por el Teorema
m, sabemos que cerca de (0, A2), la soluciones no triviales en Cy se parametrizan
por (w(s), A(s)), con w(s) = sy + o(s?) y AM0) = Ag. Por el Lema [3.4.3 tenemos
que X'(0) # 0. Esto implica que existen valores A < Ay, para los cuales la ecuacién
F(w, \) = 0 tiene soluciones no triviales. Entonces la funciéon A tiene un minimo A, €
[p, A2). Observe que Cy N B estd contenido en B, lo cual muestra que B es no vacio.
Por el mismo argumento en la pagina (4€]), en la demostracién de la afirmacién (2) del
Teorema , tenemos que el conjunto B es compacto.

Sea (A;) una sucesion en [p, A2) que converge a A, con una solucién w; de F(w, \) = 0.
Es decir, la sucesién (w;, \;) satisface F'(w;, A;) = 0. Como B es compacto entonces
la sucesién (w;, ;) converge a un punto (w., A\,) € B. Por lo tanto, (w,, As) es una
solucién de la ecuacién F'(w, A) = 0.

Como X (0) # 0, existen valores A < Ag, para los cuales la ecuaciéon F(w,\) = 0
tiene soluciones no triviales, tales que la correspondiente solucién de la ecuacién ordi-
naria tiene exactamente dos ceros en (—1,1). Sea W5 el conjunto de funciones

w=po fe (X)) tales que y tiene exactamente 2 ceros en (—1,1).

Dado que las soluciones de la ecuacién ordinaria (3.28]) correspondientes a las solucio-
nes no triviales de F'(w, \) = 0, que aparecen en el punto (0, A;), tienen solamente un

cero en (—1,1) y A; es el unico punto de bifurcacién menor que Ay, entonces, por el
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argumento en la pagina (3.3)), tenemos que w, € Ws. Por lo tanto w, es una solucién
no trivial de F'(w, ) = 0.

Vamos a probar ahora, que (wy, As) es una solucién degenerada de F'(w, ) = 0. Su-
pongamos por contradiccion que (wsy, Ay) es no degenerada. En este caso, la derivada
de F' como funcién de ambas variables (w, \), con respecto a w en (ws, \,), estd dada

por

F . C**(X;) x R — C**(X7)
Foy(we, M), Al = Ag,v = A1 — (¢ — Dwi ™)

Si (wy, As) fuera no degenerada, la ecuacion

Ag;v — M(1— (¢ — Dwi)v =0

tendria sélo la solucién trivial v = 0. Esto significa que el operador F' es un difeomor-
fismo local en la direccion de w, en el punto w,. Entonces, hay valores A\ < A\, para
los cuales la ecuacién F'(w,\) = 0 tiene soluciones no triviales, cuya correspondiente
solucién de la ecuacion tiene dos ceros. Lo cual contradice el hecho de que A\, es

el minimo valor para el cual existen soluciones existen.

Por lo tanto, la solucién (wy, A) es una solucién degenerada de F'(w, \) = 0. Entonces,

definiendo u, := w,+ 1, tenemos que (u,, As) es una solucién degenerada de la ecuacién

(3.1). Esto finaliza la prueba del Teorema m
m



4. ECUACION TIPO YAMABE SOBRE CPY

En este capitulo vamos a estudiar la ecuacién subcritica de tipo Yamabe sobre CP™.

— Ayt + Au =t (4.1)

grs

in
2n—2

Fubini-Study. Dado que la métrica grs es de Einstein, entonces, por [52], en el caso

donde u: CP"™ — R.yj es suave, A > 0, 2 < ¢ < pa, := y grs es la métrica de

critico ¢ = pa, — 1y A = ——F=, la unica solucién positiva de la ecuacion 1} es la
n

a

solucién constante u = 1.

Denotamos por Z; al conjunto de funciones suaves sobre CP", invariantes bajo la accion

de U(n). Consideremos el espacio de Banach

C**(Z;) == Z; N C>™ (CP™)

donde C** (CP") es el conjunto de funciones en C%* (CP™) mayores o iguales que 0.

Similarmente denotamos

CV(Z;) == Z; N C¥* (CP™)

Definimos el operador

S:CY (Z;) x Rsg — C%(Z))
S(u,A) = —Agpgu+ Au — uqil)'

Observe que para cualquier A € Rsq, tenemos S(1,A) = 0. Derivando S con respecto

de u en (1,\) y evaluando en v tenemos

S;<1? )‘)[U] = _AQFSU - )‘(q - 2)1}'

Entonces

Su(L, )] =0
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si y sélo si

— A, v =(q—2)\v. (4.2)

grs

Sabemos por [10, Pagina 173], que los autovalores de —A, . sobre CP™ estan dados
por 4k(k +n), con k = 0,1,2,.... Entonces los autovalores del problema (4.2) estan

dados por

4k(k +n)
A = ———=
q—2

con k=0,1,2,....

4.1. Ecuacion de tipo Yamabe sobre para funciones invariantes.

En esta secciéon vamos a escribir la ecuacion (4.2)) como una ecuacién diferencial
ordinaria. Para ello, consideramos funciones sobre CP", invariantes bajo la accién de
U(n).

Consideremos la accién de cohomogeneidad uno de U(n) sobre CP™. El espacio de
'3
singulares de esta accién son py = f~1(0), donde py € CP™ es un punto fijo bajo la
accién de U(n) y CP"~! = f~1 (Z). Las ¢rbitas regulares M, := f~(r) con r € (0, %),

son difeomorfas a S?"~!. Para mds detalles se puede ver el [2].

6rbitas es isométrico a [0, F]. Sea f: CP™ — [0,%] la funcién cociente. Las érbitas

Puesto que la funcién cociente f es una submersiéon Riemanniana, entonces es una

funcién distancia [58, Lema 3.2.8], definida en un abierto de CP™, es decir }Vngf‘gFS =

1. Por otro lado, por [28, Proposicién 4.16], el Laplaciano de la funcién f, sobre
(CP™, gpg) estéa dado por

~ 2ncos?(f) —1
Bors] = o (Fysin(f)

Siu € C*%(Z;) es una una solucién de (4.1)), entonces u = o f, donde ¢: [0,Z] = R
2 ¥ 2

yues C?sipes C?y ¢(0)=0=¢(r/2). Observe que,

L (@ 0 ) f = (9" 0 )+ (¢ 0 [)Dyps f

grs

Angu = (90// © f)‘ngsf‘

Entonces, por la Proposicion [2.3.1} u es solucién de (4.1]) si y sélo si ¢ es solucion

) — (Zn cos(r) — 1

cos(r) sin(r) ) @' (r) + Ap(r) = Ap(r)* (4.3)
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Similarmente, v = g o f € C**(Z;) es una una solucién de (4.2)), donde p es C?, si y

s6lo si ¢ satisface

" 2ncos®(r) — 1Y\ , B o =
o)+ (2L )+ Mg - 2ptr) = 0 (4.4

conr € [0,2] y ¢'(0) =0=¢(/2).

4.2. Existencia de soluciones de la ecuacion ordinaria linealizada.

En esta seccién demostramos dos lemas. El primero de ellos muestra que para cada
entero positivo k, la ecuacion tiene una solucion correspondiente al autovalor A,
y que esta solucién es un polinomio en cos?. El segundo lema muestra que todos los
ceros de esta solucion estan contenidos en el intervalo (0, %) y son simples.

Deotemos A\, = %ékfz").

Lema 4.2.1. Para cada entero positivo k, la solucion de , con A = A\ es de la

forma

wi(r) = pr(cos®(r)),
donde py es un polinomio de grado k y r € [0, %]
Demostracion. Definamos el operador
2n cos?(r) — 1

cos(r) sin(r)

L) =00+ (

Entonces, para cada entero m > 1

) ¢'(r) + pep. (4.5)

L,(cos®™t) = (p — 4m(m + n)) cos®™(r) + 4m? cos® ().

Para cada entero positivo k el autovalor correspondiente a k es p, = 4k(k 4+ n). Sea
1 < m < k. Evaluando cos®™(r) en (4.5 con p = pz, tenemos

L, (cos®™ (1)) = (pg — fim) cos™™(r) + 4m?> cos®™2(r).
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Calculemos la expresién de Ly, (cos®™(r)) param =1,2,.... k — 1, k.

Sim=1, L, (cos?(r)) = (ur — p1) cos®(r) + 4
Sim = 2, L, (cos*(r)) = (ux — pa) cos*(r) +4 - 22 cos?*(r)
Sim = 3, L, (cos®(r)) = (ur — p3) cos®(r) + 4 - 32 cos(r)

Sim=k—-2, L )) = (g — p—2) cos?4(r) + 4(k — 2)? cos®*~5(r)
Sim=k—1, L, (cos®*2(r)) = (ur — pr—1) cos**2(r) + 4(k — 1)* cos®*~4(r)
L

Sim =k, u (cos?®(r)) = 4k? cos®*=2(r)
Definamos ahora
or(r) := pr(cos(r)) = Ay cos® (1) + Ap_1 cos® 2(r) 4 - -4 Ay cos* (1) + A; cos? (1) + Ag

La funcién ¢ (r) es un polinomio en cos?(r) que es solucién de (4.4)) con p = p, donde

Ay, ..., Ay, Ay son constantes por determinar.

Como ¢y, es solucién de la ecuacion (4.4), ¢y satisface Ly, (¢x(r)) = 0, es decir

ALy, (cos™(r)) + Ay_1Ly, (cos®2(r)) + Ax_aL,, (cos™2(r))
-+ ALy, (COS4(7’)) + AL, (COS2(7")) n AoLuk(l) _ 0

sustituyendo las expresiones respectivas de L, (cos®™), para m = 1,2, ..., k, tenemos

Ay, <4k;2 cos%_z(r)) + A1 ((,uk — pig1) cosF T (r) + 4(k — 1) cos%_‘l(r))
+Ak_2 ((,uk — Jp—g) cos®F () + 4(k — 2)? COSQk_G(’I"))
+-+ A ((uk — pi3) cos®(r) + 4 - 32 cos4(r)> + A <(sz — jip) cos*(r) + 4 - 22 COSQ(T’))

—i—Al((uk — p1) cos?(r) + 4) + Aope = 0

Agrupamos
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<4k‘2Ak + (= /Jk_l)Ak_1> cos?2(r) + <4(k: — 1) Ay + (e — ,Uk—Q)Ak—2> cos?* (1)
+<4(k —2)? Ap—a + (pur, — /Mgf?.)Akfg) cos® 8 (r)
oot (4 <32 A3 + (u — M2)A2> cos'(r) + (4 22 Ag + (g — ,ul)Al) cos?(r)

+4A, + Ay = 0

Entonces tenemos las ecuaciones

AP Ay + (g — pe-1)Ap—1 = 0
Ak =12 Apy + (1 — pig—2)Ag—a = 0

4. 32A3 + (/Lk — ,LLQ)AQ =0
4. 22A2 + (/Lk - ul)Al = 0
4A; + Ao = 0

De la ultima ecuacién tenemos

1

A = —ZHkAo'
De lo cual obtenemos
fok(fk — p11)
A = =554
o (pe — 1) (o — f12)
A= T
por (g — pon) (e — pi2) (e — p13)
A = 423 Ao
Ap o = (_1)k—2ﬂk(ﬂk — o) (e — piz) -+ (é% - Mk—s)AO
4k=2. ((k —2)1)
Ay = (—1)F! poe (poe — pan) (b — pr2) - - (é% — ,Uk72)AO
=1 ((k—=1)h

A, = (_1)k:uk(/“f — 1) (pe — p2) - -+ (e — Hk—l)A
’ 45 (k)2

0
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Por otro lado, como ¢, es solucién de la ecuacién (4.4), entonces ¢y, satisface la

condicién inicial ¢r(0) = 1, de lo cual tenemos

A +A 1+ +A+A + A =1 (4.6)

Sustituyendo cada A;, con j = 1,2,...,k, por su expresion en términos de A,

obtenemos

(_1)k/v‘k(,uk - Ml)(/ubk — ,MQ) e (,uk — Mk—l)
4k - (k1)
o1 (e — pa) (g — o) - -+ (pe — pe—2)
+(=1) Ty

pe(ps — 1) 1
I Ao R ot VA I/ P |
+eet 1292 FLGIREC
De esta expresion obtenemos el valor de Ay y luego los valores de Ay,..., Ax ¥

obtenemos asi un polinomio ¢ (r) = pi(cos®(r)) con coeficientes racionales (donde py

es un polinomio de grado k) que resuelve la ecuacion (4.4)

]

Observaciéon 4.2.1. Por ejemplo, para k = 1,2, los polinomios @, y @9 estin dados

respectivamente por

p1(r) = n j; L cos?(r) — %
_ 2 3) cos* 4 2) cos? 2
ealr) = oy (04 204 3) cos' () — (- 2) o5’ (1) + 2)

A continuacién probamos que cada polinomio pj, encontrado en el lema anterior,

™

tiene k ceros simples en (0, 5). Para ello usamos induccién sobre k y el teorema de

comparacion de Sturm.

Lema 4.2.2. El polinomio ¢x(r) = py(cos®(r)) tiene k ceros simples en (0, %).

Demostracion. Para k = 1,2, los polinomios ¢ y (s tienen 1 y 2 ceros simples, respec-
tivamente, en (0, 7). Suponga que también es cierto para k y probemos que se cumple
para k + 1. Sean r1,7o,..., 7 los ceros de ¢ en (0, F).

Como @y v k41 son soluciones de (4.4) se tiene
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" 2ncos?(r) — 1Y . . » =
o) + (=) )+ ko + R)ar) =

aa(r) + (22D s r) 44+ )00+ + D) =0

Note que
Ak +1)(n+k+1) > dk(n+ k),
y como
(,Ok(O) = 17 SO;C(()) - 07 Sok—l-l(O) =4 QO;chl(O) = 07
tenemos

Prs1(0) < ©,(0)
ei+1(0) ~ @x(0)
Entonces, por el Teorema de Sturm [2.4.1} entre cada dos ceros de ¢y hay al menos un

cero de @11 y el i-ésimo cero de g1 es menor que el i-ésimo cero de ¢y, por lo tanto

k41 tiene al menos k ceros simples: uno en cada intervalo (0,71), (r1,72), ..., (Tk—1,7%).

Para ver que @41 tiene un cero simple en (7%, ), note que ry1(rx) 7# 0 pues el
k-ésimo cero de 1 ocurre antes que r. Por lo que, a la derecha de 7, tenemos

P (e) _ i)

Cr1(rr)  enlre)
Entonces, por el Teorema [2.4.1},

Pria(r) _ oh(r)

Prr1(r) — eu(r)
para todo r € (rk, g) Notar también que, como @i 1(r) v @r(r) son de la forma
@r1(r) = prs1 (cos®(r)) y @u(r) = pi (cos?(r)), donde pri1 y py son polinomios de
grado k + 1 y k respectivamente, entonces

i T
e (5) =0=41(5)-

Supongamos por contradiccion que .1 no se anula en (ry, Z supongamos también
+ D)

(4.7)

que ¢j(ry) < 0. Como ry es el dltimo cero de ¢y entonces ) permanece negativa

y decreciente en todo (’I‘k, %) y por la suposiciéon anterior, ¢xy; también permanece
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negativa en (rk, g) .

Escribamos
2n cos?(r) — 1
alr) = 2 ) =
cos(r) sin(r)
entonces
% ' er ) %
k k k
( (wisom - wkw2+1)> = ( ) (%wﬂ - sok902+1> + (%sokﬂ - sokwﬁm)
Pr+1 Ph+1 Pr+1
_ OLPEl — PEPhg ,
= 3 PePh+1 — PPl
Pra1
Pk " o o "
+ (@k%pkﬂ T OrPrr1 — PrPre1 — 90k<ﬂk+1)
Ph+1

_ (%%H—%%Hf_i_ Pk

1 1
oot Drrt (‘Pk@kﬂ 90k<Pk+1)

(%%H — 90k<P2;+1>2 1 Pk
Pk+1 Pr+1

—Pk (—Q(T)SO;CH - /~Lk+1(pk+1)i|

2
_ (¢;¢k+1—¢k<ﬂk+1> L
Ph+1 Pr+1

05 (o1 — M)

El primer y tercer término de la derecha son ambos positivos. Veamos el segundo

término.

Por la desigualdad (4.7)) se tiene

PrPhr1 — Pt < 0.
Por otro lado, note que

q(r) <0 si cos(r) < b y q(r) >0 si cos(r)

1
> —.
\V2n V2n

Sea 1o € (0, %) tal que cos(rg) = \/Lz*n Como la funcién coseno es decreciente en (0, %),

(4.8)

entonces

q(r) <0 st r>rg y q(r)>0 si r<rg

[(—CI(T)SO;@ — WkPk) Prt1

q(r) (SOMP;@H - %%H)

/
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Entonces tenemos dos casos: 1, > rg 0 1 < 7.

s
Supongamos que 73, < . Integramos de rg a 3

P /2 (sowm _SDkQD;chl)zdr
70 T0 90/64-1

z Pk
+/ q(r) (SOkSO;cH - ()O;C(ka*Fl) dr
0 Pk+1

Pk / /
(@k%pkﬂ - SOkSOkH)
Pk+1

g
+/ O (pryr — px)dr

0

Por hipétesis ¢}, (5) = 0 = ¢}, (5). Entonces

s 2
Ok 2 ((PLPk+1 — PR
—( (Pt —SOWZ;H)) (ro) = / ( b kﬂ) dr
ro

Ph+1 Pr+1

z Pk
+/ q(r) (9016902:“ - SO;cSOkH) dr
ro Pk+1

Wl

+/ O (1 — ) dr

0

Notemos que el lado izquierdo de la igualdad es negativo. Por otro lado , por hipotesis
tanto ¢ como ¢, permanecen negativas en (ro, 2) de lo cual obtenemos —fT > 0.
También se cumple v}, — PLor1 < 0 en (TO, 2) por la de51gualdad . ) y ademas
q(r) < 0en (ro, 2) Se sigue que el lado derecho de la igualdad anterior es positivo. Lo
cual es una contradiccion.

Supongamos ahora que r; > ro. De manera andloga al caso anterior, tenemos que
en (rg,Z) se cumplen las desigualdades @f_L > 0, Y0 — Purt1 < 0y q(r) >

0. Integramos la igualdad anterior de 7 a 5. Usamos las condiciones oi(ry) = 0y

i1 (3) =0=1¢} () y obtenemos

s
2

/
0 = (Spk (rrs1 — SOkSD;f-H))

+
2
_ / <k90k+1 <Pk90§g+1> I
%
_|_

Tk

Pk+1

k
/ SOkﬂq(r) (ki1 — Crprrr) dr
7'k

(NE]

+/ O (ps1 — pe)dr

k

>0
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lo cual no puede ser. Por lo tanto (x; debe tener un cero a la derecha de ry. ]

4.3.  Multiplicidad de soluciones de la ecuacion de tipo Yamabe sobre
Cp".

Esta seccién estd dedicada a la demostracién del Teorema [I.0.3l Usamos los lemas
de la seccién anterior, para probar que cada autovalor A\; es un punto de bifurcacién.
Luego utilizamos la teoria de bifurcaciéon local y global para estudiar el conjunto de

soluciones no triviales que aparece en cada punto de bifurcacién.

Demostracion del Teorema[1.0.3. Usamos teoria de bifurcacién. Recordemos la nota-

cién introducida al principio del capitulo.

Denotamos por Z; al conjunto de funciones suaves sobre CP™ invariantes bajo la

accion de U(n). Consideremos el espacio de Banach

C*(Z;) == Z; N C2* (CP™)

el cual identificamos con el espacio

(e (o) w0 -0- ()

Similarmente consideramos el espacio de Banach

CV(Z;) == Z; N C>* (CP™)

el cual identificamos con el espacio C’?;a (0, %) :

Definimos el operador

S:CY (Z;) x Rsg — C%(Z))

S(u,\) = —Aypu+ Mu —u?™h).

grs

Para cualquier A € Rx, tenemos S(1,\) = 0. Vamos a estudiar soluciones no triviales
(u, \) de S(u, A) = 0 que se bifurcan desde la curva (1, \).
Derivando S con respecto de u en (1, A) tenemos

SI(L,AN)[v] = =Ay50 — Mg — 2)v.

grs

Entonces 5! (1, A\)[v] = 0 si y sélo si
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—Ag,v —ANg—2)v=0. (4.9)
4k k
Para cada entero positivo k, y Ay := M, denotemos
Ly =S (1, \)

Por el lema (4.2.1]), sabemos que si A = A, entonces la solucién correspondiente de
(3.14) es de la forma ¢y (1) = pp(cos®(r)), donde py es un polinomio de grado k. Por lo

tanto

ker(Ly) = (¢x)

Es decir, ker(Ly) tiene dimension 1. Note que mediante integracién por partes, si w €
C?** (CP™) tenemos

0= [ Ll wdogsy = [ Lulw) g vy
cpPn cpPn

Esto implica que el rango R(Ly) de Ly, es

R(Ly) = {y ccomeps [

Por otro lado, derivando S!, con respecto de A en (1, \;) y evaluando en ¢y tenemos

Ypr dvg,s = 0} .

P

Z,A(la )\k)[%] = (q - 2)%,

y COMO [pn @h dVg,g # 0 tenemos que

(L Ak o] € R(Ly).

Por lo tanto, por el Teorema ([2.5.1} los puntos e bifurcacién de S(u, A) = 0 son los
puntos Ax. Mds atin, por el Teorema ([2.5.1] cerca de (1, \z), el espacio de soluciones
consiste de dos curvas: una es la curva de soluciones triviales A — (1, \), y la otra es

una curva de soluciones no triviales, la cual se parametriza por

(u, \) = (u(s),A(s)) con u(s) =1+ s +o0(s?), y A0) =)\, (4.10)

Note que si u # 1 es una solucién no trivial de la ecuacién [L.1], y si ¢ es la corres-
pondiente solucién de (4.3]), entonces ¢ — 1 tiene un nimero finito de ceros en (0, 7/2).

Entonces, hay un abierto alrededor de ¢, donde todas las soluciones de la ecuacién
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diferencial ordinaria (4.3)) tiene el mismo nimero de ceros que ¢ — 1.

El resto de la demostraciéon es idéntica a la demostracion del Teorema [L.O.1]

4.4. Soluciones degeneradas de la ecuacion tipo Yamabe sobre CP"

En esta seccion probamos la existencia de soluciones degeneradas de la ecuacion

).
Consideramos nuevamente la ecuacion (4.1]) sobre CP™ dada por

— Ayt 4+ Au = ! (4.11)

grs

donde u: CP"™ — Rygessuave, A > 0,2 < ¢ < % y grs es la métrica de Fubini-Study.

Haciendo la sustituciéon w = « — 1 obtenemos

— Agpsw + Aw +1) = ANw + 1)} (4.12)

Definimos el operador
H:C¥ (Z;) x Rsg — C(Z))

H(w,\) = Agw = M(w+1) = (w+ 1))

Note que H (0, A\) = 0 para todo A. Derivamos en (0, \) con respecto de w

H,, (0, N)[v] = Agpsv + (g — 2)Av

Entonces

H,, (0, A)[v] =0

si y solo si

N+ (@—2)Av =0

Note que esta es la misma ecuacién (4.9)). Entonces, para cada entero positivo k, los

puntos

_ 4k(k +n)

A o
k 7—2
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son los puntos de bifurcacién de H(w, A) = 0.

Denotamos por C' la clausura del conjunto de soluciones no triviales de H(w, \) = 0.
De acuerdo con el lema , el autoespacio asociado a A\ tiene dimension 1 y estd
generado por un polinomio ¢, de grado k en cos?(r). Por el teorema de Crandall-
Rabinowitz ([22]), cerca de (0, A\;), la componente conexa de C' que contiene al punto

(0, Ax) se parametriza por (w(s), A(s)), con w(s) = s@g + ¥(s)
AO) = A, $(0) =0 = /(0) (4.13)

Lema 4.4.1. Sea (w(s), A(s)) la curva de soluciones no triviales de H(w,\) =0, que

aparece en el punto de bifurcacion (0, A1). Entonces N'(0) # 0.

Demostracion. Mediante un calculo andlogo al del Lema de la pagina, obtenemos

—(g— D)y /Cpn Prdvg,

2(q - 2) / Prdvg s

cpr
Para probar el lema, basta con analizar la integral en el numerador con k = 1. De la
observacién (4.2.1)), tenemos que ¢y estd dado por

N(0) =

1 1
nt cos?(r) — —
n n

p1(r) =

Entonces

2 1 1\*
/ Pidvg,, = / / (n i cos?(r) — —) sin®*~1(r) cos(r)drdvzn—
cPn S2n—1 Jq n n 0

= Vol (8" g5 1) L /2 ((n+1)cos*(r) — 1)3sin2"’1(r) cos(r)dr
0

n3
Denotemos por [ la integral del lado derecho

I = /02 ((n+1)cos®*(r) — 1)3 sin®*~1(r) cos(r)dr

Jus
2

= /0 [(n 4+ 1) cos®(r) — 3(n + 1)? cos*(r) + 3(n + 1) cos*(r) — 1] sin®*~1(r) cos(r)dr

= [ 1 (= s = 30+ 12 (1= sin(0)°

+3(n + 1)(1 — sin®(r)) — 1} sin®*~!(r) cos(r)dr
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Haciendo la sustitucién ¢ = sin(r) tenemos

I — /1[(n+1)3 (1— )% = 3(n + 1)? (1_t2)2+3(n+1)(1—t2)(7“)—1]t2”*1dt

= /1[(n+1)3 (1—362+3t" — %) = 3(n+ 1) (1 — 2> + ¢*)

0

+3(n+1)(1 — %) — 1]t2”_1dt

= / 1 [(n D G U S U

0 —3(n+ 1) (" — 2020 4 20 F9)

+3(n 4+ 1) (2 — 2t - t”“] dt

— /1 [((n +1°=3(n+1)*+3(n+1)—1) !

0 +(=3(n+1)°+6(n+1)* = 3(n+1)) >

+«an+n3—an+1fﬁ%%—wn+n%%%}ﬁ

= /0 1 [n%Qn_l —3n(n + D" 4+ 3n(n + 1)%2"° — (n + 1)3t2"+5} dt

n®  3n*(n+1) N 3n(n+1)2 (n+1)3

2n 2n + 2 2n +4 2n +6
_on® 3 3n(n+1?  (n+1)°
2 2 2n + 4 2n + 6
1
= —2n? 2 1)? — 2
2(n+2)(n—|—3)< n“(n+2)(n+3)+3nn+1)°(n+3) — (n+3)(n+2)
1
— Tn—2
St mty Y
# 0

De lo anterior tenemos

1 n— n—
/ gp‘z’dvgm = —3V01 (52 1,g§ 1) I1>0
CcPpn n

por lo tanto A'(0) # 0

Ahora vamos a demostrar el Teorema [T.0.4]

Demostracion del Teorema|1.0.4).

Procedemos de manera anéloga a la demostracion del Teorema (1.0.2, Como la métrica



4. Ecuacion tipo Yamabe sobre CP" 73

grs tiene curvatura de Ricci positiva, entonces por [14, Teorema 6.1], sabemos que
existe un valor n > 0, tal que si A < 7 entonces la ecuacién H(w,\) = 0 tiene sélo la
solucién trivial.

Consideremos el conjunto

D :={(w,\) : Hw,\) =0, X € [n,\]},

Sea C' la clausura del conjunto de soluciones no triviales de H(w,0) = 0. Sea C la
componente conexa de C' que contiene el punto (0, A;). Por el Teorema de Crandall-
Rabinowitz, , sabemos que cerca de (0, A1), la soluciones no triviales en Cy se
parametrizan por (w(s), A(s)), con w(s) = spy +0(s?) y A(0) = A; y por el Lema[d.4.1]
tenemos que X (0) # 0. Esto implica que existen valores A € [, A1), para los cuales
la ecuacion H(w, A) = 0 tiene soluciones no triviales. Entonces la funcién A tiene un
minimo A, € [, A;). Observe que C; ND C D, lo cual muestra que B es no vacio. Note
también que D es compacto.

Sea () una sucesién en [, A1) que converge a A, con una soluciéon w; de F'(w, ) =0
con A = ;. Es decir, la sucesién (w;, A;) satisface H(w;, A;) = 0. Como D es compacto
entonces la sucesién (w;, ;) converge a un punto (wy, A.) € D. Por lo tanto, (w,, \,)
es una solucién de la ecuacion H(w, A) = 0.

Como A, < A1 y A; es el primer punto de bifurcaciéon de H(w, \) = 0, entonces w, es
una solucién no trivial.

Probamos ahora que (w,, A«) es una solucién degenerada de H(w, A) = 0. Supongamos
por contradiccion que (ws, Ay) es no degenerada. La derivada de H, con respecto a w

en (wy, Ay), estd dada por

H! : C**(Z;) x R — C**(Z;)
Hyy(wie, M) [v, A] = Agrst — Al = (g — 1)w272)v

Si (wy, Ax) fuera no degenerada, la ecuacién

Ayt — M(1— (g — Dw? ) =0

grs
tendria sélo la solucién trivial v = 0. Esto significa que el operador H es un difeomor-
fismo local en la direccién de w, en el punto w,. Entonces, hay valores A < A\, para
los cuales la ecuacién H(w, A) = 0 tiene soluciones no triviales. Lo cual contradice el

hecho de que A, es el minimo valor de A, para el cual hay soluciones no triviales
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Por lo tanto, la solucién (w,, A) es una solucién degenerada de H(w, \) = 0. Entonces,
tomando u, := w, + 1, tenemos que (u., As) es una solucién degenerada de la ecuacién
(4.1)). Esto finaliza la prueba del Teorema m

m



5. SOLUCIONES NODALES DE LA ECUACION DE YAMABE
SOBRE S x SV

En este capitulo estudiamos las existencia y multiplicidad de soluciones nodales, es
decir, soluciones que cambian de signo, de la ecuacién de Yamabe sobre (S™ x S™, gf +
dgy), que son invariantes bajo la acciéon de O(n + 1). Especificamente vamos a probar
el Teorema [1.0.5]

5.1. Ecuacion de tipo Yamabe para funciones invariantes
Consideremos nuevamente la funciéon f: S™ x S™ — R definida por
f(x,y) = (=)
Denotamos G5 = g{f + dg{. Recordemos que, por las ecuaciones
1 2 1 9
AGaf:—TL 1-’-5 f, |vG6f|G5: 1+5 (1—f)

obtenidas en la pdgina (35]), la funcién f es isoparamétrica y los tnicos valores criticos

de f son su minimo -1 y su maximo 1.

Cada funcién u: S™ x S — R, invariante bajo la accién de O(n+ 1) , se puede escribir
como u = o f, donde ¢: [—1,1] = R. Como f es suave, la regularidad de u es igual

a la regularidad de ¢.
Por la Proposicién [2.3.1] u es solucién de la ecuacién

— Ag,u+ Au = MufP"*u sobre S" x S" (5.1)

si y solo si

A
1+

— (1= )"(t) + nt(t) + o(t) = P 2. (5.2)

1+
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con ¢'(0) = 0 = ¢'(m). Haciendo el cambio de variable w(r) = ¢(cos(r)) entonces
w'(0) = w'(m) = 0y ¢ resuelve la ecuacién anterior si y sélo si

cos(r)

w'(r)+ (n—1) w'(r) +

L; (o)~ w(r) —w(r)) =0 (5.3)

sin(r) 1+ 3

con r € [0, 7].

Para cualquier o > 0 denotamos por w, la solucién con condiciones iniciales

Si w!, () = 0 entonces ¢, (t) = wy(arccos(r)) es una funcién C? la cual resuelve la
ecuacion (5.2)). Entonces u = ¢, o f resuelve la ecuacién ([5.1)).

Introducimos la funcién de energia asociada a w,

Eo(r) := %(w;(r))Q + 1 (‘wa](:”p - wa2(r))

Note que para todo r € (0, 7) se tiene

cos(r)

Eq(r) =—(n—1) (we(r))?

por lo tanto £, es decreciente en (0, 5) y creciente en (%, 7r). En particular tenemos

sin(r)

Eo(r) < E,(0) (5.4)

™

para todo r € (0, 7].

Lema 5.1.1. Sia > 0 es tal que E,(0) < 0 entonces wq(r) > 0, para todo v € (0, 7).

™

Demostracion. Observe que si wq(rg) = 0, para algin ry € (0, 5), entonces

1
Eqo(ro) = 5(%(7“0))2 >0
y Euo(rg) = 0siy sélo si a=0.

Ahora, si a > 0, entonces

Ealro) = 5wl (r0))? > 0

lo cual contradice ([5.4))
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Observacién 5.1.1.

Evaluando la funcién de energia en r = 0 tenemos

Ba(0) = a0+ (Lo 2eO) (0 2 (a2 T

p p

_1
Entonces E, ( ) < 0siysdlosiac (0 (g)P”) y de acuerdo con el lema anterior, si
( ) entonces wy, > 0 en (0, 7). Esto implica que si w, tiene algin cero en
1
3

el intervalo (0,%), entonces a > (&) 72

5.2.  Soluciones simétricas y antisimétricas
En esta seccién vamos a ver algunos lemas relacionados con la ecuacion ((5.3)).
Fijemos p = py, en la ecuacién ([5.3)).
Lema 5.2.1. Sea o > 0 tal que la solucion w, de satisface wl, (g) =0, entonces
Wo (T — 1) = wy(r)
para todo r € [0,7) y por lo tanto wl,(7) =0

Demostracion. Definamos h(r) := w,(m — r) con r € [0, 7). Note que h(r) es solucién

de la ecuacion (5.3)). Ademds

()= (5)- # (5) i (5)

Entonces, por unicidad de soluciones se tiene h = w,. De lo anterior tenemos

0=w,(0) =—w,/(m)

«

Por lo tanto w,,(7) = 0. O

Lema 5.2.2. Sea o > 0 tal que la solucion w, de satisface wy, (g) = 0. Entonces
Wo (T — 1) = —wu(r) para todo r € [0,7) y por lo tanto w. () = 0.

Demostracion. Sea h(r) := —wq,(m — 1) con r € [0, 7). Note que h es una solucion de
la ecuacién (5.3)). Como

()= ()0 v #(5) = )

Se sigue de la unicidad de soluciones que h = w,, lo cual prueba el lema.
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Lema 5.2.3. Sea oy > 0 tal que la solucion w,, de tiene exactamente k-ceros en
el intervalo (O, g) Y Wey, (%) # 0. Entonces, existe € > 0 tal que para o € (g —¢e, ap+¢)
la solucion w, tiene k ceros en (O, %)

Demostracion. Sean ry,...,1; los k ceros de w,, en (O, %), tales que 0 < r; < ... <
Te < 5. Sea d > 0 suficientemente pequefio tal que w,, () # 0 para cualquier i = 1,...,k
y cualquier r € [r; —d, r;+d]. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos asumir que
para cada « € (o — €, ap + €) tenemos w, > 0 en [0, — 6], w!, < 0 en [r; —d,7 + 6],
We < 0en [ry + 0,79 — 6], w), > 0en [ry — d,ry + d], y asi sucesivamente. Se sigue que

w, tiene exactamente k ceros en (0, 7). O
Lema 5.2.4. Sea oy > 0 tal que la solucion w,, de la ecuacion tiene exactamente

s

k-ceros en el intervalo (0, %) Y Wayg (5) = 0. Entonces existe € > 0 tal que para cualquier

a € (ag —e,ap + €) la solucion w, tiene o exactamente k ceros o exactamente k + 1

ceros en (0, g)
Demostracion. Como wa, (5) = 0y ap # 0 tenemos que w), (5) # 0. Sea 6 > 0

suficientemente pequeno tal que wy, (r) # 0 sir € [g — 0,5+ 5]. Escojamos ¢ > 0

suficientemente pequeno tal que si a € (ag — €, ag + €) entonces, w, () # 0 para todo
re [% - 0,5+ 5] y tal que w, tiene exactamente un cero en [% — 0,5+ 5].

Podemos asumir que ¢ es suficientemente pequenio tal que para cualquier o € (ap —
g, ap + €), la solucién w,, tiene exactamente k ceros en (0, 5 — 5).

Sean 11,...,7 los k ceros de w, en (0,%—5), tales que 0 <71y < ... <1 < § — 0.

Sea 1141 el cero de w, en [g — 0,5+ 5}. Sire € [g — 9, %], entonces w,, tiene k + 1
,%) Sirgyr € [%, 5+ (5}, entonces w, tiene k ceros en (O, %) Por lo tanto

W, tiene k o k 4+ 1 ceros en (0, g) O

ceros en (O

5.3.  Multiplicidad de soluciones nodales de la ecuacion de Yamabe

sobre (S™ x S", g + dgy).
En esta seccion demostramos los Teoremas y [1.0.6l Observe que cuando

56, nn—1)(En—2)1+ 1) in

aom 4(2n —1) P=on—o

la ecuacién es la ecuacién de Yamabe sobre (S™ x S™, Gs). Por lo tanto el Teorema
se sigue del Teorema [1.0.6

A\ =
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Demostracion del Teorema[L.0.6. Note que estamos considerando la ecuacién ([5.3]) con
P = Pan < Pn- Sea i > k un entero positivo. Por [34, Teorema 3.1] existe un «, > 1 tal
que la solucién w,,, tiene al menos i ceros en (0, %)

Definimos el conjunto

Observe que,

B 4n _on -1
S 22n—-2) n-1

1
p)m
— > 1
(2

y por el lema |5.1.1] y la observacion (5.1.1)), si a € (1, (E)E}, la correspondiente
2

NS

entonces

2
solucion w, es no negativa en (0, %] . Entonces, tenemos (1, (2) ﬁ} C Ap. Esto implica
que Ag # 0.

Ademas Ay es acotado superiormente, entonces tiene un supremo. Denotamos el su-

premo de Ag por

ag := sup Ag

Si existe 7o € (0, %) tal que w,,(ro) = 0, entonces ry serfa un minimo de w,, y por
lo tanto tendriamos wy, () = 0. Entonces, por unicidad de soluciones tendriamos que
Wq, = 0, lo cual es una contradicién. Entonces wy, es estrictamente positiva en [0, %).
Maés atin, como ag es el supremo de Ay tenemos wy, (%) = 0, lo cual, por el lema
implica que wg, es antisimétrica con respecto a 7 y wy, (7) = 0. Luego, por antisimetria

se sigue que w,, tiene exactamente un cero en [0, 7.
Definimos ahora el conjunto

. T
Ay = {a € (1,a) : w, tiene exactamente un cero en (0, 5) } .

Sia € (ap < a < ], como ag es el supremo de Ay, entonces w, tiene al menos un
cero en (O, %) y por el lema l) existe @ (lo suficientemente cerca de ag) tal que

wg tiene exactamente un cero en (O z

12
Note también que A; es acotado. Denotamos el supremo de A; por

). Esto implica que A; es no vacio.
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ay := sup A;

Como a; > ag, entonces w,, tiene al menos un cero en (0,%). y como a; es el supremo
de A; tenemos que wy, (g) = (. Esto implica que w,, tiene exactamente un cero en
(0, g) Luego, por el lema 1} tenemos que wy, (7) = 0 y por lo tanto w,, tiene

exactamente 3 ceros en [0, 7).
Ahora, para cada entero j tal que 2 < 7 < i definimos

m
A= {a € (1, u) : w, tiene exactamente j ceros en <0, —>}

Supongamos que A; es no vacio y
supA; =1a; > a;—1 > - >a;

ntonces, Wy, \5) = por el lema . enemos que w,, \m) = por 10 tanto w, .
Ent (%) =0y por el lema (5.2.2) t L 0y por lo tanto w,,

tiene exactamente 2j + 1 ceros en [0, 7.

Consideremos ahora el caso j + 1. Si j + 1 < ¢, definimos

7r
Ajq = {a € (1,a,] : w, tiene exactamente j+ 1 ceros en (O, 5)}

Sea a € (aj,a.]. Como a; es el supremo de A;, entonces w, tiene al menos j + 1

ceros en (0, g) y por el lema ((5.2.4) existe @, cerca de a;, tal que ws tiene exactamente

™

j+1 ceros en (0, 5). Esto implica que A, es no vacio y a;4+; > a;. Note también que

Ajy1 es acotado. Denotamos el supremo de A;;; por

ajy1 i=sup Ajq

™

Y como aj es el supremo de Aj,y, se tiene w,, (5) = 0. Entonces, por el lema

(5-2.2) tenemos que w,,,, es antisimétrica con respecto a 5 y por lo tanto w;j+1(ﬂ'> =0

Y Wq,,, tiene exactamente 2(j + 1) + 1 ceros en [0, ).

Por induccién vemos que Vj > 2 se cumple A; # 0 y a; > a;_;. Esto implica que para
cualquier 0 < j < i existe a; > 1 tal que w,;, (g) =0y w,, tiene exactamente j ceros
en (0, %) Entonces, por el lema 1’ tenemos w;j (m) = 0y w,, tiene exactamente
2j + 1 ceros en [0, 7.
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Esto prueba el teorema en el caso en que k es impar.

s
72

), entonces we, (3)

y w,,,(5) tienen signos opuestos, lo cual implica que existe un a € (ay, aj+1) tal que
w), (%) = 0. Sea

a

Por otro lado, como w,; tiene un cero menos que w,, , en (0

. s
b; = inf {a € (aj,a41) : W, <§> = 0}

Entonces w{,j (g) = (0 y para cualquier a € (a;, b;) tenemos que w, (g) tiene el mismo
signo que wéj (%) Por la definicién de a; sabemos que para cualquier a > a;, la solucién
w, tiene al menos j + 1 ceros en (O, g) y si a es suficientemente cercano a a; entonces
w, tiene exactamente j + 1 zeroes. Observe que si a € (aj,b;), entonces el signo de
w), (%) no cambia, entonces se sigue que w, tiene exactamente j + 1 ceros para todo
a € (aj,b;) y el lema implica que wj, también tiene exactamente j 4 1 ceros en
(0, g) Entonces, por el lema , ng(ﬂ) = 0y wy, tiene exactamente 2(j + 1) ceros
en (0, 7). Esto prueba el teorema cuando k es par.

Por lo tanto, hemos terminado la prueba del teorema.
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