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Introducción

En 1967, Gardner, Greene, Kruskal y Miura [1] encontraron un método para
resolver el problema de valores iniciales para la ecuación KdV

qt +
3

2
qxxx +

1

4
q2qx = 0 (1)

usando la teoŕıa de de dispersión inversa desarrollada en aquellos d́ıas para el
operador de Schrödinger en una dimensión

L(t) = −
(
d

dx

)2

− q(x, t). (2)

El punto clave de este descubrimiento es que la evolución del potencial q domi-
nada por (1) corresponde a una evolución lineal de los datos de dispersión S(L).
Por lo tanto existe un esquema de solución

que linealiza el flujo en (1).
Describimos ahora en más detalle la conexión entre las ecuaciones (1) y (2)

aśı como la implementación del esquema. Ciertas eigenfunciones normalizadas
f(x, k) de L, especificadas por su comportamiento asintótico, juegan un pa-
pel central, de la siguiente manera. Supongamos que q(x) decrece rápidamente
cuando |x| → ∞; entonces f(x, k) es la única solución de

fxx + fq + k2f = 0, k ∈ R (3)

con

f(x, k)→ eikx cuando x→ −∞. (4)

Cuando x→∞, f necesariamente tiene la forma
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f(x, k)→ a(k)eikx + b(k)e−ikx, (5)

para ciertos coeficientes a y b que dependen de k y de q. La función q 7→ b
esencialmente es la parte alta del esquema de solución. La teoŕıa de dispersión
inversa muestra cómo recuperar el potencial q dada la función b (junto con
ciertos datos discretos que mencionamos en el caṕıtulo 1). Este procedimiento
de recuperación es esencialmente la parte baja del mismo esquema.

Observación A lo largo de este trabajo, utilizamos expresiones como las que
aparecen en (4) y (5), que pueden parecer confusas porque se expresa un ĺımite
con respecto a la variable x como una función que aún depende de x. En general,
a menos que expĺıcitamente se indique algo distinto, cuando se vea una expresión
de la forma:

f(x, k)→ g(x, k) cuando x→ ±∞, (6)

se debe entender que
f(x, k) = g(x, k) + o(1) (7)

para x suficientemente grande. Intuitivamente, (6) quiere decir que para x sufi-
cientemente grande, f(x, k) es muy parecida a g(x, k). Esta notación es conve-
niente y frecuente en los art́ıculos sobre teoŕıa de dispersión.

La ecuación KdV entra de la siguiente manera. Supongamos que q(x, t),
r(x, t) y s(x, t) son funciones suaves que, junto con sus derivadas, son rápida-
mente decrecientes cuando |x| → ∞. Consideremos el problema de determinar
f(x, t, k), k ∈ R\0, tal que

fxx + qf + k2f = 0,

ft − (k2 + s)fx + (ik3 + r)f = 0, (8)

f(x, t, k)→ eikx cuando x→ −∞.

Este problema está sobredeterminado y tiene solución si y sólo si q, r y s satis-
facen ciertas condiciones de compatibilidad. Cuando r y s son encontradas en
términos de q, estas condiciones de compatibilidad son equivalentes a la ecuación
KdV para q. Insertando la segunda de las ecuaciones (8) en

f(x, t, k)→ a(k, t)eikx + b(k, t)e−ikx cuando x→∞, (9)

obtenemos

.
a = 0,

.

b = −2ik3b, (10)

que son las evoluciones lineales simples obtenidas por Gardner, Greene, Kruskal
y Miura. Por lo tanto para resolver la ecuación KdV con valor inicial q(x, 0)
primero calculamos S(L(0)) ∼ b(·, 0), luego evolucionamos esto en el tiempo a

b(k, t) = b(k, 0)e−2ik3t, y finalmente calculamos S−1[b(·, t)] = f(·, t).
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La relación asintótica (9) puede pensarse como una relación entre la ei-
genfunción f y una segunda eigenfunción f̃ normalizada en∞. La existencia de
estos conjuntos de eigenfunciones (soluciones de Jost) es crucial para la teoŕıa de
dispersión inversa para ecuaciones de segundo orden desarrollada por Gelfand-
Levitan, Marchenko, Faddeev y otros.

Las ecuaciones (8) son equivalentes a una ecuación de la forma

DtL = [H,L], (11)

i.e., H y L forman un par de Lax [2], en donde

H = D − qD − (Dq), D =
1

i

d

dx
. (12)

La jerarqúıa KdV es la sucesión de ecuaciones (11) obtenidas cuando H toma
valores entre operadores diferenciales de órdenes impares con ciertas propiedades
(decaimiento de los potenciales qj). Para cualquier operador diferencial ordinario
de orden n de la forma

Ln = Dn +

n−2∑
k=0

qjD
j (13)

existe una jerarqúıa similar de ecuaciones

DtL = [Hn,k, L], k 6= 0 mód n

Hn,k = Dk +

k−2∑
j=0

hn,jD
j ,

donde los coeficientes hn,k son ciertos polinomios en los qk y sus derivadas. Por
ejemplo, la ecuación Boussinesq corresponde a escoger n = 3, k = 2. Estas jerar-
qúıas fueron estudiadas sistemáticamente por primera vez por Gelfand y Dikii
[3] y desde entonces han sido objeto de una gran cantidad de interpretaciones
algebraicas y desarrollo.

En esta tesis estudiamos el problema de eigenvalores del operador

L = Dn + qn−2D
n−2 + qn−3D

n−3 + . . .+ q0, (14)

que es parte esencial de la implementación de la parte alta del esquema de
solución encontrado por Gardner et al. para resolver las ecuaciones presentes
en la jerarqúıa KdV. Pensaremos a L como un operador cuyo dominio es denso
en L2(R), y por un eigenvalor y su eigenfunción asociada de L entendemos un
número λ ∈ C y una función f ∈ L2(R) tales que Lf = λf y f 6= 0. Aunque
la teoŕıa de dispersión directa e inversa de los operadores de segundo orden es
bien conocida, éste no es el caso para n ≥ 3.

Uno de los principales obstáculos en el estudio del operador L es que, a
diferencia del operador de segundo orden, este operador no es autoadjunto en
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general. Esto hace que la mayor parte de las herramientas conocidas y poderosas
sobre los espectros no sean aplicables para esta familia de operadores.

Este problema fue estudiado en sus oŕıgenes por Beals et al. en [4] y [5]. En
dichos art́ıculos el problema se transforma en una versión matricial y en una
versión tensorial, respectivamente. La ecuación de Bousinessq para la propaga-
ción de ondas, está asociada al operador de orden 3, el cual ha sido estudiado
en detalle por Deift et al. en [6].

También es de mencionar que muchos esfuerzos se han hecho para crear
soluciones numéricas para el problema de eigenvalores de L. Listas importantes
(pero incompletas) de ellos se pueden encontrar en [7] para el caso autoadjunto,
y en [8] para el caso en el que los soportes de los potenciales qi son compactos.
Sin embargo, muy poco se ha hecho para el caso en que L no es autoadjunto y
además los potenciales no tienen soporte compacto.

Básicamente, la idea en el caso clásico (n = 2) es definir dos bases de solu-
ciones de la ecuación de eigenvalores

− d2

dx2
ψ(x, k) + q0(x)ψ(x, k) = k2ψ(x, k), (15)

donde k2 = λ, por su comportamiento asintótico (una hacia −∞ y otra hacia
∞), y encontrar la matriz de cambio de base, llamada aqúı matriz de transición,
que depende de k. Posteriormente, se calcula el wronskiano de dos funciones:
una de cada base, de tal manera que haya una región en el plano k en la que
ambas funciones decaigan exponencialmente por su misma definición: una hacia
−∞ y la otra hacia ∞. Por la forma del operador L, dicho wronskiano no
depende más que de k, y su expresión queda en términos de los elementos
de la matriz de transición. Un cero de este wronskiano en k0 corresponde a un
eigenvalor k2

0, con eigenfunción cualquiera de las dos funciones escogidas, ya que
dadas las condiciones asintóticas, ambas están en L2(R), pero para garantizar
que corresponde a puntos del espectro discreto, dichos ceros deben ser aislados.
Por ello es importante hallar condiciones que garanticen que las eigenfunciones
dependen de manera anaĺıtica del parámetro espectral, y en general, esto sólo
ocurre para valores particulares de dicho parámetro; es a las regiones donde esto
se cumple que nos referimos como “regiones de analiticidad”.

Este enfoque no tiene una generalización directa para órdenes mayores que
2, entre otras razones porque las soluciones que forman las dos bases no tienen
regiones comunes de analiticidad, lo que hace que el wronskiano de varias de ellas
no pueda relacionarse tan inmediatamente con el espectro discreto del operador.

Dos de los objetivos centrales de este trabajo implican generalizar esta carac-
terización del espectro discreto del operador de orden n: por un lado, mostrar
que hay una biyección entre los ceros de ciertos wronskianos de soluciones y
los eigenvalores del operador, y por el otro, que estos wronskianos se pueden
calcular en términos de la matriz de transición.

En el caso de orden 2, existe otro resultado importante para este trabajo,
que no es tan clásico como lo comentado arriba, y que fue encontrado por T.
Aktosun [9] en 1992. A grandes rasgos dice que si dividimos el eje real y nos
fijamos en el problema de dispersión en cada intervalo, entonces las matrices de
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transición que se encuentran factorizan a la matriz de transición del potencial no
particionado. El otro objetivo central de este trabajo es generalizar este teorema
de descomposición de Aktosun al caso de orden arbitrario.

La meta del primer caṕıtulo es mostrar las técnicas que queremos genera-
lizar: Desarrollamos el análisis clásico para el caso de orden 2, se definen las
bases de soluciones por su comportamiento asintótico, se obtienen ciertas pro-
piedades de simetŕıa relacionadas con ellas, y se define la matriz de transición.
También, calculamos el wronskiano de dos de estas soluciones y explicamos la
correspondencia entre los ceros de dicho wronskiano y los eigenvalores del opera-
dor. Se mencionan algunos ejemplos y también algunos resultados interesantes.
También se proponen varios análisis de perturbación. Por último, enunciamos y
explicamos algunas consecuencias del teorema de factorización de Aktosun.

El segundo caṕıtulo inicia el análisis para el caso de orden superior; aqúı se-
guimos el estudio hecho por Kaup [10] del problema de orden 3, en el que bási-
camente se intenta hacer una generalización del problema de orden 2, aunque
como se verá, ésta no es del todo directa, pues se empiezan a encontrar ciertos
problemas de analiticidad de las soluciones. Después de este análisis, discutimos
los problemas de generalizar el análisis de Kaup a orden 4 y orden 5, con el
objetivo de ilustrar los problemas que surgen al tratar de aplicar las mismas
técnicas a operadores de órdenes mayores.

El tercer caṕıtulo es en cierto modo el núcleo de este trabajo, y contiene la
mayor parte de las contribuciones teóricas: Se desarrolla un análisis del problema
espectral del operador de orden n. Se encuentran expresiones para las soluciones
de las bases en forma de función de Green y se encuentra una región donde todas
las soluciones de las bases son anaĺıticas. Se caracteriza cierta parte del espectro
discreto como ceros de wronskianos de soluciones y se da una expresión para
dichos wronskianos en términos de la matriz de transición. Por último, se hace
una comparación con el único trabajo que encontramos en la literatura, y que
se ha hecho en esta misma dirección [4], y se analizan algunas conexiones entre
ambos enfoques.

El caṕıtulo 4 contiene la otra aportación importante de este trabajo, la
versión generalizada del teorema de Aktosun. Como una consecuencia bastante
directa del teorema de Aktosun, desarrollamos un algoritmo numérico para apro-
ximar a los eigenvalores del operador de orden n. Algunos resultados numéricos
también son mostrados.

Por último, se presentan varias conclusiones sobre este trabajo.
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Caṕıtulo 1

El caso de orden 2

En este caṕıtulo desarrollamos el análisis clásico del problema espectral si-
guiendo principalmente el estudio de Novikov [11] y Newell [12]. El objetivo de
este caṕıtulo es exponer de manera clara las técnicas y resultados que queremos
generalizar al caso de orden n. Un análisis mucho más completo, incluyendo de-
mostraciones de los comportamientos asintóticos de las soluciones y el problema
inverso de dispersión, en el cual aqúı no profundizamos, se puede encontrar en
el art́ıculo de Deift y Trubowitz [13].

1.1. La teoŕıa de dispersión clásica

El operador L cuando n = 2 tiene la forma

L = − d2

dx2
+ q0(x), (1.1)

al cual lo pensamos como un operador cuyo dominio es denso en L2(R), y
queremos encontrar sus eigenfunciones y eigenvalores, i.e., parejas (λk, fk) donde
λk ∈ C y fk ∈ L2(R), tales que Lfk = λkfk y fk 6= 0.

En la mayor parte de la literatura se hacen dos suposiciones sobre el potencial
q0: una es que es una función real-valuada, y la otra es que∫ ∞

−∞
(1 + |x|)|q0(x)|dx <∞. (1.2)

La primera suposición implica que L es autoadjunto, y por lo tanto su espectro es
real, y la segunda suposición implica que el origen no es un punto de acumulación
para el espectro discreto de L [14]. Es un hecho conocido además (véase por
ejemplo [14]) que dadas estas dos condiciones, el espectro discreto de L es de
hecho negativo. Es también sabido [13] que el espectro continuo, correspondiente
a funciones que cumplen Lf = λf pero que no están en L2(R), cubre todo el
eje real positivo; en lo que sigue trabajaremos bajo las hipótesis (1.1) y (1.2).

La ecuación espectral a resolver tiene entonces la forma
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− d2

dx2
ψ(x) + q0(x)ψ(x) = λψ(x), (1.3)

o bien, para simplificar notación y en concordancia con la mayoŕıa de las refe-
rencias

− d2

dx2
ψ(x, k) + q0(x)ψ(x, k) = k2ψ(x, k), (1.4)

donde hemos hecho la sustitución λ = k2.
Empezamos el análisis de la ecuación (1.4) estudiando el espectro continuo,

i.e., tomando k ∈ R−{0}. Como ya mencionamos, usando que q0 satisface (1.2),
se demuestra que se pueden encontrar dos soluciones de la ecuación (1.4) por
su comportamiento asintótico cuando x→ −∞:

ϕ0(x, k)→ eikx,

ϕ1(x, k)→ e−ikx,

x→ −∞,

y otras dos soluciones definidas de manera análoga cuando x→∞:

ψ0(x, k)→ eikx,

ψ1(x, k)→ e−ikx,

x→∞.

Estas soluciones tienen propiedades de simetŕıa:

ϕ0(x,−k) = ϕ1(x, k)

ψ0(x,−k) = ψ1(x, k), (1.5)

y, ya que q0 es real-valuada, además se tiene

ϕj(x,−k) = ϕj(x, k)

ψj(x,−k) = ψj(x, k), (1.6)

para j = 0, 1.
Como los conjuntos de soluciones {ϕ0, ϕ1} y {ψ0, ψ1}, forman cada uno una

base para el espacio de soluciones de (1.4), debe existir una matriz de cambio
de base Λ(k) tal que [

ϕ0(x, k)
ϕ1(x, k)

]
= Λ(k)

[
ψ0(x, k)
ψ1(x, k)

]
. (1.7)

Usando (1.6), se obtiene que Λ(k) tiene la forma

Λ(k) =

[
a(k) b(k)
b(−k) a(−k)

]
, (1.8)
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donde ϕ0(x, k) = a(k)ψ0(x, k) + b(k)ψ1(x, k).
Recordemos ahora que el wronskiano de n funciones f1, ..., fn ∈ Cn−1(R),

denotado W (f1, .., fn), se define como:

W (f1, ..., fn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) ... fn(x)
f ′1(x) ... f ′n(x)
. ... .
. ... .
. ... .

f
(n−1)
1 (x) ... f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.9)

donde |A| = det(A) y f (j) = dj

dxj f . El wronskiano nos permite verificar por
ejemplo cuándo un conjunto de funciones es linealmente independiente, lo que
ocurre precisamente cuando es distinto de cero; en particular, un resultado sobre
el que gira mucho de este trabajo es que cuando tomamos n soluciones de una
ecuación de la forma

(
1

i

)n
dn

dxn
ψ(x, k)+qn−2(x)(

1

i
)n−2 d

n−2

dxn−2
ψ(x, k)+...+q0(x)ψ(x, k) = knψ(x, k),

(1.10)
su wronskiano es independiente de x. Una prueba de esta propiedad se da en
el apéndice A, y está fuertemente ligada a que la ecuación (1.10) no contiene el
término (n− 1)-ésimo. Una consecuencia de esta propiedad es que:

ĺım
x→−∞

W (ϕ0, ϕ1) = ĺım
x→∞

W (ϕ0, ϕ1), (1.11)

o bien, ∣∣∣∣ eikx e−ikx

ikeikx −ike−ikx
∣∣∣∣ = |Λ(k)|

∣∣∣∣ eikx e−ikx

ikeikx −ike−ikx
∣∣∣∣ , (1.12)

de donde |Λ(k)| = 1.
Por completez, mencionamos que en la mayoŕıa de las referencias ([9], [11],

[13]), se le da la siguiente interpretación f́ısica al espectro continuo: Si dividimos
por a(k) a ϕ0, vemos que

1

a(k)
ϕ0(x, k) → 1

a(k)
eikx, x→ −∞

1

a(k)
ϕ0(x, k) → eikx +

b(k)

a(k)
e−ikx, x→∞

es decir, la función 1
a(k)ϕ0 se ve como una onda incidente más una onda reflejada

del lado derecho de la recta real y como una onda transmitida del lado izquierdo

de la recta real. Por esta razón, se acostumbran definir r(k) := b(k)
a(k) y t(k) :=

1
a(k) , el coeficiente de reflexión por la derecha y el coeficiente de transmisión,
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respectivamente. De manera análoga, se define l(k) = b(−k)
a(k) , el coeficiente de

transmisión por la izquierda. Esta interpretación, de hecho, es la que le ha dado
el nombre de “Teoŕıa de dispersión” a esta área.

Pasemos ahora al estudio del espectro discreto. Para hacer esto, es conve-
niente primero dar una expresión alternativa para las funciones ϕ’s y ψ’s. Es
también algo estándar (véase [11]) encontrar que estas soluciones satisfacen las
siguientes ecuaciones integrodiferenciales:

ϕ0(x, k) = eikx − i

2k

∫ x

−∞

(
eik(x−s) − e−ik(x−s)

)
q0(s)ϕ0(s, k)ds,

ϕ1(x, k) = e−ikx − i

2k

∫ x

−∞

(
eik(x−s) − e−ik(x−s)

)
q0(s)ϕ1(s, k)ds,

ψ0(x, k) = eikx +
i

2k

∫ ∞
x

(
eik(x−s) − e−ik(x−s)

)
q0(s)ψ0(s, k))ds,

ψ1(x, k) = e−ikx +
i

2k

∫ ∞
x

(
eik(x−s) − e−ik(x−s)

)
q0(s)ψ1(s, k))ds,

(1.13)

pero una prueba formal de la equivalencia de (1.13) y (1.4) será dada en la
sección 4.1. Multiplicando ϕ0 y ψ0 por e−ikx y ϕ1 y ψ1 por eikx, (1.13) se
convierte en

ϕ0(x, k)e−ikx = 1− i

2k

∫ x

−∞

(
1− e−i2k(x−s)

)
q0(s)ϕ0(s, k)e−iksds,

ϕ1(x, k)eikx = 1− i

2k

∫ x

−∞

(
ei2k(x−s) − 1

)
q0(s)ϕ1(s, k)eiksds,

ψ0(x, k)e−ikx = 1 +
i

2k

∫ ∞
x

(
1− e−i2k(x−s)

)
q0(s)ψ0(s, k)e−iksds,

ψ1(x, k)eikx = 1 +
i

2k

∫ ∞
x

(
ei2k(x−s) − 1

)
q0(s)ψ1(s, k)eikxds,

(1.14)

y estas últimas expresiones son más útiles que las correspondientes en (1.13),
ya que con ellas podemos caracterizar las regiones del plano k en las que estas
soluciones son anaĺıticas, simplemente usando como criterio que la integral en
la ecuación integrodiferencial correspondiente converja. De esta manera, uno
encuentra que las regiones de analiticidad de estas soluciones son:
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C

R

ϕ1, ψ0
=(k) > 0

ϕ0, ψ1

=(k) < 0

Figura 1: Regiones de analiticidad para las ϕj y las ψj

Ahora bien, observemos que

W (ϕ0(x, k), ψ1(x, k)) = ĺım
x→∞

W (ϕ0(x, k), ψ1(x, k))

=

∣∣∣∣ a(k)eikx + b(k)e−ikx e−ikx

ika(k)eikx − ikb(k)e−ikx −ike−ikx
∣∣∣∣

= −2ika(k), (1.15)

donde en el segundo paso se han utilizado (1.7) y (1.8). Esta relación es funda-
mental para nuestro estudio por lo siguiente: Supongamos que a(κ0) = 0 para
algún κ0 en el semiplano inferior complejo. En esa región, ϕ0 es una función que
decrece exponencialmente cuando x → −∞, y ψ1 es una función que decrece
exponencialmente cuando x→∞. Entonces, dado que a(κ0) = 0, tenemos que
ϕ0(x, κ0) = cψ1(x, κ0). Estas condiciones cuando |x| → ∞ claramente implican
que esta función es de cuadrado integrable, y por lo tanto, ϕ0(x, κ0) es una
eigenfunción de L, con eigenvalor κ2

0. En el caso en que q0 es real, entonces sa-
bemos que κ2

0 es real y negativo, aśı que los ceros de a(k) se encuentran sobre el
semieje imaginario negativo. Hemos encontrado entonces una correspondencia
entre los eigenvalores de L y los ceros del coeficiente a.

Una observación importante es que el coeficiente a(k) es anaĺıtico en el se-
miplano inferior complejo, como consecuencia de que ϕ0 y ψ1 también lo son, y
esta propiedad es fundamental para relacionar los ceros de este coeficiente con
el espectro discreto de L, dado que la analiticidad nos garantiza que los ceros
son aislados. Este punto será un argumento central en el resto de este trabajo.

El último concepto necesario para el estudio del caso de orden 2 es el de
las constantes de normalización. Lo que se hace es que para cada eigenvalor κj
consideramos la eigenfunción espećıfica fj que satisface

ĺım
x→−∞

fj(x) = eiκjx, (1.16)

y definimos la constante de normalización bj como

ĺım
x→∞

fj(x) = bje
−iκjx. (1.17)

El problema directo clásico de dispersión se puede describir entonces de la
siguiente manera: dado q0, determinar el conjunto S(q0) = {r(k), {κj}, {bj}},
conocido como los datos de dispersión de q0.
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Observación El problema inverso, claro está, consiste en determinar q0 a partir
de los datos de dispersión. Una explicación totalmente constructiva y formal de
la resolución del problema inverso clásico se puede consultar en [11]. Nosotros
no lo mencionamos aqúı porque en nuestro trabajo no estudiamos el problema
inverso para el operador de orden n.

A continuación, damos un ejemplo de un potencial donde podemos encontrar
los datos de dispersión de manera expĺıcita.

Ejemplo Consideremos el potencial

q0(x) =

{
−Q si x ∈ [0, R]
0 en otro caso,

(1.18)

En este potencial en particular se facilitan los cálculos porque como tiene
soporte compacto, las funciones ϕj son puramente exponenciales a la izquierda
del soporte, y las funciones ψj lo son a la derecha del soporte. Definamos una
base de soluciones de la ecuación

− d2

dx2
f(x, k) + q0(x)f(x, k) = k2f(x, k) (1.19)

para cada uno de los intervalos (−∞, 0], [0, R] y [R,∞). Como es de esperar, en
(−∞, 0] tomamos como base {ϕ0, ϕ1} y en [R,∞) tomamos {ψ0, ψ1}, en tanto

que en [0, R] tomamos la base {ei
√
Q+k2x, e−i

√
Q+k2x}, ya que en este intervalo

hay que resolver la ecuación

− d2

dx2
f(x, k)−Qf(x, k) = k2f(x, k). (1.20)

Para encontrar el elemento a(k) de la matriz Λ(k) procederemos ahora como
sigue: Como ϕ0 es solución de la ecuación, podemos usar ϕ0(−R, k) = e−ikR

y ϕ′0(−R, k) = ike−ikR (donde el apóstrofe representa derivada con respecto
a x) como condiciones iniciales para la ecuación (1.20). Esto resulta en dos
ecuaciones:

1 = A(k) +B(k)

ik = iA(k)
√
k2 +Q− iB(k)

√
k2 +Q,

donde

A(k) =
1

2

(
1 +

k√
k2 +Q

)

B(k) =
1

2
− k

2
√
k2 +Q

.

12



De manera similar, resolvemos ahora la ecuación en el intervalo [R,∞) para
obtener las ecuaciones

a(k)eikR + b(k)eikR = e−iR
√
k2+Q

(
1

2
− k

2
√
k2 +Q

)

+
1

2
eiR
√
k2+Q

(
1 +

k√
k2 +Q

)
,

−ib(k)e−ikRk + ia(k)eikRk = −ie−iR
√
k2+Q

√
k2 +Q

(
1

2
− k

2
√
k2 +Q

)

+
1

2
ieiR
√
k2+Q

√
k2 +Q

(
1 +

k√
k2 +Q

)
.

Obteniendo finalmente

a(k) = e−ikR

(
cos(R

√
k2 +Q) + i

2k2 +Q

2k
√
k2 +Q

sen(R
√
k2 +Q)

)
,(1.21)

b(k) = e−ikli
Q

2k
√
k2 +Q

sen(R
√
k2 +Q). (1.22)

Esto nos da los coeficientes a(k) y b(k), y por lo tanto, r(k). Ahora, para en-
contrar los eigenvalores, sustituimos k = −i

√
Q cos θ en (1.21), para encontrar

que:

a(θ) = e−
√
QR cos θ

√
1 +

1

4
cot2 2θ(sen(R

√
Qsenθ + 2θ)). (1.23)

Por último, encontramos los ceros de a buscando las intersecciones de las gráficas
y =
√
QRsenθ e yn = nπ − 2θ para n = 1, 2, . . . .

1.2. Perturbaciones de las soluciones en el caso
de orden 2

En esta sección mostramos tres análisis del efecto sobre el espectro discreto
cuando el potencial q0 sufre una perturbación. Como se verá más adelante, sólo
uno de ellos tiene una generalización directa al caso de orden n.

1.2.1. Un enfoque usando el teorema de comparación de
Sturm

El primer enfoque que presentamos para estudiar el efecto de una perturba-
ción nos dice qué tanto podemos perturbar sin aumentar el número de eigenva-
lores. Aunque el análisis se hace con base en técnicas usuales de la teoŕıa clásica
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de Sturm-Liouville, es pertinente mencionar que, hasta donde sabemos, el resul-
tado expĺıcito es una contribución original de esta tesis. Primero, supongamos
que q0 = −Qχ[0,R] con Q ≥ 0. De (1.23), tenemos:

a(θ) = e−
√
QR cos θ

√
1 +

1

4
cot2 2θ(sen(R

√
Qsenθ + 2θ)).

Ahora bien, para saber cuántos ceros tiene a(k), o, equivalentemente, cuántos
eigenvalores tiene L, necesitamos investigar para cuántos valores de n las fun-
ciones yn = nπ − 2θ tienen intersección en el intervalo (0, π2 ) con la función
y
√
QRsenθ. Una determinada función yn no se interseca con la función y en el

intervalo especificado si y sólo si

nπ − π ≥
√
QR, (1.24)

ya que nπ− π es el mı́nimo de la función yn y
√
RL es el máximo de la función

y en el intervalo de interés. Entonces, si

n ≥
√
QR

π
+ 1, (1.25)

yn no se interseca con y en (0, π2 ). esto nos dice que el número de eigenvalores de

nuestro operador es el mayor entero menor que
√
QR
π + 1. Nótese que cualquier

potencial de este tipo entonces tiene al menos un eigenvalor asociado.
Combinando este resultado con el siguiente teorema, podemos entonces aco-

tar el número de eigenvalores para cualquier potencial negativo de soporte com-
pacto.

Teorema 1 Sean q1 y q2 de soporte compacto, tales que qi(x) ≤ 0. Supongamos
que N1 y N2 son el número de eigenvalores asociados a q1 y q2, respectivamente.
Si q1(x) ≤ q2(x) ∀x, entonces N1 ≥ N2.

Este teorema es una consecuencia inmediata de que el número de eigenvalores
del operador L coincide con el número de ceros de la función ϕ0(x, 0) (véase [15])
y del siguiente

Lema 1 Sean q1 y q2 de soporte compacto, tales que q1(x) ≤ q2(x) ≤ 0 ∀x.
Sean ψ01, ψ02 las funciones ψ0 correspondientes a q1 y q2 respectivamente y N1

y N2 los ceros de ψ01(x, 0) y ψ02(x, 0) respectivamente. Entonces, N1 ≥ N2.

Prueba. Las funciones ψ01(x, 0) y ψ02(x, 0) son iguales a 1 a la derecha del
soporte de q1 y constantes a la izquierda, por lo que todos sus ceros deben caer
en el soporte de q1. Supongamos que x1 es una cota superior del soporte de
q1. Veamos que entre x1 y el último cero de ψ02(x, 0) debe haber un cero de
ψ01(x, 0):

Por simplicidad, definamos fi(x) = ψ0i(x, 0). Sea y1 el último cero de f2, y
supongamos que f1 no tiene ceros en (y1, x1). Entonces, tenemos que f1(x1) =
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f2(x1) = 1, f ′1(x1) = f ′2(x1) = 0, f ′2(y1) > 0 y f2, f1 > 0 en (y1, x1). Recordando
que

−f ′′i + qifi = 0, (1.26)

multiplicamos la ecuación que resuelve f1 por f2 y viceversa, y restamos las
ecuaciones resultantes, obteniendo

f ′′2 f1 − f ′′1 f=(q2 − q1)f1f2, (1.27)

o bien,
(f ′2f1 − f ′1f2)′ = (q2 − q1)f1f2. (1.28)

Integrando ambos lados de la ecuación entre y1 y x1 se tiene

[f ′2f1 − f ′1f2]x1
y1

=

∫ x1

y1

(q2 − q1)f1f2dx. (1.29)

Ahora, dadas nuestras hipótesis, el lado izquierdo de la ecuación es negativo y
el lado derecho es positivo, por lo que f1 debe tener un cero entre y1 y x1.

Para terminar la demostración, probaremos que entre cada dos ceros con-
secutivos de f2 debe haber uno de f1. Para ello supondremos que tenemos dos
ceros consecutivos de f2, en x1 y x2, con x1 < x2, y ningún cero de f1 en
(x1, x2). Supondremos que f1, f2 > 0 en (x1, x2), pero los otros casos son total-
mente análogos. Ahora tenemos entonces que f ′2(x1) > 0 y f ′2(x2) < 0. Imitando
el desarrollo anterior, pero al final integrando entre x1 y x2, llegamos a

[f ′2f1 − f ′1f2]x2
x1

=

∫ x2

x1

(q2 − q1)f1f2dx, (1.30)

donde nuevamente el lado izquierdo es negativo y el lado derecho positivo. Esto
concluye la demostración.

El Teorema 1 junto con el análisis de los potenciales cuadrados (como el
potencial definido en (1.18)) nos permite acotar tanto por arriba como por
abajo el número de eigenvalores de un potencial de soporte compacto, sim-
plemente colocándolo entre dos potenciales cuadrados. Por ejemplo, supon-
gamos que queremos saber cuántos eigenvalores están asociados al potencial
q(x) = −senxχ(0,π)(x). A este potencial lo podemos acotar superiormente con
el potencial −χ(0,π)(x). Este potencial, usando el análisis al inicio de esta sec-
ción, tiene exactamente un eigenvalor. No hace falta acotar inferiormente q(x)
porque como ya mencionamos, cualquier potencial cuadrado tiene al menos un
eigenvalor, aśı que cualquier elección de un potencial con estas caracteŕısticas
nos ayudaŕıa a concluir que q(x) tiene exactamente un eigenvalor.

Estas conclusiones también nos dicen qué tanto podemos perturbar a un
potencial sin que su número de eigenvalores aumente o disminuya. Sin embar-
go, este enfoque no es directamente aplicable a operadores de órdenes mayores
porque no existe un teorema como el de comparación de Sturm para algún or-
den distinto al segundo. Una posible razón de esto es que mientras la primer
y segunda derivadas de una función tienen una interpretación geométrica muy
bien entendida (monotońıa y concavidad), no ocurre lo mismo con las siguientes
derivadas.

15



1.2.2. El enfoque clásico

Revisamos ahora una teoŕıa ya existente en la dirección del análisis del caso
directo cuando existe una perturbación en el potencial. Los detalles técnicos se
pueden consultar en [12], pero aqúı damos una idea de dicho enfoque.

Supongamos que le sumamos una perturbación δq al potencial q0, y que esto
induce una perturbación δψ(x, k) en cualquier solución ψ(x, k) a la ecuación
espectral original, i.e.

− d2

dx2
(ψ(x, k)+δψ(x, k))+(q0 +δq)(ψ(x, k)+δψ(x, k)) = k2(ψ(x, k)+δψ(x, k)),

(1.31)
de donde, si despreciamos el término δqδψ obtenemos

− d2

dx2
δψ(x, k) + δqψ(x, k) + q0δψ(x, k) = k2δψ(x, k). (1.32)

En particular, estudiemos la perturbación causada en ϕ0, y llamémosle δϕ0.
Podemos reescribir la ecuación (1.32) como

− d2

dx2
δϕ0(x, k) + q0δϕ0(x, k)− k2δϕ0(x, k) = −δqϕ0(x, k). (1.33)

Usando el método de variación de parámetros con las soluciones de la ecuación
homogénea asociada a (1.33) ψ0 y ψ1, obtenemos

δϕ0(x, k) ≈ 1

2ik
ψ0(x, k)

∫ x

−∞
δq(s)ϕ0(s, k)ψ1(s, k)ds

− 1

2ik
ψ1(x, k)

∫ x

−∞
δq(s)ϕ0(s, k)ψ0(s, k)ds.

Tomando el ĺımite cuando x→∞ llegamos a

δa(k) ≈ 1

2ik

∫ ∞
−∞

δq(x)ϕ0(x, k)ψ1(x, k)dx, (1.34)

δb(k) ≈ − 1

2ik

∫ ∞
−∞

δq(x)ϕ0(x, k)ψ0(x, k)dx. (1.35)

Recordando que existe una biyección entre los ceros de a(k) y los eigenvalores
del operador de Sturm-Liouville, esta estimación puede ser de gran ayuda en el
estudio de perturbación que estamos desarollando.

Veamos qué tan buena es la aproximación propuesta con un ejemplo sencillo:
Tomemos q0 = 0, de tal manera que ϕ0(x, k) = eikx, ψ0(x, k) = eikx,

ψ1(x, k) = e−ikx, a(k) = 1, b(k) = 0 y el operador no tiene eigenvalores en
L2(R).
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Hagamos entonces δq0(x) = −εχ(0,1), con ε << 1. Usando (1.34), obtenemos
que

δa(k) ≈ − 1

2ik
ε, (1.36)

de donde

a(k) ≈ 1− 1

2ik
ε. (1.37)

Entonces, la aproximación al cero de a(k) es:

κ1 ≈ −
iε

2
. (1.38)

Para ver qué tan buena es esta aproximación, podemos encontrar a(k) de
manera expĺıcita (como en (1.23)):

a(k) = e−ik
(

cos(
√
k2 + ε) + i

2k2 + ε

2k
√
k2 + ε

sen(
√
k2 + ε)

)
. (1.39)

Sustituyendo k = −i
√
ε cos θ en esta última expresión obtenemos

a(θ) = e−
√
εL cos θ

√
1 +

1

4
cot2 2θ(sen(

√
εsenθ + 2θ)). (1.40)

Para obtener ceros de a, se buscan entonces los puntos donde las funciones
y1 = nπ−2θ, n = 1, 2, . . . y la función y2 =

√
εsenθ se intersecan en el intervalo

0 < θ < π
2 .

Ahora, como
√
ε ≈ 0, sólo tenemos intersección para el caso n = 1, cerca del

punto θ = π
2 , donde y2 ≈

√
ε. Resolviendo entonces la ecuación

π − 2θ0 =
√
ε, (1.41)

obtenemos que θ0 ≈ π−
√
ε

2 . Sustituyendo esto para obtener k0 encontramos

k0 ≈ −i
√
ε cos

π −
√
ε

2
≈ −i ε

2
. (1.42)

Como vemos, en este caso particular la aproximación clásica es tan buena
como la linealización del seno.

Aunque en un principio esta aproximación parece buena, este enfoque des-
precia el término δqδψ, lo que es bastante natural si uno supone que un pequeño
cambio en la ecuación original produce un pequeño cambio en la solución. Sin
embargo, por ejemplo, con la ecuación de orden 3 este enfoque no funciona
porque no podemos despreciar de la misma manera al término δq1δψ

′, ya que
éste involucra ya a la derivada de la solución, que podŕıa ser bastante variable
aunque la solución no lo sea.
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1.2.3. Perturbación de los coeficientes de cambio de base

Para el tercer enfoque, haremos uso de las ecuaciones:

ϕ0(x, k)e−ikx = 1− i

2k

∫ x

−∞

(
1− e−i2k(x−s)

)
q0(s)ϕ0(s, k)e−iksds,

ϕ1(x, k)eikx = 1− i

2k

∫ x

−∞

(
ei2k(x−s) − 1

)
q0(s)ϕ1(s, k)eiksds,

ψ0(x, k)e−ikx = 1 +
i

2k

∫ ∞
x

(
1− e−i2k(x−s)

)
q0(s)ψ0(s, k)e−iksds,

ψ1(x, k)eikx = 1 +
i

2k

∫ ∞
x

(
ei2k(x−s) − 1

)
q0(s)ψ1(s, k)eikxds,

(1.43)

que pueden reescribirse como:

ϕ0(x, k)e−ikx = 1− i

2k

∫ x

−∞
q0(s)ϕ0(s, k)e−iksds

+e−i2kx
i

2k

∫ x

−∞
eiksq0(s)ϕ0(s, k)ds, (1.44)

ϕ1(x, k)eikx = 1 +
i

2k

∫ x

−∞
q0(s)ϕ1(s, k)eiksds

−ei2kx i

2k

∫ x

−∞
e−iksq0(s)ϕ1(s, k)ds. (1.45)

(1.46)

Tomando el ĺımite cuando x→∞ en (1.44), y recordando que

ĺım
x→∞

ϕ0(x, k)e−ikx = a(k) + b(k)e−2ikx,

obtenemos entonces que

a(k) = 1− i

2k

∫ ∞
−∞

q0(s)ϕ0(s, k)ds (1.47)

b(k) =
i

2k

∫ ∞
−∞

eiksq0(s)ϕ0(s, k)ds. (1.48)

Las ecuaciones (1.47) y (1.48) proveen una buena forma de estudiar la per-
turbación que sufren los coeficientes de cambio de base cuando hay cambios en
el potencial: Supongamos que tenemos dos potenciales, q00 y q01, y que a0(k),
b0(k) y a1(k), b1(k) son sus correspondientes coeficientes de cambio de base.
Entonces, usando (1.47) y (1.48), obtenemos que
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|a1(k)− a0(k)| ≤ Ca
|k|
||q1 − q0||1 (1.49)

∀k ∈ C, y

|b1(k)− b0(k)| ≤ Ca
|k|
||q1 − q0||1 (1.50)

∀k ∈ R.
Ahora bien, en particular, el coeficiente a(k) está directamente relacionado

con los eigenvalores de L, ya que sus ceros son las ráıces cuadradas de dichos
eigenvalores. Entonces, (1.49) y (1.50) dan una idea de qué tanto se perturban
los eigenvalores cuando perturbamos a los potenciales.

Este enfoque es el que generalizaremos para el caso de orden n.

1.3. La factorización de Aktosun

Para terminar con el primer caṕıtulo, enunciaremos el teorema de Aktosun
([9]), en su versión original. En el último caṕıtulo, damos una versión generali-
zada de este teorema para el estudio del operador de orden n:

Teorema 2 Dados un potencial q0(x) y un conjunto {x0, x1, ..., xN+1} ⊂ R,
donde x0 = −∞, xN+1 = ∞ y x1 < x2 < ... < xN , definamos q0,j(x) =
q0(x)χ(xj−1,xj ](x) si j = 1, ..., N y q0,N+1(x) = q0(x)χ(xN ,xN+1). Sea Λj(k) la
matriz definida en (1.7) asociada al potencial q0,j(x). Entonces

Λ(k) =

N+1∏
j=1

Λj(k) = Λ1(k)Λ2(k)...ΛN+1(k). (1.51)

La presentación original de la factorización de Aktosun es un poco diferente,
principalmente porque Aktosun trabaja en mayor parte con la matriz de dis-
persión, y no con la de cambio de base. La razón de esto es que la matriz de
dispersión, como ya se mencionó en este caṕıtulo tiene una interpretación f́ısi-
ca muy natural. Un enfoque más matemático del resultado de Aktosun es que
podemos ver al cambio de base correspondiente al potencial completo q0 como
una composición de cambios de base correspondiente a los potenciales q0,j , de
tal manera que la matriz que indica el cambio de base se puede factorizar como
en el teorema.

En aplicaciones, el teorema de Aktosun puede ser de gran utilidad, por lo
siguiente: Calcular las matrices de cambio de base para potenciales compactos
es relativamente más fácil que para potenciales cuyo soporte no es compacto,
ya que en el primer caso se puede tratar a la ecuación espectral (1.4) como una
ecuación diferencial ordinaria con condiciones iniciales, las cuales incluso en caso
de no tener una solución expĺıcita, pueden resolverse de forma numérica. De esta
manera, podemos encontrar las matrices de cambio de base para los distintos
elementos de la partición de q0, y por lo tanto, podemos encontrar también
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la matriz de cambio de base para el potencial original. Tomando en cuenta
que de la matriz de cambio de base podemos obtener los datos de dispersión, a
excepción de las constantes de normalización, vemos la importancia del teorema
de Aktosun.
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Caṕıtulo 2

El caso de orden 3

En este caṕıtulo mostramos los resultados presentados por Kaup en [10]
para el caso de orden 3, y comentamos sobre las dificultades de generalizarlo
a órdenes mayores. De dicho análisis aqúı sólo se presentan los resultados que
son, en cierto modo, una generalización de las técnicas clásicas utilizadas en el
caso de orden 2.

En el caso de orden 3, tenemos que

L = −1

i

d3

dx3
+

1

i
q1(x)

d

dx
+ q0, (2.1)

de donde la ecuación espectral toma la forma

−1

i

d3

dx3
ψ(x, k) +

1

i
q1(x)

d

dx
ψ(x, k) + q0ψ(x, k) = k3ψ(x, k). (2.2)

Una observación importante es que para este caso, las condiciones que hacen
adjunto al operador L son bastante más restrictivas: q1 debe ser una función
real, y satisfacer que Im(q0) = −i q12 . Por esta razón, la única suposición que
haremos sobre los potenciales es la de que ambos son integrables, como en el
art́ıculo de Kaup.

Como en el caso de orden 2, definimos dos conjuntos de soluciones por su
comportamiento cuando x→ ±∞:

ϕ0(x, k) → eikx,

ϕ1(x, k) → eikzx,

ϕ2(x, k) → eikz
2x, cuando x→ −∞,

ψ0(x, k) → eikx,

ψ1(x, k) → eikzx,

ψ2(x, k) → eikz
2x, cuando x→∞,

donde z = ei
2π
3 , una ráız cúbica primitiva de la unidad. También tenemos una

simetŕıa análoga a (1.10):
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ϕj(x, z
mk) = ϕj+m(x, k),

ψj(x, z
mk) = ψj+m(x, k), (2.3)

donde j, k ∈ Z3.

De nuevo, es útil para describir las regiones de analiticidad de estas soluciones
expresarlas como soluciones de ecuaciones integrodiferenciales:

ψ0(x, k) = eikx +
i

3k2

∫ ∞
x

eik(x−s)
(
q0(s) + kq1(s)− 1

i
q′1(s)

)
ψ0(s, k)ds

+
i

3k2

∫ ∞
x

zeikz(x−s)
(
q0(s) + kzq1(s)− 1

i
q′1(s)

)
ψ0(s, k)ds

+
i

3k2

∫ ∞
x

z2eikz
2(x−s)

(
q0(s) + kz2q1(s)− 1

i
q′1(s)

)
ψ0(s, k)ds,

(2.4)

ϕ0(x, k) = eikx − i

3k2

∫ x

−∞
eik(x−s)

(
q0(s) + kq1(s)− 1

i
q′1(s)

)
ϕ0(s, k)ds

− i

3k2

∫ x

−∞
zeikz(x−s)

(
q0(s) + kzq1(s)− 1

i
q′1(s)

)
ϕ0(s, k)ds

− i

3k2

∫ x

−∞
z2eikz

2(x−s)
(
q0(s) + kz2q1(s)− 1

i
q′1(s)

)
ϕ0(s, k)ds.

(2.5)

Las expresiones análogas para el resto de las soluciones pueden encontrarse
sustituyendo (2.3) en (2.4) y (2.5).

Para encontrar la región de analiticidad de cada función multiplicamos (2.4)
y (2.5) por e−ikx:

ψ0(x, k)e−ikx = 1 +
i

3k2

∫ ∞
x

(
(q0(s) + kq1(s)− 1

i
q′1(s))

+ zeik(z−1)(x−s)(q0(s) + kzq1(s)− 1

i
q′1(s))

+ z2eik(z2−1)(x−s)(q0(s) + kz2q1(s)− 1

i
q′1(s)

)
× ψ0(s, k)e−iksds,

(2.6)
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ϕ0(x, k)e−ikx = 1− i

3k2

∫ x

−∞

(
(q0(s) + kq1(s)− 1

i
q′1(s))

− zeik(z−1)(x−s)(q0(s) + kzq1(s)− 1

i
q′1(s))

− z2eik(z2−1)(x−s)(q0(s) + kz2q1(s)− 1

i
q′1(s))

)
× ϕ0(s, k)e−iksds.

(2.7)

Observación De las expresiones (2.4) y (2.5) se sigue que para que las inte-
grales sean convergentes para algún k ∈ C, el primer requerimiento natural es
que q1, q′1 y q0 sean elementos de L1(R).

Si se satisfacen estas condiciones de convergencia entonces las ecuaciones
(2.6) y (2.7) nos dan las regiones de convergencia para las ϕj y ψj para q0 y q1

en general.
Por ejemplo, la región de analiticidad de ϕ0 es la intersección de los semi-

planos:

H1 = {k ∈ C|<(ik(z − 1)) < 0} (2.8)

y

H2 = {k ∈ C|<(ik(z2 − 1)) < 0}, (2.9)

Esto es debido a que si k ∈ H1 (H2), entonces la segunda (tercera) integral

en (2.6) converge porque el término eik(z−1)(x−s) (eik(z2−1)(x−s)) tiende a cero
cuando s→ −∞.

Las siguientes figuras ilustran esta observación:

���
���

���
�

HHH
HHH

HHH
H

C

ϕ0

ϕ1 ϕ2

Figura 2: Regiones de analiticidad de las ϕj . El ángulo entre cada rayo es de
3π
4 .
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ψ0

ψ1ψ2

Figura 3: Regiones de analiticidad de las ψj , El ángulo entre cada rayo es de
3π
4 .

Como antes, los conjuntos {ϕj} y {ψj} forman cada uno una base de solu-
ciones para la ecuación espectral (2.2), de tal manera que uno puede definir los
coeficientes amn(k) como sigue:

ϕm(x, k) =

2∑
n=0

amn(k)ψn(x, k), (2.10)

o, en forma matricial: ϕ0(x, k)
ϕ1(x, k)
ϕ2(x, k)

 = A(k)

 ψ0(x, k)
ψ1(x, k)
ψ2(x, k)

 , (2.11)

donde Amn = amn.
Comparando el comportamiento asintótico del wronskiano W (ϕ0, ϕ1, ϕ2)

cuando x → ∞ y cuando x → −∞, se llega a que det(A(k)) = 1. Más aún,
de (2.3), se obtiene:

amn(zrk) = am+r,n+r(k) (2.12)

(donde las sumas m+ r y n+ r son evaluadas mod 3).
Una observación importante es que, en cierto sentido la definición de A(k)

en (2.11) es solamente una definición algebraica en abstracto. Por ejemplo, si
k > 0, entonces ϕ2(x, k), que es anaĺıtica en R+, es una combinación lineal de
ψ1(x, k) (que también es anaĺıtica en R+), y de ψ0(x, k) y ψ2(x, k) (que no son
anaĺıticas en R+). Por lo tanto, al menos hasta este punto, no sabemos mucho
sobre las propiedades anaĺıticas de los coeficientes amn.

Continuando con el análisis hecho en [10], definimos las soluciones adjuntas:
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ϕAn (x, k) = iz(1−z)
3kzn W (ψn+2(x, k), ψn+1(x, k)),

ψAn (x, k) = iz(1−z)
3kzn W (ϕn+2(x, k), ϕn+1(x, k)) , (2.13)

para n = 0, 1, 2, que satisfacen la ecuación adjunta

1

i
ψAxxx −

q1

i
ψAx + (q0 − k3 − q′1

i
)ψA = 0. (2.14)

Otra vez, observemos que (2.13) parece en principio sólo una definición formal,
ya que las Figuras 2 y 3 nos indican que cada ϕAn y cada ψAn sólo tienen ga-
rantizada la analiticidad a lo largo de una ĺınea para q1y q0 en general. Sin
embargo, al analizar más detenidamente estas nuevas funciones, por ejemplo,
usando la solución en representación de Green para (2.2), uno observa que ϕAn
(ψAn ) es anaĺıtica en la misma región que ϕn (ψn), y viceversa. De hecho, uno
puede calcular directamente la relación entre los coeficientes de dispersión de la
ecuación (2.2) y los de (2.14):

ϕAm =

2∑
n=0

zn−manm(k)ψAn , (2.15)

para m=0,1,2.

Ahora, el objetivo de introducir las soluciones adjuntas es que ahora podemos
definir seis nuevas funciones de la siguiente manera:

χn+2 = iz2

3kznW (ϕAn+1, ψ
A
n ),

θn+2 = iz2

3kznW (ϕAn , ψ
A
n+1), (2.16)

para n = 0, 1, 2, las cuales satisfacen (2.2) si ϕAn y ψAn satisfacen (2.14). Como
consecuencia cada χn y cada θn pueden expresarse como combinaciones lineales
de los ϕn’s y de los ψn’s. De hecho, usando (2.13), (2.15) y el comportamiento
asintótico de (2.16) cuando x→ −∞, se obtiene:

χn+2 = an+1,n+1ϕn+2 − an+2,n+1ϕn+1,

θn+2 = annϕn+2 − an+2,nϕn. (2.17)

Ahora, usando (2.16) y las regiones de analiticidad de ψAn y ϕAn , obtenemos las
regiones en las que χn y θn son anaĺıticas:
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χ1 θ2

χ2 θ1

Figura 4: Regiones de analiticidad de las χn’s y las θn’s. Los ángulos entre
cada rayo son de π

3

Para continuar este análisis, etiquetaremos las regiones definidas en la figura
4 como sigue:

��
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�
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H
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HHHH
HH

�
���

���
���

C

D0 E0

E1 D2

E2 D1

Figura 5

Lo que se ha logrado después de este descripción es que ahora, en cada una de
las regiones de la figura 5, tenemos tres soluciones de (2.2) que son anaĺıticas y
linealmente independientes, de tal manera que en cada región podemos expresar
cualquier solución de (2.2) como una combinación lineal de las tres soluciones
que son anaĺıticas en dicha región.
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Para facilitar la notación, definimos los coeficientes bmn(k) de la siguiente
manera

2∑
r=0

amr(k)brn(k) = δmn . (2.18)

Es decir, la matriz (bmn) es la inversa de la matriz de dispersión amn; esto es:

ψm =

2∑
n=0

bmnϕn. (2.19)

Entonces, por ejemplo, usando (2.10), (2.17) y (2.19), se obtienen las siguien-
tes expresiones para ψ0 en cada región:

E2 : ψ0 = ψ0,

D1 : ψ0 = ψ0,

E0 : ψ0 =
1

b11
(χ0 + b01ψ1),

D2 : ψ0 =
ϕ0

a00
− a02

a00b11
θ2 +

b01

b11
ψ1,

E1 : ψ0 =
ϕ0

a00
− a01

a00b22
χ1 +

b02

b22
ψ2,

D0 : ψ0 =
1

b22
(θ0 + b02ψ2). (2.20)

Análogamente, para ϕ0 obtenemos:

D2 : ϕ0 = ϕ0,

E1 : ϕ0 = ϕ0,

D0 : ϕ0 =
1

a11
(θ0 + a01ϕ1),

E2 : ϕ0 =
ψ0

b00
− b02

b00a11
χ2 +

a01

a11
ϕ1,

D1 : ϕ0 =
ψ0

b00
− b01

b00a22
θ1 +

a02

a22
ϕ2,

E0 : ϕ0 =
1

a22
(χ0 + a02ϕ2), (2.21)

El punto importante es que en el lado derecho de cada expresión en (2.20) sólo
estamos usando las funciones que son anaĺıticas en la región correspondiente.
Por supuesto, podemos encontrar expresiones similares para las funciones ψ1,
ψ2, ϕ1 y ϕ2 usando (2.3).

Más aún, podemos también encontrar expresiones similares para las funcio-
nes χ0 y θ0:
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E0 : χ0 = χ0,

D2 : χ0 =
b11

a00
ϕ0 −

a02

a00
θ2,

E1 : χ0 =
ϕ0

b22
+
b12b21

a00b22
ϕ0 −

a02

b22
ψ2 +

a02b21

a00b22
χ1,

D0 : χ0 =
θ0

a11b22
− b01

a11
ϕ1 −

a02

b22
ψ2 −

a12b21

a11b22
θ0,

E2 : χ0 =
ψ0

a11
− b01

a11
ϕ1 +

a12a21

b00a11
ψ0 +

b01a12

b00a11
χ2,

D1 : χ0 =
a22

b00
ψ0 −

b01

b00
θ1, (2.22)

D0 : θ0 = θ0,

E2 : θ0 =
a11

b00
ψ0 −

b02

b00
χ2,

D1 : θ0 =
ψ0

a22
+
a12a21

b00a22
ψ0 −

b02

a22
ϕ2 +

b02a21

b00a22
θ1,

E0 : θ0 =
χ0

b11a22
− a01

b11
ψ1 −

b02

a22
ϕ2 −

b12a21

b11a22
χ0,

D2 : θ0 =
ϕ0

b11
− a01

b11
ψ1 +

b12b21

a00b11
ϕ0 +

a01b12

a00b11
θ2,

E1 : θ0 =
b22

a00
ϕ0 −

a01

a00
χ1. (2.23)

Es importante tomar en cuenta la siguiente observación: En (2.22), hemos es-
crito varias expresiones en las que una misma función aparece en dos términos
diferentes; por ejemplo, en E1, hay dos términos que contienen a ϕ0. Esto ha si-
do hecho a próposito, ya que el primer término es una expresión que es anaĺıtica
en E1, excepto en los polos que b22 pudiera tener en E1. Esto no ocurre con la
suma de los dos términos que contienen a ϕ0, cuyo resultado es b11ϕ0, ya que
b11 sólo es anaĺıtica en D2 y E0, pero no necesariamente en E1. El resto de las
expresiones presentan separaciones similares.

Terminamos esta sección describiendo brevemente cómo es utilizado este
análisis para caracterizar el espectro del operador L (véase [10] para más deta-
lles): Primero, usando (2.10), (2.19), y las propiedades anaĺıticas de ϕn y ψn, se
puede demostrar que ciertos componentes de las matrices {amn(k)} y {bmn(k)}
están acotados para determinados valores de arg(k). La razón entre estos coefi-
cientes no diagonales y el correspondiente coeficiente diagonal acotado formarán
los llamados “coeficientes de reflexión”. Estos coeficientes de reflexión constitu-
yen el “espectro continuo”, y, usando las simetŕıas (2.12), uno nota que sólo hay
ocho distintas de estas cantidades, definidas por
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ρ1(k) = a01

a00
(izk), ρ̃1(k) = a10

a00
(izk),

ρ2(k) = a02

a00
(iz2k), ρ̃2(k) = a20

a00
(iz2k),

σ1(k) = b10

b00
(−izk), σ̃1(k) = b01

b00
(−izk),

σ2(k) = b20

b00
(−iz2k), σ̃2(k) = b02

b00
(−iz2k),

(2.24)

donde k > 0. Estos coeficientes no son totalmente independientes entre śı, por
ejemplo, usando (2.12):

ρ̃2(k) =
a20

a00
(iz2k) =

a22

a00
(iz2k) · a20

a22
(iz2k) =

a00(izk)

a00(iz2k)
· ρ1(k). (2.25)

A pesar de esto, estos coeficientes forman el espectro continuo de L.
Los eigenvalores, por otro lado, corresponden a los ceros de la función a00(k)

que se encuentren en la región {k ∈ C| − 5
6π < arg(k) < − 1

6π}, y los ceros de la
función b00(k) que se encuentren en la región {k ∈ C| 16π < arg(k) < 5

6π}. Con
esto completamos el análisis espectral para la ecuación de tercer orden.

2.1. Algunas observaciones

Como se puede ver, esta generalización del análisis de dispersión no es to-
talmente directa, y por lo tanto no es completamente claro si el análisis hecho
para el caso n = 2 puede extenderse al caso n = 3. En particular, como ya se
observó, no existe, a priori, una región de analiticidad para todos los elementos
de la matriz de cambio de base. De hecho, resulta que en general, b00 es anaĺıti-
ca en el tercio de plano superior, mientras que a00 es anaĺıtica en el tercio de
plano inferior (las regiones E2 y D1, y E1 y D2 respectivamente). En el siguiente
caṕıtulo, discutimos algunas condiciones suficientes que nos permiten lidiar con
este tipo de problemas.

Por otro lado, es importante notar que la relación entre el espectro discreto
y el wronskiano de algunas soluciones no es tan obvia en el análisis hecho en
[10] como lo es en el caso de orden 2. Aqúı explicamos la relación:

Supongamos por ejemplo que k ∈ E1. En esta región, tenemos tres solu-
ciones de (2.2) que son anaĺıticas: ϕ0, χ1 y ψ2, las cuales tienen el siguiente
comportamiento asintótico cuando |x| → ∞:

ϕ0(x, k)→
{

eikx, x→ −∞
a00(k)eikx + a01(k)eizkx + a02(k)eiz

2kx, x→∞ (2.26)

χ1(x, k)→
{

a00(k)eizkx − a10(k)eikx, x→ −∞
b22(k)eizkx − b12(k)eiz

2kx, x→∞ (2.27)

ψ2(x, k)→

{
b20(k)eikx + b21(k)eizkx + b22(k)eiz

2kx, x→ −∞
eiz

2kx, x→∞.
(2.28)
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Dado que son soluciones de (2.2), su wronskiano debe de ser independiente de
x (véase el apéndice A), de tal manera que podemos calcularlo ya sea cuando
x→ −∞ o cuando x→∞. Usando (2.26), (2.27) y (2.28), uno observa que:

W (ϕ0(x, k), χ1(x, k), ψ2(x, k)) = −3
√

3k3a00(k)b22(k). (2.29)

Como conclusión, si a00(k0) = 0 para algún k0 ∈ E1, entonces las funcio-
nes ϕ0(x, k0), χ1(x, k0) y ψ2(x, k0) no son linealmente independientes. Esto es,
existen constantes α y γ tales que ψ2(x, k0) = αϕ0(x, k0) + γχ1(x, k0). Co-
mo consecuencia, ψ2(x, k0) decae exponencialmente cuando |x| → ∞, de don-
de ψ2(x, k0) es una L2-eigenfunción de L con eigenvalor k3

0 (en el sentido de
que es una función de cuadrado integrable, distinta de la función cero, y que
L(ψ2(x, k0)) = k3

0ψ2(x, k0)).
Análogamente, cuando k ∈ D2, el comportamiento asintótico de las tres

soluciones anaĺıticas de (2.2) es:

ϕ0(x, k)→
{

eikx, x→ −∞
a00(k)eikx + a01(k)eizkx + a02(k)eiz

2kx, x→∞ (2.30)

ψ1(x, k)→
{
b10(k)eikx + b11(k)eizkx + b12(k)eiz

2kx, x→ −∞
eizkx, x→∞ (2.31)

θ2(x, k)→

{
a00(k)eiz

2kx − a20(k)eikx, x→ −∞
b11(k)eiz

2kx − b21(k)eizkx, x→∞,
(2.32)

y su wronskiano tiene la forma:

W (ϕ0(x, k), χ1(x, k), ψ2(x, k)) = −3
√

3k3a00(k)b11(k), (2.33)

y de la misma manera, si a00(k0) = 0 para algún k0 ∈ D2, entonces existen cons-
tantes α y γ tales que ψ1(x, k0) = αϕ0 +βθ0, y obtenemos una L2-eigenfunćıon
de L con eigenvalor k3

0.
De una manera similar, se puede ver que los ceros de b00 en las regiones E2 y

D1 definen L2-eigenfunciones de L. Es más, buscar ceros de otros wronskianos
en las restantes regiones, es redundante por las simetŕıas (2.12). Entonces, como
en el caso n = 2, hay una correspondencia entre los eigenvalores de L y los ceros
de wronskianos de soluciones, y estos wronskianos son expresables en términos
de los elementos de la matriz de cambio de base.

Observación Hay que recordar que queremos asociar los L2-eigenvalores de L
con los ceros de algunos wronskianos, como lo acababamos de hacer. Puesto que
estamos hablando del espectro discreto, necesitamos garantizar que estos ceros
sean aislados. Cumplimos este requisito asegurando que los wronskianos sean
anaĺıticos. Por lo tanto, en lo que sigue, buscaremos calcular los wronskianos en
regiones donde todas las funciones en el wronskiano sean anaĺıticas.
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2.2. El caso n = 4

En esta sección discutimos la posibilidad de aplicar el análisis visto en las
secciones anteriores para el caso n > 3.

Supongamos que n = 4, de tal manera que L tiene la forma

d4

dx4
− q2(x)

d2

dx2
+
q1(x)

i

d

dx
+ q0(x), (2.34)

y la ecuación espectral asociada es:

d4

dx4
ψ(x, k)−q2

d2

dx2
ψ(x, k)+

q1(x)

i

d

dx
ψ(x, k)+q0(x)ψ(x, k) = k4ψ(x, k). (2.35)

Como antes, podemos definir dos conjuntos de soluciones de (2.35) por su
comportamiento asintótico: Las ϕj :

ϕ0(x, k)→ eikx,

ϕ1(x, k)→ eizkx,

ϕ2(x, k)→ eiz
2kx,

ϕ3(x, k)→ eiz
3kx,

x→ −∞

donde z = i, una ráız cuarta de 1, y las ψj :

ψ0(x, k)→ eikx,

ψ1(x, k)→ eizkx,

ψ2(x, k)→ eiz
2kx,

ψ3(x, k)→ eiz
3kx,

x→∞.

Como z4 = 1, tenemos las simetŕıas:

ψj(x, z
mk) = ψj+m(x, k),

ϕj(x, z
mk) = ϕj+m(x, k),

donde la suma j +m es evaluada mod 4.

Usando la función de Green para d4

dx4 − k4, obtenemos las siguientes expre-
siones integrales para ψ0:
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ψ0(x, k) = eikx +
i

4k3

∫ ∞
x

(
eik(x−s)(k2q2 + 2ikq′2 − q′′2 + kq1 −

q1

i
+ q0)(s)

+ eizk(x−s)(k2z3q2 + 2ikz2q′2 − zq′′2 + kz2q1 − z
q1

i
+ q0)(s)

+ eiz
2k(x−s)(k2z2q2 + 2ikq′2 − z2q′′2 + kq1 − z2 q1

i
+ q0)(s)

+ eiz
3k(x−s)(k2zq2 + 2ikz2q′2 − z3q′′2 + kz2q1 − z3 q1

i
+ q0)(s)

)
ψ0(s, k)ds,

(2.36)

y para ϕ0:

ϕ0(x, k) = eikx +
i

4k3

∫ x

−∞

(
eik(x−s)(k2q2 + 2ikq′2 − q′′2 + kq1 −

q1

i
+ q0)(s)

+ eizk(x−s)(k2z3q2 + 2ikz2q′2 − zq′′2 + kz2q1 − z
q1

i
+ q0)(s)

+ eiz
2k(x−s)(k2z2q2 + 2ikq′2 − z2q′′2 + kq1 − z2 q1

i
+ q0)(s)

+ eiz
3k(x−s)(k2zq2 + 2ikz2q′2 − z3q′′2 + kz2q1 − z3 q1

i
+ q0)(s)

)
ϕ0(s, k)ds.

(2.37)

Otra vez, multiplicando (2.2) y (2.3) por e−ikx, obtenemos

ψ0(x, k)e−ikx = 1 +
i

4k3

∫ ∞
x

(
(k2q2 + 2ikq′2 − q′′2 + kq1 −

q1

i
+ q0)(s)

+ eik(z−1)(x−s)(k2z3q2 + 2ikz2q′2 − zq′′2 + kz2q1 − z
q1

i
+ q0)(s)

+ eik(z2−1)(x−s)(k2z2q2 + 2ikq′2 − z2q′′2 + kq1 − z2 q1

i
+ q0)(s)

+ eik(z3−1)(x−s)(k2zq2 + 2ikz2q′2 − z3q′′2 + kz2q1 − z3 q1

i
+ q0)(s)

)
× ψ0(s, k)e−iksds,

(2.38)

ϕ0(x, k)e−ikx = 1 +
i

4k3

∫ x

−∞

(
(k2q2 + 2ikq′2 − q′′2 + kq1 −

q1

i
+ q0)(s)

+ eik(z−1)(x−s)(k2z3q2 + 2ikz2q′2 − zq′′2 + kz2q1 − z
q1

i
+ q0)(s)

+ eik(z2−1)(x−s)(k2z2q2 + 2ikq′2 − z2q′′2 + kq1 − z2 q1

i
+ q0)(s)

+ eik(z3−1)(x−s)(k2zq2 + 2ikz2q′2 − z3q′′2 + kz2q1 − z3 q1

i
+ q0)(s)

× ϕ0(s, k)e−iksds.

(2.39)
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Como antes, si q2, q′2, q′′2 , q1, q′1 y q0 son integrables, entonces las integrales
en (2.38) y (2.39) son finitas, y podemos encontrar las regiones en las que las
soluciones son anaĺıticas:
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Figura 6: Regiones de analiticidad de las ϕj
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Figura 7: Regiones de analiticidad de las ψj

Ahora, encontramos un problema cuando tratamos de aplicar el mismo desa-
rrollo que usamos para el caso n = 3: Aunque es cierto que si tenemos tres solu-
ciones α(x, k), β(x, k), γ(x, k) de (2.35) entonces la funciónW (α(x, k), β(x, k), γ(x, k))
es una solución de la ecuación adjunta
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f (4) − q2f
′′ + (

q1

i
− 2q′1)f ′ + (q0 − k4 +

q′1
i
− q′′2 )f = 0 (2.40)

y viceversa, si αA(x, k), βA(x, k) y γA(x, k) satisfacen la ecuación adjunta, en-
tonces W (αA(x, k), βA(x, k), γA(x, k)) satisfacen (2.35)-, no podemos definir las
soluciones adjuntas como en (2.16), ya que para cualesquiera tres ϕj , o cuales-
quiera tres ψj , el wronskiano correspondiente no seŕıa necesariamente anaĺıtico,
dado que las regiones de analiticidad de las tres funciones tendŕıan intersección
vaćıa. La intersección en general ni siquiera seŕıa una ĺınea, como en el caso
n = 3.

Una posible salida para este problema seŕıa calcular el wronskiano de dos
ϕj y una ψj o viceversa. Por ejemplo, podŕıamos calcular el wronskiano de
las funciones ϕ0, ϕ1 y ψ2. Formalmente, la función resultante inicialmente sólo
tendŕıa su analiticidad garantizada a lo largo de una ĺınea, pero, usando que
es solución de la ecuación adjunta, podŕıamos ser capaces de probar que es
anaĺıtica en una región más grande. Después de eso, podŕıamos definir algunas
nuevas soluciones de la ecuación original sacando wronskianos de las soluciones
adjuntas como lo hicimos en el caso n = 3, hasta que en cada región tengamos
cuatro soluciones de (2.35) que son anaĺıticas en esa región.

Sin embargo, esta ĺınea de razonamiento falla completamente para el caso
n > 4: De hecho, si hacemos n = 5, y definimos los conjuntos de soluciones
{ϕj}4j=0 y {ψj}4j=0 análogamente a los casos anteriores, sus regiones de analiti-
cidad correspondientes seŕıan:
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Figura 8: Regiones de analiticidad de las ϕj para n = 5
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Figura 9: Regiones de analiticidad de las ψj para n = 5

Por lo tanto, incluso si calculamos wronskianos de funciones de ambas bases,
la función resultante no seŕıa anaĺıtica en general, dado que la intersección de
las regiones de analiticidad de cualesquiera cinco soluciones será vaćıa. Como
conclusión, el enfoque estudiado en este caṕıtulo no parece el apropiado para
estudiar los casos de órdenes mayores.
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Caṕıtulo 3

El operador de orden n

En este caṕıtulo, se exponen los resultados obtenidos en relación a las regio-
nes de dependencia anaĺıtica de las soluciones de la ecuación espectral para el
operador de orden n, aśı como un análogo del método de los wronskianos para
caracterizar al espectro discreto del operador. Como se verá, sin embargo, esta
caracterización no es total más que en cierta clase de potenciales.

El trabajo [16] está basado en el material de este caṕıtulo.

3.1. Las soluciones de Green y sus regiones de
dependencia anaĺıtica

En esta sección, obtenemos una fórmula integral general para las soluciones
de la ecuación espectral del operador de orden n, que, como en los casos de
orden 2 y 3, nos ayudará a definir las regiones de analiticidad de nuestras bases
de soluciones.

Empezamos entonces con el análisis espectral del operador

L =

(
1

i

)n
dn

dxn
+ qn−2(x)(

1

i
)n−2 d

n−2

dxn−2
+ ...+ q0(x), (3.1)

donde n ≥ 3, cuya ecuación espectral correspondiente tiene la forma

(
1

i
)n

dn

dxn
ψ(x, k) + qn−2(x)(

1

i
)n−2 d

n−2

dxn−2
ψ(x, k) + ...+ q0(x)ψ(x, k) = knψ(x, k).

(3.2)
Como en el caṕıtulo anterior, definimos un conjunto de soluciones ϕj por su
comportamiento asintótico cuando x→ −∞:
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ϕ0 → eikx,

ϕ1 → eizkx,

.

.

.

ϕn−1 → eiz
n−1kx,

x→ −∞, (3.3)

donde z = e
2πi
n es una ráız n-ésima primitiva de 1, y otro conjunto de soluciones

ψj por su comportamiento asintótico cuando x→∞:

ψ0 → eikx,

ψ1 → eizkx,

.

.

.

ψn−1 → eiz
n−1kx,

x→∞. (3.4)

Usando que zn = 1, encontramos las simetŕıas:

ϕj(x, z
mk) = ϕj+m(x, k),

ψj(x, z
mk) = ψj+m(x, k), (3.5)

donde la suma j +m es evaluada módulo n.

Lo primero que obtendremos es un análogo general de las soluciones de Green
encontradas en [10]. Para esto, estableceremos una fórmula expĺıcita para la
función de Green del operador ( 1

i )
n dn

dxn − k
n:

Teorema 3 Sean Tn = ( 1
i )
n dn

dxn − k
n y z = e

2πi
n . Entonces,

G(x, s) :=
i

nkn−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)H(x− s) (3.6)

es la función de Green de Tn, donde H(x) = χ[0,∞)(x) y x, s ∈ R.

Para probar este teorema, necesitamos primero probar el siguiente:

Lema 2 Si m < n, entonces
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dm

dxm
G(x, s) =

i

nkn−1

dm

dxm

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

+
mi

nkn−1

dm−1

dxm−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ(x− s),

en el sentido de funciones generalizadas.

Prueba. Procedemos por inducción en m. Para m = 1, usando la regla del
producto, y que d

dxH(x− s) = δ(x− s) en el sentido generalizado, tenemos que

d

dx
G(x, s) =

i

nkn−1

d

dx

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

+
i

nkn−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ(x− s).

Supongamos que el lema es válido para m− 1. Entonces,

dm−1

dxm−1
G(x, s) =

i

nkn−1

dm−1

dxm−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

+
(m− 1)i

nkn−1

dm−2

dxm−2

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ(x− s).

Diferenciando una vez más, se obtiene

dm

dxm
G(x, s) =

i

nkn−1

dm

dxm

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

+
mi

nkn−1

dm−1

dxm−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ(x− s)

+
(m− 1)i

nkn−1

dm−2

dxm−2

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ′(x− s).

Comparando esta última ecuación con la que aparece en el lema, vemos que
sólo falta probar que si m < n, entonces
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F (x, s) :=
dm−2

dxm−2

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ′(x− s) = 0 ∀k. (3.7)

Calculemos explićıtamente las derivadas en la última expresión:

F (x, s) = im−2km−2
(
eik(x−s) + zm−1eikz(x−s) + z2(m−1)eikz

2(x−s)

+ ...+ z(n−1)(m−1)eikz
n−1(x−s)

)
δ′(x− s).

Usando la expansión en serie de la función exponencial, y que xδ′(x) = −δ(x)
y xnδ′(x) = 0 si n > 1 en el sentido generalizado (véase, por ejemplo [17]),
obtenemos:

F (x, s) = im−2km−2(1 + zm−1 + z2(m−1) + ...+ z(n−1)(m−1))δ′(x− s)
− im−1km−1(1 + zm + z2m + ...+ z(n−1)m)δ(x− s).

Sólo resta verificar que a(m) := 1 + zm + z2m + ...+ z(n−1)m = 0 si m < n.
La prueba es sencilla, y la dividimos en dos posibles casos: Si m y n son

primos relativos, entonces se sigue trivialmente que a(m) = 1 + z + z2 + ... +
zn−1 = 0. Si m y n no son primos relativos, sea d = mcd(m,n). Entonces,

a(m) =
n

d

n
d−1∑
j=0

zdj . (3.8)

Pero (zdj)
n
d = zjn = (zn)j = 1, de tal manera que zdj es una ráız n

d -ésima
de 1 ∀j ∈ {0, 1, ..., n2 }. Como (i 6= j)modn ⇒ zi 6= zj , entonces el conjunto
{zj |j ∈ {0, 1, ..., nd − 1}} es el conjunto de todas las ráıces n

d -ésimas de 1, de

donde
∑n

d−1
j=0 zdj = 0. Esto completa la prueba.

Prueba del teorema 3. Usando el lema 2, obtenemos

dn

dxn
G(x, s) =

i

nkn−1

dn

dxn

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

+
i

kn−1

dn−1

dxn−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ(x− s)

+
(n− 1)i

nkn−1

dn−2

dxn−2

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ′(x− s). (3.9)
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Analicemos cada uno de los términos en el lado de derecho de (3.9):

i

nkn−1

dn

dxn

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

=
i

nkn−1

dn

dxn

(
eik(x−s) + zeikz(x−s) + z2eikz

2(x−s) + ...

+ zn−1eikz
n−1(x−s)

)
H(x− s)

=
in+1k

n

(
eik(x−s) + zeikz(x−s) + z2eikz

2(x−s) + ...

+ zn−1eikz
n−1(x−s)

)
H(x− s)

=
in+1k

n

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

H(x− s)

= inknG(x, s),

donde hemos usado que (zj)n = (zn)j = 1,

i

kn−1

dn−1

dxn−1

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ(x− s)

=
i

kn−1

dn−1

dxn−1

(
eik(x−s) + zeikz(x−s) + z2eikz

2(x−s) + ...

+zn−1eikz
n−1(x−s)

)
δ(x− s)

= in
(
eik(x−s) + eikz(x−s) + eikz

2(x−s) + ...

+ eikz
n−1(x−s)

)
δ(x− s)

= in

n−1∑
j=0

eikz
j(x−s)

 δ(x− s)

= innδ(x− s),

donde hemos usado que xmδ(x) = 0 ∀m > 1,
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(n− 1)i

nkn−1

dn−2

dxn−2

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

 δ′(x− s)

=
(n− 1)i

nkn−1

dn−2

dxn−2

(
eik(x−s) + zeikz(x−s) + z2eikz

2(x−s) + ...

+ zn−1eikz
n−1(x−s)

)
δ′(x− s)

=
(n− 1)in−1

nk

(
eik(x−s) + zn−1eikz(x−s) + z2(n−1)eikz

2(x−s) + ...

+ z(n−1)2

eikz
n−1(x−s)

)
δ′(x− s)

=
(n− 1)in−1

nk

(
1 + zn−1 + zn−2 + ...+ z

)
δ′(x− s)

− (n− 1)in

n
(1 + 1 + 1 + ...+ 1)δ(x− s)

= −in(n− 1)δ(x− s),

donde la penúltima igualdad es calculada expandiendo las exponenciales y usan-
do que xδ(x) = δ′(x), como se comentó en la prueba del lema. Como consecuen-
cia,

TnG(x, s) =

(
1

i

)n
dn

dxn
G(x, s)− knG(x, s)

= knG(x, s) + nδ(x− s)− (n− 1)δ(x− s)− knG(x, s)

= δ(x− s).

Usando la expresión de Green (3.6) para Tn podemos obtener una expresión
integral para ψ0:

ψ0(x, k) = eikx− i

nkn−1

∫ ∞
x

n−1∑
j=0

zjeikz
j(x−s)

(
−
n−2∑
l=0

(
1

i

)l
ql(s)

dl

dxl
ψ0(s, k)

)
ds,

(3.10)
o bien, usando la regla del producto:

ψ0(x, k) = eikx− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meikz

j(x−s)q
(l−m)
l (s)ψ0(s, k)ds,

(3.11)
donde j = 0, ..., n − 1, l = 0, ..., n − 2, m = 0, ..., l, que es una expresión más
manejable para nuestros fines. De manera similar, podemos encontrar una ex-
presión semejante para ϕ0:
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ϕ0(x, k) = eikx+
i

nkn−1

∫ x

−∞

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meikz

j(x−s)q
(l−m)
l (s)ϕ0(s, k)ds,

(3.12)
y para las demás ψj y ϕj podemos encontrar expresiones análogas usando (3.5).

Finalmente, como antes, multiplicamos (3.11) y (3.12) por e−ikx:

ψ0(x, k)e−ikx

= 1− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)ψ0(s, k)e−iksds,

(3.13)

ϕ0(x, k)e−ikx

= 1 +
i

nkn−1

∫ x

−∞

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)ϕ0(s, k)e−iksds,

(3.14)

y usamos estas expresiones para encontrar las regiones de analiticidad de las
ϕj y las ψj . A diferencia de los análisis hechos en los caṕıtulos anteriores, por
lo complicado de las combinaciones de integrales en (3.13) y (3.14), haremos
ahora un análisis cuidadoso de cómo estas regiones son determinadas en el caso
general.

Gracias a la simetŕıa del problema, basta con analizar la función ψ0(x, k)e−ikx

y encontrar su región de analiticidad para determinar las restantes. Para esto,

supondremos que todas las funciones {q(m)
j |j = 0, ..., n− 1,m ≤ j} son integra-

bles, y que para alguna y, ||ψ0(x, k)e−ikx||L∞((y,∞)) <∞. Bajo estas hipótesis,
la convergencia de las integrales en el lado derecho de (3.13) depende única-

mente del crecimiento asintótico de las exponenciales eik(zj−1)(x−s). Como con-
secuencia, una región donde podemos garantizar que ψ0(x, k) es anaĺıtica es la
intersección de los conjuntos {k ∈ C|<(ik(1− zj)) < 0}:

K :=

n−1⋂
j=1

{k ∈ C|<(ik(1− zj)) < 0}. (3.15)

(Obsérvese que no hay un conjunto correspondiente a j = 0, ya que la integral
correspondiente no tiene término exponencial). Daremos ahora una descripción
precisa del conjunto K:

Proposición 1

K = {k ∈ C|π
2
− π

n
< arg k <

π

2
+
π

n
}. (3.16)
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Prueba. Sea k = u+ iv ∈ K. Tenemos que, para j = 1, ..., n− 1:

<(ik(1− zj)) < 0

⇔ <(i(u+ iv)(1− (cos 2πj
n + i sin 2πj

n ))) < 0

⇔ <((iu− v)(1− cos 2πj
n − i sin 2πj

n )) < 0

⇔ <(iu− iu cos 2πj
n + u sin 2πj

n − v + v cos 2πj
n + iv sin 2πj

n ) < 0

⇔ u sin 2πj
n − v + v cos 2πj

n < 0

⇔ u sin 2πj
n < (1− cos 2πj

n )v

⇔ v >
sin 2πj

n

1−cos 2πj
n

u.

Por lo tanto, la ĺınea que acota al conjunto {k|<(ik(1− zj)) < 0} es

v =
sin 2πj

n

1− cos 2πj
n

u, (3.17)

cuya pendiente es

sin 2πj
n

1− cos 2πj
n

= cot
πj

n
, (3.18)

que es una función decreciente de j para j = 1, ..., n − 1. Por lo tanto, K
está acotada por las ĺıneas correspondientes a j = 1 y j = n− 1, y puesto que

cot
πj

n
= tan

(
π

2
− πj

n

)
(3.19)

la prueba está completa.
Usando las simetŕıas (3.5) la región de analiticidad de ψj es z−jK. Similar-

mente, la región de analiticidad de ϕ0 es −K y para ϕj es −z−jK.
Este es el conjunto más pequeño en donde podemos asegurar la analiticidad

de ψ0, ya que lo hemos obtenido buscando que k sea tal que cada término
contenido en la ecuación integral (3.13) decrezca cuando x → ∞ en lugar de
buscar que ninguno de los términos exponenciales en (3.13) sea una función
creciente cuando x → ∞. Esto es porque si uno de los términos exponenciales
es una función oscilatoria, la integral correspondiente convergeŕıa debido a las

condiciones de integrabilidad sobre los q
(m)
j ’s.

Estos razonamientos indicaŕıan que la región de analiticidad de ψ0 es cerrada,
de tal manera que podemos concluir que la región de analiticidad de ψ0 es una
vecindad abierta de cl(K) y por lo tanto ocurren algunas cancelaciones entre las
integrales en (3.13). Sin embargo, la naturaleza precisa de dichas cancelaciones

depende de los q
(m)
j ’s, aśı que en lo que sigue, K denotará la región donde

podemos garantizar que ψ0 es anaĺıtica. Por simetŕıa, estas observaciones son
válidas también para las ψj y las ϕj .
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En el último teorema de esta sección probamos la existencia de las soluciones
asintóticas que hemos estado considerando.

Teorema 4 Supongamos que las funciones q
(m)
j ,m ≤ j son integrables y que

ĺım
|x|→∞

q
(m)
j (x) = 0. Si k ∈ K entonces ∃y ∈ R tal que la ecuación

f(x) = 1− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)f(s)ds,

(3.20)
tiene solución en L∞(y,∞).

Prueba. Sea

C ≤ n|k|n−1

2
∑
j,l,m

|k|m
<(ik(zj−1))

. (3.21)

Por hipótesis, podemos escoger y ∈ R tal que ∀j,m x ≥ y ⇒ |q(m)
j (x)| ≤ C.

Probaremos el teorema demostrando que la aplicación

Tf(x) = 1− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)f(s)ds,

(3.22)
es una contracción en L∞(y,∞).

Primero, sea f ∈ L∞(y,∞), entonces,

|Tf(x)|

=

∣∣∣∣∣∣1− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 1 +

∣∣∣∣∣∣ i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)f(s)ds

∣∣∣∣∣∣ .
Si x ≥ y, entonces

|Tf(x)|

≤ 1 +

∣∣∣∣∣∣ i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 1 +

∣∣∣∣∣∣ i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)C||f ||L∞((y,∞))ds

∣∣∣∣∣∣ .
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Como k ∈ K, por la proposición 1, tenemos que <(ik(zj − 1)) > 0, de donde las
exponenciales en la integral son decrecientes y entonces esta última converge.
Por lo tanto, Tf ∈ L∞(y,∞)

Ahora, sean f, g ∈ L∞(y,∞). Entonces,

Tf(x)− Tg(x) =

− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)(f(s)− g(s))ds,

ahora, si x ≥ y, vemos que

|Tf(x)− Tg(x)|

=

∣∣∣∣∣∣ i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)(f(s)− g(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n|k|n−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|me<(ik(zj)−1)(x−s)C||f − g||L∞((y,∞))ds.

De nuevo, como k ∈ K, tenemos que <(ik(zj − 1)) > 0, de donde

|Tf(x)− Tg(x)|

≤
C||f − g||L∞((y,∞))

n|k|n−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|me<(ik(zj−1))(x−s)ds

≤
C||ff − g||L∞((y,∞))

n|k|n−1

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|m e<(ik(zj−1))(x−s)

−<(ik(zj − 1))

∣∣∣∣∣
∞

x

=
C||f − g||L∞((y,∞))

n|k|n−1

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|m 1

<(ik(zj − 1))
.

Usando (3.21) entonces

||Tf − Tg||L∞((y,∞)) ≤
||f − g||L∞((y,∞))

2
, (3.23)

lo que concluye la prueba.

Como consecuencia de este teorema, podemos obtener una generalización de
las regiones de analiticidad obtenidas en los casos n = 2, 3 y 4.
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Figura 10: Regiones de analiticidad de las ψj para cualquier n
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Figura 11: Regiones de analiticidad de las ϕj para cualquier n.

3.2. Potenciales con decaimiento exponencial

De los resultados de la sección anterior se puede concluir claramente que
para el caso en que n ≥5 el wronskiano de más de tres de las funciones ψj
y ϕj no es anaĺıtico en general porque no existen tres de estas funciones que
sean anaĺıticas en la misma región. Por lo tanto, daremos restricciones que nos
aseguren que las regiones de analiticidad de dichas soluciones no son ajenas.

La prueba del teorema 4 muestra que si queremos obtener soluciones con
buen comportamiento asintótico, debemos imponer restricciones al decaimiento
de los potenciales. La siguiente clase de funciones es adecuada para nuestros
propósitos:

Definición 1 Sea k0 > 0; una función f : R → C tiene decaimiento expo-
nencial del tipo k0 si existen x0, C0 > 0 tal que

|x| > x0 ⇒ |f(x)| ≤ C0e
−k0|x|. (3.24)

Proposición 2 Supongamos que las funciones {q(m)
j |j = 1, ..., n−2, 0 ≤ m ≤ j}

tienen decaimiento exponencial del tipo k0, y sean x0, C0 > 0 tales que
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|x| > x0 ⇒ |q(m)
j (x)| ≤ C0e

−k0|x| (3.25)

para j = 1, ..., n− 2 y 0 ≤ m ≤ j. Sea

K0 =

n−1⋂
j=1

{k ∈ C|<(ik(zj − 1)) + k0 > 0}\{0}. (3.26)

Si k ∈ K0, entonces existe y ∈ R tal que la ecuación (3.20) tiene una solucón
en L∞((y,∞)).

Prueba. La prueba es similar a la del teorema 4: Escogemos y > x0 de tal
manera que

C0

n|k|n−1

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|m e−k0y

<(ik(zj − 1)) + k0
≤ 1

2
. (3.27)

Probaremos el teorema demostrando que la aplicación

Tf(x) = 1− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)f(s)ds,

(3.28)
es una contracción en L∞(y,∞).

Sean f, g ∈ L∞(y,∞). Entonces,

Tf(x)− Tg(x) =

− i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)(f(s)− g(s))ds,

ahora, si x ≥ y, vemos que

|Tf(x)− Tg(x)| =∣∣∣∣∣∣ i

nkn−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
ilzj(−ikzj)meik(zj−1)(x−s)q

(l−m)
l (s)(f(s)− g(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n|k|n−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|me<(ik(zj−1))(x−s)|q(l−m)

l (s)||f(s)− g(s)|ds

≤ 1

n|k|n−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|me<(ik(zj−1))(x−s)−k0sC0|f(s)− g(s)|ds

≤
C0||f − g||L∞((y,∞))

n|k|n−1

∫ ∞
x

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|me<(ik(zj−1))(x−s)−k0sds

≤
C0||f − g||L∞((y,∞))

n|k|n−1

∑
j,l,m

(
l

m

)
|k|m e−k0y

<(ik(zj − 1)) + k0
,
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donde la última desigualdad se sigue de que k ∈ K0, y por lo tanto <(ik(zj −
1) + k0) > 0, lo que hace que al integrar el ĺımite superior valga 0. Finalmente,
usando (3.27), se obtiene que:

||Tf − Tg||L∞((y,∞)) ≤
||f − g||L∞((y,∞))

2
, (3.29)

Lo importante para nuestros propósitos es que la región K0 definida en la
proposición 2 es una vecindad abierta de la región K̃ del teorema 4; esto es
porque k ∈ K ⇒ <(ik(zj − 1)) > 0, y entonces <(ik(zj − 1)) + k0 > 0, ya que
k0 es positivo. Como consecuencia, existe una región abierta en la que todas las
soluciones en las bases son anaĺıticas.

K0 es la región de analiticidad de ψ0, z−jK0 es la región de analiticidad de
ψj y −z−jK0 la de ϕj .

Para construir al conjunto K (véase (3.15)), se consideran las n − 1 ĺıneas
del tipo

<(ik(zj − 1)) = 0. (3.30)

Todas las ecuaciones que definen la frontera de K son homogéneas (tienen lado
derecho igual a 0), aśı que todas las ĺıneas correspondientes se intersecan unas
con otras en el origen. Como consecuencia, K sólo está limitado por dos ĺıneas:
<(ik(z − 1)) = 0 y <(ik(zn − 1)) = 0.

Esto no es cierto para K0 en general. La frontera de K0 está dada por las
ĺıneas

<(ik(zj − 1)) + k0 = 0, (3.31)

de tal manera que la pendiente de cada ĺınea se preserva, pero ya no se intersecan
todas en un mismo punto.

Por ejemplo, para n = 3 tenemos sólo dos ĺıneas del tipo (3.30), aśı que para
potenciales con decaimiento exponencial, K0 es similar a K pero su vértice ya
no está en el origen, sino en un punto en el semieje imaginario negativo.
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Figura 12: El conjunto K0 para n = 3

Sin embargo, para n = 4, tenemos tres ĺıneas del tipo (3.30); entonces, K0

tiene la siguiente forma: Para <(k) suficientemente grande, la ĺınea que acota a
K0 es <(ik(z−1))+k0 = 0. Luego, se interseca con la ĺınea <(ik(z2)−1)+k0 = 0,
que se convierte en la frontera de K0, hasta que se interseca a su vez con la recta
<(ik(z3 − 1)) + k0 = 0.
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Figura 13: El conjunto K0 para n = 4
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El siguiente lema describe las propiedades principales del conjunto K0:

Lema 3 K0 es una región convexa simétrica con respecto al eje imaginario.

Prueba. K0 es la intersección de semiplanos de la forma.

Ĥj = {k;<(ik(zj − 1)) + k0 > 0}. (3.32)

Como cualquier intersección de semiplanos es un conjunto convexo, entonces K0

es convexo.
Ahora, consideraciones elementales muestran que estos semiplanos son sim-

plemente traslaciones por la cantidad − k0

1−cos 2πj
n

de los semiplanos considerados

en la sección anterior. Usando algunas identidades trigonométricas y definiendo
k = u+ iv, encontramos que las fronteras de estos semiplanos están dadas por:

v = u cot
πj

n
− k0 csc2 πj

n
(3.33)

o, haciendo αj = cot πjn

v = αju− (α2
j + 1)

k0

2
. (3.34)

Como ya se dijo, en contraste con el caso estudiado en la sección anterior, sus
fronteras no se intersecan en un solo punto; sin embargo, si llamamos a esta ĺınea
Lj , y sin pérdida de generalidad suponemos que k0 = 1, entonces la intersección
Lj ∩ Ll es el punto (

αj + αl
2

,
αjαl − 1

2

)
. (3.35)

También, la fórmula (3.33) muestra que las ĺıneas Ln−j y Lj son reflexiones
una de la otra con respecto al eje imaginario; por lo tanto, es suficiente analizar
las intersecciones para j ≤ [n2 ]. Nótese también que existe una diferencia entre el
caso par y el impar, porque en el caso par una de las rectas es la ĺınea horizontal
v = − 1

2 . Más aún, (3.33) y el comportamiento de la función csc2 muestran que
conforme j aumenta desde 1 hasta [n2 ], la intersección de Lj con el eje imaginario
se va recorriendo hacia abajo.

Entonces, cerca del eje imaginario, el conjunto
⋂n−1
j=1 Ĥj está acotado por la

ĺınea Lm (donde m = [n2 ]). Usando la fórmula (3.35) podemos ver que la primer
intersección de la ĺınea Lm con cualquier otra de las ĺıneas Lj hacia la derecha
del eje imaginario es con Lm−1. En general, resulta que si Lj es la ĺınea que
acota al conjunto, la siguiente intersección a la derecha es con la ĺınea Lj−1.
Entonces, la simetŕıa del conjunto es consecuencia de la simetŕıa de las ĺıneas
mencionada en el párrafo anterior.

Observación Cuando aplicamos las rotaciones necesarias para obtener las re-
giones de analiticidad del resto de las soluciones en las bases, obtenemos una
región que contiene al origen en la cual todas las funciones ψj y ϕj son anaĺıticas.
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Definiendo

K =

n−1⋂
j=1

z−jK0, (3.36)

es claro todas las funciones ψj son anaĺıticas en K. Otra posible descripción
para este conjunto es la de que es el único componente conexo que contiene al
origen del conjunto

C\
n−1⋃
j,m=1

{k ∈ C|<(ikzm(zj − 1)) + k0 = 0}. (3.37)

Nótese que si consideramos la ĺınea R = <(ikzm(zj − 1)) + k0 = 0, y le
aplicamos cualquiera de las rotaciones zlR, obtenemos una ĺınea de la forma
<(ikzm+l(zj−1))+k0 = 0, que es también un borde de K. Entonces, el conjunto

K is acotado, dado que el conjunto
⋂n−1
l=1 z

lR forma un n-gono regular centrado
en el origen.

En el siguiente teorema damos una descripción más precisa del conjunto K.

Teorema 5 Supongamos que los potenciales qj y sus derivadas q
(m)
j , m ≤ j,

tienen decaimiento exponencial del tipo k0. Entonces las soluciones ψj, ϕj tienen
una región común, centrada en el origen del plano k, donde todas las funciones
son anaĺıticas excepto por un posible polo en el origen.

Para n = 2l la frontera de esta región es un n-gono, con apotema k0

2 , y
orientado de tal manera que dos de sus vértices caen sobre el eje real. Para
n = 2l + 1 la frontera es un 2n-gono con apotema k0

2 csc πl
n , orientado de tal

manera que dos de sus vértices caen sobre el eje imaginario.

Prueba. Combinando el lema anterior con la relación de simetŕıas (3.5), es
claro que la región de analiticidad para una base dada se puede obtener ro-
tando o reflejando el sector donde ϕ0 es anaĺıtica con una región fundamental
para la acción del grupo simétrico; esta región fundamental puede suponerse
simétrica con respecto al eje imaginario. Por lo tanto, es suficiente conside-
rar las intersecciones (3.36) para <k ≥ 0: Analizamos el sector de ángulo 2π

n
{k| 3π2 −

π
n ≤ arg(k) ≤ 3π

2 + π
n}.

Primero analizaremos el caso par. Supongamos que n = 2l. Como se men-
cionó en el lema, la ĺınea Ll = {u + iv|v = −k0

2 } es la primera que interseca
al eje imaginario por debajo del origen, y se interseca con Ll−1 en el punto

( cotπ(l−1)n
2 ,−k0

2 ). Esta es la primer intersección de Ll con cualquiera de las
ĺıneas del lado derecho del eje imaginario. Un cálculo sencillo muestra que la
ĺınea que pasa por el origen haciendo un ángulo de π

n con el semieje imaginario
negativo interseca a Ll exactamente donde ésta se interseca con Ll−1. De esta
manera, restringidos a la región fundamental descrita en el párrafo anterior,
K está acotado por la ĺınea Ll (figura 13.1). Tomando en cuenta las simetŕıas
presentes, se sigue que la frontera de K es un n-gono. De este mismo argumento
obtenemos que el apotema es simplemente k0

2 .
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Ahora, analicemos el caso impar. Supongamos que n = 2l + 1. De nuevo,
recordando la prueba del lema anterior, tenemos que Ll y Ll+1 son las primeras
ĺıneas que intersecan al eje imaginario por debajo del origen, y que la primera
ĺınea que interseca a Ll al lado derecho del eje imaginario es Ll−1. La frontera

de la región fundamental interseca a Ll cuando <k = k0

2 csc πl
n csc π(l+1)

n sin π
n ,

y a Ll−1 cuando <k = k0

2 csc π(l−1)
n csc π(l)

n sin π
n . De la elección de l se sigue

que cot π(l−1)
n > cot π(l+1)

n , de tal manera que la ĺınea que limita a la región
fundamental interseca primero a Ll. Esto quiere decir que Ll acota a K en la
mitad derecha de la región fundamental. Con un razonamiento análogo se puede
concluir que Ll+1 acota a K en la mitad izquierda de la región fundamental.
Como consecuencia de las simetŕıas del problema, se sigue que la frontera de K
es un 2n-gono (véase la figura 13.2).

Para calcular el apotema, analicemos el triángulo formado por el eje ima-
ginario, la frontera de la región fundamental y la ĺınea Ll. Es un triángulo
isósceles, ya que dos de sus ángulos internos son iguales πl

n . Los lados iguales

miden k0

2 csc2 πl
n . La altura del triángulo es entonces k0

2 csc πl
n . Esto completa la

prueba.
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Figura 13.1: La región fundamental para n par.
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Figura 13.2: La región fundamental para n impar.

Las siguientes figuras ilustran al conjunto K para ambos casos
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Figura 14: El conjunto K para n = 3.
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Figura 15: El conjunto K para n = 6.

3.3. Los wronskianos y las L2-eigenfunciones

En esta sección nos enfocamos en la existencia de los L2-eigenvalores, en
cómo calcularlos y en qué regiones lo podemos hacer utilizando una generaliza-
ción de lo hecho en los órdenes 2 y 3.

Recordemos que la idea es calcular wronskianos de soluciones que decaigan
exponencialmente ya sea cuando x → ∞ o cuando x → −∞. Por ejemplo,
ϕ0(x, k) decae exponencialmente cuando x → −∞ si y sólo si <(ik) > 0; simi-
larmente, ψ0(x, k) decae exponenciamente cuando x→∞ si y sólo si k está en
el semiplano superior C+. Las simetŕıas (3.5) implican que, en general ϕj(x, k)
decae exponencialmente cuando x → −∞ si k ∈ z−jC− (el semiplano inferior)
y ψj(x, k) decae exponencialmente cuando x→∞ si k ∈ z−jC+.

Como para cada j, ϕj y ψj decaen exponencialmente en semiplanos opuestos,
para casi cada k, existe un conjunto de n funciones con decaimiento exponencial,
ya sea cuando x → ∞ o cuando x → −∞; esto puede ser falso únicamente si
k cae en las ĺıneas que separan a estos semiplanos, es decir, si es elemento del
conjunto

R := ∪n−1
j=0 z

−jR. (3.38)

Sea Θ = C\R su complemento. Los conjuntos R y Θ entonces definen una
partición del plano k. Para una mejor descripción de dicha partición, sea R0 =
R−, y llamemos a los restantes rayos en R como Rj en sentido contrario a las
manecillas del reloj; sea Θj el componente conexo de C\R acotado por Rj y
Rj+1, como se muestra en las siguientes figuras para n = 3 y n = 4:
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Figura 16: Los conjuntos Rj y Θj para n = 4.
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Figura 17: Los conjuntos Rj y Θj para n = 3.

Las figuras ilustran el hecho de que en general, si n es par, tenemos n con-
juntos Θj , mientras que para n impar, obtenemos 2n conjuntos Θj , y obtenemos
algo similar para los rayos Rj .

Nótese que como Θ0 ⊂ C−, ϕ0(x, k) decae exponencialmente cuando x→∞
si k ∈ Θ0. También, los conjuntos z−jC− y Θ0 son disjuntos si la rotación
correspondiente a z−j es mayor o igual que π.

Ahora, fijemos un k ∈ Θ0, y consideremos el caso par: n = 2m. Aqúı las fun-
ciones que decaen exponencialmente cuando x→ −∞ para k ∈ Θ0 son {ϕj}m−1

j=0 ,
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mientras que las funciones {ψj}n−1
j=m decaen exponencialmente cuando x → ∞

para k ∈ Θ0. Entonces, si n es par, las funciones ϕ0, ..., ϕn
2−1, ψn

2
, ..., ψn−1

forman una base de soluciones anaĺıticas en Θ0 ∩ K, que está dividida equita-
tivamente entre las bases originales. Como probaremos más adelante, los ceros
del wronskiano

w(k) := W
(
ϕ0, ..., ϕn

2−1, ψn
2
, ..., ψn−1

)
(3.39)

corresponden a eigenvalores de L. De manera general, las funciones que decaen
exponencialmente para k ∈ Θj son

{ϕl(x, zjk)}m−1
l=0 = {ϕl+j(x, k)}m−1

l=0 ,

{ψl(x, zjk)}n−1
l=m = {ψl+j(x, k)}n−1

l=m,

y el wronskiano de estas funciones para k ∈ Θj ∩ K es w(zjk). Por lo tanto,
cuando n es par, es suficiente con buscar el L2-espectro en el conjunto Θ0 ∩K.

Por otro lado, cuando n = 2m+ 1, son las funciones {ϕj}mj=0 las que decaen

exponencialmente cuando x→ −∞, mientras que las funciones {ψj}n−1
j=m+1 de-

caen exponencialmente cuando x→∞ para k ∈ Θ0, mostrando otra diferencia
más entre los casos par e impar:

En los conjuntos Θ2j hay m+ 1 funciones del conjunto {ϕj} y m funciones
del conjunto {ψj} que decaen exponencialmente, pero en los conjuntos Θ2j+1,
son m funciones del conjunto {ϕj} y m+ 1 funciones de {ψj}. Entonces, si j es
par, las funciones que decaen exponencialmente en Θj son

{ϕl(x, zjk)}ml=0 = {ϕl+j(x, k)}ml=0,

{ψl(x, zjk)}n−1
l=m+1 = {ψl+j(x, k)}n−1

l=m+1,

de manera tal que su wronskiano para k ∈ Θj ∩ K no es más que una ro-
tación por zj del wronskiano W (ϕ0, ..., ϕm, ψm+1, ..., ψn−1) para k ∈ Θ0 ∩ K.
Pero si j es par, entonces las funciones que decaen exponencialmente en Θj son
{ϕl(x, zjk)}ml=1 = {ϕl+j(x, k)}ml=1, {ψl(x, zjk)}n−1

l=m+1 = {ψl+j(x, k)}n−1
l=m+1 ∪

{ψj(x, k)}, aśı que el wronskiano de estas funciones es ahora una rotación por
zj del wronskiano W (ψ0, ϕ1, ..., ϕm, ψm+1, ..., ψn−1) para k ∈ Θ2n−1 ∩K. Por lo
tanto, si n es impar, sólo necesitamos buscar los L2 eigenvalores en Θ0 ∩ K y
Θ2n−1 ∩K.

Ahora consideremos de nueva cuenta la matriz de cambio de base. Para
k ∈ K, tenemos que todas las ϕj y las ψj son anaĺıticas, y cada uno de ambos
conjuntos de funciones forman una base para el espacio de soluciones de (3.2).
Entonces, existe una matriz de cambio de base Λ(k) tal que
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ϕ0(x, k)
ϕ1(x, k)

.

.

.
ϕn−1(x, k)

 = Λ(k)


ψ0(x, k)
ψ1(x, k)

.

.

.
ψn−1(x, k)

 . (3.40)

Usando (3.5), se encuentra que Λ(k) satisface

Λjl(z
rk) = Λj+r,l+r(k). (3.41)

Podemos ahora enunciar el siguiente:

Teorema 6 Si n = 2m y κ ∈ Θ0∩K es un cero del determinante de la submatriz
de Λ(k) 

Λmm Λm,m+1 ... Λm,n−1

Λm+1,m Λm+1,m+1 ... Λm+1,n−1

. . ... .

. . ... .

. . ... .
Λn−1,m Λn−1,m+1 ... Λn−1,n−1

 , (3.42)

entonces κn es un eigenvalor de L.
Similarmente, si n = 2m + 1 y κ ∈ Θ0 ∩ K es un cero del determinante de

la submatriz de Λ(k)
Λm+2,m+2 Λm+2,m+3 ... Λm+2,n−1

Λm+3,m+2 Λm+3,m+3 ... Λm+3,n−1

. . ... .

. . ... .

. . ... .
Λn−1,m+2 Λn−1,m+3 ... Λn−1,n−1

 , (3.43)

entonces κn es un eigenvalor de L. Si κ ∈ Θ2n−1∩K es un cero del determinante
de la submatriz de Λ(k)

Λ1,1 Λ1,m+2 ... Λ1,n−1

Λm+2,1 Λm+2,m+2 ... Λm+2,n−1

. . ... .

. . ... .

. . ... .
Λn−1,1 Λn−1,m+2 ... Λn−1,n−1

 , (3.44)

entonces κn es un eigenvalor de L.

Prueba. Probaremos el caso n = 2m,ya que el otro es análogo. Como se dijo
antes, en Θ0 ∩K los ceros de W (ϕ0, ..., ϕm−1, ψm, ..., ψn−1) corresponden al L2-
espectro de L: Como el operador está en forma normal, dicho wronskiano no
depende de x, aśı que podemos calcularlo, por ejemplo, cuando x→ −∞:
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W (ϕ0, ..., ϕm−1, ψm, ..., ψn−1)

→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eikx ... eβm−1,kx
∑n−1
j=0 Λmje

βj,kx ...

ikeikx ... βm−1,ke
βm−1,kx

∑n−1
j=0 Λmjβj,ke

βj,kx ...

. ... . . ...

. ... . . ...

. ... . . ...

(ik)n−1eikx ... βn−1
m−1,ke

βm−1,kx
∑n−1
j=0 Λmjβ

n−1
j,k eβj,kx ...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eikx ... eβm−1,kx
∑n−1
j=m Λmje

βj,kx ...

ikeikx ... βm−1,ke
βm−1,kx

∑n−1
j=m Λmjβj,ke

βj,kx ...

. ... . . ...

. ... . . ...

. ... . . ...

(ik)n−1eikx ... βn−1
m−1,ke

βm−1,kx
∑n−1
j=m Λmjβ

n−1
j,k eβj,kx ...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Λmm Λm,m+1 ... Λm,n−1

Λm+1,m Λm+1,m+1 ... Λm+1,n−1

. . ... .

. . ... .

. . ... .
Λn−1,m Λn−1,m+1 ... Λn−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W (eikx, eizkx, ..., eiz

n−1kx),

donde βj,k = ikzj . De esta manera, los ceros del wronskiano W (ϕ0, ..., ϕm−1,
ψm, ..., ψn−1) son los ceros del determinantes de la submatriz. Ahora, si κ es
un cero de este determinante, entonces es un cero del wronskiano, de modo que
existe un conjunto de constantes {cj}n−1

j=0 tal que

c0ϕ0(x, κ) + c1ϕ1(x, κ) + ...+ cm−1ϕm−1(x, κ)

= cmψm(x, κ) + cm+1ψm+1(x, κ) + ...+ cn−1ψn−1(x, κ).

Esta ecuación describe una solución de la ecuación espectral que decae expo-
nencialmente tanto cuando x → −∞ como cuando x → ∞, de tal modo que
corresponde a una L2-eigenfunción de L con eigenvalor κn.

Aunque el Teorema 6 es el mejor resultado general que hemos podido obte-
ner, éste puede hacerse más fuerte tomando en cuenta la siguiente consideración:
En general, no se necesita que todas las funciones sean anaĺıticas, de hecho sólo
necesitamos aquéllas que decaen exponencialmente en la región de interés. Por
lo tanto, en lugar de considerar Θ0 ∩ K, podemos tomar la intersección de las
regiones de analiticidad de ϕ0, ..., ϕn

2−1, ψn
2
, ..., ψn−1 con Θ0. De los resultados

obtenidos anteriormente, esta región está dada por

S =

n
2−1⋂
j=0

 ∩
n−1⋂
j=n

2

z−jK0

 ∩Θ0, (3.45)
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que es un conjunto más grande que Θ0 ∩ K. De hecho, en los casos n = 3 y
n = 4, que probablemente sean los más importantes para las aplicaciones, se
puede probar la siguiente:

Proposición 3 Supongamos que n < 5, y que las funciones q
(m)
j , m ≤ j tienen

decaimiento exponencial del tipo k0. Entonces, el conjunto

S =

n
2−1⋂
j=0

 ∩
n−1⋂
j=n

2

z−jK0

 ∩Θ0, (3.46)

contiene una banda infinita centrada en la semirrecta que hace un ángulo de 7π
6

con el eje real positivo para n = 3, y 5π
4 para n = 4.

C
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����

���
���

��

Figura 18: El conjunto S para n = 3.
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Figura 21: El conjunto S para n = 4.

Observación Sin embargo, para n ≥ 5 el mismo argumento no es cierto en
general, y no se puede garantizar la existencia de tal banda infinita. De hecho,
para n = 5 el argumento previo arroja una región como la de la siguiente figura:

C

�
�
�

�
�Z

ZZ

�
�

Figura 22: El conjunto S para n = 5.

3.4. Funciones rápidamente decrecientes

En esta sección, se muestran algunas relaciones entre los métodos propues-
tos en este trabajo y la teoŕıa desarrollada por R. Beals y sus colaboradores

61



(véanse [4], [5]). Para establecer esta conexión, primero necesitamos introducir
la siguiente definición:

Definición 2 Decimos que una función f : R → C es rápidamente decre-
ciente si

ĺım
x→±∞

eα|x||f(x)| = 0 (3.47)

∀α > 0.

Nótese que esta definición nos dice que toda función rápidamente decreciento
tiene decaimiento exponencial del tipo k0 para cualquier elección de k0. Esto

quiere decir que para el caso en el que todas las funciones {q(m)
j } son rápidamente

decrecientes, el conjunto K se convierte en C\{0}.
En el resto de la sección supondremos que todas las funciones q

(m)
j son

rápidamente decrecientes.
El enfoque desarrollado en [4] es como sigue:
Primero, la ecuación espectral Lψ = knψ es reducida al sistema de primer

orden

Dv = Jkv + qv (3.48)

donde v = (v1, v2, ..., vn)t, v1 = ψ, y

Jk =



0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
. . . .
. . . .
. . . .
0 0 0 ... 1
kn 0 0 ... 0


, (3.49)

q =



0 0 ... 0 0
0 0 ... 0 0
. . . .
. . . .
. . . .
0 0 ... 0 0
−q0 −q1 ... −qn−2 0


. (3.50)

Entonces se define

Σ = Σ(n) = {k ∈ C : <(izjk) = <(izlk) para algún 0 ≤ j < l < n}. (3.51)

Para el caso n = 2 se tiene que Σ(2) = R, y y para el caso n > 2 se tiene
que una rotación de π

2 radianes convierte a Σ(n) en la unión de las n ĺıneas que
pasan por el origen y por las ráıces 2n-ésimas de 1 (véanse [4] y [5]). Por ejemplo,

62



para el caso n = 2, tenemos que z = −1, y tomando j = 0 y l = 1, se obtiene
que k = a+ ib ∈ Σ(2) si <(ik) = <(−ik), o bien, <(i(a+ ib)) = <(−i(a+ ib)),
de donde b = 0 y entonces k debe ser real.

La definición de Σ(n) permite definir un ordenamiento asociado a las ráıces
n-ésimas de 1 ∀k ∈ C\Σ:

<(iα1k) > <(iα2k) > ... > <(iαnk), (3.52)

donde αj = zl para algún l. Este ordenamiento depende de la componente
conexa de C\Σ que contiene a k.

Para n > 2, numeramos los rayos en Σ y las componentes Ω de C\Σ en el
sentido antihorario, tomando a Σ0 como la parte negativa del eje imaginario, y
Ωj es la componente conexa de C\Σ entre Σj−1 y Σj .

Cuando q = 0, la solución matricial de (3.48), que corresponde a las solucio-
nes puramente exponenciales de Lψ = knψ, tiene la forma

φ(x, k) = Ake
ikxJ(k), (3.53)

donde

J(k) :=


α1

α2

...
αn

 , (3.54)

y

Ak :=



1 1 ... 1
α1k α2k ... αnk

(α1k)2 (α2k)2 ... (αnk)2

. . .

. . .

. . .
(α1k)n−1 (α2k)n−1 ... (αnk)n−1



=


1

k
...

kn−1




1 1 ... 1
α1 α2 ...αn
. . .
. . .
. . .

αn−1
1 αn−1

2 ...αn−1
n

 (3.55)

≡ dkA(k). (3.56)

y (α1, ..., αn) son las ráıces de la unidad en el orden adociado a k. En lo que
sigue denotaremos a la matriz diagonal J(k) y a la matriz de Vandermonde A(k)
por J y A; ambas dependen únicamente del sector Ω ⊂ C\Σ.

Nótese que Ak diagonaliza a Jk:
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A−1
k JkAk = kJ. (3.57)

La ecuación (3.57) es equivalente a

JkAk = kAkJ, (3.58)

lo cual puede establecerse por un cálculo directo, o bien, diferenciando (3.53)
con respecto a x en x = 0 y usando que φ es solución de (3.48) cuando q = 0.

Con esta notación, el problema se convierte en: dado z ∈ C\Σ, encuentra (si
es posible) una solución matricial ψ(·, k) de (3.48) con las propiedades aintóticas:

ĺım
x→−∞

ψ(x, k)e−ikxJ = Ak, (3.59)

ĺım sup
x→∞

||ψ(x, k)e−ikxJ || <∞. (3.60)

Resulta conveniente reescribir este problema suponiendo que ψ tiene la forma

ψ(x, k) = m(x, k)eikxJ , (3.61)

lo que convierte el problema en Dxm = Jkm− kmJ + qm,
ĺımx→−∞m(x, k) = Ak,
m(·, k) es acotada,

(3.62)

y el problema correspondiente normalizado en ∞: Dxm̃ = Jkm̃− km̃J + qm̃,
ĺımx→∞ m̃(x, k) = Ak,
m̃(·, k) es acotada,

(3.63)

donde Dx representa derivación con respecto a x.
Una solución m(·, k) de (3.62) o (3.63) es llamada una matriz fundamen-

tal para L y k ∈ C\Σ. Se prueba entonces que existe a lo más una matriz
fundamental para cada k ∈ C\Σ.

Nótese que el determinante de una matriz fundamental es independiente de
x, puesto que

Dx(detm) = Dx(detψ) = tr(Jk + q) · detψ = 0 (3.64)

y entonces detm(·, k) ≡ detAk
Tomando {e1, e2, ..., en} como la base estándar de vectores para Cn conside-

rado como un espacio de vectores columna:

e1 = (1, 0, ..., 0)t, e2 = (0, 1, 0, ..., 0)t, ... (3.65)

Entonces mj = mej y m̃j = m̃ej son las j-ésimas columnas de las matrices m,
m̃. Ambas satisfacen la ecuación diferencial

64



Dxmj = (Jk − αjkI + q)mj (3.66)

con condiciones asintóticas

ĺım
x→−∞

mj(x, k) = Akej , mj(·, k) es acotada; (3.67)

ĺım
x→∞

m̃j(x, k) = Akej , m̃j(·, k) es acotada. (3.68)

Considérense los productos cuña con valores en el álgebra exterior Λ(Cn) =
⊕Λj(Cn):

fj(·, k) = m1(·, k) ∧m2(·, k) ∧ ... ∧mk(·, k),

gj(·, k) = m̃j(·, k) ∧ m̃j+1(·, k) ∧ ... ∧ m̃n(·, k),

y A(j) : Λj(Cn) → Λj(Cn) como la única función lineal asociada a la transfor-
mación lineal A : Cn → Cn tal que

A(j)(u1 ∧ ... ∧ uj) =

j∑
j=1

u1 ∧ ... ∧ uj−1 ∧Auj ∧ uj+1 ∧ ... ∧ uk, (3.69)

de modo que las ecuaciones para mj y m̃j implican que

Dfj = [J
(j)
k − (α1 + ...+ αj)kI + q(j)]fj , (3.70)

Dgj = [J
(n−j+1)
k − (αj + ...+ αm)kI + q(n−j+1)]gj , (3.71)

con condiciones asintóticas

ĺım
x→−∞

fj(x, k) = Ake1 ∧ ... ∧Akej , (3.72)

ĺım
x→∞

gj(x, k) = Akej ∧ ... ∧Aken. (3.73)

De manera análoga al problema matricial, una familia fundamental de ten-
sores para L y k ∈ C\Σ es un conjunto de soluciones {fj , gj} al problema (3.70),
(3.71), (3.72) and (3.73), 1 ≤ j ≤ n. Se prueba entonces que existe una única
familia fundamental de tensores para cada k ∈ C\Σ.

La conexión con nuestro enfoque aparece cuando se sigue de la definición de
las funciones ∆j(k):

Teorema 7 Existen funciones escalares ∆j(k), 0 ≤ j ≤ n, holomorfas en C\Σ,
y con extensiones suaves a Ω\0, tales que en C\Σ

ĺım
x→∞

fj(x, k) = ∆j(k)Ake1 ∧ ... ∧Akej ;

ĺım
x→∞

gj+1(x, k) = ∆j(k)Akek+1 ∧ ... ∧Aken.
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Probaremos que estas funciones ∆j son determinantes de submatrices de
Λ(k).

Primero, definimos la función hΩ : {1, ..., n} → {0, ..., n − 1} de tal manera
que αj = zhΩ(j). Como se ha comentado, hΩ depende únicamente del compo-
nente conexo de C\Σ, y para simplificar la notación la llamaremos simplemente
h. Usando (3.67) y (3.68), se obtiene que

mj(x, k) =



ϕh(j)(x, k)e−ikz
h(j)x

ϕ′h(j)(x, k)e−ikz
h(j)x

.

.

.

ϕ
(n−1)
h(j) (x, k)e−ikz

h(j)x


, (3.74)

m̃j(x, k) =



ψh(j)(x, k)e−ikz
h(j)x

ψ′h(j)(x, k)e−ikz
h(j)x

.

.

.

ψ
(n−1)
h(j) (x, k)e−ikz

h(j)x


. (3.75)

Definimos

Φj(x, k) =



ϕh(j)(x, k)
ϕ′h(j)(x, k)

.

.

.

ϕ
(n−1)
h(j) (x, k)

 , (3.76)

Ψj(x, k) =



ψh(j)(x, k)
ψ′h(j)(x, k)

.

.

.

ψ
(n−1)
h(j) (x, k)

 , (3.77)

de modo que, por el Teorema 7,

ĺım
x→∞

Φ1e
−ikα1x ∧ ... ∧ Φje

−ikαjx = ∆j(k)Ake1 ∧ ... ∧Akej . (3.78)

Usando de nuevo (3.68) y la definición (3.77), vemos que el lado derecho de
(3.78) es

∆j(k)Ake1 ∧ ... ∧Akej = ∆j(k) ĺım
x→∞

Ψ1e
−ikα1x ∧ ... ∧Ψje

−ikαjx, (3.79)
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pero

Φ1e
−ikα1x∧...∧Φje

−ikαjx =

n−1∑
m=0

λh(0),h(m)Ψme
−ikα1x∧...∧

n−1∑
m=0

λh(j),h(m)Ψme
−ikαjx

=
∑

σ∈Comb(n,j)

|Λh(σ(1)),...,h(σ(j))(k)|Ψσ(1)e
−ikα0k ∧ ... ∧Ψσ(j)e

−ikαjx, (3.80)

donde Comb(n, j) es el conjunto de todas las combinaciones ordenadas de j
elementos del conjunto {1, .., n}, y Λjl,jl+1,...,jm(k) es la submatriz de Λ(k) for-
mada por los renglones y las columnas jl, jl+1, ..., jm de Λ(k). Usando el orden
previamente definido, se obtiene que

ĺım
x→∞

Ψje
−ikαlx = 0 (3.81)

si j > l, de modo que el único elemento en la suma (3.80) es

|Λh(1),...,h(j)(k)|Ψ1e
−ikα1x ∧Ψ2e

−ikα2x ∧ ... ∧Ψje
−ikαjx. (3.82)

Tomando el ĺımite cuando x→∞, vemos que

∆j(k) = |Λh(1),...,h(j)(k)|, (3.83)

de tal manera que las funciones ∆j de hecho son determinantes de submatrices
de Λ.

En particular, entonces, para potenciales rápidamente decrecientes (y por lo
tanto, para potenciales que sean elementos de la clase de Schwartz), el teorema
6 caracteriza a todos los eigenvalores de L. Es decir, el teorema 6 es más fuerte
que el teorema 7 en el sentido de que caracteriza de manera completa al espectro
de L en un conjunto más amplio de potenciales.
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Caṕıtulo 4

Teorema generalizado de
Aktosun y una aplicación

En este caṕıtulo, probamos una versión generalizada del teorema de Aktosun
para el operador de orden n. Asimismo, proponemos un algoritmo para calcular
eigenvalores del operador que hace uso de dicho teorema. Después de eso, se
muestran algunos resultados obtenidos de dicho algoritmo.

4.1. Teorema generalizado de Aktosun

En el resto de la sección, utilizaremos el siguiente resultado, donde Λ(k)
representa, como antes, la matriz de cambio de base asociada a los potenciales
qj :

Proposición 4 Si k ∈ K, entonces det(Λ(k)) = 1.

Prueba. Como ya se ha mencionado, todas las funciones ϕj son anaĺıticas en
K. Por lo tanto, el wronskiano W (ϕ0, ..., ϕn−1), es anaĺıtico, y puesto que L se
encuentra en forma normal, debe ser independiente de x. Cuando x→ −∞, se
obtiene que

W (ϕ0, ..., ϕn−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eikx ... eiz
n−1kx

ikeikx ... izn−1keiz
n−1kx

. . .

. . .

. . .

(ik)n−1eikx ... (izn−1k)n−1eiz
n−1kx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.1)

y cuando x→∞

W (ϕ0, ..., ϕn−1) =
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n−1
j=0 Λ0je

izjkx ...
∑n−1
j=0 Λn−1,je

izjkx∑n−1
j=0 Λ0j(iz

jk)eiz
jkx ...

∑n−1
j=0 Λn−1,j(iz

jk)eiz
jkx

. . .

. . .

. . .∑n−1
j=0 Λ0j(iz

jk)n−1eiz
jkx ...

∑n−1
j=0 Λn−1,j(iz

jk)n−1eiz
jkx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

= |Λ(k)|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eikx eizkx ... eiz
n−1kx

ikeikx izkeizkx ... izn−1keiz
n−1kx

. . . .

. . . .

. . . .

(ik)n−1eikx (izk)n−1eizkx ... (izn−1k)n−1eiz
n−1kx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.2)

de tal forma que |Λ(k)| = 1.
Antes de enunciar el teorema de descomposición, consideremos lo siguiente:

Primero, L está totalmente determinado por la función vectorial de sus po-
tenciales, Q(x) = (qn−2(x), ..., q0(x)); por lo tanto, tiene sentido referirse al
problema de eigenvalores asociado a este vector Q. Dado Q de esta manera,

suponiendo que satisface (como lo estamos haciendo) que las funciones {q(m)
j }

tienen decaimiento exponencial, podemos asociar a este problema dos conjuntos
bien definidos de soluciones, y por lo tanto tenemos una matriz de cambio de
base Λ = Λ(Q), como la definida en (3.40). Tomando esto en cuenta, podemos
enunciar el siguiente

Teorema 8 Dada una partición {yj}N−1
j=2 del eje real, sean y1 = −∞ e yN =∞.

Sean Ij = (yj−1, yj ], y Qj(x) = Q(x)χIj (x). Definimos Λj(k) = Λ(Qj(x)).
Entonces, si k ∈ K,

Λ(k) =

N∏
j=2

ΛN−j+2(k) = ΛN · ... · Λ2(k). (4.3)

Prueba. Sean x0 = −∞, xN+1 =∞, xj = yj , j = 2, ..., N − 1 y x1 ∈ (x0, x2) y
xN ∈ (xN−1, xN+1). Los puntos x1 y xN son definidos de esta forma porque los
haremos tender a infinito sin alterar la partición original. Ahora sean {γmj}n−1

m=0

n soluciones linealmente independientes de (3.2) para Qj(x). Entonces, existe
Cj tal que 

ϕ0(x, k)
ψ1(x, k)

.

.

.
ψn−1(x, k)

 = Cj(k)


γ0j(x, k)

.

.

.
γn−1,j(x, k)

 . (4.4)
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Por conveniencia, introduciremos las siguientes matrices:

Γj(x, k) =



γ0j(x, k) ... γn−1j(x, k)
γ′0j(x, k) ... γ′n−1j(x, k)

. . .

. . .

. . .

γ
(n−1)
0j (x, k) ... γ

(n−1)
n−1j (x, k)

 , (4.5)

M(x, k) =



eikx ... eikz
n−1x

ikeikx ... ikzn−1eikz
n−1x

. . .

. . .

. . .

(ik)n−1eikx ... (ikzn−1)n−1eikz
n−1x

 , (4.6)

Φ(x, k) =



ϕ0(x, k) ... ϕn−1(x, k)
ϕ′0(x, k) ... ϕ′n−1(x, k)

. . .

. . .

. . .

ϕ
(n−1)
0 (x, k) ... ϕ

(n−1)
n−1 (x, k)

 , (4.7)

Ψ(x, k) =



ψ0(x, k) ... ψn−1(x, k)
ψ′0(x, k) ... ψ′n−1(x, k)

. . .

. . .

. . .

ψ
(n−1)
0 (x, k) ... ψ

(n−1)
n−1 (x, k)

 . (4.8)

Entonces, puesto que ϕ0(·, k), ψ1(·, k), ..., ψn−1(·, k) ∈ Cn−1(R), tenemos que

Γj−1(xj−1, k)CTj−1 = Γj(xj−1, k)CTj (k)

Γj(xj , k)CTj (k) = Γj+1(xj , k)CTj+1(k),

de donde

CT1 (k) =

 N∏
j=1

Γ−1
j (xj , k)Γj+1(xj , k)

CTN+1(k). (4.9)

Ahora, si γm1(x, k) = ϕm(x, k), γmN+1(x, k) = ψm(x, k), usando la Propo-
sición 4 se obtiene que

CT1 (k) =


1 Λ10(k) ... Λn−1,0(k)
0 Λ11(k) ... Λn−1,1(k)
. . . .
. . . .
. . . .
0 Λ1,n−1(k) ... Λn−1,n−1(k)

 , (4.10)
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CTN+1(k) =


b00(k) 0 ... 0
b01(k) 1 ... 0
. . . .
. . . .
. . . .

b0n−1(k) 0 ... 1

 , (4.11)

(CTN+1(k))−1 =



1
b00(k) 0 ... 0

− b01(k)
b00(k) 1 ... 0

. . . .

. . . .

. . . .

− b0n−1(k)
b00(k) 0 ... 1


, (4.12)

donde la matriz (bij(k)) es la inversa de Λ(k). Por lo tanto,

CT1 (k)(CTN+1(k))−1 =


Λ00(k) Λ10(k) ... Λn−10(k)
Λ01(k) Λ11(k) ... Λn−11(k)
. . . .
. . . .
. . . .

Λ0n−1(k) Λ1n−1(k) ... Λn−1n−1(k)

 , (4.13)

y entonces

ΛT (k) =

N∏
j=1

Γ−1
j (xj , k)Γj+1(xj , k). (4.14)

Para encontrar la relación entre las matrices Λj y Γ se introducen las fun-
ciones P l(x), que están asociadas a una partición más conveniente; esto nos
permitirá meter en los cálculos a las matrices M , correspondientes a las ondas
libres:

Primero, supongamos que l 6= 2, N , y entonces definamos P l(x) = Ql(x). A
cada una de estas nuevas funciones le asociamos una nueva partición: xl0 = −∞,
xl2 = xl−1, xl3 = xl, x

l
5 = ∞, xl1 = x1 y xl4 = xN . Para P l(x), podemos ahora

definir, análogamente a como lo hicimos para Qj(x), el conjunto de funciones
{γlmj(x, k)}n−1

m=0, formado por n soluciones linealmente independientes de (3.2)

para P lj(x) = P l(x)χ(xlj−1,x
l
j ]

(x). Llamaremos Γlj(x, k) a la matriz definida como

en (4.5), formada por las funciones γlmj(x, k).

Para visualizar esta construcción, en la Figura 23 se muestra la diferencia
entre Ql y P l: mientras la primera es considerada como una parte del potencial
Q, con la partición original, la segunda es tratada como un potencial completo
por su propio derecho, con una partición completamente distinta, a la que le
podemos aplicar de nuevo (4.14).
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Figura 23.

Como el soporte de P l(x) está contenido en (xl2, x
l
3], podemos hacer

Γl1(x, k) = M(x, k)

Γl2(x, k) = M(x, k)

Γl4(x, k) = M(x, k)

Γl5(x, k) = M(x, k).

Entonces, usando (4.14) para P l(x), tenemos que

ΛlT (k) = M−1(xl2, k)Γl3(xl2, k)Γl−1
3 (xl3, k)M(xl3, k), (4.15)

donde Λl(k) es la matriz de cambio de base para P l(x). Como P l(x) = Ql(x),
entonces de hecho Λl(k) = Λl(k). Pero entonces, usando el mismo razonamiento,
podemos escoger Γl3(x, k) = Γl(x, k), de modo que (4.15) puede reescribirse como

ΛTl (k) = M−1(xj−1, k)Γj(xj−1, k)Γ−1
j (xj , k)M(xj , k). (4.16)

Ahora, considérense los extremos de la recta real. Por un lado, para l = 2
hacemos P 2(x) = Q2(x), x2

0 = −∞, x2
1 = x1, x2

2 = x2, x2
3 = xN y x2

4 = ∞, y
escogemos

Γ2
1(x, k) = Φ(x, k)

Γ2
2(x, k) = Γ2(x, k)

Γ2
3(x, k) = M(x, k)

Γ2
4(x, k) = M(x, k),

de donde

ΛT2 (k) = Φ−1(x1, k)Γ2(x1, k)Γ−1
2 (x2, k)M(x2, k). (4.17)
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Por el otro lado, si l = N , definimos PN (x) = QN (x), xN0 = −∞, xN1 = x1,
xN2 = xN−1, xN3 = xN y xN4 =∞, y escogemos

ΓN1 (x, k) = M(x, k)

ΓN2 (x, k) = M(x, k)

ΓN3 (x, k) = ΓN (x, k)

ΓN4 (x, k) = Ψ(x, k),

para obtener que

ΛTN (k) = M−1(xN−1, k)ΓN (xN−1, k)Γ−1
N (xN , k)Ψ(xN , k), (4.18)

y entonces todos los casos quedan cubiertos.

Combinando todo lo anterior, utilizando (4.14) de nuevo, y haciendo x1 →
−∞ y xN →∞, obtenemos que

N∏
j=2

ΛTj (k) = Φ−1(x1, k)Γ2(x1, k)Γ−1
2 (x2, k)M(x2, k)

(

N−1∏
j=3

M−1(xj−1, k)Γj(xj−1, k)Γ−1
j (xj , k)M(xj , k))

M−1(xN−1, k)ΓN (xN−1, k)Γ−1
N (xN , k)Ψ(xN , k)

=

N∏
j=1

Γ−1
j (xj , k)Γj+1(xj , k)

= ΛT (k).

Esto concluye la prueba del teorema de factorización.

Es importante resaltar este resultado: Aunque encontrar la matriz de cambio
de base Λ(k) de manera expĺıcita es bastante complicado incluso en el caso
n = 2, es comparativamente más sencillo encontrarla para potenciales de soporte
compacto que para el resto de los potenciales en general: esta reducción de la
dificultad es debida a que en los potenciales con soporte compacto las soluciones
ϕj y ψj coinciden al lado izquierdo y derecho del soporte, respectivamente con

las ondas libres eiz
jk, permitiendo que la ecuación espectral se pueda resolver

como una ecuación diferencial ordinaria con condiciones de frontera haciendo
que tanto anaĺıticamente como numéricamente la ecuación sea más tratable.
Como consecuencia, el teorema que acabamos de probar nos ayuda a reducir la
complejidad de calcular la matriz de cambio de base al convertir un potencial
con soporte arbitrario en varios problemas con soporte compacto. En la siguiente
sección proponemos un algoritmo que hace uso de este resultado para calcular
eigenvalores del operador L.
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4.2. Un algoritmo para encontrar eigenvalores
del operador L

El resultado presentado en la sección anterior no da información sobre cómo
hacer la partición de los potenciales para simplificar la obtención de los eigen-
valores. En esta sección, proponemos un algoritmo para calcular la matriz de
cambio de base Λ(k) para k ∈ K, que da una respuesta a esta pregunta.

Primero, probaremos el siguiente resultado técnico:

Proposición 5 Sea k ∈ K fija y r cualquier número positivo. Definánse Ir =
(−r, r) y Qr(x) = Q(x)χIr (x). Si Λr(k) denota la matriz de cambio de base
correspondiente a Qr(x), entonces

ĺım
r→∞

Λr(k) = Λ(k). (4.19)

Prueba. Usando el teorema 8 se obtiene que para cada r:

Λ(k) = Br(k)Λr(k)Ar(k), (4.20)

donde Br(k) y Ar(k) son las matrices de cambio de base correspondientes a
Q(x)χ[r,∞)(x) y Q(x)χ(−∞,−r](x), respectivamente. Por lo tanto, es suficiente
probar que Ar(k), Br(k)→ I (la matriz identidad), cuando r →∞.

Para esto, usamos la representación en función de Green de la solución ϕ0,
que encontramos en la sección 3.1:

ϕ0(x, k)e−ikx = 1+

i

nkn−1

∫ x

−∞

n−1∑
j=0

Clm(k)eik(zj−1)(x−s)q
(l−m)
l (s)ϕ0(s, k)e−iksds. (4.21)

donde Clm(k) =
∑n−2
l=0

∑l
m=0

(
l
m

)
ilzj(−ikzj)m. Ahora, escribimos Ar(k) =

(aij(k)); entonces, para x > −r, tenemos la relación

ϕ0(x, k)e−ikx =

n−1∑
j=0

a0j(k)ei(z
j−1)kx, (4.22)

lo que se sigue del hecho de que Ar es una matriz de cambio de base, correspon-
diente a un problema cuyas soluciones ϕj y ψj cerca de∞ tienen la forma exacta

eikz
jx, ya que el soporte de los potenciales correspondientes está contenido en

(−∞,−r].
Comparando ambas expresiones, y tomando el ĺımite cuando x → ∞, en-

contramos que

a0j(k) = δ0j +
i

nkn−1

∫ −r
−∞

Clm(k)e−ikz
jsq

(l−m)
l (s)ϕ0(s, k)ds. (4.23)
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Pero puesto que todas las funciones q
(m)
j tienen decaimiento exponencial,

entonces los integrandos en cada una de las integrales en el lado derecho están
acotados para toda r, y por lo tanto, cuando r → ∞, el elemento (0, j) de la
matriz Ar tiende a δ0j .

Un razonamiento similar aplica para el resto de las entradas de la matriz,
usando (3.5), y por lo tanto Ar → I.

La prueba de la convergencia de Br a la identidad es análoga.
Describiremos ahora un algoritmo para calcular los elementos de Λ(k). La

idea principal detrás de este algoritmo es que estos elementos se pueden cal-
cular de manera numérica con relativa facilidad para potenciales con soporte
compacto; el algoritmo lo que hace entonces es calcular Λ(k) para potenciales
con soporte cada vez mayor hasta que se cumpla un criterio de paro determina-
do. La sucesión construida de esta manera, digamos Λj(k), convergerá entonces
a Λ(k) como consecuencia de la proposición 5.

Primero, se explica cómo se pueden calcular numéricamente los elementos
de Λ(k) para potenciales con soporte compacto.

Fijemos k y supongamos que el intervalo [a, b] contiene a todos los soportes
de los qj . Entonces, como en la proposición 5, en el intervalo (−∞, a) sólo
tenemos ondas libres, aśı que en este intervalo podemos expresar ϕ0 simplemente
como eikx. Similarmente, en el intervalo (b,∞), por la misma razón todas las
soluciones ψj son puramente exponenciales, aśı que ϕ0(x, k) = a0,0(k)eikx+ ...+

a0,n−1(k)eikz
n−1x a la derecha de los soportes. De estas expresiones expĺıcitas,

se pueden calcular ϕ
(j)
0 (a, k) y ϕ

(j)
0 (b, k), j = 0, ..., n− 1, donde los supeŕındices

denotan la derivación con respecto a x.

Ahora, usando los valores ϕ
(j)
0 (a, k) como condiciones iniciales, podemos re-

solver numéricamente la ecuación espectral Lf = knf en el intervalo [a, b]. Lla-
memos fN a esta función obtenida numéricamente; derivando numéricamente a
fN en x = b, por la continuidad de las soluciones y sus derivadas, obtenemos n

ecuaciones de la forma f
(j)
N = ϕ

(j)
0 (b, k), j = 0, ..., n− 1, de modo que, al menos

en principio, podemos obtener a0,0, ..., a0,n−1.
El resto de los coeficientes se pueden obtener usando (3.5), y esto resuelve

el caso de soporte compacto por completo.
Ahora, para calcular Λ(k) para potenciales con soporte no compacto, pode-

mos combinar el algoritmo previo con la Proposición 5: Empezamos calculando
la matriz de cambio de base correspondiente a Q multiplicado por la función
caracteŕıstica de un intervalo compacto, como se explicó en el párrafo anterior.
Entonces, iteramos el proceso incrementando el tamaño del intervalo en cada
paso, calculando cada vez la matriz de cambio de base; repetimos el proceso
hasta que el cambio entre la matriz obtenido en un paso y la del siguiente sea
menor que cierta tolerancia.

El algoritmo calcula los elementos de Λ(k) recibiendo como entradas el valor
de k, los potenciales qj y la tolerancia ε que sirve como criterio de paro, y
funciona de la siguiente manera:

Como los eigenvalores de L son ceros de ciertos menores de Λ(k), pueden
obtenerse como mı́nimos globales de los valores absolutos de dichos menores.
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Algoritmo 1 Λ(k, n, q0, ..., qn−2, tol)

r ← 1
Λ1 ← Id
repetir

I ← (−r, r)
para i = 0 hasta n− 2 hacer

Qi ← qiχI
Λ2 = A(k, n,Q0, Q1, ..., Qn−2)
r ← 2r
e← ||Λ1 − Λ2||
Λ1 ← Λ2

hasta e < tol
regresar Λ2

Combinando el algoritmo previo con un método de optimización, podemos en
principio calcular eigenvalores de L.

Un punto importante es que, puesto que el módulo de una función compleja
no es diferenciable en general, para encontrar estos ceros es conveniente usar
un método de optimización que no suponga que la función a optimizar sea
diferenciable. En el apéndice B se muestran varios ejemplos en los que se usó este
algoritmo, el método de optimización usado para ellos fue el método de evolución
diferencial (véase [18]).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

El estudio del problema espectral para operadores lineales de orden n > 2
con coeficientes reales presenta grandes dificultades que no ocurren en el proble-
ma clásico de Sturm-Liouville. Muchas de estas dificultades pueden atribuirse
al hecho de que estos operadores no son autoadjuntos en general, y como conse-
cuencia, la literatura que los estudia es considerablemente escasa en comparación
con el caso n = 2.

Entre los estudios más completos de los problemas de orden superior se
pueden mencionar el art́ıculo de Beals [5] y el libro de Beals, Deift y Tomei
[4]. Sin embargo, ninguno de ellos estudia el problema como una generalización
directa del método clásico (que aqúı llamamos el “método de los wronskianos”)
como se describe por ejemplo en [14]. Más aún, en el segundo de estos trabajos,
que es el más detallado, se supone que los potenciales están en la clase de
Schwartz, lo que simplifica muchos de los argumentos, evitando las cuestiones
de convergencia que surgen al considerar potenciales más generales.

Por otro lado, intentos por generalizar directamente los métodos clásicos al
caso de orden superior, como por ejemplo se hace en [10] para orden 3, exhi-
ben fenómenos interesantes que aparecen en el espectro de los operadores; en
particular, surge una pregunta interesante sobre la posibilidad de tener depen-
dencia anaĺıtica simultánea en el parámetro espectral por parte de una base
completa de soluciones, algo que parece estar directamente relacionado con que
los operadores no son autoadjuntos.

Entonces, buscando extender el método de los wronskianos a una clase más
amplia de potenciales, encontramos que aquéllos con decaimiento exponencial
considerados en este trabajo parecen dar una clase útil que no han sido discutidos
en este contexto en la literatura, y en la cual varios resultados del caso clásico
pueden ser aplicados a órdenes arbitrarios.

En el camino, obtuvimos una fórmula expĺıcita para la función de Green del
operador de orden n, que nos permitió dar una prueba rigurosa de la existencia
de las soluciones asintóticamente exponenciales libres de la ecuación de orden
arbritario. También, establecimos una relación entre las funciones ∆j que apa-
recen en el Teorema 7 de [4] y el método de los wronskianos, describiéndolas
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en términos de los coeficientes de dispersión en una manera que desde nuestro
punto de vista en más fácil de manejar que en el desarrollo original; y este en-
foque fue también útil para estudiar los L2-eigenvalores como ceros de menores
de la matriz de cambio de base.

Un resultado central de este trabajo es una generalización a órdenes arbitra-
rios de un importante método debido a Aktosun [9], que nos da una manera de
reconstruir la matriz de cambio de base de un potencial a partir de las matrices
de cambio de base de los potenciales resultantes de aplicar una partición a la
recta real.

Por último, dándole un carácter más aplicado a esta tesis, propusimos un
algoritmo para obtener la matriz de cambio de base para el caso no compacto,
utilizando de forma directa el teorema de descomposición generalizado.
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Apéndice A

Wronskianos y la forma
normal del operador

A lo largo de esta tesis se hizo uso de que si tenemos n soluciones f1, ..., fn
de la ecuación

(
1

i

)n
dnf

dxn
+

(
1

i

)n−2

qn−2(x)
dn−2f

dxn−2
+ ...+ q1(x)

1

i

df

dx
+ q0(x)f = knf, (A.1)

entonces el wronskiano W (f1, ..., fn) no depende de x. En este apéndice proba-
remos esta afirmación.

Primero, probaremos el siguiente:

Lema 4 Para cualquier colección de funciones f1, ..., fn n veces diferenciables,

d

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fn
f ′1 ... f ′n
. ... .
. ... .
. ... .

f
(n−2)
1 ... f

(n−2)
n

f
(n−1)
1 ... f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fn
f ′1 ... f ′n
. ... .
. ... .
. ... .

f
(n−2)
1 ... f

(n−2)
n

f
(n)
1 ... f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (A.2)

Prueba. Procederemos por inducción. Para n = 2, tenemos

d

dx

∣∣∣∣ f1 f2

f ′1 f ′2

∣∣∣∣ =
d

dx
(f1f

′
2 − f2f

′
1) = f1f

′′
2 − f2f

′′
1 =

∣∣∣∣ f1 f2

f ′′1 f ′′2

∣∣∣∣ . (A.3)
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Ahora, supongamos que el lema es válido para n = k − 1,

d

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fk−1

f ′1 ... f ′k−1

. ... .

. ... .

. ... .

f
(k−3)
1 ... f

(k−3)
n

f
(k−2)
1 ... f

(k−2)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fk−1

f ′1 ... f ′k−1

. ... .

. ... .

. ... .

f
(k−3)
1 ... f

(k−3)
n

f
(k−1)
1 ... f

(k−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (A.4)

Entonces,

d

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fk
f ′1 ... f ′k
. ... .
. ... .
. ... .

f
(k−2)
1 ... f

(k−2)
k

f
(k−1)
1 ... f

(k−1)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

d

dx

f1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′2 ... f ′k
. ... .
. ... .
. ... .

f
(k−1)
2 ... f

(k−1)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ...+ (−1)k+1fk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′1 ... f ′k−1

. ... .

. ... .

. ... .

f
(k−1)
1 ... f

(k−1)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



= f ′1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′2 ... f ′k
. ... .
. ... .
. ... .

f
(k−1)
2 ... f

(k−1)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ...+ (−1)k+1f ′k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′1 ... f ′k−1

. ... .

. ... .

. ... .

f
(k−1)
1 ... f

(k−1)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+f1

d

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f ′2 ... f ′k
. ... .
. ... .
. ... .

f
(k−1)
2 ... f

(k−1)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ...+ (−1)k+1fk

d

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ′1 ... f ′k−1

. ... .

. ... .

. ... .

f
(k−1)
1 ... f

(k−1)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=
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f ′1 ... f ′k
. ... .
. ... .
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(k−2)
1 ... f

(k−2)
k
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1 ... f

(k−1)
k
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+f1
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f
(k−2)
2 ... f

(k−2)
k

f
(k)
2 ... f

(k)
k
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− ...+ (−1)k+1fk
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f ′1 ... f ′k−1

. ... .

. ... .

. ... .

f
(k−2)
1 ... f

(k−2)
k−1

f
(k)
1 ... f

(k)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fk
f ′1 ... f ′k
. ... .
. ... .
. ... .

f
(k−2)
1 ... f

(k−2)
k

f
(k)
1 ... f

(k)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

donde en la penúltima igualdad se ha utilizado la hipótesis de inducción para
las colecciones de k− 1 funciones {f2, ..., fk}, {f1, f3, ..., fk},...,{f1, ..., fk−1}.

Con este resultado, podemos ahora probar la siguiente

Proposición 6 Sean f1, ..., fn soluciones de la ecuación(
1

i

)n
dnf

dxn
+

(
1

i

)n−2

qn−2(x)
dn−2f

dxn−2
+ ...+ q1(x)

1

i

df

dx
+ q0(x)f = knf. (A.5)

Entonces, el wronskiano W (f1, ..., fn) no depende de x.

Prueba. Usando el lema 4, tenemos que:

d

dx
W (f1, ..., fn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fn
f ′1 ... f ′n
. ... .
. ... .
. ... .

f
(n−2)
1 ... f

(n−2)
n

f
(n)
1 ... f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (A.6)

Ahora, como f1, ...fn son soluciones de la ecuación (A.5), despejando obtenemos
que:

fnj = i2qn−2(x)fn−2
j − ...− in−1q1(x)f ′j − in(q0 − kn)fj , (A.7)
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para j = 1, ..., n. Uniendo (A.6) y (A.7), obtenemos que

d

dx
W (f1, ..., fn)(x)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 ... fn
f ′1 ... f ′n
. ... .
. ... .
. ... .

f
(n−2)
1 ... f

(n−2)
n

i2qn−2(x)fn−2
1 − ...− in(q0 − kn)f1 ... i2qn−2(x)fn−2

n − ...− in(q0 − kn)fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Como el último renglón es una combinación lineal de los renglones anteriores,
el determinante es igual a 0, y entonces W (f1, ..., fn) no depende de x.
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Apéndice B

El método de evolución
diferencial y algunos
resultados obtenidos del
algoritmo

El algoritmo presentado en la sección 5.2 nos ayuda a calcular la matriz de
cambio de base Λ(k) para potenciales con soporte no compacto. En la sección
4.3, se establece que los ceros de ciertos menores de dicha matriz corresponden a
las ráıces n-ésimas de los eigenvalores de L. La idea entonces para encontrar ei-
genvalores de L, es utilizar un método de optimización para minimizar el módulo
de dichos menores, de tal manera que en caso de tener ceros en K, los encuentre.
Sin embargo, el módulo de una función compleja no es diferenciable en general,
razón por la cual no podemos usar métodos como el descenso de gradiente, que
presuponen que la función a optimizar tiene cierta diferenciabilidad.

El método de optimización que utilizamos fue el método de evolución dife-
rencial, en parte porque su implementación es sencilla, y en parte porque es un
método muy robusto que sólo supone que la función a optimizar es continua. A
continuación, damos una descripción del método:

Sea f : Rn → R la función que se quiere minimizar en el espacio de búsqueda
S. Entonces:

Se escogen al azar N puntos en S, llamados agentes.

Hasta que se satisface algún criterio de paro (como el número de iteracio-
nes, o el cambio en la población de agentes es menor que cierta tolerancia),
repetir lo siguiente:

• Para cada agente x

◦ Se escogen tres agentes a, b, c distintos entre śı y distintos a x.
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◦ Se escoge al azar un ı́ndice R ∈ {1, ..., n}.
◦ Se calcula la nueva posible posición y = (y1, ..., y2) como sigue:

� Para cada i, se escoge al azar un número ri entre 0 y 1.

� Si ri < CR o i = R, entonces yi = ai + F (bi − ci), y yi = xi
en otro caso.

◦ Si f(y) < f(x) entonces x es remplazado por y en la población
de agentes.

El agente con la evaluación mı́nima de la población es tomado como el
mı́nimo global en el espacio de búsqueda.

Los números CR ∈ (0, 1), y F ∈ (0, 2), son parámetros del método que el
usuario escoge. Para la implementación que hicimos nosotros, se programó una
variante autoadaptiva del método que permite que CR y F vaŕıen para facilitar
la recombinación de los agentes. Como criterio de paro se usó como tolerancia
la ráız cuadrada del épsilon de la máquina, una cantidad ampliamente usada en
este tipo de métodos.

Se validó el algoritmo de la sección 5.2 resolviendo un problema de segundo
orden, con un potencial cuyo soporte es no compacto: el solitón. Expĺıcitamente,
el potencial es

u(x) = − 8

cosh2(2x)
(B.1)

y es bien conocido que el problema de eigenvalores asociado para este potencial
sólo tiene el eigenvalor λ = −4. El algoritmo se detuvo después de 4 iteraciones,
y el método encontró un cero de Λ00(k) en k0 = 2,5 × 10−10 − i2, obteniendo
como eigenvalor k2

0 = −4 − i1 × 10−9, que, aunque no es un número real, da
una aproximación del eigenvalor verdadero con un error menor a la tolerancia
usada.

Después, corrimos el algoritmo para un caso de tercer orden, tomando como
potenciales q0(x) = q1(x) = −sech(x2). En este caso, el operador ya no es
autoadjunto, y obtuvimos el eigenvalor λ = −0,696193− i0,0122762; de nuevo,
el algoritmo tomó 4 iteraciones en converger. Para confirmar que de hecho es
un eigenvalor, graficamos las funciones |Lf | y |λf | en la figura 24, donde se ve
que ambas son práctimamente indistinguibles.

Para probar el algoritmo para órdenes superiores, lo corrimos para el ca-
so de orden 4 en el que q0(x) = −sech(x2), q1 = q2 = 0. Este caso tie-
ne la particularidad de que el operador L es simétrico, por lo que sus ei-
genvalores deben ser reales. El eigenvalor encontrado usando el algoritmo fue
λ = −0,563198−i2,7915×10−10, que aunque no es un número real, corresponde
a un número real con un error menor al de la tolerancia permitida. Se hizo una
búsqueda intensiva para obtener otros eigenvalores para estos potenciales, pero
no se encontró ningún otro.
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Figura 24. Gráficas de las funciones |Lf | y |λf | para el caso n = 3, con
q0 = q1 = −sech(x2).

Finalmente, se corrió el algoritmo de nuevo para el caso de orden 4, con los
potenciales q0(x) = q1(x) = q2(x) = −e−x2

, de modo que el operador ya no
era autoadjunto. Esta vez, el algoritmo encontró el eigenvalor λ = −0,662244−
1,5469 × 10−8; una vez más presentamos la gráfica de |Lf | y |λf | en la figura
25, sin que haya una diferencia visible entre ambas.

Figura 25. Gráficas de las funciones |Lf | y |λf | para el caso n = 3, con

q0 = q1 = q2 = −e−x2

.
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