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Resumen

La optimizacion de portafolios de un inversionista racional es uno de los problemas de
mayor interés en el area de las finanzas. En este campo interesa disefiar estrategias de
inversion para maximizar la rentabilidad de un inversionista, mitigando el riesgo.

El problema general que se estd abordando es como realizar la optimizacion del portafolio
considerando las preferencias del inversionista. Esto ultimo es un factor muy importante
que se debe considerar para desarrollar la estrategia de inversidn, ya que dependiendo
de estas, como por ejemplo ser conservador o arriesgado, o preferencias hacia acciones
de cierto tipo de empresas, se podria disefiar una estrategia que sea mas apropiada.

Con esto en mente, se presenta inicialmente un estudio del problema clasico planteado
por Merton donde se maximiza una funcién de utilidad especifica por medio de pro-
gramacién dindmica. Dado que el desarrollo de Merton no es suficiente desde el punto
de vista financiero, se introduce otra perspectiva. Esta consiste en construir la funcién
de utilidad, con base en el criterio de rendimiento directo, el cual tiene en cuenta la
informacién del mercado y del inversionista. Posteriormente, se construye la estrategia
de inversidon que pueda optimizar el portafolio.



Abstract

Portfolio optimization of a rational investor is one of the most interesting problems in the
area of finance. In this field, the interest is on the development of investment strategies
to maximize the return of an investor, mitigating the risk.

The general problem that is being considered is how to optimize the portfolio considering
the preferences of the investor. The latter is a very important factor that must be
considered in order to develop the investment strategy, since depending on these, such as
being conservative or risky or preferences towards shares of certain types of companies
we can develop the apropriate investment strategy.

With this in mind, we initially present a study of the classical problem proposed by
Merton where a specific utility function is maximized by means of dynamic programming.
Since Merton’s development is not enough from the financial point of view, another
perspective is introduced. This consists of building the utility function, based on the
direct performance criterion, which takes into account market and investor information.
Subsequently, the investment strategy that can optimize the portfolio is constructed.
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Introduccidn

El problema de optimizacién de portafolio fue inicialmente estudiado por Robert Merton
entre 1969 y 1973 [1-3], y se conoce comunmente como problema de Merton. En éste,
se busca como asignar el capital de inversion entre acciones riesgosas y una cuenta de
mercado de dinero sin riesgo, modelando las acciones como movimientos Brownianos
geométricos —es decir, tienen volatilidades constantes— y definiendo un tipo especifico
de funcién de utilidad para describir la aversion al riesgo del inversionista. De esta
manera Merton logré producir soluciones explicitas sobre el portafolio de inversion y la
estrategia para cada tipo de activo.

El problema de Merton ha motivado gran variedad de estudios donde se proponen
diversas generalizaciones al desarrollo original. La lista de trabajos es bastante extensa
como para describirla en detalle aqui, por lo cual mencionamos solo algunos. Entre
las formulaciones del problema de control éptimo que se han propuesto y analizado en
el pasado, se pueden resaltar [4-6] para el caso de modelos deterministas, mientras
que entre los primeros trabajos empleando modelos estocasticos tenemos [7-10] y las
referencias incluidas en los mismos. En estas obras, es importante destacar que los
autores han considerado un horizonte de inversién fijo, lo cual trajo como consecuencia
el dejar de lado el impacto de un horizonte variable en la seleccién del portafolio éptimo
y el comportamiento del inversionista.

Para analizar el impacto del horizonte —problema que se remonta a Fisher [11]— sobre
la cartera éptima de inversidn en el mercado bursdtil y el momento éptimo para liquidar
todos sus activos, Henderson [12] propuso encontrar una utilidad que no sea sensible al
horizonte. Esta es una de las ideas que contribuyeron al nacimiento de las utilidades
hacia adelante (Forward Performances), las cuales aparecieron en la literatura en diversas
formas principalmente en los trabajos de Musiela y Zariphopoulou [13-16] y de Choulli
y colaboradores [17]. Las utilidades hacia adelante constituyen una subclase de la gran
clase de utilidades de campo aleatorias que Karatzas y Zitkovi¢ trajeron a la matematica
financiera [10] y que representan la preferencia de un inversionista, que se actualiza en
cada instante utilizando la informacién publica sobre el mercado.



Posteriormente, Musiela y Zariphopoulou introdujeron la eleccidon 6ptima de portafolio
basada en el llamado criterio de rendimiento directo [18]. Este enfoque ha sido desarro-
llado en mayor detalle por los mismos autores en la serie de articulos [15,16,19,20] y
discutido en otros mas recientes [21-23]. La idea principal del enfoque directo es que el
inversionista no elige sus preferencias de riesgo en un solo punto en el tiempo —como es
el caso del modelo de Merton— sino que tiene la flexibilidad de revisarlas dindmicamente.
Este criterio es una composicion de insumos determinitas y estocdsticos, donde el aporte
determinista corresponde a las preferencias del inversionista y es especifico de cada uno,
mientras que la parte estocastica es universal para todos los inversionistas e incluye la

relacion entre todos los valores de los activos disponibles para negociar.

En este trabajo nos enfocaremos en realizar un contraste entre el enfoque proporcionado
por Merton (discutiendo sus limitaciones) y la elecciéon éptima del portafolio basado en
el criterio de rendimiento directo propuesto.
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Esquema general

Capitulo 1

En este capitulo se introduce el problema clasico de seleccién de portafolio dado por
Merton [1]. Primero, damos las componentes del modelo y la funcién de utilidad a
optimizar. Posteriormente, por medio de programacién dindmica y el uso de la ecuacion
de Hamilton-Jacobi-Belman (HJB) encontramos la proporcion de inversién de cada
activo y la tasa de consumo 6ptimos. Con ellos, resolvemos la ecuacién diferencial
estocastica asociada al portafolio para el caso particular de la funcién de aversion al
riesgo hiperbdlico (HARA), mostrando graficamente el comportamiento del portafolio y
el numero de acciones para parametros dados. Al final del capitulo se realizan observa-
ciones importantes sobre las limitaciones del modelo.

Capitulo 2

Se presenta una de las formas en que se puede modificar el modelo de Merton para
que sea mas general y afin con el comportamiento del mercado. Para ello consideramos
un modelo que incluya una cantidad mayor de acciones y un coeficiente que mida la
influencia del comportamiento de precios entre éstas. Ademads, el disefio de una funcion
de utilidad que refleje las preferencias del inversionista. La construcién de la funcién
de utilidad se hace con base en el criterio de rendimiento mondétono [16]. Al igual que
el capitulo anterior, mostramos graficamente el comportamiento del portafolio y del
numero de acciones para dos casos particulares.

Por tltimo, concluimos la tesis con un resumen y discusién del trabajo.
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Problema clasico de seleccidn de
portafolio planteado por R. Merton

En este capitulo se introduce el problema clasico de seleccién de portafolio dado por
Merton [1]. Este es un problema modelo que permite estudiar las estrategias éptimas
de inversion y consumo de un inversionista racional, cuyo supuesto mas fuerte es que
el inversionista toma decisiones para maximizar una funcién de utilidad dada'. Se
presentard un método de solucién de programacion dindmica para abordarlo y un
ejemplo ilustrativo para ver su funcionamiento. Finalmente, se realizaran observaciones
sobre las limitaciones de este modelo y se dardn propuestas para mejorarlo. Estas se
discutiran en detalle en el siguiente capitulo.

1.1 Componentes del modelo

La seleccién del portafolio que permite optimizar las ganancias de un inverisonista es
uno de los problemas de mayor interés en el campo de las finanzas.

A continuacion, se dan los conceptos clave y las respectivas ecuaciones que intervienen
en el modelo [24].

Portafolio

El portafolio es el conjunto de activos financieros que posee una persona o empresa. En
este caso se considera a un inversionista que tiene dos tipos de activos, activos libres de
riesgo y activos que implican riesgo.

1. Activos libres de riesgo: éstos estan asociados al mercado de dinero y generalmente
reciben el nombre de bonos. Cabe mencionar que al invertir en este tipo de activos
se garantiza una rentabilidad fija transcurrido cierto periodo de tiempo. De esta
manera, se dice que su comportamiento es determinista.

En el modelo se considerard que solo hay una opcién para este tipo de activo. Su
precio por accién p(t) que depende del tiempo ¢, varia de acuerdo con la ecuacién
diferencial ordinaria

dp = prdt, (1.1)

!Esto se refiere a que se propone desde el principio una funcién que modele la utilidad y se trabaja sobre
ella.



donde r representa la tasa con que se precia este activo.

2. Activos riesgosos: reciben también el nombre de acciones. Estas tienen mayor
volatilidad, dado que el precio puede fluctuar dependiendo de las condiciones
del mercado. De este modo la ecuacién que modela su preciacién tendra un
componente estocdstico.

En este caso también se considerard que solo hay un activo de este tipo, cuyo
precio S(t) varia de acuerdo con la ecuacién diferencial estocéstica

dS = S(udt + odw(t)), (1.2)

donde p es la tasa de variacién determinista, o > 0 es el factor de difusién y w(t)
es un movimiento Browniano. Para que el activo riesgoso tenga una tendencia a
preciarse por encima del activo libre de riesgo se debe satisfacer que r < p.

A continuacion denotaremos las funciones importantes para nuestro modelo, para un
tiempo ¢ dado:

* x(t) — el portafolio del inversionista en el tiempo ¢,
* 7(t) — la fraccién de portafolio invertida en el activo con riesgo,
* ¢(t) —la tasa de consumo del inversionista.

De esta manera, la variacion del portafolio respecto al tiempo estara dada por la ecuacion
diferencial estocdstica

dr = (1 —7(t)x(t)rdt + w(t)z(t)(udt + odw(t)) — c(t)dt . (1.3)

El proceso se detendrd cuando x(t) sea cero, es decir cuando el inversionista llegue a la
bancarrota.

Proporcion de inversion y consumo:

Para poder controlar el proceso de portafolio descrito por la Ecuacién (1.3), sélo se
pueden manipular dos variables. La primera es la fraccion que se invierte en cada tipo
de activo. Como en este caso solo hay dos opciones 7 (t) en el activo riesgoso y 1 — 7(¢)
en el libre de riesgo, bastard con que se controle 7 (¢). La segunda variable a manipular
es la tasa de consumo, con la cual se utiliza lo disponible en el portafolio que seria en
este caso c(t).
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Notese lo siguente:

* El proceso se detiene cuando el portafolio llega a cero, por lo tanto z(t) € O =
[0, 00).

* Al ser ¢(t) una tasa de consumo, ésta debe tomar valores no negativos, por lo cual
c(t) € [0,00).

* 7(t) puede tomar valores en R. Es claro que cuando 0 < 7(¢) < 1 significa que de
nuestro portafolio vamos a invertir un porcentaje al mercado accionario. Pero por
ejemplo si w > 1, significa que vamos a pedir un préstamo al mercado de dinero
para poder invertir en las acciones y si 7 < 0 significa que vamos a “vender en
corto las acciones”, es decir tomamos en préstamo cierta cantidad de un activo
financiero de un tercero y la vendemos en el mercado, para luego recomprar ese
mismo activo en igual cantidad y devolverlo a su dueiio original en una fecha
futura.

Vender en corto es una manera de apostar a que el precio de un activo va a bajar.
Es decir, es una operaciéon que nos permite obtener una ganancia si el precio de
ese activo pierde valor durante un periodo determinado de tiempo.

Lo anterior nos dice que se tiene un proceso a controlar que es el portafolio del inver-
sionista y un control que es de caracter bidimensional u(s) = (7 (¢), c(t)) en el espacio
U = (—00,00) X [0, 00).

Utilidad de consumo:

La funcién de utilidad del inversionista se asumira conocida. Se tomard como el costo de
funcionamiento del proceso
L(z,v) =1(v), 1.9

en donde I(c) denotard la utilidad de consumir a una tasa ¢, y debe satisfacer: i) [(0) = 0,
ii) /(0%) = 400, iii) I'(c) > 0y iv) I"(c) < 0 para todo ¢ > 0.

Ahora bien, lo que se quiere es maximizar la funcién J dada por la utilidad esperada del
inversionista descontada a una tasa 5 > 0

T(z,7c) = E, / " e 1(e(s))ds (1.5)
0

donde 7 = 400 o 7 es el tiempo en que se llega a la bancarrota.

1.1 Componentes del modelo



El problema

El problema de Merton consiste en disefiar una estrategia de inversién y de consumo &p-
timos denotados por 7*(¢) y ¢*(t), respectivamente. Dando como resultado el portafolio
6ptimo denotado por z*(t), que permita maximizar la utilidad esperada del inversionista
J(z,m, c).

1.2 Construccion de controles éptimos y del
portafolio

Para dar solucién al problema enunciado al final de la seccién anterior, se hara uso del
operador diferencial [24,25]
o2v?z?
2
para v = (v1,v2) € U = (—00,00) x [0, 00).

—G"W(z) = Waew + (1 — r)viaWy + raW, — vaW,,, (1.6)
La ecuacién de programacion dinamica asociada puede escribirse de la forma

o?viz?

SW = max Wow + (10— r)orzWy | + raW, + max [l(ve) —vaW,] .  (1.7)
V1 V22

Esta tiene la forma
BW + H(z, DW,D*W) =0, (1.8)

donde W debe ser creciente en el intervalo [0, c0) y ademds ser céncava, dado que la
ecuacion tiene una estructura lineal-céncava. Por lo anterior se busca una solucion para
la Ecuacion (1.7), parax > 0 con W, > 0, W,, <0y 0 = lim+ W (x).

z—0

Como se quiere maximizar la expresion que aparece al lado derecho de (1.7), para

o?vix?

Wx:ﬁ + (M - r)lewx y (19)

max
v1

derivando respecto a vy, se obtiene la condiciéon de primer orden

o?012* Wee + (u — 1)aW, = 0. (1.10)

Capitulo 1 Problema clasico de seleccién de portafolio planteado por R. Merton



Por lo cual si despejamos vy, se tiene que

: (1= 1)sWa
i) = e,
(M — 7n)VVac

= —— 1.11
025Wos ( )

Similarmente para max l(vg) —voW,, derivando con respecto a vs, se obtiene la condicién
V22

de primer orden

U'(vy) — W, =0, (1.12)

de donde
U(vy) = Wa, (1.13)
vs(s) = ()7 (W), (1.14)

Asi se tienen los siguientes candidatos para la inversién y el consumo 6ptimos:

™ (s) = —m ¢(s) = (1) (Wa(s)) (1.15)

Sustituyendo este resultado en la Ecuacién (1.7) se obtiene

0.2

_ (1 —r)* W2 (ur)Wx]
W = 2 | o4s2W2, 025Wys Wa

FrsWa + L[(1) 1 W) | = (1) (W)W,

] S Wae + (u—1)

De donde
gw = U Wy, b (7 O] — @) W,
(1.16)
Asi,
W — _W FrsWo L[ W) - O W, (1)

Para continuar, se propondrd una funcién [(c) para poder resolver esta ecuacion explici-
tamente.

1.2 Construccién de controles dptimos y del portafolio
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Ejemplo

Asumamos que la funcién de utilidad al consumo tiene la forma
1
Ie)=—-¢", 0<~<l1. (1.18)
Y

La cual es conocida como la aversion hiperbolica al riesgo absoluto HARA (por sus siglas
en inglés) que se caracteriza por ser la tinica que posee un indice de aversion al riesgo

constante dado por:
l// (.T)

) =1-—7. (1.19)

—T

Ella, satisface que
1

I'(c) =1, 7 c) = 1. (1.20)

Al sustituir las expresiones anteriores en la Ecuacion (1.17), queda como sigue

22 1 1
W = _WE‘FTSWQU—FZ( xﬂfl) - a:vile
g Tx
— )22 1 2 o
e _WI + 'I"SWI + 5 3;771 - W;U771
_ 2w2 1— v
—(“20273/ t oy ( . 7) SR U (1.21)

Como solucion a la Ecuacién (1.21) se propone la funcién W:
W(z) = Ka7, (1.22)

debido a que satisface las condiciones mencionadas W, > 0, W,, < 0y lim+ W(x)=0.
z—0

Esta funcion en particular, cumple que

We(s) = Kys'7t,
Wee(s) = Ky(y—1)s772 (1.23)

Por lo cual, al sustituir en las expresiones (1.15), los candidatos éptimos quedan dados

por:
* _ (:U’ - T)K’ysw_l
™(s) = _astfy(’y— 1)s7—2
(p—r)
m 5 (1.24)

Capitulo 1 Problema clasico de seleccién de portafolio planteado por R. Merton



1
¢(s) = (KsTH
1
= (vK)"Ts. (1.25)
Esto muestra para este caso en particular, que la fraccion de inversién Optima 7* se
mantendra constante y que la tasa de consumo Optima c* es de cardcter lineal.

Al sustituir este resultado y W = Kz7, W, = Ky27~!, Wy = Ky(y — 1)2772 en
(1.21), se obtiene una férmula que relaciona 8y K

27172,2,.2v—2
w—r) Koy x? 1—7 o _
Kz _(202Ki(7— a2 T < v > (K7)7 T2 + raKyz? !
_ (1) (1 —7) S
/B - 20.2(1 _ ’Y) +T’Y+ K’Y (K’Y)W !
(=) B L
B = ger oy T (L ER) T (1.26)

Se tiene una ecuacion no lineal para K con solucién positiva dada por

1 —r)?
(L=7)(Ey)T = B— M -y
a1 (n—71)%y
A ) lﬁ " 2021 ) "“”1
)2
= {(1iv) lﬁ - 2(:2(1—)3) _WH T a
Asi )
1 1 —-r
K:v{(lw [ﬂ—ﬁ‘m)%—wﬁ“ (128
Y 3 satisface: )
8> 2(:2(_17;);/) + 7. (1.29)

Teniendo en cuenta las constantes anteriores, finalmente la inversion y el consumo
optimos quedan dados por:

m(z) = 7(1‘19;02, (1.30)
) = (1i,},) 8- 2(:2(1_)::) —ry| x(t). (1.31)

1.2 Construccién de controles dptimos y del portafolio

1



Para encontrar el portafolio 6ptimo, se sustituyen las expresiones del consumo e inversion
6ptimos en la ecuacion diferencial estocastica del portafolio (Ecuacién (1.3)) y se tiene

= —7(/11_7‘) Txr 711/_71 X oaw
dz = [1 (1_7)02] (1t + S (0) (it + o)
o1 o lpery
0—7>F 207(1 ) V]“”t

VTS0 N PO Tt R
{T+(1_7)0_2 (1=7) _ﬁ 202(1 — ) 7_} 0

T Hdw
s a0dute)
(p=rf 1 g u=ry ]
e e - sy )

p—r
—|—mx(t)dw(t) . (1.32)

Suponiendo que se tiene la condicién inicial 2(0) = ¢ y denotando por

5 = ﬁ (1.33)
)2 2
a = r+ (=) ! B — (= 7)™ —rvy|, (1.34)

1-7)02 (1—7) 20%(1 —7)

lo que se quiere es resolver la ecuacién diferencial estocastica

de = oax(t)dt + ox(t)dw(t),
z(0) = xo. (1.35)

Para ello necesitaremos utilizar la férmula de It para el proceso x(t).

Teorema 1.2.1. Sea X;, para t > 0, un proceso de It6 y (x,t) — f(z,t) una funcién C*,
es decir, dos veces diferenciable en x y una en t y de derivadas continuas. Se tiene que

df(t,2(t)) = fi(t, 2(t))dt + fo(t, o(t))dz(t) + % fon(t, z(8))dz(t)da(t).  (1.36)

En nuestro caso particular, tomaremos f(z) = Inz, que satisface f'(z) = Ly f"(z) =
—x%. Asi se tiene que

d(lnz(t)) = mdm(t) + % (— le(t)> 22 (t)6%dt . (1.37)
Debido que
dz(t)dz(t) = (dz(t))?dw(t)dw(t) = %2> (t)dt . (1.38)
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Entonces

2
d(nz(t) = xgt) () (adt + Sdw(t))] — %dt
52
= (a — 2) dt + odw(t) . (1.39)
Como y(t) = Inxz(t) satisface
52
dy(t) = (a - 2) dt + odw(t) . (1.40)
Entonces
52
y(t) = yo + <a - 2) t+ow(t). (1.41)
Por lo cual,
(t) = x(O)e(“‘%)”‘S“’“) . (1.42)

Cambiando a y 4, se obtiene finalmente que el portafolio queda dado por la funciéon

s mrPi-2) 1 )(5_ (b —r1)*y —m)]t

x(t) = x(O)eXp{

2(1 = )20 (1—v 202(1 — )
(=)
i (t)}. (1.43)

Lo anterior nos muestra un portafolio éptimo exponencial creciente perturbado por
el Browniano, que es ideal dado que se espera en este caso en que no se llegue a la
bancarrota (x(t) = 0).

1.3 Numero de acciones en el activo con riesgo y su
relacion con la proporcion de consumo 7 (t)

A simple vista pareciera que el comportamiento de la inversién es constante, pero es
necesario resaltar que 7 (¢) representa la proporcién de inversién. Esto quiere decir que
si 6(t) denota el numero de acciones en el activo con riesgo, entonces

m(t) = , (1.44)

1.3 Numero de acciones en el activo con riesgo y su relacién con la proporcién de consumo (t)
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Por lo tanto el numero de acciones que optimiza el portafolio estara dado por
o (1) = LT (1.45)
Teniendo en cuenta que s(t) estd modelado por la ecuacién

ds = s(pdt + odw(t)) , (1.46)

su solucidén aplicando la formula de It6, queda dada por

s(t) = s(0) exp {(u - %02)75 + aw(t)} . (1.47)
Continuacién del ejemplo

Con este resultado y la expresion dada para el portafolio, se puede obtener una forma
explicita para el nimero de acciones, dada por

o(t) = ﬁx@) exp{ r+ <”2‘(1’”)_2(71);j” e i,y) (5 - 2(52(‘{_)23) - m)] i
—l—mw(t)} [3(0) exp {(ﬂ — %ﬂ)t + aw(t)H B
"o e
_(;7) (ﬁ_m_m> t+(m—a> w(t)}. (1.48)

Por lo cual el nimero de acciones quedard dado por una expresion de la forma

o(t) = AeBHCv®) (1.49)
donde
A = W, (1.50)
B = r—pt %O—Q n (M2_<1T)_2(,yl>2_0?) 3 (1i7) ( _ m —m) ,(1.51)
c = ((1“__77;)0 —0. (1.52)
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Lo anterior nos muestra que el nimero de acciones de inversién tiene un comportamiento
volatil al igual que el portafolio para cada tiempo ¢ y no es constante como pareciera, al
tener que la proporcion de inversion éptima para este caso si lo es.

Representacion grafica del portafolio y del numero de
acciones

La Figura 1.1 muestra el comportamiento del portafolio y del nimero de acciones en
funcién del tiempo tomando como portafolio inicial 2y = 10, precio inicial del activo
de riesgo sy = 1 y valores particulares para cada una de las constantes del modelo que
satisfagan todas las condiciones dadas anteriormente. El principal analisis se hara sobre
el coeficiente del termino ¢ en expresion del portafolio

_ (n—7)*(1—27) 1 (1 — 1)y
S L R = iy (ﬁ_zam—y)_mﬂ ' (1.53)

En la Figura 1.1 vemos la influencia del parametro “r” en tres casos principales. La
curva de la izquierda de la parte (a) muestra la funcién de portafolio z(¢) para una tasa
de interés en el mercado de dinero r = 0.9 (que es bastante optimista y poco realista),
factores © = 1y o = 2, y las constantes de la funciéon de consumo v = 0.6y 5 = 0.7. En
la grafica se ve que el crecimiento del portafolio en el tiempo es relativamente rapido,
lo cual se atribuye a que la tasa de rendimeinto r es grande, por lo cual el rendimiento

determinista garantiza un portafolio alto. Dado que el coeficiente ((1’“‘;’;27 que acompafia

al Browniano es pequeiio, la volatilidad de la funcién es baja.

Como se puede apreciar en la Figura 1.1(b), si disminuimos a » = 0.1 el valor de B
es casi cero, por lo cual vemos un comportamiento del portafolio volatil casi constante
alrededor del valor del portafolio inicial.

Finalmente, en el caso (c) al mentener el resto de parametros iguales y disminuir la tasa
del activo libre de riesgo a » = 0.01, el porafolio cae y tiene una tendencia a cero. Este
seria el caso mas realista en términos de los valores de “r”.

Teniendo en cuenta que + representa la aversion al riesgo del inversionista, en la Figura
1.2, analizamos la influencia de + para los parametros usados en el caso (c) de la
Figura 1.1. En Figura 1.2 (a), si tomamos un v = 0.9 (que implica una alta aversién
relativa al riesgo) vemos que en este caso no es conveniente ser tan conservador dado
que el portafolio cae rapidamente a una tendencia a cero. Por el contrario cuando el
inversionista es mas arriesgado tomando v = 0.1, como se ve en la Figura 1.2 (b), el
portafolio cae de forma mas lenta hacia el cero.

1.3 Numero de acciones en el activo con riesgo y su relacién con la proporcién de consumo (t)
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Figura 1.1: Grafica del portafolio x(¢) y 6(t) en funcién del tiempo para los pardmetros dados.
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Cabe destacar tambien el comportamiento del nimero de acciones. Cuando el inver-
sionista es averso al riesgo vemos que 0(t) en el caso (a) se mantiene bajo y alrededor
de una constante, pero cuando el inversionista es arriesgado vemos que el nimero de
acciones tiende a crecer como se aprecia en el caso (b).

Finalmente, analicemos la influencia del coeficiente de difusion. En la Figura 1.2 (b),
vemos que o tiene un valor de 2 y el comportamiento del portafolio en ese caso es
decreciente con tendencia a cero. Pero al disminuir este valor a ¢ = 0.12 < 1, cambia
totalmente el comportamiento en x(¢) (como se puede apreciar en la Figura 1.2 (c) a uno
creciente con tendencia a infinito. De manera similar cambia este comportamiento en
6(t). Esto sucede principalmente porque o aparece como denominador en las expresiones
de D, haciendo que la parte positiva se compense con la parte negativa (consumo) y
finalmente su signo total sea positivo.

Es importante resaltar, que todas las anteriores son simulaciones que dependen fuerte-
mente del Browniano. Esto significa que contienen un componente aleatorio responsable
de variaciones cada vez que se ejecuta la simulacion. Sin embargo el comportamiento
general que define los posibles escenarios se reproduce en cada simulacion.

1.4 Observaciones a la perspectiva clasica

El desarrollo de este capitulo permite entender la dindmica bdasica del mercado, pero
el modelo Merton es idealista por varias razones que se detallan a continuacion y es
necesario realizar modificaciones para que sea mas cercano a la realidad.

La primera observacién es que los coeficientes en las ecuaciones diferenciales que
modelan los activos libres de riesgo y riesgosos son constantes lo cual limitan el modelo
y le quitan la posibilidad de variaciones que pueden tener éstos por factores del mercado.
Para un modelo mas general, es necesario asumir que los factores r, u y o de las
Ecuaciones (1) y (2) tienen una dependencia respecto al tiempo.

La segunda, es que solo se esta considerando un activo de cada tipo, y en el mercado
real siempre se puede tener multiples opciones de cada uno y el comportamiento es
interactivo, por lo cual el comportamiento del precio de unas afectardn a las otras. Es
necesario considerar multiples opciones de acciones y tambien un factor que mida la
interaccién entre ellas.

Por ultimo, en el problema de Merton la funcidn objetivo a maximizar ya viene dada
por otra funcién L(z,c) = I(c) que depende de la tasa de consumo. Esto implica que
cualquier funcién [ que satisfaga las condiciones mencionadas en la Ecuacién (1.4)
podra dar lugar a una expresion para la utilidad esperada sin tener en cuenta factores
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del mercado o carécteristicas intrinsecas del inversionista. Por lo tanto se deberia
construir una funcién de utilidad que incluya mas informacién del mercado (como la
interaccion entre los precios de los activos) y del inversionista (como sus preferencias
hacia ciertos activos), para luego disefar la estrategia de inversion mas apropiada segun
el individuo.

1.4 Observaciones a la perspectiva clasica
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Seleccion de portafolio bajo el
supuesto de rendimiento mondtono
en el espacio tiempo

Siguiendo con las observaciones realizadas al final de capitulo anterior, se presentara
una de las formas en que se puede modificar el modelo de Merton para que sea mas
general y afin con el comportamiento del mercado. Para ello consideraremos un modelo
que incluya una cantidad mayor de acciones y un coeficiente que mida la influencia del
comportamiento de precios entre éstas. Ademads, el disefio de una funcién de utilidad que
refleje las preferencias del inversionista, donde pueda modificarlas de manera flexible en
el proceso y no en un solo instante de tiempo (el inicial) como en el problema cldsico.

La construcion de la funcion de utilidad se hard con base en el criterio de rendimiento
mondtono [16]. Este es una composicidn de insumos deterministas y estocdsticos, y
la funcién de utilidad tendré la forma Uy (x) = u(z, A¢), t > 0. El aporte determinista
corresponde a su tolerancia al riesgo, es especifico del inversionista, representado por
una funcién u(z,t) que es creciente y céncava en z, y decreciente en ¢t. La entrada
estocdstica, sin embargo, es universal para todos los inversionistas y estd dada por A;
que incluye la informacién de la relacion entre los valores de los activos disponibles para
negociar. Debido a su forma y a las propiedades de las entradas involucradas, el proceso
de ejecucion es mondtono en riqueza y tiempo.

2.1 Modelo del mercado

Activos

En este modelo se considera que existe un solo activo libre de riesgo y k activos riesgosos.

De igual manera a como ocurre en el modelo de Merton, el precio del activo libre de
riesgo tiene un comportamiento determinista. Este estd dado por el proceso B, para
t > 0y es descrito por la ecuacion diferencial

dBt = TtBtdt, (21)

con By = 1 y un proceso de tasa de interés F;-adaptado y no negativo .
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El precio de cada uno de los k activos riesgosos es modelado por un proceso de It6 S}
para el activo i-ésimo y determinado por la ecuacién diferencial estocéstica

d
dSi = Si | pidt +>_of'dWi |, i=1,....k, t>0, (2.2)
j=1

donde S{ > 0, Vi, es decir el precio inicial de cada accién debe ser positivo. El proceso
W, = (W}, ..., W) es un movimiento Browniano d-dimensional, definido en el espacio
de probabilidad (2, F,P), y los coeficientes i y of = (a}?,...,0f) son procesos Fi-
adaptados con valores en R y R, respectivamente. Por lo anterior, se puede reescribir la
Ecuacién (2.2) como

dSi = Si(uidt + ot - dWy). (2.3)

Observaciones
Los procesos ¢, ji; y oy deberdan cumplir condiciones de integrabilidad adecuadas.

A partir de aqui o; denotara a la matriz de volatilidad de dimension d x k, donde
cada columna representa la volatilidad o! del i—ésimo activo riesgoso. A su vez ju
denotard el vector k—dimensional con coordenadas ¢ y 1 el vector k—dimensional cuyas
componentes son todas iguales a 1.

Bajo la notacién anterior, se supondra que los vectores son tal que
pe — i1 € Lin(a]), 2.4)

donde Lin(o]) representa el espacio lineal generado por las columnas de o7 . Esto
implica que a;f (UtT ) (pur — r¢1) = py — r¢1, por lo cual el vector

= (of) (pe =), (2.5)

./ ./ . + .
es una solucién de la ecuacién of = = y; — r;1 y la matriz (atT ) es la pseudoinversa de

Moore-Penrose de la matriz o} . !

También se va a asumir que el proceso \; es acotado por una constante determinista
¢ > 0, es decir, paratodo t > 0
Al < e (2.6)

!Dada una matriz A, su pseudoinversa de Moore-Penrose A" es una matriz k x d tnica que satisface
AATA = A, ATAAT =AY, (AAT) = AATy (ATA)" = ATA [26].
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Estrategia de inversion y portafolio

El proceso de inversién inicia en el tiempo ¢ = 0 con una dotacion inicial x € Ry el
inversionista invierte en cada tiempo ¢ > 0 en los dos tipos de activo: el libre de riesgo y
los riesgosos. Los valores presentes de las cantidades invertidas serdn denotados por 7

parai = 1,..., k. El portafolio varia de acuerdo con la ecuacion
k . .
dX] = " mio} - (Aedt + dWy) = oy - (Aedt + dW3) 2.7)
i=1
donde 7; = (7},..., 7)) es un vector columna.

Adicionalmente, el conjunto de las estrategias admisibles quedara definido por

¢
A= {w : self-financing con 7, € F; y F (/ |057['3|2d8) < oo, t > 0} ) (2.8)
0

Numero de acciones

De manera similar a como se realizé en Capitulo 1 se puede construir el vector ; de

dimensién k, cuyas componentes ¢}, parai = 1,...,k, estdn dadas de la forma
_ mXT
0; = S (2.9)

y determinan la cantidad de la i-ésima accién que se aquiere en el tiempo t.

2.2 Funcion de utilidad

A continuacion describiremos las carateristicas que debe seguir la funcion de utilidad
(rentabidad).

Carateristicas de un proceso de rentabilildad

Para que el proceso F;-adaptado U, (x) describa una rentabilidad, parat > 0y z € R,
debe satisfacer

(i) La funcién x — Uy(x) debe ser concava y creciente.

(ii) Paracadam € A, E(Us(XT|F))T < ooy

E(Us(XT|F)) < U(X7), para s> t. (2.10)

2.2 Funcion de utilidad
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(iii) Debe existir una estrategia m* € A, que permita que

E(Uy(XT |F) = Ud(X]). (2.11)

Notamos que (i) obedece a dos cosas, la funcion es creciente dado que entre mas alto
sea el portafolio esperamos que mas alta sea la utilidad, y es cdncava puesto que sigue el
princio de aversién al riesgo de un inversionista. Esto tltimo se refleja en el hecho de
que para x, U;(x) cumplird la desigualdad de Jensen

E(Uy(2)) < Uy(E(z)), (2.12)

que nos indica que un inversionista tendrd preferencia por una opcién mas segura asi
ésta tenga una ganancia menor, a una que implique mas riesgo. Por otro lado (ii) y (iii)
obedecen las caracteristicas de supermartingala y martingala de un proceso estocastico.
Esto indica que para cualquier estrategia, la utilidad proyectada a un tiempo s con
informacion hasta el tiempo ¢ siempre serd menor que la utilidad conocida en ¢ y ademds
que debe existir una estrategia que permita la igualdad.

Proposicién 1. Sean A, y M, definidos como
t t
A= / AslPds  y M= / As AW, (2.13)
0 0

para t > 0y donde ) estd dado en la Ecuacién (2.5). Ademds, sea u € C**(R x [0, +-00))
una funcién concava en el espacio que satisface uyz, = su2y u(z,0) = ug(z). De esta
manera

Up(x) = u(z, Ay) (2.14)

es una funcion de rendimiento, decreciente en el tiempo.

Prueba. A continuacién se dara un esbozo con los principales pasos de la prueba, cuando
consideramos que solo tenemos una accién y un activo libre de riesgo. El proceso del
portafolio en este caso es dX; = (\dt + dW;) con Xy = z, y sea 7 una estrategia
admisible.

Para iniciar tenemos una funcién uy € C*(R) y buscamos una solucién de la forma
Ui(z) = u(z, A;) para alguna funcién concava y creciente (en el espacio) u(z,t) €
CY(R x [0, +00)), con u(x,0) = ug(z). Por conveniencia tomamos A; = [5 A\2ds.
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Para cualquier control arbitrario 7, tenemos que

dUt(Xt) = du(Xt, )
1
= Uy (X, Ap)d Xy + ue( Xy, Ap)dA; + §um(Xt, Ap)d(Xe)e
= ’U,I(Xt, At)[O'ﬂTtAtdt + Utﬂ—tth] + ut(Xt, At))\%
1
2um(Xt, Ap)otridt
= UJ;(Xt, At)o-tﬂ'tth + >‘t {’U,t(Xt, At) + Ux(Xt, At)O'ﬂ')\t
1
—|—§um(Xt, At)agw,?)\t_ﬂdt

1
= Uy (X, Ap)oymdWy + /\? {ut(Xt, Ap) + ug (Xe, Ar)oy + §Um(Xt7 At)@ﬂ dt,
(2.15)

con oy = O’tﬂt)\;l

Dada la concavidad de u respecto a z, se puede ver que U;(X;) puede ser una super-
martingala si lo anterior se mantiene no positivo, ademas, por la forma cuadratica, el
signo se garantiza si

1
ut(xat)uME(xvt) > 5“920(x7t) ) (2.16)
para z € R x [0, 00).

Si la condicidén (2.16) la tomamos como igualdad y consideramos la estrategia

* -1 ux(Xt*a At)
= — MN— 2.1
7rt Ut tuxx(Xt*,At) ) ( 7)
para X; el portafolio asociado a 7, luego tenemos que
dUt(X;) = Ux(Xt*, At)O'tﬂ';kdpvt . (218)

De donde se deducen las condiciones (2.10) y (2.11) de la definicién de proceso de
rentabilidad.

El hecho de que u(z, A;) es monotona en x viene de la condicién sobre u, mientras que
para la monotonicidad en el tiempo podemos usar la elecciéon de A; y que u; < 0, que se
deriva de la restriccién diferencial y la concavidad de u. O

Una prueba similar a la anterior pero mas detallada se vera en el item (i) del Teorema
(2.3.1).

2.2 Funcidn de utilidad
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Lo anterior crea las bases para construir nuestra funcién de utilidad, basadas en la
solucion de la ecuacion .
Uplgy = §u2 (2.19)

xT

Esto nos permite también proponer una solucién éptima X/ que satisfaga (2.11).

Funcion local de la tolerancia al riesgo

La tolerancia al riesgo financiero es la disposicion a aceptar el riesgo de que una
determinada eleccién econémica tenga un resultado distinto al deseado. Esta desempefia
un papel fundamental en la construccion de una cartera de inversién que cumpla con las
necesidades psicoldgicas de los inversores. Los individuos que son capaces de tolerar
un mayor riesgo pueden construir una cartera mas agresiva, y por regla general, en el
mediano o largo plazo lograr una mayor rentabilidad. Esta funcién, bajo u como en la
Proposicion 1, estd dada por

Ug (2, t)
Uge (T, 1)

R(z,t) = — (2.20)

La cual satisface

1
R+ 3RiRi=0 'y R(@,0)= _Uo(@) (2.21)
U

Aversion local al riesgo

La aversion al riesgo es lo contrario a la tolerancia, dado que representa la preferencia
de un inversionista a elegir carteras de inversion de bajo riesgo asi estas impliquen una
menor rentabilidad. La aversion al riesgo estd dada por la funcién v(z,t) : R x [0,00) —
R, definida como

J(at) = (2.22)

y que satisface

S I ) 2

2.3 Construccion del portafolio y estrategias dptimas
de inversion para maximizar la utilidad

Conociendo la caracterizacién general de las funciones de rendimiento, aversién y
tolerancia local al riesgo, procedemos a construir la estrategia 6ptima de inversion. El
problema que queremos resolver es encontrar los procesos 7} y X, que maximicen
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U(z) = u(z, Ay). Para ello definimos el proceso de tolerancia al riesgo (bajo el portafolio
optimo) dado por

Ry = R(X}, Ar), (2.24)
parat > 0y A; dado en (2.13).
Si consideramos el sistema
dX; = R(X/, A ) (\dt +dVy), (2.25)
dR; = Ru(X{,A)dX;, (2.26)

y su solucién (X}, R;), t > 0 . Entonces el proceso 7; definido por
m = Riof A\, (2.27)

es éptimo y genera el proceso de portafolio X/, como se verd més adelante.

En el siguiente teorema, vamos a probar que de hecho X; y 7} van a estar dados por la
informacién del mercado y funciones deterministas en el espacio y el tiempo.

Antes de enunciar el teorema, necesitamos introducir el conjunto B* (R) definido como

BT (R) = {1/ eBR):VBeB, v(B)>0 vy / e v(dy) < o0, z € R} . (2.28)
R

El conjunto de medidas B*(R) es no vacio, ya que por ejemplo la medida de Dirac en
cero v = g pertenece a €él. Este conjunto es de gran importancia ya que cada medida
nos dard lugar a una solucién de la ecuacién de calor (2.30), que nos permitird construir

una familia de funciones (¢, z) que dan lugar a procesos de utilidad como deseamos.

Mas adelante, se estudiaran dos casos particulares de medidas para simular el portafolio
y el nimero de acciones asociados a la funcion de utilidad. Este procedimiento se explica
en la siguiente proposicion:

Proposicion 2. (i) Sea v € BT (R). Entonces la funcién h definida para (z,t) € R x
0, 450), por

e¥r—3y"t _ |
h(x,t) = /R vl +C. (2.29)

es una solucion estrictamente creciente respecto a x de

1
he + §hm =0. (2.30)

2.3 Construccion del portafolio y estrategias dptimas de inversion para maximizar la utilidad
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(ii) Ahora asumimos h (mencionada en (i)) de rango completo para cada t > 0y
denotamos por h=1) : R x [0, +00) — R su inversa espacial. Entonces la funcién

t T
u(z,t) = e h @5 (h(_l)(ac, s), s) ds +/ e_h(il)(z’o)dz, (2.31)
0

2 Jo
es una solucion creciente y estrictamente concava respecto a x de

2
P (2.32)

2 Upy

En el siguiente teorema daremos la forma explicita de X} y «}.

Teorema 2.3.1. (i) Sea h una solucidn estrictamente creciente (en z) de la ecuacidn del
calor (2.30), y supongamos que la medida asociada v satisface

/ SR (dy) < 00 Y a (2.33)
R
Definimos
X;=h (h(_l)(x, 0) + A + M, At> , (2.34)
y
T = hy (h<—1>(X;, Ap), At) o A s (2.35)

cont >0, z € R, hdado en (2.29), h=V su inversa espacial, y A; y M; definidos en
(2.13).

La estrategia m; es admisible y genera al portafolio X/, es decir

t
X5 = w0 + / oot - (ods + dIV,) | (2.36)
0

(ii) Sea wu la solucion de (2.30) asociada a h (como en (2.31)). Entonces el proceso
satisface
du(Xt*, At) = um(X;, At)aﬂrf . th s (237)
para X; y w} dados en (2.34) y (2.35), respectivamente.
(iii) Sea Uy(x) dada por
U(z) = u(z, Ar), (2.38)

donde t € [0,00) y x € R. Entonces U;(x) es una funcién de rendimiento y los procesos
X[y mf son éptimos.
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Prueba. La prueba se da para el caso en el que h es de rango infinito (para el caso de
rango semi infinito el procedimiento es similar).

(i) Empezaremos probando que 7; genera al portafolio X;. Lo haremos para el caso
cuando h es de rango infinito, es decir, para = € R, y tomaremos por simplicidad
C = 0 en la ecuacion (2.29), de manera que

eygﬁ_%y% -1
h(xJ)::j§l/z4dy), (2.39)

donde (z,t) € R x [0,4+00). Para z € R, y A; y M; dados en (2.13), definimos el
proceso
N; = BV (2,0) + Ay + My, (2.40)

donde h(~1) es la inversa espacial de h. Aplicando la formula de Itd a X} dado en
(2.34) tenemos que

dX; = dh(Ny, Ay)
1
= hx(Nt, At)dNt =+ ht(Nt, At)dAt =+ ihzx(Nt, At)d < N* >4 (241)

Usando (2.30), los dos ultimos términos en (2.41) suman cero, con lo cual se
obtiene
dX; = hy(Ny, Ay)dN, . (2.42)

Por otro lado, (2.34) y (2.35) implican que 7} = h,(N;, A¢)o; A, parat > 0, ya
que

hx (h(_l) (Xt*7 At), At) O't+)\t
= ha (AD(R(NG, A), A1) o M
hm (Nt, At) U;_At .

Ademés, por lo anterior y recordando que oy0; \; = \; podemos obtener (2.36)
asi:

dX; = hy(Ny, A)dN,

= (N, A)(|\e|?ds + A - W)
ha(Ne, A) e - (Medt + dW5)

= ho(Ng, Ap)oo A - (\edt + dWy)

= othe(Ny, Ao Ny - (\ds + dWs)

= oy - (Aedt +dWy).
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Por lo cual, integrando tenemos que
t
X/ == +/ 05Ty - (Asds + dWs) .
0

Concluyendo que en efecto, 7/ es la estrategia que genera al portafolio X;'.

Ahora, para establecer que 7} € A, es decir, es una estrategia admisible, es
suficiente con mostrar que ésta satisface la condicién de integrabilidad en (2.8).
Usando que

he(z,t) = / Y38t 1 (dy) (2.43)
R
y la expresién para X en (2.34), tenemos que
he (RD(X], A, Ay) - =

(1) * _ 1.2
eyh (Xt 7At) 3Y At V(dy)

y(h<—1>(z,o)+At+Mt)féy2At,j(dy) ) (2.44)

Q

A
_ /]R eyh(—l) [h(h(_l) (x,0)+At+Mt,At)]f%yQAtl/(dy)
A

Por lo cual,

(he (MO (X7, 40, 4)) =

//e(y”?ﬁ)(h(_l)(x’OHAt*Mt)*%(yf+y§)f‘tu(dy1)1/(dy2). (2.45)
R JR

Veamos que en efecto £ ( I3 |osmi]? ds) es finito:

E(/Ot\asﬂf\2d3> :E(/Ot

Teniendo en cuenta que o0, Ay = Ay, [ |[N2|ds = A; de donde |\s]> = dA; y el
teorema de Fubini, obtenemos

he (RD(X5, ), As) 050 s

2
ds) . (2.46)
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E </Ot |Js7rf2ds>
=5 ([ (ne (X240, 4,)) 04,

_// (/ (12) (R (2.0) A M ) - é(yfﬁLyg)AsdAs) v(dyr)v(dy2)

://E / W) (M0 @0 st ) =5 Wi D)3 s | 1 (dyy )u(dys)
RJR 0
(2.47)

debido que se realiza el cambio de variable t = A, que implica s = A; !, donde
A§ U es 1a inversa de Ag,parat > 0y By = A

Usando que f; (para ¢ > 0) es normalmente distribuida con valor medio 0 y
varianza t,y A; < At por (2.6), obtenemos

¢
E </ |szf\2d5>
0

C2
S//E</ te(y1+y2)(h<1)($,0)+s+65)—é(yfﬂ/%)st) v(dyy)v(dys)
2t
_/ // (y1+y2) (D (2,0)+5) +y1y2s v(dyy )v(dys)ds |

< /0 ( /R y(hD @0)+s)+5 (dy)) ds, (2.48)

y usando (2.33), concluimos.
(i) A continuacién, veremos que u satisface (2.37).
Usando (2.42) y aplicando la formula de It6 a u(X/, A;), para ¢ > 0,encontramos
que
du(X[, Ar) = ua(X], A)dX] +ue(X7, Ar)dAr + %Uxx(X:v Ap)d{X")e
= uy(X{, Ay) [ha: (h(_l)(Xik7At)a At) (Aedt + th)]
+u (X7, Ap)d Ay + %U:E:C(Xt*a Ap)d(X™)
= ug(X7, A)hy (h(_l)(X;a A), At) Ae - dWy
g (X), Ahe (RV(X], Ar), Ay ) dA,

1
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Derivando u de (2.31) respecto a x y usando que h es solucion de la ecuacién de
calor (2.30), obtenemos que:

ug(z,t) = e~h TV @tts (2.50)

De manera similar, derivando u respecto a ¢t en (2.31) tenemos:

ug(x,t) = —%e_h(il)(gc’tﬂéhm (h(_l)(x,t),t) , (2.51)
de donde
(-1) _ o w(mt)
h:L‘ (h (l’,t),t) %6—}1(71)(37775)""%
_ _pu(@t) (2.52)
Ug (2, t)

Teniendo en cuenta que u; = % uz por (2.32)

Ugx

z(Z, 1
Dy (h(—l)(m,t),t) = _m_ (2.53)
Con lo cual deducimos que
_M - (=1) [ y*
Uxx(Xt*’ At) = h, (h ()(1L s At)»At) R (2.54)

lo cual combinado con lo anterior da

du(X}, Ar) = ua (X7, Ahy (KD (X7, A, Ag) A - AW

(us (X7, Ar))* , - .
_mdm +ur (X[, Ar)dAr + §“rr(Xt JANd(X*),.  (2.55)

Por otro lado, de (2.42) tenemos que

* * _ * (-1) * 2
e (X7 ANAX) = (X7, A1) (he (KCD(XF, A0, A) ) dA

(ua(X7, A
e AR (2.56)
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Con lo cual

du(X;, A) = we(X], A)hy (BUD(X], A, Ar) A - AW,

. 1 (ug (X}, Ap))?

= we(X], Ahy (RED(XF, A, A) oo - AW
= ug(X}, A)oyrf - AWy, (2.57)

ya que u satisface (2.32). Asi, finalmente obtenemos (2.37) que es lo que queri-
amos.

(iii) Necesitamos establecer que U;(x) satisface todas las condiciones mencionadas
anteriormente, es decir, que la funcién = — U;(x) sea céncava y creciente, y las
condiciones (2.10) y (2.11). El hecho de que la aplicacién x — U;(x) es creciente
y estrictamente concava se sigue de manera trivial de las propiedades de u y de
A;. Para establacer la condicién de integrabilidad E (U;(X]))* < oo, primero
tenemos en cuenta que u; < 0 como consecuencia de la concavidad estricta de u
y de (2.32). De esta manera, u(x,t) < u(x,0) < ax™ + b, para a y b constantes
positivas. Ademds (2.7) implica que

1 st 1 gt t
(Xt <2t + f/ losms|? ds + f/ |Xs|? ds + '/ OsTs (2.58)
2 Jo 2 Jo 0

Luego, de usar (2.6) y que 7; € A, se sigue la integrabilidad de E (U;(X[))". Para
mostrar (2.10), observamos que 7 € Ay X[ como en (2.7), la formula de It6 y el
hecho de que u es solucion de (2.32) da

1
dU(Xt*, At) = <UI(X:, At)O'tTl't)\t + ut(Xf, At)|)\t|2 + §Uxm(X£k, At)|at77t|2> dt
—I—U(X;, At)(ftﬂ't AW

1 (ua(XF, A))°

1
( o(X{, Ap)oymiy + 5 |>‘t|2 + g (XY, At)’Utﬂ't|2> dt

:rx(Xika At) 2
+U(Xt*, At>at7Tt th
1 % Ug (X 7A *
= iuxx(Xt ,At) O¢Tt + MA,: dt + ux(Xt 7At)0t7Tt . th s

(2.59)

Finalmente, usando la concavidad de u, se concluye. Para mostrar (2.11) utilizamos
(2.54) y la definicion del proceso 7; dada en (2.35).

O
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Ejemplos

Con base en el teorema anterior tomaremos dos medidas distintas para construir el
portafolio y estrategia de inversién optimos. Luego se vera graficamente el compor-
tamiento del portafolio y el nimero de acciones.

Ejemplo 1. Sea v = §y, donde ¢y es la medida de Dirac en 0. Por lo cual h(z,t) =z 'y
h(=1(z,t) = z. Esto implica que

1/t s x
u(z,t) = —f/ e *t2ds +/ e “dz
2 Jo 0
— 1—e s, (2.60)
Note que u(z, t) satisface:
|
ug(x,t) = 3¢ e, (2.61)
ug(z,t) = e s (2.62)
Uge(2,t) = _e Tt (2.63)

Tambien tenemos que h, (h(_l)(x, t), t) = 1, dado que h;(z,t) = 1. Por lo anterior, el
portafolio y estrategia éptimos quedan dados por

o= oM, (2.64)

En la Figura 2.1 se puede apreciar el comportamiento del portafolio y numero de

acciones.

Ejemplo 2. Sea

1 1.2
dy) = 2Ydy. 2.66
v(dy) N (2.66)
Luego
x

Wz, t) = F , 2.67
0=+ () (2:67)

con N
F(:U):/ e_%zzdz, z €R. (2.68)

0

Por lo tanto h(~V)(z,t) = /t + 1F(-Y)(z), de manera que

he (B (2,0), 1) = f(FY@) (2.69)

1
Vvi+1
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Figura 2.1: Grafica del portafolio x(¢) y numero de acciones #(t) en funcién del tiempo para el
caso de la medida de Dirac.

donde f(x) = F'(x). Asi u(z,t) queda como:

1 rt 1 - s z _
__1 (-1) —VHIF(D (2) 45 / —F(D(z)
u(x,t) 2/0 \/mf (F (x)) e zds + ; e dz. (2.70)

Simplificando obtenemos que
w(@,t) =k F (FC(@) = Vi+T) + ks, (2.71)

donde kl = 6_% y k2 — e—% f_Ol e_%ZQdZ.

Note que la funcion u(x, t) satisface

J(F(@) - VIFT) J(F(@) - VIFT)

t)=—k () =k . (2.72
wwt) == e =h ey 7
y
fFIFED(2) —VEF1
Uge(2,1) = —k1vViE+ 1 ( 5 ) . 2.73)
f(FED (@)
Asi el portafolio y la estrategia de inversion éptimos quedan dados por
N S f (FH)(X*)) DY t>0 (2.74)
t \/m t t ’ )
’ (-1
F\~ (ﬂ?) + Ay + M,
X/ =F 2.75
For (P @2.75)
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Figura 2.2: Gréfica del portafolio z(¢) y 0(¢) en funcién del tiempo.

En la Figura 2.2 se puede apreciar el portafolio y el numero de acciones. En esta medida,
los parametros son bastante sensibles dado que en el portafolio aparece la funciéon error
erf(z) = % IS e~ dt, su inversa y su derivada, lo que en ocasiones hace que facilmente
se vaya a infinito o a cero en su manipulacion.
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Conclusiones

En la presente tesis hemos realizado un contraste entre el enfoque proporcionado por
Merton y la eleccion 6ptima del portafolio basado en el criterio de rendimiento directo.

En el Capitulo 1, se estudi6 el problema clasico de seleccién de portafolio dado por
Merton, empleando el modelo mas sencillo, cuya caracteristica principal es que el
inversionista solo puede definir su cartera en dos activos, uno libre de riesgo (de caracter
determinista) y uno riesgoso (de caracter estocastico).

Para a disefiar la estrategia de inversién y el consumo que nos permitieran optimizar el
portafolio, iniciamos la utilidad esperada que queriamos maximizar, la cual se caracterizo
por ser construida con una funcién de consumo que satisfacia condidiones de concavidad
y monoticidad. A continuacion hicimos uso del principio de programacion dindmica
y resolvimos la ecuacién de HJB en el caso particular de la funcién de HARA —muy
utilizada en economia— donde por medio del cdlculo estocastico obtuvimos la estrategia
de inversién y consumo 6ptimos, el portafolio y el nimero de acciones en el tiempo.
Graficamente analizamos la influencia de los parametros en la trayectoria de los dos
ultimos. De éesto, pudimos observar las limitantes de este modelo, debido a que es muy
idealista, encontrando la necesidad de elaborar una funncion de rendimiento que incluya
mas informacion del mercado y del inversionista.

En el Capitulo 2 se present6 una de las formas en que se puede modificar el modelo de
Merton para que sea mds general y afin con el comportamiento del mercado. Iniciamos
considerando un modelo que incluyera una mayor cantidad de acciones y un coeficiente
que midiera la influencia del comportamiento de precios entre éstas. Posteriormente, di-
seflamos la funcion de utilidad con base en las caracteristicas minimas para considerarse
una rentabilidad hacia adelante (forward performance) y en el criterio de rendimiento
mondtono. Obtuvimos una funcién de utilidad de la forma Uy (z) = u(z, At) parat >0y
estudiamos particularmente las funciones u que son solucion de una ecuacion diferencial
especifica. Finalmente, encontramos la estrategia y portafolio 6ptimos asociados a este
horizonte de inversion.
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