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Introduccion

Existe una gran variedad de problemas que se abordan en el area de finanzas desde el
punto de vista matematico, area que por si misma ha congregado el esfuerzo de muchos
matematicos desde mediados del siglo pasado. En ese sentido, la teoria de probabili-
dad y en particular la de procesos estocasticos, ha sido una excelente herramienta para
modelizar y resolver los problemas referidos. Asimismo, entre los problemas destacados
se encuentra el de optimizacion de portafolios, el cual ha sido uno de los mas estudia-
dos desde la perspectiva estocastica y que representa el objeto de interés para esta tesis.

En términos generales, el problema de optimizacion de portafolios consiste en hallar
una estrategia que mejore (en cierto sentido) el proceso de inversién para un agente que
cotiza en diferentes activos financieros. Siendo mas precisos, se busca responder a las
interrogantes cuanto, donde y cuando se debe invertir para maximizar la utilidad de un
inversionista. Para responder a estas preguntas existen dos perspectivas matemaéticas:
la primera consiste en un enfoque desde la teoria de control estocastico desarrollado por
Merton en 1969 que se basa en el principio de programacién dindmica. El segundo en-
foque es via representacién martingalas el cual fue desarrollado, entre otros, por Pliska
en 1986 [14]. Para la elaboracién de este proyecto, nos basaremos en la idea general del
segundo enfoque descrito.

El objetivo de esta tesis es presentar bajo el marco general de un mercado financie-
ro el problema de optimizacion de portafolios con garantia Americana, de manera mas
especifica, nos interesa el problema de maximizacién de la utilidad terminal esperada
del capital de un inversionista que ademads tiene como restriccién la de superar un pro-
ceso de capital minimo en cada instante de tiempo. Asimismo, presentamos la solucién
propuesta por Nicole El Karoui y Asma Meziou en [4] considerando pruebas més de-
talladas basdandonos en argumentos desarrollados en [5]. Por tltimo, desarrollamos un
ejemplo bajo el contexto de Black-Scholes del problema de optimizacién de portafolios
y su solucion a partir de este nuevo enfoque, al mismo tiempo que abrimos la discusion
sobre el problema de considerar funciones de utilidad mas complejas o el de determinar
la forma de las politicas de decision.



2 Introduccién

Para presentar lo anterior, esta tesis se ha dividido en tres capitulos y se considera,
a lo largo de la misma, un espacio de probabilidad filtrado (€2, F, {F}i>0,P) que sa-
tisface las condiciones usuales. Ademas, suponemos que las decisiones de inversién son
tomadas en cada instante y que pueden modelarse con un proceso m = {m; t > 0} co-
nocido como proceso de portafolio y que determina, junto a las fluctuaciones aleatorias
del mercado, el capital del inversionista, el cual vamos a suponer que podemos modelar
por un proceso X™ = {X[; t > 0}. Por 1ltimo, se considera el horizonte del problema
dado por un tiempo de paro ¢ y que representa el ultimo instante de observacion del
proceso.

Con base en lo anterior, en el Capitulo 1 se presenta la teoria base de los merca-
dos financieros y la formulacién del problema de optimizacién de portafolios dentro del
marco de dichos mercados. Asi, el problema de optimizacién de portafolios con garantia
Americana que vamos a considerar a lo largo de toda la tesis, consiste en hallar una
estrategia que maximice el valor esperado de la utilidad terminal del capital del inver-
sionista, cuando dicho capital supera a un proceso de capital minimo; en otras palabras,
se pretende hallar el proceso de portafolio 7 que solucione

sup {E [U (Xg)] ; X[ > K, para cada t € [0,(] y XJ =z}, (0.1)

donde U es una funcion de utilidad, x es el capital inicial del inversionista y K =
{K;:t >0} un proceso que representa la cantidad minima que el inversionista debe
poseer en cada instante. Mas ain, se presenta una generalizacion del problema de op-
timizacién de portafolios a partir de considerar el orden concavo estocdstico.

El Capitulo 2 versa sobre el problema de representacion de supermartingalas y su
relacién con el problema de hallar la martingala que resuelva

sup{E [U (M;)] : M es una martingala, M, > Z, Vt € [0,(] y My =my}, (0.2)
M

donde U es una funcion de utilidad y Z es una supermartingala. El hecho de que Z
sea una supermartingala es una suposicion fundamental al momento de presentar una
solucién del problema dado en (0.2), esto debido a que en [5] se presenta un resultado
analogo al teorema de descomposicién de Doob-Meyer, describiendo un Teorema de re-
presentacion de supermartingalas en el algebra Max-Plus, el cual consiste en garantizar
la existencia de un proceso opcional L = {L;; 0 <t < (} tal que

Zt:]E[sup L,

t<u<¢

Ft] : (0.3)

Este capitulo se basa en las ideas propuestas por Nicole El Karoui y Asma Meziou en
[5], presentando de manera detallada los resultados y demostraciones necesarios para
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abordar el problema de optimizacion de portafolios a través de un problema de mar-
tingalas. Més aun, se presenta una solucién general de este tltimo al considera el orden
céncavo definido en el Capitulo 1.

Basandonos en lo desarrollado en [4], en el Capitulo 3 se presenta el método de
solucion al problema de optimizacion de portafolios descrito en el Capitulo 1. Dicho
método consiste en transformar el problema dado en (0.1), en un problema similar
al descrito en (0.2) y solucionarlo a través de las ideas propuestas en el Capitulo 2.
Aunque este método se presenta para una clase amplia de funciones de utilidad, en este
capitulo se discute sobre los problemas que surgieron al considerar otras familias de
funciones de utilidad y de las consideraciones que deberian tenerse en proyectos futuros
que consideren este mismo probema.



Introduccién




Capitulo 1

Problema de optimizacion de
portafolios

El objetivo principal de este capitulo es definir el problema de optimizacion de
portafolios con garantia americana. Para ello, en la primera seccién se presenta la teoria
general de un mercado financiero completo descrito a través de procesos de difusion.
Asimismo, se definen los procesos de portafolio y de capital que representan, en cierto
sentido, a un agente que invierte dentro del mercado financiero. Esta primera parte
estd basada en la teoria desarrollada por Karatzas y Shreve en [9]. Por otro lado, en
la segunda seccién se definen las funciones de utilidad asociadas a un inversionista y el
orden concavo estocastico. Por ltimo, en la tercera seccion se presenta el problema de
optimizacién de portafolios en su forma mas general, sin embargo, se especifica que el
problema que se aborda en esta tesis versa sobre la maximizacion de la utilidad terminal
esperada. Mas atn, se presenta el problema con garantia americana y su generalizacion
a partir del orden coéncavo.

1.1. Mercado financiero y proceso de capital

A lo largo de esta tesis vamos a considerar un espacio de probabilidad completo

/
(Q, F,P) y un movimiento Browniano D-dimensional W, = (Wt(l) e Wt(D)> ,t>0,
definido sobre el mismo espacio, ademés, vamos a suponer que Wy = 0 casi seguramente

(c.s.). En este caso, el ap6stofro se refiere a la operacién transpuesta, de manera que
Wi es un vector columna para cada ¢t > 0.

Definimos a {F;}+>0 para cada t > 0 como
Fii=o(Ws 0<s<t), (1.1)

y asumimos que Fy contiene a todos los conjuntos de probabilidad nula de F. A {F;}+>¢

5



6 1.1. MERCADO FINANCIERO Y PROCESO DE CAPITAL

se le denomina la filtracion aumentada generada por W.

En general, estamos interesados en estudiar un periodo de tiempo definido por [0, (],
donde ( es un tiempo de paro con respecto a {F;}>0, mas aun, ¢ puede tomar el valor
~+00. Sin embargo, en esta primera parte consideramos ( =T < oo, con T > 0 fijo.

Antes de introducir formalmente el bono bancario y los N activos que componen el
mercado, describamos algunas de sus principales propiedades.

El precio del bono al instante ¢ se denota por S? y es tal que S = 1. Ademds, se
asume que el proceso de precio del bono S® = {S?; 0 <t < T} es continuo, estricta-
mente positivo, {F;}-adaptado y tiene variacién total finita en [0, T]. Asi, S° se puede
descomponer en su parte absolutamente continua y su parte singularmente continua,
Sac y S5¢ respectivamente. Por ello podemos definir para cada t € [0, T] a los procesos

S " dsy
dt™~'t u
= — A = 12
i g Vo /0 S0 (1.2)

de manera que la dindmica que describe a SY estd dada por
ds) = S [ridt +dA;), 0<t<T, (1.3)

con condicién inicial S§ = 1, o equivalentemente,

t
S?:exp{/ rudu—l—At}, 0<t<T. (1.4)
0

En el caso particular cuando SY es absolutamente continuo, es decir, A = 0, el precio
del bono bancario se comporta como el valor de una cuenta de ahorro cuya tasa de
interés (libre de riesgo) instantanea al tiempo t es r;. En general, suponemos que r es
aleatoria, dependiente del tiempo y que es {F;}-adaptada.

Para introducir formalmente los procesos de precio de los N activos, consideremos
la siguiente definicién de un mercado financiero.

Definicién 1.1. Un mercado financiero consiste de
(i) un espacio de probabilidad (€2, F,P);
(ii) un valor positivo T" llamado tiempo terminal u horizonte de observacion;

(iii) un movimiento Browniano D-dimensional {W;, F;;0 < t < T'} definido sobre (2, F,P),
donde {F;}o<t<r es la filtracion aumentada generada por W;



1.1. MERCADO FINANCIERO Y PROCESO DE CAPITAL 7

(iv) un proceso r = {r;; 0 <t < T} progresivamente medible conocido como la tasa
de interés libre de riesgo que satisface fOT |re|dt < 00 c.s.;

(v) un proceso N-dimensional b = {(b,...,bY)"; 0 <t < T} progresivamente medi-
ble llamado tasa media de retorno que satisface fOT |be||dt < o0 c.s.;

(vi) un procesos N-dimensional § = {(4},...,0); 0 <t < T} progresivamente me-
dible llamado tasa de dividendos que satisface fOT |0¢]|dt < 00 c.s.;

(vii) un proceso de volatilidad o = {oy; 0 <t < T} progresivamente medible que toma
valores en las matrices de dimensién N x D con entradas reales y que satisface

25:1 Zle Zg(af)nddt < 00 C.8.;
(viii) un vector Sy = (S}, ..., SY)" de precios iniciales de activos;

ix) un proceso A = {A;; 0 <t < T} progresivamente medible, singularmente conti-
g g I
nuo y de variacién finita, cuya variacién total en [0, ¢] es denotada por A;.

Nos referimos a este mercado financiero como M = (r, b, 4, 0, Sy, A).

Con lo anterior, los procesos de precio de los N activos al tiempo ¢ estan dados
por St,... SN, con valores iniciales conocidos Sg,...,S}. Més atin, para cada n =
1,..., N, S™ es un proceso continuo y estrictamente positivo que satisface la siguiente
ecuacion diferencial estocéstica

sy = S

D
brdt + dA, + Z(at)nddl/[/t(d)] . 0<t<T, (1.5)

d=1

cuya soluciéon esta dada por

t 1 D t D
n __ Qn n__ - (d)
Sr =g exp{ /0 [bs 22(03>nd ds + /O D (0 )nadW D + Ay b, (1.6)
d=1 d=1
para cada 0 <t < T yn = 1,...,N. En consecuencia, en los procesos de precio

descontado de los activos, el proceso singularmente continuo A no aparece. En efecto,
notemos que paracadat>0yn=1,...,N

Sn t 1
S—} = S} exp {/0 [b’; —7ry — 5 ;(gs)nd

1

ds + / tZ(as)ndde@} . (1.7)

d=1

Observacion 1.1. Observemos que hasta este momento el proceso ¢ de la Definicion
1.1 no figura en las expresiones de los precios de los activos, esto debido a que solo en
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ciertas aplicaciones los activos pagan dividendos. Asi, si consideramos que el n-ésimo
activo paga dividendos segin una proporcion 9, por cada unidad monetaria invertido

en él, podemos definir el proceso de rendimiento para ese activo por Y = SJ' y
D
dY" = Sp bpdt + dA, + > (00)ad WD + 674t | | (1.8)
d=1

para cada t € [0, 7], o de manera equivalente
t
Y =5 +/ Syoydu, 0<t<T, (1.9)
0

para cada uno de los N activos.

1.1.1. Procesos de portafolio y capital

Para hablar del papel que el inversionista toma dentro del mercado financiero es
necesario definir la manera en que éste invierte en cada uno de los N + 1 activos. Para
esto, en la Definicién 1.2 se puntualiza formalmente sobre el proceso de portafolio aso-
ciado a un inversionista.

Definicién 1.2. Consideremos un mercado financiero M = (r, b, 6, o, So, A). Un proceso
de portafolio (7°,7) dentro de este mercado consiste de un proceso real-valuado ¥ :=
{m9; 0 <t < T}y un proceso N-dimensional 7 := {(x},...,m"); 0 <t < T}, ambos
progresivamente {F; }-medibles tales que

T
/ |my) + mL|[|reldt + dA] < oo cs., (1.10)
0
T
/ ’Wé[bt—i-@—rtl”dt < 00 cCs., (1.11)
0
T
/ lolm|Pdt < oo cs, (1.12)
0

donde 1 es el vector N-dimensional con todas sus entradas iguales a 1.

En términos generales, para cadan =0,1,..., N y t € [0,T], m} representa la canti-
dad de unidades monetarias invertidas en el n-ésimo activo al instante ¢. Sin embargo,
necesitamos una forma de observar el desempeno del proceso de portafolio en conjunto
con el comportamiento de los precios en el mercado, para ello en la Definicion 1.3 se
aborda el proceso de ganancia, el cual representa la cantidad de unidades monetarias
que el agente ha generado a partir de sus inversiones hasta el momento de observacion.
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Definicién 1.3. El proceso de ganancias G asociado a un portafolio (7°

por

,m) se define

¢ t
G, = / [7T2+7r;1] (T5d8+dAs)+/ T [b5+5s—rsl}ds
0 0
¢
+/ W;USdWS, 0<t<T. (1.13)
0

Se dice que el proceso de portafolio (79, ) es auto-financiable si para cada t € [0, 7] se
satisface que
Gy =) + 1. (1.14)

En otras palabras, el valor del portafolio en cada instante t iguala las ganancias del
inversionista hasta ese momento y, por lo tanto, no tiene que contraer deudas para
seguir invirtiendo.

En la ecuacién (1.13), el integrando b + 6 — r1 es llamado el proceso de prima al
riesgo; su n-ésima componente se considera como la compensacion, en términos de tasa
de crecimiento media, recibida por un inversor dispuesto a incidir en el riesgo de invertir
en el n-ésimo activo.

Durante el desarrollo de esta tesis, nos referimos al proceso de portafolio inicamente
por 7, esto debido a que si consideramos el proceso de ganancias GG y suponemos que se
satisface (1.14), se sigue que 7° estd completamente determinado. Asi, para referirnos
a un portafolio auto-financiable, solo necesitamos considerar al proceso N-valuado .

La siguiente definicién describe una propiedad necesaria en los procesos de portafolio
para posteriormente considerar martingalas relacionadas con el proceso de ganancia y
lo que posteriormente sera definido como el proceso de capital.

Definicién 1.4. Un proceso {F;}-adaptado m que satisface (1.11) y (1.12) se dice
dominado si el proceso de ganancia descontada definido por la semimartingala

Gy b1 b1
Sl /0 S—gﬂ'u [by + 0, — 7y 1] du +/0 @WLJuqu, 0<t<T, (1.15)

es acotado por abajo por una constante que no depende de ¢, aunque posiblemente
dependa de . Si (7%, ) es un proceso de portafolio y 7 es dominado, entonces decimos
que el portafolio (7°, 7) es dominado.

En la practica, un agente puede tener ingresos y gastos que no estan relacionados
con sus inversiones, Luego, para discutir sobre el capital del inversionista no basta con
considerar el proceso de ganancias asociado a su portafolio, asi, debemos agregar las
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fuentes de capital ajenas a las inversiones. En la Definicion 1.5 se desarrolla esta idea y
se enuncia formalmente el proceso de capital de un inversionista asociado a su proceso
de portafolio.

Definicién 1.5. Sea M un mercado financiero, un proceso semimartingala I' llamado
proceso de ingresos acumulados y (7°, 7) un proceso de portafolio. El proceso de capital
asociado a (T, 7%, 7) es

Xy =T+Gy, 0<t<T, (1.16)

El portafolio (mg, ) se dice que es I'-financiado si
Xy=n)+m1, Vtelo,T). (1.17)

De la definiciéon anterior, I'; puede interpretarse como el capital que ha recibido
y acumulado el inversor en el intervalo [0,¢], por ejemplo, puede tratarse del sueldo
acumulado durante el periodo [0,¢] si consideramos que el agente realiza otra activi-
dad remunerada y ajena al proceso de inversiéon; en ese sentido, un decremento en I’
representa el consumo del inversor. En particular, nos interesa el caso cuando I' = z,
para algin x > 0, esto es, cuando el inversionista comienza con un capital z > 0 y no
recibe ni consume alguna cantidad monetaria externa al proceso de inversion durante
todo el tiempo de observacién; en este caso, si se satisface (1.17), decimos que 7 es
z-financiado, o simplemente, auto-financiado si se hace explicito que Xy = z.

A partir de (1.13) y (1.16), la dindmica que sigue el proceso de capital X asociado a
un proceso de portafolio I'-financiado 7, esta dada por la siguiente ecuacién diferencial
estocastica

dXt = drt + Xt [Ttdt + dAt] + 7Tl/f [bt + 515 — Tt1j| dt ‘I— W;UthVt. (118)

Observacién 1.2. La ecuacién (1.18) representa la forma més general de la dindmica
de un proceso de capital, sin embargo, para los propositos de esta tesis, nos interesa
que los procesos de capital descontado sean martingalas bajo cierto cambio de medida
de probabilidad, luego, no podemos considerar un proceso ajeno al mercado. Esto hace
necesario suponer que el proceso I' = z, para algin x > 0.

1.1.2. Arbitraje y mercados completos

Una vez que hemos definido el proceso de capital y la forma en cémo el agente
realiza sus inversiones, debemos agregar ciertas restricciones a los procesos que definen
al mercado y a los procesos de portafolio que el inversionista puede implementar, esto
con el fin de adecuar el modelo a lo que sucede en la realidad.
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Uno de los aspectos que debemos cuidar es el de evitar las posibilidades de arbitraje.
En términos generales, el arbitraje es la capacidad de generar ganancias sin el riesgo
de contraer deudas, o bien, obtener ganancias a pesar de iniciar con un capital inicial
igual a cero. En la siguiente definicién se presenta esta idea en funcién de los procesos
de portafolio y el proceso de ganancias.

Definicién 1.6. En un mercado financiero M decimos que un proceso de portafolio
dominado y auto-financiable es una oportunidad de arbitraje si el proceso de ganancia
asociado G satisface que G > 0 c.s. y P[GT > 0} > (. Por otro lado, decimos que un
mercado financiero es wviable si no existen tales oportunidades de arbitraje.

En el siguiente teorema se dan condiciones suficientes y necesarias para afirmar que
un mercado M es viable, en otras palabras, son condiciones para evitar oportunidades
de arbitraje.

Teorema 1.1. Si un mercado M es viable, entonces existe un proceso progresivamente
medible @ con valores en R” llamado precio del riesgo de mercado, tal que para casi
toda t € [0, 7], la prima al riesgo b; + ; — r;1 se relaciona con ; a través de la ecuacion

bt + 6t — Tt]_ = O—teta C.S. (119)

A la inversa, suponga que existe un proceso 6 que satisface la condicién anterior y
ademas

T
/H95H2d5<oo, c.s., (1.20)
0

T 1 T
E {exp{—/ egdWS——/ |yes|y2dsH =1 (1.21)
0 2 0

Entonces el mercado M es viable.
Demostracion. Ver Seccién 1.4 de [9)]. [

Motivados por el Teorema 1.1, procedemos a dar la siguiente definicion donde el
término dentro de la exponencial en (1.21) adquiere mayor relevancia para nuestros
propésitos.

Definicién 1.7. Un modelo de mercado financiero M es llamado estandar si
(i) es viable;

(ii) el nimero de activos (N) es menor o igual que la dimensién del movimiento
Browniano subyacente (D);

(iii) el proceso de precio del riesgo 6 satisface

T
| 1ol < e es: (122
0
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(iv) el proceso Z° definido por

t 1 t
70 = exp{—/ e;dws—§/ HHSHst}, 0<t<T,  (1.23)
0 0

es una P-martingala.

Luego, para un mercado estandar, definimos la medida martingala estandar Py sobre
Fr por
Po(A) :=E[Z14], VA € Fp. (1.24)

Notese que Py y P son medidas equivalentes sobre Fr.

Dentro de un mercado financiero estandar y de acuerdo al teorema de Girsanov, el
proceso
t
W =W, +/ O,ds, 0<t<T, (1.25)
0
es un movimiento Browniano D-dimensional bajo Py con respecto a la filtracion F;.
Asi, en términos de W el proceso de ganancia descontado tiene la forma

Gt ! 1 / 0
5= @Wuauqu, 0<t<T, (1.26)
t 0 u

es decir, es una Py-martingala local; mientras que el proceso de capital descontado sigue
la dindmica descrita por

X, bdr b1
2t v — 7o, dW?, 0<t<T. 1.27
=Tt | | et osts 20

Observacion 1.3. Notemos que si el proceso I' = x > 0, entonces el proceso de capital
descontado sigue la dindmica descrita por

X +/t1 Loy dWO, 0<t<T (1.28)
— == —,0,dW,;, <t<T, )
SP 0o Sy "

por lo que % es una Py-martingala local.

Antes de continuar con la descripcién del mercado, tenemos que definir el proceso
de densidad de precio del estado, el cual tendra un papel fundamental en el resto de
esta tesis.

Definicién 1.8. El proceso de densidad de precio del estado H esta dado por
_Z

H, = —
t S?a

0<t<T, (1.29)

donde Z° es la martingala definida en (1.23) y S° es el proceso de precio bono bancario.
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Observacion 1.4. De (1.28) y la definicién anterior, se sigue que
H Xy, 0<t<T,

es una P-martingala, para cualquier portafolio admisible. Esto serda de gran utilidad
en el Capitulo 3, cuando relacionemos un problema de portafolios con un problema de
martingalas.

Por otro lado, y a menos de que se afirme lo contrario, vamos a suponer que T es
finito y que H satisface

T
E{/ H,dt + Hy| < co. (1.30)
0

Regresando a la discusion sobre las caracteristicas deseables para un mercado fi-
nanciero, debemos hacer énfasis en el principal propésito de un mercado, el cual es
brindarle al agente la oportunidad de cubrirse del riesgo inherente de sus actividades
de inversion. Para ejemplificar lo anterior, supongamos que un agente sabe, al tiempo
t = 0, que en el futuro, al tiempo T, debe hacer un pago por un monto B, el cual
no es determinista pues depende de las fluctuaciones del mercado que ocurren desde
el momento ¢ = 0 hasta el instante T'. En ese sentido, el inversionista quiere reservar
una cantidad de dinero fija = al tiempo ¢t = 0 con la cual se asegure que podra hacer
el pago al tiempo T'. Una estrategia conservadora seria reservar una cantidad igual al
maximo valor que puede tener B, siempre que este valor sea finito. Una estrategia mas
razonable es reservar la menor cantidad posible, pero invertirla de tal manera que al
tiempo T, el capital del inversionista haya crecido lo suficiente para cubrir el pago B.
Este es el proceso de cubrir el riesgo inherente a un pago aleatorio y que da sentido a
la siguiente definicion.

Definicién 1.9. Sea M un mercado financiero estandar y sea B una variable aleatoria

Fr-medible tal que SEO es acotada por abajo c.s. y
T

z = [B < 00. (1.31)

Sy

(i) Decimos que B es financiable, si existe un proceso de portafolio 7 dominado y
z-financiado cuyo proceso de capital satisface X = B, es decir,

B 1, 0
S—%:x+ i S—gﬂuauqu, C.S. (1.32)
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(ii) Decimos que el mercado financiero M es completo si para cada variable aleatoria

Fr-medible B, con % acotado por abajo c.s. y que satisface (1.31), es financiable.

En otro caso, decimos que el mercado es incompleto.

En el contexto de esta definicion, si podemos hallar un portafolio z-financiado y

dominado 7 tal que su proceso de capital asociado X satisface X7 = B c.s., entonces

X
)
nado de manera nica por la ecuacion

Eqy [%] = x, con lo cual es una Pp-martingala y, en consecuencia, X esta determi-
T

SO
X; =E, lS—BB‘Ji}, 0<t<T. (1.33)
T

El Teorema 1.2 nos brinda condiciones suficientes y necesarias para que un mercado
estandar sea completo.

Teorema 1.2. Un mercado financiero estandar M es completo si y solo si el nimero
de acciones N es igual a la dimension del movimiento Browniano y la matriz o; es no
singular para casi toda t € [0, 7.

Demostracion. Ver Seccién 1.6 de [9]. |

Como consecuencia del Teorema 1.2 podemos afirmar que en un mercado completo
M existe un unico proceso de precio del riesgo de mercado 6 que satisface (1.19) y que
esta dado de manera explicita para cada ¢ € [0,7] por

0, = (o0) "' [be + 6 — r 1], (1.34)

lo cual es fundamental para describir la forma de la probabilidad martingala estandar
Py.

1.2. Funciones de utilidad y orden céncavo

Hasta este momento se ha considerado que el agente toma las decisiones de inversién
de manera que satisfagan ciertas condiciones técnicas, sin embargo, no se han contem-
plado las preferencias que éste tiene en el momento de invertir. En ese sentido, existen
agentes que prefieren ser conservadores al momento de invertir y algunos otros que pre-
fieren tomar decisiones mas audaces. Con el fin de agregar este aspecto a los modelos
de inversién que hemos definido, en esta seccion se desarrolla la teoria de funciones de
utilidad que representan, en cierto sentido, las preferencias de inversion del agente.
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1.2.1. Funciones de utilidad

Basado en lo descrito en [11] por Ralf Korn, presentamos lo siguiente.

Definicién 1.10. Decimos que U : (0,00) — [—00,00) es una funcidn de utilidad si es
estrictamente creciente, estrictamente concava, tiene derivada continua y satisface que

U'(00) := lim iU(yc) =0 y U'(0"):= h’miU(x) = 0. (1.35)

z—oo dI zl0 dx

Las condiciones que debe cumplir una funcion de utilidad tienen sentido propio
desde un punto de vista monetario. En general, es natural asumir que una funciéon de
utilidad U sea estrictamente creciente, ya que, si un agente puede disponer de dos can-
tidades z,y > 0 tales que = < y, entonces U(z) < U(y), es decir, prefiere aquella con
mayor valor absoluto. Por otro lado, la condicién U’(0") = oo se interpreta como que el
inversionista prefiere cualquier cantidad que sea apenas mayor que cero, mientras que
U'(c00) = 0 se refiere al hecho de que mientras mds grandes sean las cantidades que
imperan al inversionista, menor sera la preferencia de una sobre la otra.

La concavidad conlleva un significado con mayor relacion a las preferencias de in-
versionista y se refiere a un concepto denominado aversion al riesgo. Para clarificar este
ultimo concepto, supongamos que a un inversionista se le asocia una funcién de utilidad
U y consideremos una cantidad aleatoria de capital X, entonces, por la desigualdad de
Jensen se tiene que

E[U(X)] < U(E[X]),

esto significa que, en general, un inversionista con funcién de utilidad U prefiere no
arriesgarse y obtener una cantidad E[X] no aleatoria por encima de arriesgarse y acep-
tar una cantidad aleatoria U(X). De esta manera, se dice que un inversionista con este
tipo de comportamiento es averso al riesgo.

Como se verd en la siguiente seccién, la propiedad de concavidad de las funciones
de utilidad tendra varios beneficios en favor del desarrollo del problema optimizacion
de portafolios. Mientras tanto, abrimos la discusién sobre algunos ejemplos especificos
de funciones de utilidad.

Tipos de funciones de utilidad

Una primera clasificacion de funciones de utilidad se realiza a partir de cierta medida
para la aversién al riesgo. Una de esas medidas es el medida de Arrow-Pratt de aversion
al riesgo absoluto (ARA, por sus siglas en inglés), introducida por los economistas
Kenneth Arrow y John W. Pratt [1], también conocido como el coeficiente de aversién
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al riesgo absoluto, el cual se define para cualquier funcién de utilidad U como

_U”(:c)
U'(z)

Ax) = = —(InU") (x), z>0.

Notemos que A se relaciona con la curvatura de la funciéon U, en ese sentido, afirman
Arrow y Pratt que entre mayor sea la curvatura de la funcién U, mayor serd la aversion
al riesgo del inversor.

Otra medida de aversién al riesgo es la medida de Arrow-Pratt de aversion al riesgo
relativo (RRA) y cuyo coeficiente para cualquier funcién de utilidad se define como

R(z);=zA(z), x>0.
Con lo anterior, podemos definir las siguientes dos familias de funciones de utilidad.

(a) Aversién al riesgo absoluto constante (CARA): Esta clase de funciones de
utilidad se refieren al caso cuando A(z) = «, para algtiin a > 0. Asi, de la definicién
de A, una funcién de utilidad U tipo CARA debe satisfacer la ecuacion diferencial

_ _U”(:c)
U'x)’

por lo que U tiene la forma U(z) = a—be~**. Luego, a través de una normalizacion
de la funcién U obtenemos
Ulx)=1—e"

(b) Aversidn al riesgo absoluto hiperbdlico (HARA): Como lo nombre lo indica,
este caso considera cuando A tiene una forma hiperbdlica, esto es,
-«

A(z) = — x>0,

para algun a < 1. Asi, la funciones de utilidad de esta familia son de la forma

U, (x) = {ln(m), sia=0, (1.36)

éajo‘, si a # 0.

Bajo la medida de aversion al riesgo relativo, las funciones de utilidad que tiene la
forma como en (1.36), también son conocidas como funciones de utilidad de aversion al
riesgo relativo constante (CRRA). Estas tltimas serdn de gran utilidad para el desarro-
llo del problema de optimizaciéon de portafolios en el Capitulo 3, ya que son las unicas
que permiten una expresion explicita para la solucién via martingalas.
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1.2.2. Orden céncavo estocastico

Es momento de introducir una nocién de orden para variables aleatorias a partir del
valor esperado de su composicién con funciones coéncavas. Este nuevo concepto aporta
otra nocion de optimalidad para ciertos problemas de optimizacién, como se vera en la
ultima seccion de este capitulo.

Definicién 1.11. Sean X y Y dos variables aleatorias, se dice que X es menor que Y
en el orden concavo estocastico, denotado por X <., Y, si para toda funcién concava
real-valuada g

E[g(X)] <E[g(Y)], (1.37)

siempre que ambas esperanzas existan. Ademds, si (1.37) es valido para cualquier fun-
ciéon concava y estrictamente creciente, decimos que X es menor que Y en el orden
concavo estocastico creciente y denotamos por X <;., Y .

La importancia del orden céncavo recae en las implicaciones que se generan, gros-
so modo, si X es menor que Y en el orden céncavo, entonces X es mas “pequeno”
y presenta mayor “variabilidad” que Y, en cierto sentido. Para dilucidar lo anterior,
consideremos las funciones céncavas ¢1(z) = = y po(x) = —=x, de la Definicién 1.11
podemos observar que, si X <., Y entonces

en particular, E[X ] < E[Y]. Por otro lado, si proponemos la funcién ¢3(x) = —(x —
E[X ])2, deducimos que
Var [X} > Var [Y},

siempre que Var [X ] < 00. De esta manera, si X <., Y, podemos garantizar que X
presenta mayor variabilidad que X. Mas ain, si X <,., Y, se garantiza que X es menor
que Y en media y presenta mayor variabilidad.

1.3. Optimizacion de portafolios

El objetivo de esta seccion es presentar el problema de optimizacion del portafolio
de un inversor que comercia en un mercado estandar completo como el que se ha de-
finido en las secciones anteriores. En general, el objetivo de este agente es maximizar
la utilidad esperada de su proceso de capital al final del horizonte de planeacion. Por
ultimo, consideramos que el agente es un inversor pequeno en el sentido de que sus
acciones no influyen en los precios del mercado.
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Asi, el papel que el agente desempena en el mercado financiero se restringe a la
eleccion de un proceso de portafolio y un proceso de consumo, este ultimo definiéndose
como sigue.

Definicién 1.12. Un proceso de consumo es un proceso {F;}-medible no negativo
c={e; 0 <t < T} que satisface fOT cdt < 00 c.s.

De esta manera, un inversionista que cuenta con un capital inicial z > 0 y que
elige un proceso de consumo ¢, tendra asociado un proceso de ingresos acumulado
t , . . .
Iy =x— fo cudu, 0 < t < T. Asi, si este agente elige un proceso de portafolio I'-
financiado 7, entonces su proceso de capital X" satisface la ecuacién

T,c,m
X
0
Si

te(u t1
:x—/ %du—l—/ @W/UudWS, 0<t<T. (1.38)
0 u 0 u

Sin embargo, nos interesan sélo el conjunto de pares de procesos de portafolio y
consumo que mantengan el capital del inversionista como una cantidad no negativa,
por lo que presentamos la siguiente definicion.

Definicién 1.13. Dado = > 0, decimos que un par de procesos de consumo y portafolio
(c,m) es admisible en x, y escribimos (c¢,m) € A(x), si el proceso de capital X**7
asociado a x, ¢y m satisface

X5 >0, 0<t<T, (1.39)

casi seguramente. Acordamos ademds que A(z) = () siempre que = < 0.

Ahora necesitamos una manera de cuantificar la eleccién del proceso de portafolio
y el proceso de consumo. Para ello consideremos lo siguiente.

Definicién 1.14. Una estructura de preferencias consiste de un par de funciones Uj :
0,7] x R — [—00,00) y Uy : R = [—00, 00) que satisfacen lo siguiente

1. Para cada t € [0,T], Uy(t,-) es una funcién de utilidad (ver Definicién 1.10).
2. U, es una funcién de utilidad.

Con lo anterior, nos encontramos en condiciones de definir de manera formal el pro-
blema de optimizacion de portafolios en su forma general.
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Definicién 1.15. Consideremos un agente con capital inicial > 0 que invierte en un
mercado financiero estandar completo al que asociamos una estructura de preferencia
(U1, Us). Luego, el agente puede considerar cualquiera de los siguientes tres problemas

Problema 1. Hallar un par de procesos de consumo y portafolio (C(l),ﬂ'(l)) €
Ai(z) que resuelva el problema de maximizacién de la utilidad de consumo du-
rante el periodo [0, T], es decir, que verifica

T
sup E {/ Ul(t,ct)dt} ,
(e,m)eAr(x) 0

donde

A () ::{( ) € Alx) l/ min {0, Uy (t, ct)}dt]> oo}

Problema 2. Encontrar un par de procesos de consumo y portafolio (0(2), 7r(2)) €
As(x) que resuelva el problema de maximizacién de la utilidad terminal esperada,

es decir, que verifica
sup K [U (X7°7)],
(e,m) €Az ()
donde
As(z) :={(c,m) € A(z); E[min {0, Uy (X7°7)}] > —o0}.

Problema 3. Encontrar un par de procesos (0(3), 7T(3)) € As(z) que resuelva el
problema de maximizacién de la utilidad de consumo durante el periodo [0,7] y
la utilidad terminal esperada, es decir, que verifica

T
sup E [/ Ui(t, co)dt + Us (X7°T) |,
(e,m)eAs(x) 0
donde

As(z) = Ai(z) N As(z).

Observacion 1.5. Para el desarrollo de esta tesis nos interesa el Problema 2 de la
Definicién 1.15. Ademas, notemos que de la dinamica del proceso de capital descrita en
(1.38), la mejor estrategia de consumo para méaximizar el valor terminal esperado es no
consumir, esto es, ¢, = 0 para cada t € [0, 7.

Con base en esta observacion, para cada proceso de portafolio 7, el proceso de capital
asociado sigue la dinamica descrita por la ecuacion
XI S,
= / —WUudWS, 0<t<T,

y el problema de optimlza(non de portafolios que se considera en esta tesis estd dado
por la siguiente definicion.
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Definicién 1.16 (Problema de optimizacién de portafolio). Consideremos un agente
con capital inicial x > 0 que invierte en un mercado financiero estandar completo y que
tiene asociado una funcién de utilidad U. El problema de optimizaciéon de la utilidad
terminal esperada consiste en encontrar un proceso de portafolio éptimo 7* € Al(x)
para el problema de maximizaciéon de la utilidad terminal esperada, esto es, que el
proceso de capital asociado a 7, X®™ | verifica

elU (7)) = s BUOGT),

donde
Al(z) = {m X;">0Vte[0,T], E[mm{0,U (X7:™)}] > —oo}.

Este problema ha sido ampliamente estudiado y puede ser consultado en [9], [11] y
[18], donde se muestran ejemplos y casos especificos donde es resuelto de manera explici-
ta. Este problema es llamado comtinmente el problema de optimizacion de portafolios
sin restricciones debido a que no hacemos suposiciones extras o también conocido como
el problema de Merton (ver [11]). Sin embargo, el problema que nos interesa anade una
restriccion fundamental al proceso de capital y el cual puede ser enunciado como sigue.

Definicién 1.17 (Problema de optimizacién de portafolios con restriccién). Consi-
deremos un agente con capital inicial x > 0 que invierte en un mercado financiero
estandar completo al que asociamos una funcién de utilidad U y un proceso opcional
K = {K;:0 <t <T} no negativo y tal que Ky < x. El problema de optimizacién de
portafolios con restriccién consiste en hallar un proceso de portafolio 6ptimo 7* € Ak (x)
para el problema

[ix E [U(X77)], (1.40)
donde
Ag(z)={m e AN X" > K, Vte€[0,T]}. (1.41)

Esta restriccion que se agrega al problema de optimizacion se debe a que en la
practica es comun que en cada instante de tiempo el inversionista deba poseer una can-
tidad minima de capital que le permita hacer frente a cualquier situacion desfavorable
del mercado, o bien, procurar que su capital sea mayor a algin indice de mercado; a
esta restriccién se le denomina comunmente garantia Americana.

Por otro lado, notemos que el problema de optimizacion depende fuertemente, entre
otros factores, de la funcién de utilidad asociada al inversionista, sin embargo, en la
practica es usual que el proceso de capital no represente a un unico agente, més aun,
representa el capital de un conjunto de inversionistas donde cada uno tiene sus propias
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preferencias de inversion. Considerando esto, el problema que planteamos en esta tesis
consiste en optimizar la utilidad esperada al final del periodo de observacién para cual-
quier funcion de utilidad. Formalmente definimos el problema de optimizacion a través
del orden céncavo que se definié en secciones anteriores.

Definicién 1.18 (Problema de optimizacién de portafolios con garantia Americana
respecto al orden céncavo ). Consideremos un agente con capital inicial z > 0 que cotiza
en un mercado financiero estandar completo y un proceso opcional K no negativo. El
problema de optimizacién de portafolios con respecto al orden céncavo consiste en hallar
un proceso de portafolio 7 € Ag(x) tal que el proceso de capital X*™ satisface

X5™ >0 XET, ¥ w e Ag(z), (1.42)

En el siguiente capitulo relacionamos el problema de la Definiciéon 1.18 con un pro-
blema de martingalas basandonos en las ideas desarrollas por Nicole El Karoui y Asma
Meziou, mas ain, desarrollamos la teoria necesaria para resolver este ultimo problema
a través de un teorema de representacién de supermartingalas.
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Capitulo 2

Descomposicion de
supermartingalas y optimizacion de
martingalas

En este capitulo se presenta un resultado analogo al teorema de descomposicién
de Doob-Meyer, describiendo un resultado de representacién de supermartingalas en el
algebra Max-Plus. En ese sentido, se muestra la existencia y la forma de la representa-
cién para algunos ejemplos especificos como son los procesos de Lévy multiplicativos y
aditivos. En la dltima seccién se presenta el problema de optimizacién de martingalas
con garantia americana respecto al orden céncavo y su solucién a través del resultado
propuesto para descomposicion de supermartingalas.

Para el desarrollo de este capitulo consideramos un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F,{F:},P) que satisface las condiciones usuales definidas en el Capitulo 1 y vamos
a suponer que {F;} es casi-continua por la izquierda, es decir, para cada tiempo de
paro predecible T, se tiene que F, = F,-. Ademas de esto, necesitamos introducir las
siguientes definiciones.

Definicién 2.1.

1. El horizonte del problema ¢ es un tiempo de paro bajo la filtracién {F;} y puede
ser infinito.

2. Decimos que un proceso X es dominado por un proceso Y, o bien, que Y domina
a X si

Y, > X, cs. t>0.

3. Se dice que un proceso {F;}-adaptado X es de clase (D) si |X| es dominado
por una martingala uniformemente integrable. Mdas atn, si X es una martin-

23



24 2.1. DESCOMPOSICION DE SUPERMARTINGALAS

gala (supermartingala), entonces decimos que X es una (D)-martingala ((D)-
supermartingala).

4. Un proceso adaptado Z es la envoltura de Snell de un proceso X si

= 7 es una supermartingala;
= 7 domina a X;y

= Si Y es una supermartingala que domina a X, entonces Y domina a Z.

Observacion 2.1. Notemos que, de la Definicion 2.1.4, cualquier martingala M que
domina a un proceso X, también domina a su envoltura de Snell. Esto sera fundamen-
tal en el Capitulo 3 para relacionar el problema de portafolios con restricciones y un
problema de martingalas.

2.1. Descomposiciéon de supermartingalas

Dentro de la teoria de procesos estocésticos, la descomposicion de Doob-Meyer cons-
tituye el resultado mas conocido de descomposiciéon de una supermartingala; en este
resultado, la supermartingala se expresa como la diferencia entre una martingala local
y un proceso predecible no decreciente. En ese sentido, han surgido nuevos resultados
similares motivados por problemas de optimizacion en Matematicas Financieras. En
general, existen otros métodos de descomposicién que se basan en distintas operaciones
tales como la multiplicacién, donde la supermartingala de interés se descompone como
el producto de una tnica martingala y un tnico proceso predecible no creciente (ver

[5], [10] 6 [12]).

En esta seccion nos enfocamos en un nuevo tipo de descomposicién relacionado
con la operacién max, esto es, si consideramos una supermartingala Z de clase (D), el
problema consiste en hallar un proceso opcional L = {L;; 0 <t < (} tal que

Zt:]E[sup L,

t<u<¢

]—"t] . (2.1)

Esta forma de descomposicién se deriva de considerar una nueva estructura alge-
braica: el semicampo Max-Plus (R4 ). Formalmente, R4 denota al conjunto de los
reales adicionado con el punto —oo y dotado de las operaciones @ y ® tales que

r®y=mix{z,y} y r@y=2x+y,

para cada z,y € R U {—oc}. Este enfoque fue desarrollado por El Karoui y Meziou
en [5], sin embargo, en esta tesis se presentan los resultados necesarios para garantizar
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dicha descomposicién considerando tinicamente las propiedades del supremo.

A continuacion se presentan el resultado principal de la seccién que enuncia la des-
composicion Max-Plus de una supermartingala en términos del proceso del supremo
de un proceso opcional L. De manera mas especifica, la primera parte del Teorema
presenta la descomposicion, mientras que la segunda parte versa sobre la martingala
relacionada a dicha descomposicion para, finalmente, garantizar la unicidad de dicha
descomposicion. Sin embargo, la prueba de la primera y ultima parte, requiere de otros
resultados que seran desarrollados mas adelante.

Teorema 2.1. Sea Z una (D)-supermartingala casi-continua por la izquierda definida
en [0, (]. Entonces se verifica lo siguiente

1. Z admite la siguiente descomposicion Max-Plus

Zt:E{sup Lu\/Zgl}"t}, 0<t<(, (2.2)

t<u<¢

donde L = {L;;0 <t < (} es un proceso opcional semicontinuo superiormente por
la derecha que satisface que L, < Z.

2. Sea L el proceso del supremo cadlag de L, es decir, Ly, := sup,,<; L., para
s,t €10,¢] y t < s. Definamos la (D)-martingala M® por

MP =KLV Z|F], 0<t<, (2.3)
entonces, para cada t € [0, (] se tiene que
MP > méx(Z, Lg,) c.s., (2.4)
y para cualquier tiempo de paro S < ¢ tal que Lg = Lg g, se tiene
ME =17Zs cs. (2.5)

Como consecuencia, se verifica la siguiente condicién flat-off
/ (ME —Z,)dL, = 0. (2.6)
[0,

3. Esta descomposicion es unica en términos del Teorema 2.2.

Demostracion. 1. Ver Teorema 2.4, Secciéon 2.1.1.
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2. Para cada tiempo t € [0, (] y dado que Lg . = L, V L}, se tiene

MP = E[Lj V Z|F]

= E[Ly,V LV Z|F]
Ly VE[L; vV Z| F)
= Ly, V7,

v

es decir, M? > Lg,V Zy, para cada t € [0, (]. Ademés, si S es un tiempo de paro tal

que Lg = Lj g, entonces L. = Lf ., y por lo tanto, Zg = Mg .
|

La descomposicién dada en (2.2) es similar al resultado de Doob-Meyer en el sen-
tido de que es una descomposicion respecto a la suma de R, 4., aunque en este caso el
proceso no decreciente es opcional y no necesariamente predecible.

Ahora, en el Teorema 2.2 se prueba la unicidad sin necesidad de la forma explicita
de la descomposicion Max-Plus, mas ain, basta considerar que la condicién flat-off se
satisface por un proceso no decreciente A.

Teorema 2.2 (Unicidad). Sea Z una (D)-supermartigala y suponga que existe una
(D)-martingala M con My = Z y un proceso cadlag adaptado y no decreciente A que
toma valores en [—00,00) y que satisface para cada t € [0,t] que

My >2, cs. y Mc=AVZ, cs. (2.7)

Ademas suponga que A solo crece al tiempo ¢t < ( siempre que M; = Z;, es decir, A
satisface la condicion flat-off

/ (Mt — Zt)dAt =0 c.s. (28)
[0,¢]

Entonces la martingala M es unica y serd denotada por M®.

Observacion 2.2. De forma mas especifica, la condicion flat-off consiste en que A; solo
crece para los t € [0, (] tales que My = Z,. Esto sera fundamental para la prueba del
resultado.

Demostracién. Supongamos que existen dos descomposiciones (M*, AT1) y (M? AT?),
donde A*? es la modificaciéon de A? que tiene un incremento al tiempo ¢ y que satisface
Azf’i = Aé V Z¢, para ¢ = 1,2. Ademds, suponga que estas dos parejas satisfacen las
condiciones (2.7) y (2.8). Por simplicidad vamos a considerar que A$"" y AJ"? son finitos,
yva que en el caso donde son infinitos, basta definir —oco 4+ oo = 0.
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Ahora, sea f : R — R una funcién positiva, regular, convexa en CZ(R) que se anula
en cero. Luego, dado que f(0) = 0, por la convexidad de f se tiene

(MG = ME) < f1(Mg = ME) (M = ME) = /(A = AT (Mg = ME) (29)

Ahora vamos a usar la representacién diferencial de procesos de variacién finita, para
ello es conveniente introducir la aproximacién discreta de la derivada de f’ como

/(2. 6) {%(f’(rHé) —f'(0)), sid#0,
@ f(z), sid=0.

Asi, si definimos Al? := (AF! — AF?) — (AD' — AT?) para cada s € (0,(), tenemos

F(AF = APY) = AT AP + / TADT = AR AV (AT - AT
(0.

= SN =AY+ [ Fl(s)d(AT = AR,
(0.4)

donde f(s)

1 2 L .
= fJ(AD" — A%, AL?), més atin, dado que f es una funcién regular con-
vexa en C¢(R),

fl/
f//

es positivo y acotado.

Por otro lado, notemos que M! — M? es una martingala u.i., de manera que ]E[Mé —

MZ|F] = — M} para cada t € [0, (], mientras que, por construccion, <~C’l’ > es un

proceso adaptado, por lo cual se tiene
E[f(AST = AL (ME = M) = E[f(Ag" = Ag*)(M¢ — M)]

e[ u - -a0).
(0]

Por hipétesis, AT™! y AT? sélo tienen incrementos en los instantes ¢t < ¢ tales que
M} = Z, y M} = Z,, respectivamente; de donde se obtiene

/ (M} — Z,+ Zo — M) Fi(s)d(AH! — AF?) / )(Z, — M)A
(0,¢] (0,¢]

/ _ Z)dAF2,
(0,¢]

y dado que M*' y M? dominan a Z, se verifica que

/ (M} — M) Fi(s)d(AF — AF?) <0,
(0,¢]
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luego,

E[f/(AF = AL - M2)]

¢ E[f'(Ag" = Ag?) (M — MP)]

= [0 = AGHE[M; — ME] = 0.
Por lo tanto, de (2.9) podemos concluir que
1 2
E[f(M; = MZ)] =0,
para toda funcién convexa en CZ(R), con lo que concluimos que M! = M? c.s. |

En la siguiente seccion se desarrolla lo necesario para garantizar la existencia y
forma del proceso L con que se concluiria formalmente la prueba de la descomposicion
Méx-Plus de una supermartingala.

2.1.1. Existencia de la descomposicion Max-Plus

En el Teorema 2.1 se asume que existe un proceso opcional L con el cual se desa-
rrolla la descomposicion de la supermartingala. En ese sentido es necesario describir la
teoria y los resultados que garanticen la existencia de dicho proceso.

Definicién 2.2. 1. Denotamos por 7 a la familia de todos los tiempos de paro; y
para algin S € T fijo, definimos al conjunto de los tiempos de paro posteriores a
SporTg:={r>S;7€T}

2. Decimos que un proceso es (D)-regular si es un proceso cadlag de clase (D).

3. Para cada m € R y Z una supermartingala (D)-regular, el proceso Z(m) =
{Z:(m); 0 <t < (} denota a la envoltura del Snell del proceso Z V m.

El proceso Z(m) sera fundamental para el desarrollo de la teoria posterior. De
manera mas especifica, estamos interesados en la familia de supermartingalas como
funcién del parametro m € R. Por otro lado, la caracterizacién dual de Z(m) es bien
conocida (ver Apéndice D de [9]) y estd dada para cada S € Ty por

Zs(m) =ess sup E[Z; V m|Fs], (2.10)
T€Ts,¢

donde Tg, C T denota al conjunto de tiempos de paro que toman valores en [S,(]. A
partir de lo anterior, es posible hacer las siguientes observaciones.



2.1. DESCOMPOSICION DE SUPERMARTINGALAS 29

= Si M es una martingala, entonces M V m es una submartingala, por lo que, para
todo tiempo de paro S € Ty tal que S < (, se tiene

E[MgVm]| <E[M:Vm].
Entonces por (2.10), M.(m) es una martingala y
Mg(m) =E [M, vV m| Fs], (2.11)
para cada S € Ty .

» Si Z es una supermartingala (D)-regular, entonces existen dos martingalas U y
V tales que U < Z <V, luego, para cada m € R, la envoltura de Snell Z(m) es
de clase (D) y para cada S € Ty se verifica

E[U: Vm|Fs] < Zs(m) < E[V: V m|Fs]

La siguiente proposicion precisa las propiedades de una versién regular de la familia
de supermartingalas indexadas con el parametro m.

Proposicién 2.1. Existe una versién 1-Lipchitz regular de la transformacién (S, m)
Zs(m), tal que m — Zg(m) es convexo, no decreciente y la transformacién m +—
Zs(m) —m es convexa no creciente. Mas atn, para cada variable aleatoria Fg-medible,
Ag, se tiene
Zs(Ag) = ess sup IE[ZT Vv Agl]:s}.
S<T<(

Demostracion. Ver Apéndice de [5]. |

El siguiente teorema exhibe més propiedades de la envoltura de Snell Z(m) y lo
relaciona directamente con resultados de la teoria de tiempo de paro éptimo. La prueba
detallada del mismo puede encontrarse en [5].

Teorema 2.3. Sea Z una supermartingala (D)-regular. Entonces se verifica que
(a) Z(m) es una supermartingala (D)-regular.

(b) Definamos Ts(m) := inf{t € [S,(]; Z:(m) = Z;} con el supuesto de inf) = .
Entonces, el tiempo de paro Ts(m) A ¢ es un tiempo de paro 6ptimo, es decir,

ZS(m) = E[ ZTs(m)/\C \% m| ‘FS} y ZTs(m)/\C(m) = ZTs(m)/\C Vm.

(c) La familia m — Ts(m) A ¢ es no decreciente y continua por la izquierda.
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Con base en los resultados de regularidad anteriores, podemos esbozar una repre-
sentaciéon explicita de Zg(m) para m y S € Ty fijos, misma que serd de utilidad para
obtener la descomposicion Max-Plus explicita de Z. Més aun, se presenta una caracte-
rizacién de la derivada por la izquierda de Zg(m) como funcién de m. Lo anterior, es
enunciado y probado en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2 (Representacion estatica de Z,(m)). Sea S € Ty fijo y Ag(a) la
inversa por la izquierda al tiempo « de la transformaciéon m +— Ts(m) para cada m € R,
esto es
As(a) :=sup{m € R; Ts(m) < a}, (2.12)
con la convencién de sup ) = —oo. Entonces se verifica lo siguiente
(a) La transformacién convexa m — Zg(m) tiene derivada por la izquierda que satisface
a_
%Zg(m) = P[Z: <m;Ts(m) = oo| Fs]
= P[Z: <m;As(¢) < m| Fs]

(b) Para cada m € R,
Zs(m) =E[As(C)V ZcvVm| Fs| vy Zs=Zs(—o0) =E[ As(C) V Z¢| Fs]

Demostracion. (a) Sean € > 0y z,m € R, asi la siguiente desigualdad de verifica
ligem—a < (@Vm) —(xV (m—¢€)) < elpam. (2.13)

Ahora, recordemos que para cada S € Toc, Ts = inf{t € [S,(] : Z,(m) = Z},
entonces bajo el evento {Ts(m) < (} se tiene

Zrg(m) = Zrg(my (M) 2 M,
por lo que se satisface la igualdad de eventos
{Zrsmne <m} ={Z; <m,Ts(m) = oo}

A partir de las observaciones anteriores, dado que Ts(m) A ¢ es un tiempo de paro
6ptimo y que Z(m) es una supermartingala, se tiene

Zs(m) — Zg(m —¢€)

E[ZTs(m)/\C vV mlfs] — Zs(m — 6)

< E[Zrgmnc V| Fs| —E[Zrgmnc(m — €)| Fs]
< E[ZTs(m)/\C Vm — ZTS(m)/\C V (m - €)|.FS}
= [El{ZTs<m>A<<m}‘ ]:S}

P [Ze < m,Ts(m) = oo| Fg] . (2.14)
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De manera completamente andloga se prueba que
Zs(m) — Zs(m —€) > E[Zrym-cnc VM~ Zrgem-onc V (m — €)| Fs]
> P[Z: <m—eTs(m—e)=o0|Fg|. (2.15)

Luego, dado que Ts(m) es no decreciente, continua por la izquierda como funcién
de m y que {Ts(m) = 0o} = ().oq{Ts(m — €) = oo}, se verifica

11’{(1)1]P’[Z< <m —¢,Ts(m —€) = 00| Fs| =P[Z: < m,Ts(m) = 00| Fs].

Por lo anterior, (2.14) y (2.15) podemos concluir que

o~ o Zs(m) — Zs(m — 6)
8_mZS(m) = 1611(1)1 ;
= P [ZC <m, Ts(m) = OO‘Fs] . (216)

La idea de esta prueba es integrar la expresion anterior con el fin de obtener una
representacion explicita de Zg(m). En ese sentido, buscamos expresar al evento
{T's(m) = oo} de una manera més simple y en términos de m. Para ello recordemos
que m — Ts(m) A ¢ es no decreciente y continuo por la izquierda, de manera que
{m € R; Ts(m) < (} es un intervalo cerrado a la derecha por

As(¢) =sup{m € R; Ts(m) < (},
de manera que se tiene la siguiente igualdad de eventos

{Z1s(m) = oo} = {As(¢) <mj,
con lo que obtenemos

a;Zs(m) = P[Z <m,As(C) < m|Fs]

om
P[As(C) V Zc < m|Fs]
1 =P[As(C) V Z¢ = m|Fg] (2.17)

Por otro lado, de la caracterizacién dual de Z(m) se tiene

Zg(m)—m = ess sup E[Z, Vm|Fs] —m
T€Ts,¢
= ess sup ]E[(ZT — m)+|}"g},

T€Ts,¢

en particular Zg —m > 0. Asimismo, si V' es una martingala u.i. que domina a 7,
entonces se satisfacen las siguientes desigualdades

0§Z5(m)—m—SVs—m:E[%—m\fs]SE[(Vg—m)ﬂfs},
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y en consecuencia

0< 11%11 Zs(m) —m < li%nE [(Z. —m)*| Fs] = 0.

Por consiguiente, obtenemos la siguiente representacién de Zg(m)

%) o~
Zs(m) —m = . _8_m(ZS(a) —a)da,
més aun, de (2.17) se tiene
Zg(m)—m = / P[As(Q) V Z; > a|Fs] da
= P[(As(C)V Ze —m)* > 1| Fg] di

O
= E[(As()V Z —m)*|Fs).

Por lo tanto,
Zg(m) =E[As(C) V Z¢ V m|Fs].

Ahora, por el teorema de convergencia mondtona

Zg(—00) := lim Zg(m) = E[ As(¢) V Z¢| Fs).

mJl.oo

Por otro lado, el tiempo de paro Ts(m) decrece a Ts(—o0) cuando m — oo, y por
la continuidad a la derecha de Z, Zry(myac — Z1g(—c)n¢- Asi, dado que Ts(—oc0)A(
es un tiempo de paro mayor que S y Z es una supermartingala se tiene, por el
teorema de convergencia dominada, que

ZS < lim Zs<m>

ml—oo

= n}imooE[ Zrgmync V m| Fs]
= E[ Zrg—oone| Fs] < Zs,
por lo que podemos concluir que
Zs = Zs(—00) = E[ As(C) V Z¢| Fs).
|

De la proposicion anterior se tiene, en particular, una representaciéon de Z; para

t € [0,¢] fijo. Asi, siguiendo esos una serie de argumentos analogos se pretende exhibir
una representacion para Z en términos de un proceso opcional L.
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Observacion 2.3. Si tomamos el tiempo de paro determinista ¢ € [0, (], entonces
Ai(a) =sup{m e R; Ty(m) < a}, t<a<(, (2.18)

define la inversa continua por la derecha de la transformacion m +— T;(m). En otras
palabras, se tiene la siguiente igualdad de eventos

{Ti(m) < a} = {m < Aa)}.
para cada « € [t, (].

Esta observacién sera de gran utilidad en la prueba del Teorema 2.4, el cual cons-
tituye el resultado principal de esta seccién ya que exhibe la existencia del proceso
opcional L que garantiza la descomposicién Méx-Plus de Z asi como la martingala M®
asociada al mismo resultado.

Teorema 2.4. Sea L; una variable aleatoria JF;-medible definida para cada t € [0, (]
por

L,y := sup{m € Q; Z,(m) = Z;}
= sup{m € Q;T;(m) =1}, = —oo siel conjunto es vacio.

Sea Lj , el supremo de L en el intervalo [0, a] con t < o < ¢, es decir,

Li,= sup L.

t<s<a
Entonces
(a) Ly, = A¢(c) para cada a € [t,(].
(b) El proceso M = {M;;0 <t < (} definido por
My =E[ LV Z¢| F] = Zo(L,) > Zy = Zy(—o0), 0<t <, (2.19)
es la martingala M® correspondiente a la descomposicién Max-Plus de Z, ya que
el proceso Lg . = {Lat; 0<t<(¢ } satisface la condicion flat-off

/ (Mt — Zt)dLa,t = O, C.S.
[0,¢]

Demostracion. (a) Sea t € [0,(] arbitrario pero fijo. Primero notemos que de la Pro-
posicién 2.1, la transformacion m — Z;(m) es no decreciente, convexo y, por lo
tanto, continuo casi seguramente, luego L; es el punto derecho del intervalo cerrado
{m : Zy(m) = Z;}.
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Ahora veamos que para a € [t,(], Ty(m) = inf{s € [t,{] : Zs(m)=Z;} < asiy
solo si existe s € [t,a] tal que Z,(m) = Z,, o bien, Ly > m. En consecuencia, se
verifica lo siguiente

{Tim) =t} = (V{Tum) <t+a}
a>0
= ﬂ {3set,t+al; Ly >m}
a>0
= {limsupLS > m} .
st
Mas ain, dada la igualdad de eventos
{(Tim) = 1} = {L, = m},
se sigue que L; = limsup,, L, y las trayectorias del proceso L = {L;;0 <t < (}
son semicontinuas superiormente a la derecha.

Por otro lado, para cada « € [t, (] se verifican las siguientes igualdades de eventos
{Ty(m) <a} ={3set,al; L, >m} = {m < Lj,}.

Por lo tanto, de la Observacién 2.3 podemos concluir que Lj , = Ay(a) para cada
a €t (.

(b) Sea M la martingala definida en (2.19). Ahora notemos que L. = {L§,;0 <t < ¢}
es un proceso creciente y consideremos a .S € 7y ¢ un tiempo de paro correspondiente
a un punto donde Lg . tiene un incremento; luego se tienen dos casos

= Si § < (, entonces se satisface que

Lo = sup Ly = sup L; = Lg,,
’ 0<t<¢ S<t<¢ ’

de manera que E[ Lj .V Z¢| Fs] = E[ Ly V Z¢| Fs], es decir, Mg = Zs.

= Ahora si S = (, se sigue que L o < L¢, de lo contrario S no seria un punto
donde Lg . incrementa. Ahora, por la definicién de L se tiene que L¢ = Z; y
M¢ = Lo~ V L¢, de manera que Z¢ = M.

En otras palabras, L solo crece al tiempo t < ( si My = Z;, es decir, M satisface la
condicién flat-off y, por el Teorema 2.2, se concluye que M = M®.

En la siguiente subseccion se presentan ejemplos explicitos de la descomposicién
Méx-Plus de submartingalas Z con incrementos, aditivos o multiplicativos, indepen-
dientes y estacionarios.
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2.1.2. Ejemplos

En la presente seccion se obtiene la descomposicion Max-Plus de supermartingalas
que son procesos de Lévy multiplicativos y aditivos. En una primera instancia, para
el caso de los procesos multiplicativos, se propone un horizonte de tiempo infinito, es
decir, ( = oo y posteriormente se presentan los resultados analogos para cuando ( sigue
una distribucién exponencial.

Procesos de Lévy multiplicativos positivos

Las definiciones y propiedades de los procesos de Lévy que se presentan en esta
seccién se basan en [2] y [15].

Definicién 2.3. (Proceso de Lévy multiplicativo) Un proceso Z adaptado y cadlag con
espacio de estados en R, tal que Zy =2 > 0y Z; > 0 para todo ¢t > 0, es llamado un
proceso de Lévy multiplicativo si para cadat >0y h >0

1. ZynZ; ! es independiente de G, = o(Z,;u < t); y
2. laley de Z,, 1 Z; ! no depende de t.

La siguiente proposicion presenta de manera explicita la descomposicién Méax-Plus
de una supermartingala que es a su vez un proceso de Lévy multiplicativo.

Proposicién 2.3. Sea Z una (D)-supermartingala casi-continua por la izquierda que
a su vez es un proceso de Lévy multiplicativo positivo con valor inicial x y tal que
E [SUpogtgg Zt] < 00, vy sea Z el proceso tal que Z; = x2Z;, 0 <t < (. Suponga ademas
que ¢ = oo, entonces se tiene

Zy=WE[Z] |F] v Lj, =bZ,

donde b = W Y Zf = Zg, = SuPy<y<t Zu, Para cada t > 0.
Demostracion. Gracias a la independencia de los incrementos de Z y a la integrabilidad
de Zj ., se tiene, para cada t > 0, que

E[Z | F] = ZE [Sup Zu

t<u t

g
g

de manera que Z; = bE [ZZOO|-7:t], con 3 =1 E [ZS,OJ =E [Zg,oo]' u

Tz

Zy
= ZE [sup Z+t

0<v t

= ZE [ngoo] ,
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Observacién 2.4. Cuando el horizonte es tal que ( < oo, de la Proposicion 2.3, la
constante b en la descomposicion Max-Plus de un proceso de Lévy multiplicativo Z es
reemplazada por una funcién b(-) tal que, para cada tiempo instante ¢

Zy=E| sup b(T —u)Z,

t<u<T

7

Sin embargo, no se tiene una férmula explicita para la funcién b(-), aunque se sabe que
estd relacionada con la funcién ¢ — E [Z5,] (ver [5]).

El siguiente lema constituye un resultado similar al de la Proposiciéon 2.3, pero ahora
considerando un horizonte aleatorio.

Lema 2.1. Sea Z un proceso de Lévy multiplicativo positivo y supongamos un horizonte
aleatorio ¢ con distribucién exponencial de parametro § > 0 e independiente de Z.
Ademds, sea Z; = Zi1y<cp y bg = E[ng - Entonces, para cada t < (

Zt = bﬁE [ZZC‘ gt] 1{t<C} = bﬁE [E;C) gt] ’

Demostracion. Consideremos a {G, }, la filtracién aumentada generada por Fiac Vo (tAQ)
y suponga que es continua por la derecha. Asi, bajo el evento {t < (}, toda variable
Gi-medible es también F;-medible. Ademads segin [5], para cada v.a. G.-medible, X, se

verifica
EX1pcg| Al

E[X|G1p<ey = Lieqy = B[ X 1| Fillp<ey- (2.20)
E[1<gy|Fi]
Observemos que sobre el evento {t < (}, %C es condicionalmente independiente de

. . .. ., Z5 . .
Zy dado G, y tiene la misma distribucién que —=<. Por lo anterior y la relacién (2.20),
se tiene

E[Z|G] lu<y = "E[Z;pg| Fi] 1p<qy
= M'ZE [ZZLfl{KQ ft} Li<y
= Z,"E [/OO ﬁe‘ﬁs@ds
t Zt
= ZE [/too Be’g(sﬂ%ds] licqy

= ZE[Z J1p<q,

Ft:| 1<y

donde la segunda y tercera igualdad se derivan de la Definicién 2.3.
De lo anterior,

Zdjeey = B [ ZF | G 1y, (2.21)
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donde bz = E [ Crl.

La representaciéon obtenida en (2.21) no se puede considerar como una descompo-
sicién Max-Plus de Z debido a que sélo es cierta cuando {t < (}. Para lograr esto, es
necesario considerar la filtracién {G,;} en lugar de {F;} y el proceso

Ly = Ztl{t<C} = Zinc — ZCl{CSt}'
Luego, dado que Z es positivo, Z es una G;-supermartinga, més auin, se verifica que

Zie= sup Z, = sup Zyl{u<cy = sup Zy = sup Zy th*C,

t<u<( t<u<( t<u<( t<u<(

y observe que, para t = (, SUP;cy<¢ Zu = Z¢ F SUPpcy<c Zu = Z¢. Por lo tanto, si
definimos Z; = Z;1;<¢}, obtenemos el resultado. ]

Procesos de Lévy aditivos

En esta seccion exhibimos la descomposicion Max-Plus de un proceso de Lévy aditivo
de manera analoga a lo realizado en la seccién anterior.

Definicién 2.4. (Proceso de Lévy) Un proceso Z adaptado y cadlag con espacio de
estados en R, tal que Zy = z, es llamado un proceso de Lévy aditivo, o simplemente
proceso de Lévy, si para cadat >0y h >0

1. Zyyn — Zy es independiente de o(Z,;u < t);y
2. laley de Z;y, — Z; no depende de t.

A diferencia del caso anterior, vamos a considerar sélo el caso cuando ( = oco. Asi,
el resultado principal se presenta en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. Sea Z un proceso de Lévy que satisface que es una supermartingala
(D)-regular con valor inicial x y es tal que E[Zj ] < oo, entonces

Z-E[Zi - bWF] v Ly =2,
donde b =E[Z; | —

Demostracion. La prueba se realiza de manera andloga al caso del proceso de Lévy
multiplicativo partiendo de E[Z] |F;] y considerando que Z tiene incrementos inde-
pendientes y estacionarios.

Por 1ltimo, vamos a presentar un ejemplo particular de descomposicion Méx-Plus
donde mostraremos explicitamente el valor de b y la forma de la martingala M®.
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Movimiento Browniano geométrico.

Suponga que la supermartingala Z estd dada por un movimiento Browniano geométri-
co con deriva negativa, es decir, Z es solucion de la ecuacion

dZt = —T’tht + O'thWt7 (222)

donde, por simplicidad, » y ¢ son constantes positivas, W es un P-movimiento Brow-
niano unidimensional y Zy = x > 0. En el siguiente lema se enuncian algunas propieda-
des distribucionales del running supremum de Z que ayudaran a obtener una expresion
explicita para la martingala M® asociada a Z.

Lema 2.2. Definamos v = 1 + 20—T y 0 como la raiz mas grande del polinomio p(y) =

y? — vy — i—f Sea ( una variable aleatoria exponencial independiente de parametro
B > 0. El caso cuando ¢ = oo c.s. corresponde a = 0. Entonces para cada m € R se
tiene

5 5
LB[Z=m] = (SA1) v E[Z] ==

b
. + 55 (), sim>u,
2E[<Z€_m) }:{Eaz('—)m sim<zx
5—1 ) :

Demostracion. 1. Sea m € Ry definamos T,,, := inf {t; Z; > m}, luego se tiene la
siguiente igualdad de eventos

{Z; >m} ={T,, <t}.
Entonces
P[Z:2m] = E|Lzsm]
= E[E[l{n,<q|Tn]]
= Efexp{-ATu}],
e incluso, si g =0,
P [Zyoo = m] =P[T;, < o0 = lgﬁ)l]E[exp{—ﬁTm}].
Por lo anterior, basta calcular la transformada de Laplace de T,,, para ello pro-
ponemos aplicar el Teorema de paro de Doob a la siguiente martingala
e P Z8 = ez e 0, ¢,

Entonces, para cada t € [0,(], E [e_ﬁ(Tm“)Z%mM} = 2° y dado que 8 > 0, se
verifica
E [e‘B(TmAt)Z%ﬂM] < (mVux)°.
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Asi, tomando t — oo y por el teorema de convergencia dominada, obtenemos

]P[Zgzm}z(%m)g.

Por ultimo, dado que Z, > 0 c.s., concluimos que

E[z] = /Omp[zc>
— /Oxda+/:o<§)6da
5

== Z.

0—1

*_a}da

2. Primero notemos que si Z, = x, entonces Z; > x para toda t > 0; luego, sim > z
se tiene

E [(ZZ —m)t] = —m > oz} do

Mientras que, si m < x, entonces Z; —m > 0 c.s., por lo que

E[(Z; —m)"] =

r—m,

0—1

lo cual es lo que se queria probar.

[
Proposicién 2.5. Sea Z definida por (2.22) y pongamos v = 6 = 1 —|— . Ademss,

suponga que ¢ = oo c.s., entonces la martingala de la descomposicién MaX—Plus de Z
puede ser caracterizada como una funcién explicita de (Z;, Z;) dada por

1 AN
Mme =7 Z:[ (—t> +1].
gl v—1\%

Demostracion. Por la Proposicién 2.3 y el Teorema 2.1, el proceso M® definido por

ME =bE [Z5 | F], 0<t<,
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es la martingala de la decomposiciéon Max-Plus de Z. Luego, dado que la distribucion de
Z  es bien conocida, existe una expresién cerrada para M;” como funcién de (Z;, Zg,).
En efecto, observemos que para cada t € [0, (] se tiene

MP = VB | (Zie—Z,)"

R+ 7,
Zt*,oo Z()k,t -
Zi  Zr

Luego, dado que —== oo o independiente d

= DZE F| + 023,

0,00
entonces M? puede reescribirse como

MP = bZE [ (25 —mi) | +75,.

zx . . , .
donde m; = Zot’t > 1 cuyo valor es conocido al instante t. Asi, sustituyendo m; en la

ultima expresién del Lema 2.2 obtenemos
-1 1 Z: \"
Mme =7 th{ (:)H}.
vy =1\,

Ahora consideremos un horizonte aleatorio ¢ independiente de Z y con distribucién
exponencial de parametro 8 > 0. Bajo la misma notaciéon de los procesos de Lévy
multiplicativos, la martingala W asociada a la descomposicién Max-Plus de Z, tiene
la forma

M, = bsE [2&‘ F| =0k (%

], 0o<t<¢ (2.23)

Ademas, dado que en el Lema 2.2 se consideré el caso cuando ( tiene una distribucién
exponencial con parametro arbitrario, la distribucion de Zg - es bien conocida y pode-

mos deducir una expresién cerrada para M®. La siguiente proposicién formaliza este
resultado.

Proposicién 2.6. La martingala que resulta de la descomposiciéon Max-Plus de Z, =
Zilj<cy esta dada para cada t € [0, (] por

— -1~ 1 7
M® = 7z t 1.
t J O¢L_1(53>+]

La demostracion de este resultado se basa en las mismas ideas del caso con horizonte
infinito. (ver [5]).
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2.2. Optimizacién de martingalas

Es comin pensar en martingalas cuando nos enfocamos en un mercado financiero
completo, esto debido a que bajo ciertos supuestos dentro del mercado financiero defi-
nido en el Capitulo 1, un proceso de capital asociado a una portafolio autofinanciable
se puede trasformar en una martingala bajo un cambio adecuado de la medida de pro-
babilidad. De esta manera, parece sensato pensar que el problema de optimizacién de
portafolios puede relacionarse, de alguna manera, con un problema de martingalas. Esto
ultimo se presenta en el Capitulo 3, pero para ello es necesario presentar los siguientes
problemas de martingalas.

El problema de optimizacion de martingalas que vamos a considerar en esta tesis
consiste en hallar una proceso M que resuelva el problema dado por

mix E[U(Mc)], (2.24)

donde U es una funcién de utilidad conocida y M, es el conjunto de martingalas
admisibles definido por

M, ={M ={M,;; t >0} : M es una P-martingala w.i. y My = z}.

El problema definido en (2.24) es conocido como el problema de optimizacién de
martingalas sin restricciones. Por otro lado, notemos que la solucién para éste no depen-
de de la funcion de utilidad, de hecho, debido a la concavidad de la funcién U, tenemos
que

E[U(M)] < U(E[Mc]) = U(a),

para cada martingala M € M., por lo que la martingala que resuelve el problema de
optimizacién es el proceso constante definido por M; = x, t > 0.

El problema que nos interesa es aquel donde el conjunto de martingalas admisi-
bles debe dominar a cierto proceso. Mas especificamente, buscamos una martingala M
que maximice la utilidad esperada al tiempo ¢ y que domina durante todo el periodo
de observacién a un proceso {F;}-adaptado Y, es decir, M; > Y, cs., 0 <t < (.
Maés ain, por la Observacion 2.1 es natural restringirnos al conjunto de supermartinga-
las. Por lo anterior, definimos formalmente el problema de optimizacién de martingalas.

Definicién 2.5. Sea Z una (D)-supermartingala casi-continua por la izquierda defini-
da en [0,(] y ¢ un tiempo de paro respecto a {F;}. El problema de optimizacién de
martingalas con garantia americana consiste en hallar un proceso éptimo M € M?
para el problema

méx E[U(M)], (2.25)

MemZ
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donde U es una funcién de utilidad conocida y M?# el conjunto dado por
M? ={M : M es una P-martinga w.i., M; > Z, Vt € [0,(] y My = Zy}.

De manera similar al caso sin restricciones, nos gustaria encontrar una solucion que
no dependa de la forma de U, esto debido a los mismos argumentos que se discutieron
en la Seccion 1.3 del capitulo anterior.

En ese sentido, el problema de optimizacion de martingalas respecto al orden céncavo
consiste en hallar la martingala més grande M* € M? con respecto al orden céncavo
estocastico en el valor terminal, es decir, M} >., M; para toda M € MZ.

Teorema 2.5 (Teorema Principal). Fijemos un horizonte ( y consideremos a Z una
supermartingala (D)-regular y casi-continua por la izquierda. Suponga también que
existe un proceso progresivamente medible L = {L;; 0 < ¢t < (} con trayectorias
semicontinuas superiormente por la derecha, tal que

Zt:E{sup L, .7-}}, 0<t<(. (2.26)
t<usc
Entonces M® definida por
Mt@zE[sup L, ft}, 0<t<C,
0<u<(¢

es la martingala mds grande en M?Z con respecto al orden céncavo estocdstico. En otras
palabras,
E[g(ME)] > E[g(Mc)],

para cada martingala M € M? y toda funcién céncava g para la cual las esperanzas
anteriores estan bien definidas.

Demostracién. Sean M € M?# arbitrario y g : R — R una funcién céncava para la cual
las expresiones E[g(MfB )] v E[g(M¢)] estén bien definidas. Luego, por la concavidad
de g se tiene que es derivable en casi todo punto y ademés

Elg(M)] —E[g(MS)] < E[g (M) (M — ME)] =E[g'(Lg ) (M — MZ)]. (2.27)

Ahora, para usar la representacién diferencial de procesos de variacion finita, es nece-
sario definir la aproximacién a la derivada de ¢’ como

5(g(@+0)—g'(x), sid#0,

" ,6 —
9a(x,9) {g”(a:), sid=0,
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por lo cual tenemos

¢
(L) = (L) + / gi(Ly, ALY L,
donde ALg = L, — Lg .-, de manera que
E[g/(Ly)(Mc - M®)] = E[g'(Lio)(Mc — M2)]
¢
E [ [ on = vz, ALas)szs,s] C(28)
0

Por otro lado, note que gjj(Lf -, AL )dLg , es {F,}-adaptado, M — M® es una mar-
tingala u.i., g7 es negativa por ser g céncava y que L satisface la condicion flat-off,
por el Teorema 2.1 se verifica

¢ ¢
E[ / <M<—M?)gﬂLs,s_,ALaS)dLas] _ E[ / <Ms—M?)gﬂLas_,ALs,S)dLas}
0 0

¢

_ E[ / <Ms—zs>gg<Lz;,8,ALas)dLas}
0

<

De la desigualdad anterior, (2.27) y (2.28) se tiene que

Elg(Mc)] —E[g(MZ)] E[g' (M) (M — ME)]
Elg'(Loo)(Mc — ME)]

By (L) (Mo — M)] =0,

IA A

y dado que g y M son arbitrarias, podemos concluir que
M® >, M, YMeM?
|

Con lo desarrollado hasta este momento, la tarea principal en el siguiente capitulo
sera relacionar el problema de martingalas con el problema de optimizaciéon de porta-
folios, donde a partir de ciertos cambios en la medida de probabilidad, se mostrara que
en ciertos casos estos problemas son equivalente, por lo que resolver uno de ellos nos
garantiza la existencia de la solucion del otro.
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Capitulo 3

Optimizacion de portafolios via la
descomposicion Max-Plus

En este capitulo se conjunta lo desarrollado en los dos primeros capitulos con el
fin de solucionar el problema de optimizacion de portafolios con restricciones a través
de la representacion Max-Plus de supermartingalas. De manera particular, se presenta
el desarrollo, planteamiento y soluciéon de dicho problema para una clase especifica de
funciones de utilidad. Por tltimo, se aplica todo lo desarrollado en este tesis para el
problema de optimizacién de portafolios en el contexto de Black y Scholes.

Para el desarrollo de este capitulo consideraremos un mercado financiero estandar
y completo definido en el Capitulo 1, ademas de suponer lo siguiente.

= El horizonte del problema ( estd dado por un tiempo de paro acotado, es decir,
0<(<T < o0.

= La densidad de precio del estado H de la Definicién 1.8, constituye una semimar-
tingala continua y estrictamente positiva tal que Hy = 1, més ain, suponemos

que existe n > 1 tal que
E[H "] < oco. (3.1)

= El proceso de capital X™ asociado a cualquier portafolio admisible 7, es una
semimartingala tal que

1. XT >0 para cada t € [0, (].

2. HX™ = {H,XT; t € [0,(]} es una martingala uniformemente integrable bajo
P. Ademas, se satisface que E [HCXZT} = X[.

Agregado a lo anterior, notemos que por tratarse de un mercado completo, pa-
ra cualquier variable aleatoria no negativa { que sea JFs-medible y que satisfaga que

45
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E [£#] < oo, para algin pu > 1, existe un portafolio admisible 7 tal que el proceso de
capital asociado a 7 satisface que X7 =&y XJ = E [£H,].

3.1. Problema sin restricciones

Bajo los supuestos anteriores, recordemos el problema de optimizacién de portafolios
sin restricciones para un inversionista con capital inicial x > 0 y funcién de utilidad
asociada U, esto es, el problema que consiste en hallar 7 € A(z) tal que sea solucién
de

méx E [U (X77)],

méx E[U (X77)]
donde A(z) = {m; X" >0V t€[0,T], E[min{0,U (X7™)}] > —oo} = Al(z) del
Capitulo 1. Para el caso del problema con restricciones, basta con cambiar el con-
junto de portafolios admisibles por Ax(x) = {r € A(x); X;”" > K; V t € [0,T]}, donde
K es el proceso piso que debe mayorar el capital del inversionista.

Como ya se ha discutido en la Seccion 1.3, no existe un método general para solucio-
nar el problema de portafolios, sin embargo, existe un criterio para determinar cuando
una estrategia de portafolio es 6ptima a partir del valor terminal del proceso de capital
asociado. Este resultado esta enunciado en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Suponga una estrategia 7* € A(x) con valor terminal X ¢ tal que
1. U'(X}) = AH para algin A > 0,
1. E [U(X})] < oo,

ur E[H X! = .

Entonces 7* es solucién del problema de optimizacién portafolios sin restricciones.

Demostracion. Esta prueba se basa en la propiedad de concavidad de la funcion de
utilidad; para ello considere un proceso de portafolio 7* € A(x) cuyo proceso de capital
asociado X* satisface las condiciones mencionadas y sea m € A(z) arbitrario con proceso
de capital dado por X™. Ahora, dado que U es una funcién céncava, existe U’(z) para
casi todo x € R, més ain, para cualesquiera x,y € R, se satisface que U(y) — U(x) <
U'(z)(y — =), luego

E[U(Xg)] —IE[U(XZ)} E[U’(Xg)(Xg—XZ)]
= JE [HC(XEr — XC*.)}
= MNz—2)=0,
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donde la segunda igualdad se sigue porque HX es una martingala, mientras que la
tercera igualdad se sigue de iii. En consecuencia, E [U(X7)] < E [U(X{)], concluyendo
que 7 € A(z) es solucién para el problema de portafolio sin restricciones. |

Esta proposiciéon serd de gran utilidad en el resto del capitulo, ya que podremos
definir una nueva medida de probabilidad a partir del portafolio que resuelve el problema
de portafolios sin restricciones.

3.1.1. Solucion general para funciones de utilidad tipo CRRA

En esta secciéon consideramos la funciones de utilidad de tipo CRRA definidas en la
Seccién 1.2.1. Esta es un clase particular de funciones de utilidad para la cual se puede
obtener de manera especifica el proceso de capital 6ptimo V' que satisface las condiciones
de la Proposicion 3.1, mas aun, la forma de este tipo de funciones de utilidad permite
cambiar del problema de portafolios con restricciones al problema de martingalas con
restricciones, sin necesitar mas supuestos. Esto 1iltimo serd esencial para presentar una
solucion a partir de lo desarrollado en el Capitulo 2 y la descomposicion Max-Plus.

Supongamos que a un inversionista se le asocia una funcion de utilidad de tipo
CRRA definida por

l—a
U,(z) = v , paracada z € R,
11—«
con ﬁ < a < 1y n definido en (3.1), asi todas las suposiciones de integrabilidad se
satisfacen. En efecto, sea m € A(x) y definamos § := ITTC“)\ con A > 1. Entonces, por la
desigualdad de Holder
- 1 —(1—« n\1-«a
E[Ua(XD)] = ——E|H " (HxD)' ™
1 _loayT\ A 1
o ™\ (1—a)va Yo
< —— (Bla 7)) @ (X)), (32)
donde v, := ﬁ y claramente i +§ = 1. Luego, definiendo 3 := 11:% < 1, obtenemos
- 1 _ a - A—a
E [Ua(X0)] < 7= (B[H])™ (B [(HXO)']) *

Ahora, dada la Observacién 1.4 y que z +— 2 es una funcién céncava sobre R, (HX™)?
define una supermartinga, por lo tanto

E|(HX7)] < (HoX5)’ = 1.

De esta ultima desigualdad, (3.1) y (3.2), se obtiene que E [Ua(Xg)} < 00 para cual-
quier proceso de portafolio 7 € A(x).



48 3.1. PROBLEMA SIN RESTRICCIONES

Por otro lado, dada la completez del mercado financiero, para la variable F-medible
_17-1 1
E [H ; "} H, =, existe un portafolio admisible 7 y su respectivo proceso de capital

V= X" ={V;; 0<t<(} que satisface

= (3-3)
mas aun, (HV) es una P-martingala u.i. con valor inicial HyVy = 1.

Observacion 3.1. El proceso de capital asociado al portafolio 6ptimo con valor inicial
x estd dado por X} = 2V}, para cada 0 < ¢ < (. En efecto, notemos que se verifica

U, (X7) = (2Vo)™* = NH,

donde \ = (x/IE [HCPU‘D_& > 0, y también
E [H.X}] = oB [H V] = .

Asi, por la Proposicién 3.1, 7 es el proceso de portafolio 6ptimo para el problema de
optimizacién de portafolios sin restricciones y X™* es su respectivo proceso de capital.
Por 1ltimo, el valor terminal 6ptimo para el problema de portafolio esta dado a partir
de (3.3) por

—Q

E [Un(X0)] =

Luego, dado que el proceso (HV') es una P-martingala u.i., podemos definir una nue-
va medida de probabilidad equivalente a P a través de su densidad de Radon-Nikodym.

Definicién 3.1. Sea Q" una medida de probabilidad equivalente a P definida a través
de su densidad de Radon-Nikodym, la cual esta dada por
% Hl_l
@ = H.V; = C—l
dP -3
|8,

Con esta ultima definicién, podemos considerar un cambio de numerario a partir
del siguiente lema.
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Lema 3.1. Consideremos a V' como un nuevo numerario, esto es, para cada portafolio
admisible y su proceso de capital X, el capital bajo el nuevo numerario se define por

X

X,Yzzvt, 0<t<,

y se satisface que es una Q"-martingala u.i.

Demostracion. En efecto, recordemos que HX es una P-martingala u.i. y dada la defi-
nicién de QV, se verifica para cada 0 < s <t < ( que

HV, X 1 X
Egv [ X/ | F] =Be | S | Fo| = Ee [HX,| F| = = =XV
QV[ t‘ ] P[HS%% ]_IS‘/:9 P[ t t’ ] ‘/; s
es decir, XV es una QV-martingala u.i. |

Este cambio de numerario sera de utilidad para transformar el problema de portafo-
lios en un problema de martingalas. Mas especificamente, podemos obtener la siguiente
equivalencia de valores esperados bajo la forma particular de la funcién de utilidad Ul,,.
Para ello, consideremos una vez mas un portafolio admisible 7 y su proceso de capital
asociado X7, asi, por (3.3) se verifica lo siguiente

XW 11—«
Ep [Ua(XZﬂ = Ep %]

1 ()
HC‘/C 1—0(

[/ —« N\ l—a
_ g, |V L (X
YU H 1—a \V,
= By (B (1) 0 (2L
- @V_H”[C ] “\v.

= NEgv [Ua (ngvﬂ , (3.4)

_1qa
donde \* = Ep [H; ‘*] y X™V es el proceso de capital asociado a 7 bajo el nuevo

numerario S. Con esta transformacion, el problema de optimizacion de portafolio es
equivalente a hallar un proceso que maximice el criterio

max  Egv [U.(X))],
v ldx | Eov [Ua(XE)]

donde M,(QY) = {X = {X;; t >0} : X es una Q"-martinga u.i. y Xo = z}. Mds
aun, como se discutié en la Seccion 2.2, el proceso 6ptimo para este problema es aquel
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con valor constante x. En ese sentido la transformacion no ha sido relevante, sin em-
bargo, este nuevo criterio serd de gran utilidad para el caso cuando solicitamos que el
proceso satisfaga una garantia tipo americana.

En efecto, consideremos el problema de la Definicién 1.17, es decir, supongamos que
un agente con capital inicial x > 0, una funcién de utilidad asociada de tipo CRRA
U, y un proceso no negativo y (D)-regular K (ver Definicién 2.2), el cual consiste en
buscar un portafolio admisible 7 € Ak (x) que verifica el criterio

max E (U, (X[)|. 3.5
rEAR (z) [Va(X2)] (3.5)
Asi, por el Lema 3.1, el problema es equivalente a hallar una QY-martingala u.i. que

satisfaga el criterio
méx Eqv [Ua(X¢)], (3.6)

Xemz¥

donde

M7 = {X : X es una Q"-martingala wi., X; > Z vVt € [0,(] y My = Z;' },

v ZK es la envoltura de Snell del proceso definido para cada t € [0, (] por %

En conclusién, hemos transformado en el problema de optimizacion de portafolios
en un problema de martingalas similar al de la Definicion 2.5.

Observacion 3.2. Notemos que hemos dejado de lado a los procesos de portafolio m
y nos hemos enfocado simplemente en los procesos de capital, esto es debido al hecho
de que trabajamos bajo el argumento de un mercado completo, donde cada politica
admisible puede ser representada por una martingala.

3.1.2. Solucién del problema con restricciones via descompo-
sicion Max-Plus
Dado el problema con restricciones de la seccién anterior, podemos aplicar el Teo-

rema 2.1 y afirmar que existe un proceso opcional semicontinuo superiormente por la
derecha L que satisface

ZE =FEgv { sup LK

t<s<C

Ft:| ) 0 S t S Ca
y por el Teorema 2.5, la martingala M*® definida por

M® =Egv [Lgf&*‘ ft} = Eqv { sup LY

0<s<¢

ft}, o<t (3.7)
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satisface la desigualdad
E |g(MS%)] = E[g(Mc)],

para toda funciéon concava ¢ y cualquier martingala M € MZ" En particular, si to-
mamos g = U, y ¥ = Zg, entonces M@ soluciona el problema de portafolios con
restricciones.

Si consideramos el problema inicial definido por (3.5), el proceso de capital optimo
puede expresarse por
X = VM 0<t <,

para alguna politica admisible 7* € Ak (z). Mas atn, el valor terminal 6ptimo esté
dado por

=LY (3.8)

3.2. Ejemplo en el contexto de Black-Scholes

En esta seccién presentamos un ejemplo del problema de optimizacion de portafolio
en el contexto bien conocido de Black y Scholes. De manera general, vamos a desarrollar
cada uno de los pasos de la seccién anterior para conducir a la solucién de este ejemplo.

3.2.1. Problema sin restricciones

Consideremos un mercado financiero que consta de un activo sin riesgo, un activo
con riesgo y un horizonte finito y no aleatorio (. La evolucion del precio del activo sin
riesgo S° sigue la dindmica descrita por

dSY =rSYdt, 0<t<¢,

donde suponemos que la tasa de interés instantanea r es constante y positiva. Asimismo,
la dinamica del precio del activo con riesgo S satisface

dSy = bSdt + oS dWy, 0<t<(,

con b y o constantes positivas y W un movimiento Browniano unidimensional.

Bajo estos supuestos, podemos expresar de manera explicita el proceso de precio
del riesgo, el proceso Z° de cambio de medida y la medida de probabilidad martingala
estandar Py. En efecto, el proceso de precio del riesgo 6 es constante y esté definido por

b—r
0= ,

g
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con lo que ZY tiene forma explicita dada por

b—r 1/b—7r\?
7z = exp{—( > >Wt—§( > > t}

1
= exp{—GWt — 59%}, 0<t<(,

y la medida de probabilidad martingala Py se define por su derivada de Radon-Nikodym
respecto a IP como

9 _ 70

ap

definiendo asi un nuevo Py-movimiento Browniano W° que satisface
dWP = dW, +60dt, 0<t<(.

En este caso, el proceso de densidad de precio del estado H esta dado por
AL b—r 1/b—r\?
Ht:S_E) = exp{—( . )Wt—<r+§( - ))t}

= exp{—@Wt— (r—i—%GQ)t}, 0<t<(.

Por otro lado, consideremos que un inversionista posee un capital inicial x > 0 y
que sus preferencias de inversion estan modeladas por una funcién de utilidad de tipo
CRRA U,. Mas atn, el proceso de portafolio del inversionista estd dado por un proceso
{Fi}-medible 7 = {m;t € [0, (]}, donde 7; representa la cantidad invertida en el activo
con riesgo al tiempo . De esta manera, si X es el proceso de capital del inversionista,
entonces X; — m; representa la cantidad invertida en el activo sin riesgo al tiempo ¢. Por
lo anterior, la dindmica que sigue el capital del inversionista esta descrita para cada
0<t<(

i ds i ds?
dXt = Wt?tt + (Xt — 7Tt) S_?t
= (rX] + m(b—r))dt + modW,

= rX7dt + modW).

Recordemos que nuestro interés se enfoca en los portafolios auto-financiables, para ello,
dada la simplicidad de este modelo, basta pedir que X; — m; > 0 para cada t € [0, (].
En este mismo sentido, dentro de lo discutido de la seccién anterior, nos interesan los
procesos de portafolio tales que H X™ sea una P-martingala u.i., o lo que es equivalente,
buscamos que X™/S? sea una Py-martingala u.i., debido a que

™

X Tt
d (S—é) = aS—?thO, 0<t<(,
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es suficiente pedir que 7 satisfaga

para que HX™ sea una P-martingala u.i.

Recordemos que el primer paso de la seccién anterior consiste en hallar el portafolio
que soluciona el problema sin restricciones y con valor inicial x = 1, esto es, buscamos
7 € A(1) tal que, el proceso de capital asociado V' maximice el valor esperado de la
utilidad terminal, donde

A(l) = {71'; X[ —m>0Vvtel0,(]y Ep,

Este problema ha sido ampliamente estudiado y su solucién en bien conocida, en par-
ticular, en [18] se resuelve utilizando técnicas de programacién dindmica y se obtiene
que el portafolio 7 que soluciona el problema sin restricciones esta dado por

b_
fo= —V,

0
= —V, 0<t<(
oo

donde V' esta dado por la ecuacién diferencial estocastica
15 0
dVy = | r+ =07 ) Vidt + =VidW,, 0<t <,
Q@ e
con condicion inicial V) = 1, o bien,

v, — exp{(a; 1) <r+%62) t} H® (3.9)

- Tt p<t<C (3.10)

Usando el cambio a la medida QV, la cual estd definida a través de su derivada de
Radon-Nikodym con respecto a P por

Qv e, dP
gp - HVe=eVem
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bajo la cual W)Y = W0 — gt define un QY-movimiento Browniano, se obtiene que
X™V =X es una QY-martingala u.i. y

E [Un(X7)] = AEqv [Ua (ngv)} . me A,

. _1qo
donde A = E [H Cl “] . Con esto, hemos transformado el problema de optimizacién de

portafolios en un problema de martingalas obteniendo de manera explicita la medida
de probabilidad QV, sin embargo, hasta ahora no hemos considerado el problema con
restricciones.

3.2.2. El caso del problema con restricciones

Dentro del ambiente financiero que se ha propuesto, es sensato pensar que el in-
versionista debe procurar que su capital sea mayor que el crecimiento que tendria su
capital inicial si se invirtiera por completo en activo sin riesgo, esto es, los procesos de
portafolio que el inversionista debe elegir son aquellos que satisfacen X[ > ze™ =: K;.
Asi, el problema de portafolios ahora contiene una restriccion.

Debido al cambio de numerario, dado el proceso K = {K; = ze";0 <t < (}, la
restriccion anterior se convierte en

K
xrV>—=2zF o0<t<
Vi
para cada m € Ag(x). Luego, es necesario analizar el comportamiento de Z bajo la
medida de probabilidad QY. Para esto, notemos que la representacién de % en términos
del QV-movimiento Browniano, esta dada por

1 170N\ 6,
v exp{ rt 2(@) t awt}’ ,0<t <,

ast, ZK estd dado por

rt 1 2
ZtK:%:xexp{—é (Q) t—QWtV}, 0<t<(,

t « (6%

es decir, Z¥ es una QY-martingala por lo que, en particular, es una Q" -supermartingala.
Maés atn, Z% es un proceso de Lévy multiplicativo, asi, por la Seccién 2.1.2, ZX tiene
una representacion Méax-Plus dada por

ZF =Egv [ sup b(¢ —u)ZK

t<u<(

th:|7 O§t§C7
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donde b(+) es una funcién determinista aunque se desconoce su forma explicita. Luego,
la martingala M%® estd dada por

ME® = Egv | sup b(¢ —u)ZF

t<u<(

ft:|7 70§t§Ca

y ademds, M*® soluciona el problema de optimizacién de martingalas con restriccion.
Asi, el proceso de capital éptimo puede expresarse como
)

X7 =ViMS®, 0<t <,

para alguna politica admisible 7* € Ag(z).

Notemos que a pesar de que nos encontramos en el contexto de Black y Scholes, el
cual es unos de los escenarios mas simples y mejor estudiados, no es posible describir
la forma del proceso de portafolio éptimo 7* con las herramientas que hemos conside-
rado hasta este momento. En general, hallar de manera explicita dicho proceso es un
problema complejo e incluso en publicaciones como (3], donde se aborda el problema de
optimizacién de portafolios con garantia Americana, los autores se limitan a obtener el
valor terminal del proceso de capital 6ptimo de manera similar a lo que se presenté en
(3.8).

Trabajo a futuro

Considerando que para el problema de optimizacion de portafolios que se ha pro-
puesto hemos encontrado la forma del proceso de capital éptimo, se plantea como un
proyecto futuro el estudiar la formulacion de la politica asociada a dicho proceso a par-
tir de considerar herramientas como las desarrolladas por N. Touzi en [18].

Por otro lado, observemos que la suposicién de estar trabajando bajo un mercado
financiero completo fue sustancial en la solucién del problema propuesto, ya que de esa
manera se pudo garantizar la existencia del proceso de cambio de numerario V. Asi
surge la pregunta de qué sucede en un mercado incompleto, es decir, en un mercado
donde no necesariamente existe una estrategia de portafolio para cubrir en el futuro a
cada cantidad aleatoria.

Recordemos que el contexto de mercados incompletos ha sido estudiado en referen-
cias como [9] y [18] a través de argumentos de programacién dindmica, anélisis funcional
y ecuaciones diferenciales parciales, sin embargo, un problema interesante que se vislum-
bra es el de proponer argumentos de representacion de martingalas (supermartingalas)
al menos de manera local dentro del contexto de estos mercados.
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Por ultimo, podemos advertir que la soluciéon se planted solo para funciones de
utilidad tipo CRRA, por lo que es natural preguntarse si para otra clase de funciones
se tiene un resultado andlogo. En este sentido, durante la elaboracion de la tesis se
consideraron funciones de utilidad tipo logaritmo y CARA (ver Seccién 1.2.1) y se
abordo el problema de encontrar una transformacién similar a la propuesta en (3.4),
sin embargo, en ninguno de los dos casos se pudo hallar dicha transformaciéon, por lo
que consideramos muy probable que el método para abordar otras funciones de utilidad
tenga que ser distinto al propuesto en esta seccion.



Conclusiones

Con base en el trabajo desarrollado para la elaboracién de esta tesis, las conclusiones
que se obtienen alrededor del problema de optimizacion de portafolios y su soluciéon a
través de la descomposicion Max-Plus son las siguientes.

= En el contexto de mercados completos, el Teorema 2.5 es una herramienta potente
para resolver el problema de optimizacion de portafolios debido a que las hipdtesis
que requiere son usuales dentro de la teoria de control estocastico. Mas ain, su
principal aportacion es la de garantizar la optimalidad del proceso de capital para
cualquier funcion de utilidad.

= Es posible obtener una expresién para el valor terminal 6ptimo, sin embargo y co-
mo es comun en los problemas de control, no es sencillo mostrar la forma explicita
del proceso de portafolio que optimiza el problema. Para ello seria necesario desa-
rrollar teoria distinta a la presentada en esta tesis y corresponderia a un problema
de investigacién futuro.

= El problema de optimizacién en su versién de martingala puede resolverse de
manera explicita para las funciones de utilidad tipo CRRA. No obstante, las
técnicas usadas en el estudio de este tipo de funciones no bastan al momento de
considerar otro tipo de funciones de utilidad.

= Se abre una nueva linea de investigacion si se considera el problema bajo el contex-
to de un mercado financiero incompleto. En ese sentido, seria interesante tratar de
aplicar otros resultados de representaciéon de martingalas (supermartingalas) lo-
cales y abordar el problema de optimizacion con técnicas similares a las expuestas
en esta tesis.
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