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Resumen

Los avances tecnologicos han hecho de clasificacion de datos funcionales una disci-
plina emergente con una gran variedad de publicaciones, y aunque en la literatura
ya existen diferentes propuestas de clasificacion, sigue siendo una linea de inves-
tigacion relevante en la dltima década.

Nuestro trabajo se centré en clasificacion supervisada de datos funcionales,
particularmente en el mejoramiento de clasificadores funcionales, donde se pudie-
ron presentar dos propuestas novedosas, las cuales son: Boosting con clasificadores
funcionales y Boosting estructura funcional.

En el primer trabajo, adaptamos la forma de ponderar clasificadores funcio-
nales para incorporarlos en las estructuras de ciertos algoritmos Boosting. Estas
adaptaciones son ideas novedosas propuestas, las cuales fueron estudiadas analiti-
camente y desarrolladas computacionalmente. Para esto, tuvimos que estudiar
el lugar exacto para realizar la ponderacién, logrando obtener el mismo efecto
que proponen los algoritmos Boosting. En la segunda investigacién, modificamos
algunos algoritmos Boosting extendiendo su aplicabilidad a datos funcionales. Es-
tas modificaciones fueron estudiadas, buscando obtener la misma estructura del
algoritmo para datos multivariados, pero ahora con datos funcionales.

Los resultados obtenidos con los dos trabajos de investigacién muestran re-



sultados favorables. Observamos que cuando nos enfrentamos a datos dificiles de
discriminar, nuestras propuestas siempre lograron mejoras significativas. Ademaés,
cuando se trabajé con datos reales, conseguimos siempre mejores resultados que
los reportados en las referencias utilizadas.

Por otra parte, el estudio se inicié un trabajo sobre Analisis de imagenes
digitales de mamografias, donde se toma como dato funcional cada imagen, pudi-
mos desarrollar un método nuevo, automatico y sencillo de implementar compu-
tacionalmente para la etapa de pre-procesamiento, con resultados satisfactorios.
Ademas, se encuentra en desarrollo una propuesta para las demas etapas, con el fin
de obtener un método con un desempeno favorable en la clasificacién automatica

de anomalias presentes en una mamografia.
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Introduccion

El gran avance en la tecnologia computacional (desempeno de procesadores y la
capacidad de almacenamiento) nos permite cada vez més recolectar y almacenar
datos de alta dimensionalidad, los cuales naturalmente pueden ser curvas o image-
nes e incluso vivir en un espacio infinito-dimensional. Esta clase de datos provienen
de diversas areas como, Medicina, Biomecanica, Quimica, Econometria, Genética,
Geofisica, Meteorologia, Geologia, entre otras. En este contexto, cada dato obser-
vado corresponde a un individuo diferente y cada punto de él corresponde a una
misma variable, medida a lo largo de su trayectoria.

En la practica, en general, los datos se obtienen de manera discretizada, es de-
cir, las mediciones estan dadas por vectores finito-dimensionales los cuales pueden
llegar a tener dimensiones del orden de cientos de miles. Sin embargo, podemos
trasladar este problema al contexto de datos funcionales sabiendo que existe una
curva subyacente la cual es observada solo en instantes discretos de tiempo. Asi,
podemos explotar la naturaleza infinito-dimensional de dichas observaciones pa-
ra inferir su estructura y obtener mas informacion y como consecuencia, mejores
resultados.

El conjunto de herramientas usadas para analizar esta clase de datos es conoci-

do en la literatura como: Andlisis de Datos Funcionales (FDA, por sus siglas
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en inglés). Esta drea a pesar de ser una disciplina relativamente nueva, inici6 sus
pasos con el trabajo pionero de Deville (1974) y méas adelante con Ramsay y Dan-
zell (1991). Los autores que de alguna manera popularizaron esta drea dentro de
la Estadistica son Ramsay, Silverman, Ferraty y Vieu, con libros como: Functio-
nal Data Analysis y Nonparametric Functional Data Analysis, donde presentan
importantes resultados teodricos y practicos.

En FDA se han propuesto versiones funcionales para métodos estadisticos tra-
dicionales como, por ejemplo, Regresién, Quin y Choi (2011), Anélisis de varianza,
Cuevas et al. (2004); Delicado (2007), Modelos lineales generalizados, Escabias et
al. (2004), Componentes principales Li y Hsing (2010) o Clasificacién donde po-
demos nombrar diversos trabajos. Esta tltima es la rama a la cual dedicamos
nuestro trabajo.

En una primera etapa de esta tesis y basados en los trabajos de Freund y Scha-
pire (1996), Friedman et al. (2000), quienes desarrollaron los métodos Boosting,
analizamos y exploramos la extension de estos métodos para aplicarlos a datos
infinito-dimensionales, es decir, abordar los métodos Boosting con herramientas
de la literatura de FDA. Aqui, logramos estudiar este problema desde dos puntos
de vista: primero, adaptamos algunos clasificadores funcionales logrando incorpo-
rarlos en ciertos algoritmos Boosting, y segundo, modificamos algunos algoritmos
Boosting extendiendo su aplicabilidad a datos funcionales. En este momento este
trabajo se encuentra en revision para ser enviado a una revista cientifica arbitrada.

En una segunda etapa, iniciamos una investigacion sobre el Analisis de imége-
nes digitales, particularmente en imagenes de Mamografias. La Mamografia es la
herramienta mas utilizada tanto para la identificacion de anomalias como para
la deteccién temprana del cancer de mama. Sin embargo, un diagndstico preciso

sigue siendo una tarea clinica bastante dificil. Es por ello, que centramos nuestro
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interés en este tipo de imagenes, donde el objetivo principal es aportar un méto-
do automaético para la deteccion temprana de esta enfermedad, con ayuda de las
herramientas de FDA. En un primer acercamiento a este problema, trabajamos
en la eliminacién automatica del musculo pectoral en imagenes digitales de ma-
mografias, el cual obstaculiza el analisis del tejido mamario. Este trabajo se inicié
durante una estancia de investigacion que realicé en el departamento de Estadisti-
ca de la Universidad Carlos III de Madrid, Madrid, Espana, bajo la supervision
del Dr. Juan Romo.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 introducimos
el tema de Analisis de datos funcionales y los problemas relevantes que se estan tra-
bajando recientemente. Ademds, al final de este capitulo, dedicamos una seccién a
Clasificacion de datos funcionales, tema de nuestra investigacién. En el Capitulo
2, mostramos las ideas principales de Boosting para datos finito-dimensionales,
y en el Capitulo 3, extendemos su funcionamiento para poder aplicarlos a datos
infinito-dimensionales. En el Capitulo 4, hacemos un breve resumen sobre el tema
de Analisis de imagenes digitales de Mamografias, y en el Capitulo 5, presenta-
mos el trabajo realizado sobre este tema, discutiendo los resultados obtenidos y
las ideas trabajadas para culminar esta investigacion. Finalmente, en el Capitulo

6 resumimos los resultados generales y los posibles trabajos futuros.
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Capitulo 1

Analisis de Datos Funcionales

El Analisis de Datos Funcionales (FDA) es una rama de la Estadistica que estu-
dia la informacién contenida en curvas, imagenes, o cualquier elemento que varia
sobre un continuo. La tecnologia ha hecho de FDA una disciplina emergente con
una gran variedad de publicaciones y estudios. Prueba de este interés es la cre-
ciente presencia de publicaciones en revistas de primera linea como: Journal of
the American Statistical Association, Annals of Statistics, Statistical
Science, y la creaciéon de grupos de trabajo especificos dentro de asociaciones
importantes de investigacion, como lo son: European Research Consortium
for Informatics and Mathematics y la Sociedad Espanola de Estadistica
e Investigacion Operativa.

De la literatura existente, resaltamos algunos libros por su relevancia en el
tema, como por ejemplo, el libro de Ramsay y Silverman (2005), que debe citarse
como un hito importante en la historia de FDA. Este libro tiene una orientacién
practica, dirigida a un publico cientifico general. El libro de Ramsay y Silverman
(2002), se centra en la ilustracion de las principales técnicas a través del estudio de
casos concretos con datos reales. Ferraty y Vieu (2006) representaron un segundo

punto de vista del tema, mostrando un lenguaje un poco mas matemaético, inclu-



yendo cuestiones asintéticas no triviales, junto con discusiones relevantes sobre
el uso de semi-métricas, base de muchas dificultades tedricas. Otro libro que vale
la pena mencionar es Ferraty y Romain (2011), que consta de 16 capitulos, de
diferentes autores, con discusiones importantes de los principales temas en FDA.

Las particularidades de estos objetos, hacen que surja todo un conjunto de
definiciones, teoremas y herramientas para poder estudiarlos correctamente. Es
por ello, que el primer paso serd definir y comentar los conceptos basicos y las

caracteristicas de este tipo de datos.

1.1. Conceptos basicos

El primer aspecto importante es definir qué se entiende por variable funcional.
En general, cualquier observacién que varie sobre un continuo se puede tomar por
un dato funcional. En la practica, tenemos muestras de una determinada variable
aleatoria en distintos instantes de tiempo dentro de un cierto rango (tmm, tmax)- De
este modo, una observacién puede expresarse mediante la familia {X (¢;)},_ (1,...m}-
Realmente por su naturaleza funcional, podriamos considerar estas muestras como

observaciones de la familia continua X' = {X () : ¢ € (tmm> tmax) }-

Definicién 1.1. Una variable aleatoria X se dice que es una variable funcional

si toma valores en un espacio funcional F (de dimension infinita).

Este seria el caso de un objeto unidimensional, que es el mas comin, pero
la definicién es general, {X = X(t) : t € T}, donde si T' = R serd una curva,
T = R? una imagen, u otras expresiones para casos mas complejos.

Por el momento, tenemos un solo dato, pero si deseamos tener un conjunto de

ellos, se pueden definir como:



Definicién 1.2. Un conjunto de datos funcionales Xi,..., X, es la obser-

vacion de n variables aleatorias X1, ..., X, idénticamente distribuidas como X .

Podemos observar algunos conjuntos con gran reconocimiento en la literatura
de FDA, llamados datos Benchmark, como ejemplos de datos funcionales. Un
primer ejemplo se muestra en la Figura 1.1. Estos datos consisten en el angulo
que se forma en el plano sagital por la cadera y la rodilla en un ciclo de marcha
de un nino. El tiempo se mide en términos del ciclo de la marcha individual, de
manera que cada curva toma valores de ¢ en [0, 1]. El ciclo comienza y termina en

el punto en que el talon de la extremidad bajo observacion golpea el suelo.

Figura 1.1: Angulos en el plano sagital formados por la cadera (gréfica izquierda) y por la

rodilla (gréafica derecha) de 39 nifos.

En la Figura 1.2 observamos las letras “fda”. Estos datos se obtuvieron al
registrar la posicion de la pluma por medio de un sistema de Optotrak, que da la
posicion de un diodo emisor de infrarrojos en el espacio tridimensional 600 veces
por segundo con un error de alrededor de 0.5 mm, para mas detalles de estos
ejemplos se puede ver Ramsay et al. (2009).

En FDA, como los datos son variables funcionales, las observaciones son varia-



Figura 1.2: Muestras de escritura a mano.

bles aleatorias de procesos estocasticos, es decir, elementos aleatorios que toman
valores en un espacio funcional. Por lo tanto, es necesario tener herramientas para
su andlisis. Estas herramientas vendran dadas por el espacio en el que habite la
observacion y determinaran la dificultad del problema. Asi, la primera preocupa-
cion es determinar el espacio funcional en el que se trabajara. Por ello, la métrica
que se elija debe ser coherente con los datos que se describan.

En la literatura se suele utilizar L?[a, b] por su generalidad y sus buenas propie-
dades, pero se podrian considerar otros espacios funcionales con distintas métricas

o semi-métricas que en algunos casos pueden ser més apropiadas.

Definicién 1.3. Sea F un espacio funcional, F es un espacio métrico si existe
una distancia d : F X F — R donde para cualesquiera elementos f,g,h € F se

cumple:
1.d(f,9) 20 y d(f.g) =0« f=g,
2. d(f,g) =d(g, f),

3. d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).



Definicién 1.4. Sea F un espacio vectorial funcional, F es un espacto nor-
mado sobre un cuerpo K (R 6 C) si existe una norma || - ||: F — R donde para

cualesquiera dos elementos f,g € F se cumple:
LA fIIz0y [ fll=0« f=0,
2.VXEK [[AfII=1AL 1 £,

SN f+gli<lifii+1lgll.

Todo espacio normado se puede convertir en un espacio métrico con la distancia
inducida por la norma d(f, g) = || f—g ||. Ademas, si el espacio es completo (toda
sucesién de Cauchy converge) se dice que es un espacio de Banach. Los espacios
de Banach pueden ser un buen punto de partida, pero generalmente se pide un

poco mas, esto es, conocer las orientaciones, posiciones relativas o angulos.

Definicién 1.5. Sea F un espacio funcional, F es un espacio funcional con
producto interno sobre un cuerpo K si existe un producto escalar (-,-) : FXF —

K donde para cualesquiera elementos f,g,h € F se cumple:

LA f) 20y (f,f) =0& f=0,

2. Va,b € K, (af +bg,h) = a(f,h) + b{g,h), andlogamente existe linealidad

por la derecha,

8. (f.9) =19, f)

Todo espacio funcional con producto interno se convierte en un espacio nor-
mado con la norma inducida por el producto escalar, || f|| = \/(f, f). Si el espacio

ademas es completo se dice que es un espacio de Hilbert. Generalmente se intenta



trabajar en espacios de Hilbert por la comodidad, aunque no siempre es posible.

Existen los L-espacios definidos como:

1/p
L,(S,p) = {f : S — K medible, | f|,= (/ |f|pdu) < oo} : (1.1)

donde (S, 1) es el espacio de medida. Estos espacios, en el caso més usual L,|a, 0]
con K =R, son de Hilbert para p =2 y de Banach para p # 2. Ademas de estas
consideraciones sobre Anélisis Funcional serdan necesarias las herramientas basicas
de Estadistica como son el calculo de medias, varianzas y correlaciones.

En el caso finito, tipicamente R?, hay una equivalencia entre todas las normas
en el sentido de que definen la misma métrica, y por tanto, la misma topologia. Por
esto, la eleccion de una u otra puede tener menos relevancia, aunque repercutira
en aspectos computacionales y puede tener alguna implicacion méas importante,
incluso decisiva, dependiendo del tipo de problema al que nos enfrentemos (por
ejemplo, la norma euclidea usual tiene asociado un producto escalar con el que
se puede medir dngulos). Sin embargo, en el caso funcional no se da esta equiva-
lencia y los problemas seran atacados de forma distinta en funcion de la métrica
que elijamos, lo que convierte la eleccién de dicha métrica en una decisién impor-
tante. En este sentido, puede que incluso la eleccién de cierto espacio métrico sea

insuficiente y sea necesario el uso de espacios semi-métricos.

Definicién 1.6. Sea F un espacio funcional, F es un espacio semi-métrico

si existe una semi-métrica d : F X F — R que cumple:
1.YfeF, d(f f)=0,
2.V f,geF, d(f,g) =d(g,f),

3. Yf,9,h € F.d(f,g) < d(f h)+d(h,g).

6



Notemos que una semi-métrica es una métrica, excepto en que d(f,g) = 0 no
implica que f = g. Analogamente se puede definir una semi-norma y un espacio
semi-normado con las mismas propiedades que la norma, haciendo que elementos

no nulos puedan tener norma cero, ||f|| =0 % f = 0.

1.2. Singularidades y dificultades

Como hemos podido percibir, utilizar datos funcionales conlleva ciertas particu-
laridades que hacen que los métodos tradicionales no sirvan o no sean los més
adecuados. Esto es debido principalmente a tres de sus caracteristicas: la dimen-
sion, la correlacion y el trabajar en espacios funcionales. El primer problema lo
encontramos en la propia captura de datos, puesto que en general, no es posible
capturar la curva integra. En este sentido los avances tecnolégicos palian esta
pérdida de informaciéon con rejillas cada vez mas finas. Una vez capturado el da-
to, ademas del procesado propio de cualquier problema (imperfecciones, outliers,
entre otros), la alta dimensién en la préctica, e infinita en la teoria, hacen que
haya que elegir una representacion adecuada para trabajar. El problema de la
representacion es muy importante en FDA y hay mucho material al respecto. Por
otra parte, cuando se trabaja con datos funcionales, los distintos puntos de la cur-
va estan altamente correlacionados. Esta correlacion no indica mas que cercania,
pero hace que se introduzca redundancia al modelo, sobreajustando, provocan-
do matrices cuasi-singulares, donde los algoritmos clasicos fallan. Por lo tanto, es
necesario buscar nuevos métodos o cambios sustanciales en los algoritmos clasicos.

Finalmente, la propia naturaleza de los datos plantea otra dificultad. Depen-
diendo del espacio en el que vivan las funciones puede que no tengamos ni siquiera

una métrica, pero aun teniéndola no es trivial definir el concepto de cercania o de



similaridad entre dos funciones o imagenes, incluso puede que, dependiendo del
problema, nos interese mas un criterio u otro. Ademads, en esta misma linea, es
complicado establecer cual es el elemento central de un conjunto de funciones, o
qué observaciones estan en el extremo. Para ello, se han propuesto nuevas medidas
de profundidad, Cuevas et al. (2007); Lopez-Pintado y Romo (2009); Sguera et
al. (2014) que pueden ser més tutiles para este tipo de datos que los estadisticos

clasicos.

1.3. Representacion

La dimensién infinita en los datos funcionales dificulta cualquier analisis que se
desee realizar. Por lo tanto, es necesaria una representacién en dimension finita,
en lo posible reducida. Este es un problema muy importante, ya que una mala
conversion puede hacer que se pierda informacion relevante. Los métodos existen-
tes de representacion se pueden agrupar en dos grandes familias: la discretizacién
y la eleccion de una base de funciones reducida. Los sistemas que se engloban bajo
estos epigrafes son ampliamente utilizados y no se puede decir que una filosofia
sea mejor que otra; en general los autores las eligen segtin el problema al que se
enfrentan.

e Discretizacion: Los datos funcionales se toman en funcién de un continuo.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ese continuo es el tiempo ¢, y
que tenemos un dato funcional f(t) que toma valores en el intervalo [tmm, tmax)-
La discretizacion mas sencilla consiste en tomar una particién del tiempo {¢;}1,
tal que tpm < tp < tp < --- <ty < tnax y tomar como atributos los valores
{f(t:)}1™,. Sin embargo, ain en el caso mas sencillo tenemos que tener en cuenta

multiples factores, tales como, elegir el nimero de elementos de la particion m,



definir la separacién entre los elementos de la particién, seleccionar los valores
para los elementos de la particién, entre otros.

e Representacion en una base: La otra opcién mas utilizada para repre-
sentar funciones es dar las coordenadas de su proyeccién en algin sub-espacio
funcional de dimensién finita. Esto se hace generalmente considerando su desa-
rrollo en una cierta base prefijada y truncando este desarrollo para quedarnos
s6lo con un numero finito de términos. De esta manera, los datos siguen siendo
funciones y por tanto conservan sus propiedades, aunque al ser aproximaciones
los resultados se veran influidos por el tipo de base elegida. De esta manera, la

observacion funcional puede aproximarse como:

X(t) =~ ch%(t)a (1.2)

donde los ¢, son los coeficientes y las ¢, son las funciones de la base. Asi, tendremos
observaciones en una base finita. El problema en juego ahora es la eleccién de K,
que se comporta como otro parametro del modelo midiendo el grado de suavizado
de la funcion. La eleccién de K es a menudo un punto de discusién y no hay
un método claro para hacerlo, se suele elegir con algin mecanismo de validacién.
Por otra parte, las bases mas utilizadas en la literatura de FDA son: Fourier,
B-Splines y Wavelets. Para mas detalles ver capitulo 3 del libro de Ramsay y
Silverman (2005).

1.4. Problemas importantes en FDA

Los problemas a los que se debe enfrentar la Estadistica con datos funcionales
responde a las mismas necesidades que la Estadistica clasica. Estos se podrian

resumir de la siguiente manera:



Explorar y describir el conjunto de datos funcionales resaltando sus carac-

teristicas mas importantes.

Explicar y modelar la relacién entre las variables dependientes y las inde-

pendientes.

Aplicar métodos de clasificacion a conjuntos de datos respecto a alguna

caracteristica.

Contraste, validacion y prediccion.

Para alcanzar estos objetivos surge la necesidad de crear metodologias en el
ambito funcional, tales como: Anélisis de componentes principales , Regresion,
Modelos lineales generalizados y Clasificacién.

e Anilisis de Componentes Principales Funcionales (FPCA): El ob-
jetivo principal de FPCA es al igual que en el caso multivariado, dar una repre-
sentacion de los datos mediante el criterio de conservacion de la maxima varianza
en una dimensién menor de tal manera que se observen caracteristicas latentes
de los datos. Esta representacion suele utilizarse para la visualizacion o estudio
preliminar de los datos, pero a menudo es una herramienta para otros procesos
posteriores como la clasificacion o la deteccion de outliers. Por estos motivos, el
Analisis de componentes principales fue uno de los primeros métodos adaptados
en FDA, el cual cuenta con un gran numero de trabajos, donde se estudian sus
propiedades y se extienden sus aplicaciones. Por ejemplo, Benko et al. (2009); Hall
et al. (2006) pueden ser dos citas importantes en el tema, o mas recientemente
podemos ver el capitulo 3 del libro de Horvéath y Kokoszka (2012), los cuales hacen
un buen resumen de la técnica en general.

e Regresion Funcional: El problema de la regresién ha suscitado siempre
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mucho interés. Se pueden distinguir distintos tipos de regresiéon en funcién de las
caracteristicas de las variables regresoras y de la variable respuesta, pero el pro-
blema siempre es el mismo, se trata de predecir o modelar la respuesta a partir
de las variables regresoras. En el ambito funcional, existen diversas referencias
importantes, que dedican capitulos enteros a distintas variantes del problema des-
de un enfoque practico. Ademas existen otras vias de investigacion entre las que
estan, por ejemplo, las ideas funcionales para trabajar con respuestas binarias, es
decir, regresién logistica funcional. Como referencia podemos ver Morris (2015).

e Modelos Lineales Funcionales Generalizados (GFLM): La idea prin-
cipal es ampliar los GLM, pero ahora para datos funcionales. Aqui podemos citar
a Gareth (2002); Miiller y Stadtmdiiller (2005), donde el trabajo realizado consiste
en aplicar Modelos lineales generalizados a situaciones donde la variable respues-
ta es escalar y las variables de prediccién son observaciones funcionales. También
podriamos hablar de Andlisis de correlacién canénica funcional (FCCA) en donde
se puede citar el capitulo 4 del libro de Horvath y Kokoszka (2012).

e Clasificacién Funcional: Independientemente de las divisiones entre méto-
dos paramétricos y no-paramétricos, la clasificacién engloba dos grandes ramas
conocidas como clasificacion supervisada y clasificacién no supervisada.

El objetivo principal de la Clasificacion no supervisada, también llamada
Clustering, es dividir un conjunto de datos en un cierto nimero definido de gru-
pos k, de forma que los miembros de cada grupo o cluster tengan algun tipo de
similitud. Esta similitud vendra definida por el algoritmo y la métrica utilizada.
Clustering se suele utilizar cuando se sospecha de una divisién en subgrupos de
un conjunto de datos y estd encaminado a revelar dicha estructura y facilitar la
comprension del problema. Uno de los principales retos es la elecciéon del nimero

de grupos, y aunque algunos algoritmos aportan sugerencias para esta eleccion, el
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problema principal sera elegir un método, como lo pueden ser, K-medias o méto-
dos Jerarquicos. Ambos enfoques han tenido su adaptacion al entorno funcional.
Aqui podemos citar a Cuesta-Albertos y Fraiman (2007); Fraiman et al. (2008).
Por otra parte, la Clasificacién supervisada se aplica a problemas en los que
k poblaciones estan dadas. En este marco, se tiene disponible un conjunto de datos
de entrenamiento, para los cuales sabemos a que clase o grupo pertenecen. Por
lo tanto, la estructura de grupo se conoce a priori y el objetivo es conseguir una
regla de decision para clasificar nuevos datos de manera eficiente. En la siguiente
seccion se profundizard sobre el tema y se comentaran algunos de los métodos

mas utilizados en la actualidad.

1.5. Clasificacién supervisada de datos funcio-

nales

Entre los enfoques existentes en la literatura para Clasificacion supervisada de
datos funcionales, tenemos por ejemplo, James y Hastie (2001), en donde mode-
lan los coeficientes con la distribucién Gaussiana con matriz de covarianza comun
para todos los grupos. En Hall y Presnell (2001) maximizan la verosimilitud, y
aunque proponen una estimacion de la densidad totalmente no-paramétrica, en la
préactica se consideran densidades Gausianas multivariadas, que conduce al Anali-
sis de discriminante cuadratico. Biau et al. (2003), aplican k-vecinos mas cercanos
a los coeficientes. Ferraty y Vieu (2003), clasifican las nuevas curvas en el gru-
po con mayor probabilidad posterior dada por el kernel estimado. Por otro lado,
Lopez-Pintado y Romo (2006) tienen en cuenta la caracteristica de continuidad de

los datos y proponen dos métodos de clasificacion basados en la idea de “profun-
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didad” de las curvas. En Alonso et al. (2012), proponen un enfoque de distancias
ponderadas, donde se proyectan los datos en un espacio finito-dimensional, esta
técnica es llamada “filtrado”. Cuesta-Albertos et al. (2011), proporcionan algunos
resultados tedricos sobre el clasificador funcional de k-vecinos para unos procesos
Gaussianos en particular, y sugieren, como una respuesta parcial, que este méto-
do podria jugar el mismo papel central para datos funcionales como el método de
Fisher para el caso finito dimensional. Por ultimo, podemos mencionar el trabajo
de Sguera et al. (2014), donde complementan ideas de profundidad espacial, dadas
por Chakraborty y Chaudhuri (2014).

Abordaremos a continuacion los fundamentos del problema de Clasificacion su-
pervisada en dimensién infinita. Hay muchos puntos de coincidencia con el Anali-
sis de discriminante multivariado, pero hay importantes diferencias que hacen
necesaria la adaptacion de los métodos, tanto formalmente como en los aspectos
computacionales.

Sea D,, = {(z;,9:),1 <1 < n} el conjunto de entrenamiento con observaciones
independientes, que siguen la distribucién de la variable aleatoria X € F,yy; € Y
la etiqueta de la i-ésima observacion. El problema matematico es encontrar un

Clasificador g,

g: X —Y, (1.3)

que minimice el error de clasificacién, P (g,(z;) # ;).
Supongamos que 7 y 7y son las probabilidades previas y las probabilidades

condicionales de cada grupo como

filr)=P(X =zlY =), i=1,2. (1.4)

Aplicando el Teorema de Bayes, podemos encontrar las probabilidades posteriores
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fi(x)m
fi(z)m + fo(z)my’

fo(x)m

fi(@)m + fao(z)me
(1.5)

P(Y =1|X =z) =

P(Y =2[X =x) =

Para una valor de x dado, una forma razonable de clasificacién es, asignar = a
la clase con mayor probabilidad posterior. Esta estrategia es conocida como la

Regla de Bayes. En otras palabras, asignamos x al grupo 1 si

P(Y =1|X = 2)
P(Y =2|X = 1)

> 1, (1.6)

y al grupo 2 en otro caso. Notemos que en la ecuacién (1.5) los denominadores

son iguales, entonces la regla de Bayes asigna x al grupo 1 si

filz) _ m
(o) > m, (1.7)

y al grupo 2 en otro caso. Por otra parte, si suponemos las que las probabilidades

previas son iguales, esto es suponer igual costo de clasificacion, la regla de Bayes

se reduce a asignar x al grupo 1 si

fi(z) > fo(z), (1.8)

y al grupo 2 en otro caso. Para este caso, podemos ver un resultado importante
en el Teorema 2.1, pagina 10 en Devroye et al. (1996), donde demuestran que la

regla 6ptima de clasificacién esta dada por

g*(a:) = Hn(z)>1/2 (19)

donde n(z) = P(Y = 1|X = z) = E(Y|X = x). Dado que se desconoce la
expresion exacta de n, la aplicacién g es usualmente desconocida. Entonces el
objetivo de todos los clasificadores que se construyan sera acercarse lo mas posible

al clasificador 6ptimo de Bayes.
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Los clasificadores g, (X ) se construyen en la préctica a partir de la informacién
del conjunto de entrenamiento. El error condicional de estos clasificadores es L,, =
P(g,(X) # Y|D,) y debe tender al éptimo L* = P(g*(X) # Y'). Asi, el problema
de clasificacion puede ser visto como un problema de prediccion, ya que el objetivo
seria estimar la esperanza condicional.

Hay miiltiples formas de crear estas aplicaciones, dos de las mas comunes son

las siguientes:

1. Los llamados métodos de plug-in sustituyen 7 y aplican el clasificador de
Bayes con esta nueva 7. De nuevo, al desconocer la distribucién conjunta de
(X;Y) no se puede calcular el error del clasificador, teniendo que recurrir a

un estimador llamado riesgo empirico, que se define asi:
~ 1 <&
Lo(gn) = - > Tt (1.10)
i=1

2. A partir de esta expresién se pueden definir los clasificadores basados en
riesgo. La idea es de una familia de clasificadores, encontrar el clasificador

que minimice el riesgo empirico:

g (z) = argmin L,(gn). (1.11)
gnGC

1.5.1. Métodos destacados

Discriminante Lineal de Fisher

Supongamos que tenemos dos muestras tal que, (po # p1, 2o = 21). En Analisis
Multivariado clasico, el método se basa en una transformacién lineal 5 y se
asigna al individuo = a la clase cuya media proyectada sea la mas cercana a su

propia proyeccién 37 x. La proyeccién trata de maximizar la distancia entre las
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medias y minimizar la varianza dentro de cada clase, sujeto a 3733 = 1, donde ¥

es la varianza total. De esta manera, el § éptimo se encuentra con la expresién:

T, QT \2
ﬁ*zargméx (6 o ﬂ :ul) '

mex TS5 (1.12)

Para mas detalle podemos consultar el capitulo 13 del libro de Penia (2002). En
este caso, la solucion es equivalente a minimizar la distancia de Mahalanobis y
se puede concluir que z se asigna a la poblacién 1 si: (z — )7z — po) <
(2 —p1)TE7 (2 — p1). Notemos que la solucién éptima de 3, depende de la inversa
de la matriz X, la cual es cada vez mas dificil de calcular cuando d aumenta.

En Analisis de Datos Funcionales, el clasificador se obtiene proyectando x
en R y compardndolo con las proyecciones de las medias, donde p; = E(X|Y = 1)
y sus proyecciones (0, i;). El objetivo vuelve a ser maximizar las distancias entre
las medias, pero ahora la restriccién es f; B)(B,c(t,-))ds = 1, con c(t,s) =
cov(z(t), x(s)). Siguiendo la misma idea, el § dptimo se encuentra de la siguiente

forma:

(DY)
B = A o (B V)

(1.13)

El problema en dimensién infinita, es que no hay solucién, ya que c¢(s,t) no
es invertible, asi la aplicabilidad de la metodologia lineal de Fisher para datos
funcionales no es trivial. Algunas adecuaciones a este método para el caso funcio-
nal se pueden encontrar en los trabajos hechos por: Alonso et al. (2012); James y

Hastie (2001); Li y Yu (2008).

KNN

El método de k-vecinos mas cercanos es valido tanto para datos funcionales como

en multivariado. Sea F un espacio métrico, se clasifica x en funcién de los k

16



elementos de entrenamiento mas cercanos segin la métrica. El parametro k juega
en este método el papel de parametro de suavizado y es hallado comunmente
por medio de validacién cruzada, minimizando la funcién de pérdida. La tunica
diferencia entre funcional y multivariado es la eleccién de una distancia de forma
adecuada. KNN es un método ampliamente utilizado por su buen desempeno y
sus resultados de consistencia ya existentes. Algunos trabajos alrededor de KNN
son: Baillo y Cuevas (2008); Baillo et al. (2011); Cuesta-Albertos et al. (2011);
Cérou y Guyader (2006).

Kernel

En los métodos tipo Kernel se fija una distancia h y “votan” todos los ele-
mentos que no disten mas de ésta. En general, si definimos una funcion Kernel

K :]0,00) — [0, 00), el elemento x pertenecera a la poblacién 1 si:

Zﬂ{yl O}K{ — } Zﬂ{y —1}K{ xhﬂ (1.14)

Las dificultades de este método radican en la eleccion de la distancia, similar a
KNN vy en la seleccion de h. Para ajustar este parametro se puede realizar una
validacién cruzada que disminuya el error como en el caso anterior, sin embargo,
la complicacién es mayor al ser h un parametro continuo.

Para el caso de dimensién finita se han conseguido resultados de consistencia
fuerte universal. Sin embargo, el estudio de las condiciones suficientes de consis-
tencia en el caso funcional es un problema reciente de estudio. Abraham et al.
(2006) han ofrecido algunos resultados en cuanto a la consistencia débil. Otros
trabajos realizados con este método se pueden ver en: Charlie y Ventura (2012) y

en el capitulo 8 del libro de Ferraty y Vieu (2006).
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Medidas de profundidad

La nocion de profundidad fue desarrollada en primer lugar en el contexto multiva-
riado para generar estadisticos de orden y listas ordenadas en altas dimensiones.
Desde los primeros estudios de Mahalanobis en 1936, varios autores han propuesto
y analizado distintas medidas de profundidad para datos multivariados. Se podria
pensar en la generalizacion de estas medidas a los datos funcionales, sin embargo,
esto puede conducir a medidas computacionalmente intratables o ineficientes. Asi,
en los tltimos anos han surgido formulaciones de medidas de profundidad especifi-
cas para datos funcionales. A continuacién enumeramos las méas destacadas en la

literatura.
1. Fraiman y Muniz (FMD), Fraiman y Muniz (2001).
2. Moda-h (HMD), Cuevas et al. (2006).
3. Proyecciones Aleatorias (RPD), Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes (2008).
4. Profundidad de Banda Generalizada (GBD), Lopez-Pintado y Romo (2009).
5. Profundidad Espacial, Sguera et al. (2014).

Después de calcular una medida de profundidad, los datos podrian ser ordena-
dos. Con esto, se puede pensar en clasificar un nuevo dato en la clase entre cuyos
representantes el nuevo elemento sea mas profundo. Es decir, se puede clasificar

definiendo,
gn(T) = LD, 0(2)>Dnr(@)}> (1.15)

siendo D, ;(z) la estimacién empirica de la medida de profundidad obtenida del

conjunto de entrenamiento.
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Capitulo 2
Boosting para datos

finito-dimensionales

Los Algoritmos Boosting son métodos iterativos que combinan modelos sobre un
mismo conjunto de datos de forma automatica con el fin de obtener un modelo
predictivo con un mejor rendimiento que los individuales. Los mismos han sido
ampliamente estudiados en el campo de datos finito-dimensionales y han dado
lugar a trabajos tanto experimentales como tedricos.

Boosting esta basado en el cuestionamiento planteado por Kearns y Valiant en
1988, el cual fue: ;puede un conjunto de clasificadores débiles crear un clasificador
robusto?. Un clasificador débil esta definido como un clasificador el cudl esta solo
débilmente correlacionado con la clasificacién correcta (simplemente algo mejor
que el azar). En contraste, un clasificador robusto es un clasificador que tiene un
mejor desempeno que un clasificador débil, ya que sus clasificaciones se aproximan
mas a las verdaderas clases.

En 1990 Robert Schapire responde afirmativamente a la pregunta de Kearns
y Valiant en el articulo que llevé como titulo The Strength of Weak Learnability,

Schapire (1990). Dicha respuesta tuvo repercusiones significativas en el aprendi-
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zaje automatico y la Estadistica, esta potente influencia llevé al desarrollo del
Boosting. Méas adelante, Freund y Schapire (1996), demostraron que se podia au-
mentar el rendimiento de cualquier clasificador, siempre que este sea mejor que
el azar. Ademas, algo importante es que el error de prueba sigue disminuyendo,
incluso después de que el error de entrenamiento llegue a cero. De este modo
Boosting es muy resistente al sobreajuste.

En vista del éxito empirico, los estadisticos comenzaron a interesarse en estos
métodos, por ejemplo, Breiman (1998) mostré que Boosting puede ser interpreta-
do como una forma de descenso de gradiente en el espacio funcional. Este punto
de vista se ampli6 en Friedman et al. (2000), que mostraron cémo Boosting podria
extenderse para manejar una variedad de funciones de pérdida, incluyendo regre-
sion, regresion robusta y regresion de Poisson. En trabajos maés recientes como
Buhlmann y Hothorn (2007); Freund y Schapire (2012) muestran cémo se generan
los diferentes algoritmos Boosting.

Boosting es un algoritmo 1til para ajustar modelos aditivos. La funcién de
prediccién tiene la forma f(x) = Zf\le amPm(x), donde las a,,’s son las ponde-
raciones para cada modelo, calculadas por el algoritmo. Su efecto es dar mayor
peso a los modelos mas precisos. Por otra parte, en cada iteracién los datos se van
ponderando, proporcionando mayor peso a los datos que fueron mal clasificados
en la iteracion anterior. Estos modelos de prediccion pueden ser clasificadores o
modelos de regresion. Para nuestro caso, de aqui en adelante los mencionaremos
como clasificadores.

Una caracteristica singular de Boosting es su resistencia al sobreajuste, sien-
do capaz de seguir anadiendo clasificadores débiles y mejorando su desempeno
sobre el conjunto de prueba, incluso cuando el error de entrenamiento se ha he-

cho nulo. Este comportamiento ha sido analizado por varios autores; por ejemplo
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Buhlmann y Hothorn (2007) estudian a detalle el comportamiento del pardmetro
M stop (ntimero de iteraciones Boosting), concluyendo que es un pardmetro de
regularizacion, el cual se puede estimar por algin método de validacion.

Ahora bien, el objetivo de Boosting es resolver el problema de optimizacion,
min ) L (y, f(x:)) (2.1)
i=1

donde L(y,-) es alguna funcién de pérdida y f el modelo aditivo. La funcién
objetivo de la expresién (2.1) puede ser considerada como una estimacién de la

pérdida esperada,
E(ey)~p [Lyf(z))] - (2.2)

Sea p(x) = Ply = 1Jz] la probabilidad condicional, supondremos que p(z)
existe y que la funcién f es arbitraria. Por lo tanto, la esperanza de la expresién

(2.2) puede reescribirse condicionando con respecto a z,

Eq [By[L(y f(2))|2] = Ee[p(x) L(f(2)) + (1 = p(z)) L(= f (2))]. (2.3)

Asi, elegir la funcién 6ptima f es buscar una funcién que minimice,

p(x)L(f(z)) + (1 — p(2)) L(-f(x)). (2.4)

Es decir,
p(@)L'(f(x)) — (1 = p(2))L'(—f(z)) = 0. (2.5)
Dependiendo de la eleccion de la funcién de pérdida podremos encontrar una

forma cerrada para la funcién f éptima (f*). En general, si resolvemos la ecuacién

anterior con respecto a p(x) obtenemos:

p(r) = —poa (2.6)




Para més detalles podemos ver Friedman et al. (2000). Observemos que la
funcion f* depende de la probabilidad condicional, la cual no es posible calcularla

exactamente. Por lo tanto, es indispensable utilizar algiin método de optimizacién.

2.1. Métodos de optimizacién

Retomando el problema planteado en la expresién (2.1), y reemplazando f como
un modelo aditivo, podemos ver que el problema se convierte en:

n

M
m1’¢n L (yz‘, Z 0@(%’)) . (2.7)
=1 m=1

En la literatura observamos que los métodos mas utilizados para optimizar este

tipo de funciones son:
o Forward stagewise additive modeling (FSAM).
o Functional gradient descent (FGD).

e Newton-like updates (NU).

2.1.1. Forward stagewise additive modeling (FSAM)

El algoritmo FSAM aproxima la solucién de la expresién (2.7) secuencialmente
adicionando nuevas funciones a la expansién sin ajustar los parametros y coeficien-
tes que ya se han anadido. En cada iteracién m, encontramos la funcién éptima
¢m v su correspondiente coeficiente «y,,, que minimice cierta funcién de pérdida.
Esta actualizaciéon sumada con el proceso realizado en la etapa anterior f,, (),
producen el nuevo f,,(x). El proceso se puede resumir como se muestra en el

Algoritmo 1. Para mas detalles ver seccién 10.2 del libro de Hastie et al. (2008).
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1. Inicie fy(z) = 0.
2. Param=1,..., M:

a) Calcular

(s &) = argmin' > L (ys s (2) + a6(z).
=1

b) Actualizar f,,(x) = frn-1(2) + @mom(2).

3. Salida, f(x).

Algoritmo 1: Forward stagewise additive modeling

2.1.2.  Functional gradient descent (FGD)

El método anterior es bastante util y general, pero puede volverse un problema
dificil a la hora de encontrar la funcion y su respectivo coeficiente para algunas
funciones de pérdida. Un segundo método para optimizar es FGD, en donde calcu-
lar el gradiente de la funcién lo hace un proceso mas sencillo y 1til para diferentes
funciones de pérdida. Este proceso consiste en encontrar el gradiente de la funcion
de pérdida evaluado en f = f,,_1, para luego ajustar ¢,, por medio de un método
de regresion. En el Algoritmo 2 describimos su proceso. Para mas detalle podemos
ver la seccion 16.4.5 del libro de Murphy (2012).

Este procedimiento es bastante sencillo, aunque el problema principal ahora
radica en ajustar el tamano del pardametro «, el cual es complicado, ya que si
usamos una tasa demasiado pequena, la convergencia serd muy lenta; pero si lo

hacemos demasiado grande, puede fallar la convergencia del algoritmo.
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1. Inicie fy(z) = 0.
2. Param=1,..., M:

a) Calcular el gradiente

_ OL(y. f(x))

f(m):fm71(x)

b) Encontrar

Om = argmin y | (VL(Y, fm-1(2:) = ém(@))’".

i=1
c¢) Elegir o, > 0 adecuadamente.

d) Actualizar f(2) = fr1(2) + Qb ()

3. Salida, fp(x).

Algoritmo 2: Functional gradient descent

2.1.3. Newton-like updates (NU)

Otro de los enfoques de optimizacion se basan en la curvatura del espacio.
Estos métodos de optimizacién son llamados de segundo orden. El representante
de este tipo de métodos es el algoritmo de Newton, el cual es un algoritmo iterativo

que consiste en cambios de la forma:
frs1(2) = fin(@) = amH,, () S (@), (2.8)

donde S,,(z) es la primera derivada de la funcién objetivo y H,,(z) es la segunda

derivada, ambas evaluadas en f(x) = 0. Este método requiere que H,,(z) sea
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definida positiva, lo que se consigue si la funcion objetivo es estrictamente convexa.
En el Algoritmo 3 podemos observar su mecanismo. Para mas detalles podemos

ver la seccién 8.3.3 del libro de Murphy (2012)

1. Inicie fo(x) = 0.
2. Param=1,..., M:

a) Evaluar S,, = VL(y, f(x)).

b) Hallar H,, = V2L(y, f(z)).
S

¢) Actualizar f,,(x) = f_1(z) — T

3. Salida, fp(x).

Algoritmo 3: Newton-like updates

Este método puede no ser adecuado si H,,(z) — 0, pues la convergencia podria

ser muy lenta.

2.2. Funciones de pérdida

La regla para discriminar es F'(z) = signo [f(z)]. Esto implica que las observacio-
nes con margen positivo (yf(x) > 0) son clasificadas correctamente, mientras que
las observaciones con margen negativo (yf(z) < 0) estardn mal clasificadas. La
finalidad es producir la mayor cantidad de margenes positivos, y cualquier criterio
de pérdida utilizado para la clasificacién deberia penalizar en mayor medida a los
margenes negativos, como medida de correccion. En la tabla 2.1 podemos observar

algunas funciones de pérdida y en la figura 2.1 sus respectivos comportamientos.
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Nombre Funcién de pérdida Rango
Exponencial e~v/@) ye{-1,1}
Logistica log (14 e ¥/®) ye{-1,1}
Devianza Binomial log (14 e~ 2/(®) ye{-1,1}
Error cuadratico (y — f(x))? ye{-1,1}
Vector soporte (1—yf(x))+ ye{-1,1}
Log-verosimilitud Binomial | 2y f(z) — log(1 4+ e=2/@®)) | 3 € {0, 1}

Tabla 2.1: Algunas funciones de pérdida destacadas en la literatura de Boosting.

3.0

Mal clasificados
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logistica

Error cuadratico
24 . Vector soporte

\%
e
T
1 2

-2 -1 0

25

L 16))
L

1.0

05

0.0

¥i(x)

Figura 2.1: Comportamiento de las funciones de pérdida para un problema de clasificacién

binario.

2.3. Algoritmos Boosting

Como ya mencionamos, la idea principal de Boosting es combinar los resultados
de varios clasificadores débiles para obtener un clasificador robusto. Cuando se

anaden estos clasificadores débiles, se hace de modo que estos tengan diferente
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peso en funcion de la exactitud de sus predicciones. Luego de que se anade un
clasificador débil, los datos cambian su estructura de peso, de forma que los casos
que son mal clasificados aumenten su peso y los que son clasificados correctamente
disminuyan su peso. Asi, el nuevo clasificador débil que se agregue, se centrara en
los casos que fueron mal clasificados por el clasificador débil anterior.

En la literatura existen diferentes algoritmos Boosting, los cuales fueron apa-
reciendo dependiendo tanto de la funcion de pérdida como del método de optimi-
zacion que se utilice. A continuacién expondremos brevemente los algoritmos més

reconocidos en la literatura.

2.3.1. AdaBoost

Freund y Schapire desarrollaron el algoritmo AdaBoost. Este es considerado uno
de los mas importantes algoritmos en Boosting, el cual gané el prestigioso Premio
Godel en el ano 2003. AdaBoost fue la primera formulacién de un algoritmo que
pudo aprender a partir de clasificadores débiles. Este algoritmo surge de tomar la
funcion de perdida exponencial y aplicar el método de optimizacion FSAM. Por lo
tanto, con este método de optimizacion, en la iteracion m del algoritmo debemos

encontrar:
(s Om) = arg Igl;)ﬂzexp (=i (fn-1(zi) + ag(z:))] (2.9)
=1

tanto a,, como ¢, son agregados a f,,_1(z) para actualizar f,,(z). Notemos que

podemos reescribir esta expresion asi:

n

(Qm, om) = arg m{anwm(xi) Cemviadlei), (2.10)
A
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donde wy, (z;) = e~¥fm=1(@) ]a cual denominamos la ponderacién de cada iteracién

m. Observemos que:

iwm(fﬁz) e viad(zi) _ o Z wm@%) 4@ Z wm(xz)
=1

YiFd(xi) yi=¢(zi)
(=) S ) T £ 9) + e D i)
i=1 i=1
(2.11)
Por lo tanto, para cualquier o > 0 la funcién ¢ 6ptima es:
Om = arg m(gn (Wi () - Ly # o)) (2.12)
Sustituyendo ¢,, en la expresién (2.11) y resolviendo para « tenemos:
1 1—err
= =1 — 1, 2.13
« 2 ©8 ( ETTm ) ( )

donde,
n
errm = > wp(w:) - 1(yi # d(:)) . (2.14)
i=1
Finalmente, los pesos se actualizardn, wy,1(x) = wy,(z) - e ¥iem®n(®)  Estos
se normalizaran en cada iteracion. Por lo tanto,

wm(x) . e—yiam¢m(wi)
W (7) = =
1=1 m

(2.15)

En el Algoritmo 4 describimos su proceso.
El problema con la pérdida exponencial es que el peso puede aumentar muy
rapido para un dato dificil de clasificar. Esto hace que el método sea muy sensible

a valores atipicos.
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1. Inicie wq(z;) = 1/n.
2. Param=1,..., M:

a) Ajuste un clasificador ¢, a la muestra de entrenamiento ponderada.

b) Calcule err,, = Z?:l wm(mi) 'H{yi#¢m($i)}'

c) Sierr,, < 0.5, calcule o, = %log (%)

errm
W, (l'l) . e_yiofwﬂlsm (xz)

> et Win(T4)

d) Actualice wy,1(z;) =

3. F(x) = signo [Z am¢m(x)] .

m=1

Algoritmo 4: AdaBoost

2.3.2. LogitBoost

En la teoria del aprendizaje computacional, LogitBoost es un algoritmo formulado
por Friedman, Hastie y Tibshirani. En el documento original de Friedman et al.
(2000), podemos observar como se deriva el algoritmo LogitBoost. Este algoritmo
Boosting surge de tomar la funcion de pérdida log-verosimilitud Binomial y el
método de optimizacion NU. Sabemos que la log-verosimilitud Bernoulli se puede

escribir como:

Iy, p(z)) = ylog(p(z)) + (1 — y)log(1 — p(z)), y €{0,1}. (2.16)

1

m, podemos

Parametrizando la probabilidad: p(z) = Ply = 1|z| =
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reescribir la ecuacion anterior,
l =yl L 1 log |1 L
(y,p(x)) = ylog 11 o—2i@ + (1 —y)log EEpnp=TIm)

—2f(x)
— _ —2f(z) _ -
ylog(l+e )+ (1 —vy)log {1—1—62“1)}

=2yf(z) —log (1 + ezf(x)) . (2.17)

donde f(z) es la funcién de prediccién. Ahora, si calculamos el valor esperado

de la log-verosimilitud y consideramos la actualizaciéon f(x) 4+ ¢(z) tenemos:

E [I(y, f(2) + ¢())] = E [2y(f(2) + ¢(x)) —log (1 + /O] (2.18)

Condicionando con respecto a x, podemos calcular la primera y segunda de-
rivada evaluada en ¢(x) = 0. Términos necesarios para aplicar el método de

optimizacién NU,

_ OE[l(y, f(z) + ¢(x))]
Sr) = () Hz)=0
—2E[y — p(x)|a] (2.19)
_ PPE[(f(2) + ¢())]
H(z) = d¢(x)? 9(2)=0
— —4E [p(x)(1 — p(x))|] (2.20)

Por lo tanto, la actualizacion para la m-ésima iteracion es:

Fnl@) = o () — fl—z

1 Ely—p(z)|s]

= ) ¥ SR )@ — pla) o)
1 y — p(x)
= fuae) + 58 [P o] (221)




donde w(z) = p(z)(1 — p(z)). Equivalentemente, la actualizacién de ¢,,(z) por el
método de Newton resuelve la aproximacién de minimos cuadrados ponderados

sobre f,,_1(z) de la log-verosimilitud. Por lo tanto,

, L (y—p() i
Om(x) =argminE,, | fr_1(z) + = — (fro1(x) + o(x .
(@) = aren O 3w —playy Ut F )
(2.22)
Finalmente, actualizamos:
1
Fnr(@i) = fin(@i) + 5 (i), (2.23)
y las probabilidades condicionales
1
Pm1(Ti) = T p (2.24)

El proceso descrito se puede ver en el algoritmo 5.

En algunas ocasiones w,,(x) puede obtener valores muy pequenos, cuando p(z)
esta cerca de 0 o 1. Esto puede causar problemas numéricos en la construccion de
z (ver algoritmo 5), y dar lugar a la siguiente implementacién.

Si y = 1, entonces z = 1/p. Dado que este ntimero puede ser muy grande, si
p(z) es pequetio, el umbral de esta relacion es z méx. El valor particular elegido
para zméx no es crucial; Friedman et al. (2000) encontraron empiricamente que
zmax € [2,4] funciona bien. Del mismo modo, si y = 0, z = —1/(1 — p(x)) con
un umbral mas bajo que —zmax. Por lo tanto, hay que forzar un umbral si en
algiin momento los pesos son muy pequenos, w = max(w, ug), con ug por ejemplo

de 1076,

2.3.3. Binomial Boosting

Este algoritmo es una variante de LogitBoost, surge de tomar de igual manera la

funcion de pérdida log-verosimilitud Binomial pero ahora con el método de opti-
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1. Inicie py(z;) =1/2y fi(z;) = 0.

2. Param=1,..., M:

Yi — Pm (-731)
Pm(z:)(1 = pm ()
b) Calcule la ponderacion wy,(x;) = ppm(x;)(1 — pm(x;)).

a) Calcule la variable respuesta z,,(z;) =

¢) Encuentre ¢,,(z;) = arg md}’n Z Wi () (2 (1) — B(2))*.
i=1
d) Actualice fini1(2:) = frn(@:) + 30m(w:).
1
14+ e=2fmii(ze)’

e) Actualice py,1(x;) =

3. F(z) = signo [Z fm(x)] :

Algoritmo 5: LogitBoost

mizacién FGD. En el articulo de Buhlmann y Hothorn (2007) explican su estruc-
tura. Recordamos de la expresién (2.17), la funcién de pérdida log-verosimilitud

Binomial y calculando nuevamente la esperanza obtenemos:

E[l(y, f(z))] = E [2yf(z) — log (1 + e*/®)]. (2.25)
Condicionando con respecto a x, calculamos la primera derivada evaluada en
f(@) = fin1(),

OE [I(y, f(x))]

=2E, |y — p(x)| z|. 2.26
G [y — p(z)| 2] (2.26)

Por lo tanto, el enfoque del Gradiente actualiza ¢,,(z) en la m-ésima iteracion,

equivalentemente resolviendo la aproximacién de minimos cuadrados ponderados
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sobre f,,—1(z) de la log-verosimilitud.

Gm(x;) = arg m(gnEp [frn-1() + 2 (y = p(@)) — (fro1(2) + B(2))]°. (2.27)

Finalmente, actualizamos

fm(@) = frna(2) + (). (2.28)
y las probabilidades condicionales
1
Pmt1 <xl) - 1+ e—2fmt1(z) (2'29)

En el algoritmo 6 podemos observar su proceso.

1. Inicie p(z;) =1/2y fi(z;) =0.
2. Param=1,..., M:

a) Calcule la variable respuesta z,,(x;) = y; — pm(x;).

n

b) Encuentre ¢,,(x;) = arg m(;anm(xZ) (zm(z:) — P(x:))°.

i=1

c) Actualice f11(x;) = fin(x;) + dm(z)).
1

14+ e2fm+i(@s)’

d) Actualice py,1(z;) =

3. F(x) = signo [Z fm(x)]

Algoritmo 6: Binomial Boosting

2.3.4. Ponderacion Alternativa

Este nuevo algoritmo propuesto en esta tesis, no ésta disenado con la misma idea

que las anteriores, ya que no depende de una funcién de pérdida o del método
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de optimizacion. Este algoritmo fue disenado a partir de las ideas presentadas en
Charlie y Ventura (2012), donde proponen un algoritmo llamado Boosted KNN.
La idea principal de nuestra propuesta es incorporar mejoras a las deficiencias que
presentaba este algoritmo, mencionadas por los mismos autores. Ademas de ge-
neralizar su funcionamiento para poder aplicar cualquier otro clasificador distinto
a KNN;, (Clasificador con el cual ésta implementado el algoritmo original).

El algoritmo Ponderacion Alternativa sigue la misma estructura de AdaBoost,
pero tiene un cambio sustancial en la estructura de las ponderaciones, donde juega
un papel importante la nocién de cercania, la cual en el espacio finito dimensional
serd la distancia Euclidiana, pero en el espacio infinito dimensional dependerd de
la métrica utilizada. A continuacién explicaremos su procedimiento.

Dado un elemento z;, calculamos una funcién de distancia, que denominamos

funcion de disimilitud, a cada las observacién x; con la funcién:

1

D(zj, ;) = 7
(x5, ;) (14 e~w@d)] d(z;, ;)

(2.30)

donde w(x;) es la ponderacién de la observacién z; y d(z;, x;) es la distancia entre
las dos observaciones.

Calculamos el maximo D(x;, -), que denominamos Dmazx;, el cual actuard en
nuestro algoritmo como la ponderacién para cada observacion. Luego, ajustamos
un clasificador ¢ a la muestra ponderada por el vector Dmaz, encontrando una
primera discriminacion.

De acuerdo a este resultado, buscamos el conjunto S,, que ésta formado por
los elementos mal clasificados, S, = {z, : ¢(z,) # y,}. Los elementos de este

conjunto serdn las observaciones a las cuales se les modifique su peso en cada
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iteracién. Primero, construimos vectores de pesos para cada elemento x,:

d(x;\@i)? si Yq # Ui

Wy —
W{m+1,zq} = N )
Wm + Tagan S Yo = Yir

para finalmente actualizar los pesos asi:
Wint1(z4) = rriéx Wimt1,2,}- (2.31)
q

En el Algoritmo 7 podemos ver su estructura.

1. Inicie wy(z;) = 0.
2. Param=1,..., M:

a) Calcule el vector Dmaz.

b) Ajuste un clasificador ¢, a la muestra de entrenamiento ponderada

por Dmax.

c¢) Encuentre S, = {z, : ¢(2q) # y,}-

d) Para los elementos de S, calcule

W — d($j7$i)7 s1 Qsm(xz) 7& Yi

(xtbxi) !

Wim+1,z0} =

e) Actualice W 41(2,) = MAX W 11.,}-
Tq

3. F(z) = signo [Z gbm(:r)].

Algoritmo 7: Ponderacién Alternativa
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El parametro A juega un papel que se podria interpretar como un ancho de
banda. Los autores del articulo destacan la falta de estudio de este parametro
y lo proponen como un trabajo futuro. Nosotros analizamos su comportamiento
y conseguimos estimarlo por medio de validaciéon cruzada obteniendo resultados
favorables.

En el siguiente Capitulo mostraremos a detalle el trabajo realizado sobre Boos-
ting para datos funcionales, el cual consiste en la extensién de estos métodos para

aplicarlos a datos infinito dimensionales.
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Capitulo 3
Boosting para datos

infinito-dimensionales

Consideramos un problema relevante de investigacién trabajar en el mejoramiento
del desempeno de clasificadores para datos funcionales. Un ejemplo de motivacién
a este problema, lo presentamos en Figura 3.1. Son trayectorias de un estudio
de neuroimagen de pacientes con Esclerosis Miltiple (EM); estas trayectorias son
representadas por medio de imédgenes de tensores de difusién. Para mas detalles ver
Sorensen et al. (2013). Observamos en este conjunto de datos reales la complejidad
presente para clasificar. Como parte del analisis de estos datos, hemos aplicado
diferentes métodos de clasificacion funcional, obteniendo muy malos resultados,
lo que hace imposible obtener una predicciéon aceptable.

Una forma de atacar el problema fue considerando la combinacién de diferentes
clasificadores de modo que en forma grupal el error de clasificacién sea menor, o un
solo clasificador que tenga algiin método de aprendizaje de tal forma que al aplicar-
lo iterativamente mejore su desempeno. Esto nos llevo a pensar en como adecuar
los algoritmos Boosting para obtener su aplicabilidad en datos funcionales. Este

problema lo analizamos desde dos puntos de vista. Primero, adaptamos algunos
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. EM
. Control

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: 74 pacientes con EM en color azul y 26 pacientes control en control rojo.

clasificadores funcionales logrando incorporarlos en ciertos algoritmos Boosting.
Segundo, modificamos algunos algoritmos Boosting extendiendo su aplicabilidad
a datos funcionales. A continuacion discutiremos los resultados obtenidos de estas
dos investigaciones.

Es importante resaltar que la literatura de Boosting para datos funcionales es
bastante reducida; las tinicas obras conocidas encontradas es Krédmer (2006) en
problemas de clasificacion, donde expone la idea de discretizar los datos funcio-
nales, para utilizar su estructura de forma multivariada y de esta manera poder
aplicar los algoritmos Boosting. Este trabajo tan solo es un reporte técnico y no
se ha podido determinar si en algin momento fue publicado. Ademas de éste hay
dos articulos de Fernandez et al. (2005); Ferraty y Vieu (2009) en aplicaciones de

regresion funcional.

3.1. Boosting con Clasificadores funcionales

Consideramos tres clasificadores funcionales de la literatura de FDA. Estos clasi-

ficadores se tomaron por su alto reconocimiento en la literatura, y principalmente
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por tener mecanismos naturales en su desarrollo, los cuales nos permitieron adap-
tarlos para nuestro objetivo. Para ello, fue necesario implementar una forma tutil
de ponderar los datos de entrenamiento, y asi lograr incorporarlos en dos algorit-
mos Boosting, (AdaBoost y Ponderacién alternativa) estudiando su desempeno.
Finalmente, nuestras conclusiones para este primer trabajo estan apoyadas por un
estudio de simulacion, analizado en dos escenarios diferentes y se ilustran ademas

con dos conjuntos de datos Benchmark.

3.1.1. Clasificadores funcionales ponderados

Los tres métodos de clasificacion que utilizamos fueron:
e Distancias ponderadas, Alonso et al. (2012).
e KNN, capitulo 8 del libro de Ferraty y Vieu (2006).
e Profundidad de Banda Generalizada, Lopez-Pintado y Romo (2009).

Veamos a continuacion como implementamos la ponderacion en cada clasifica-
dor, asi como su funcionamiento. Es importante resaltar que utilizamos la misma
nomenclatura que usaron los autores en cada clasificador, y por ello en el escrito

se redefinen variables de diferentes formas.

Clasificador 1. Distancias ponderadas:

Sean fi,..., fa, ¥V 91,-- -, gn, Mmuestras funcionales de dos poblaciones.
1. Transformamos los datos funcionales a multivariados: Para cada f; se cons-

truye el siguiente vector:

T
< = (xm ey x(f)) ’ (3.1)

J 31 » %52 > %453
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donde,
A = (£ S = () (3.2
parai=1,2,3y f0-D = n%zm fgi_l) g(i D= nlz >z 1gj(Z Y. Es decir, cada
(f)

es la diferencia entre las distancias de f (=1 ala (1 — 1)-ésima derivada de las

medias. Estos vectores constituyen la muestra multivariada,

(ORI

L11 Lni1
(ng),...,xgi)) =1 20D ... 2{)2 : (3.3)
A ol
La muestra multivariada (ng), - ,X%@) se define de manera andloga.

2. La funcién discriminante ponderada: Estas muestras se utilizan como en-

trada en el problema de optimizacién para obtener la funciéon discriminante:

y(x) = aTx. (3.4)

El discriminante & se obtiene al resolver:
a’Ba
aTWa

a

a= arg méx{ } , con a'Wa = 1. (3.5)

Dicho valor esta dado por aT = ()‘((f) — i(g))T W*~!. La matriz de variabilidad
entre las clases B es:

B =n (x¥) = %) () —x)" +n, (x9 —x) (x9) —x)" . (3.6)

La Matriz W* es la matriz de covarianza modificada. Es aqui donde imple-
mentamos una forma 1til de ponderar este clasificador, la cual obtenemos con la

expresion:

A (3.7)
S 1 @ <@ (<@ <@\ .
+> @) (Xk Xg><xk Xg) )
k=1 Wm Xj



donde wy, (x;) es la ponderacién para cada x;.
3. Clasificacion de un nuevo dato: Para clasificar una nueva curva h, se cons-

truye su vector multivariado,
T
x = (2", 20, 2) (3.8)

con xl(h) = d(h("*l),f(ifl)) — d(h(ifl),g("*l)). Finalmente, el valor ?j(x(h)) se

utiliza para asignar la curva h a una de las dos poblaciones, donde la regla de
clasificacién es:

k=1 si g(x™)>1(x¥ - g(g))tw—l (XD + %), 59)

3.9

k =2 otro caso.

Clasificador 2. KNNN:

Sean x§1)7 e ,a:,(fl) y 56'52), e ,:c%) muestras funcionales de dos poblaciones.

1. Probabilidad posterior: Estimamos la probabilidad posterior de cada grupo,
ﬁ{y:,l} (x)y ﬁ{yzl} (x). Esta regla de clasificacion es conocida como la Regla de

Bayes, donde:

P)(z)=PY =y|X =2), ye{-1,1} (3.10)
Notemos que:
Pyx)=FE(Iy_y|X =2). (3.11)

Por lo tanto, se puede utilizar un estimador tipo Kernel para la prediccion a
través de la esperanza condicional.

2. La funcién discriminante ponderada: En este paso implementamos una for-
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ma tutil de ponderar este clasificador,

Z Wiy (7)) K {d(ﬂ;;, a:)]
s k | (3.12)
Z Wi () K [d(%;x)]

donde w,, (z;) es la ponderacién para cada x; y hy es el ancho de banda tal que:

k=#{i:d(z,z;) < hy}. (3.13)
Para elegir el parametro k, usamos un proceso de validacion cruzada,
k). = arg mkl'n L,(k). (3.14)

3. Clasificacién de un nuevo dato: Con ayuda de las probabilidades posteriores
ponderadas estimadas, asignamos una nueva curva z a una de las dos poblaciones
st:

k=1 si Ig{yzq}(z) > ﬁ{y=1}(z)’

(3.15)
k =2 otro caso.
Clasificador 3. Profundidad de Banda Generalizada:
Sean xgl), e ,x%ll) y xf) yeen ,x%) dos muestras funcionales de dos poblaciones.

1. Banda generalizada: Se define la banda generalizada entre dos curvas como:

r={i1,i2} r={i1,i2}

GBy(z; 4, 1;,) = {t €[0,1]: min z.(t) <z(t) < méix xr(t)}. (3.16)

2. Profundidad de banda generalizada: A partir de GB, calculamos la profun-

didad de cada curva en su respectivo grupo:

GBDy(:ci):(g>_ S NGB (wiai, 1)), (3.17)

1<ii<ia<n
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donde A es la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1]. La “proporcién de tiempo”
que la curva x estd dentro de la banda es A (GB(x)).

De esta manera, obtenemos los datos ordenados de cada grupo. En la Figura
3.2 podemos ver un ejemplo de una banda generada por dos curvas y la proporcién

de tiempo que una curva z esta dentro de ella.

0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 3.2: Ejemplo de un curva x contenida parcialmente en la banda generalizada GB(x1, x2)

3. La funcién discriminante ponderada: Nuevamente, en este paso implemen-
tamos una forma 1til de ponderar este clasificador. Se calcula la distancia media

truncada ponderada de cada grupo (WTAD),

> m (@, 2@) - GBDy ()
WTAD,(z) = = . : (3.18)
1
3 ) (GBDy(xa))

i=1
donde w,, (a:(l-)) es la ponderacién para cada elemento ordenado x¢;) y M es el
pardmetro de truncamiento, con M < min(ny, ny).

4. Clasificacién de un nuevo dato: Con ayuda de la distancia media truncada

ponderada estimada de cada grupo, asignamos una nueva curva x a una de las
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dos poblaciones si:

k=1 1 WTAD;—_1(x) <WTADg,—1(x),
w=—13() y=13() (3.19)

k =2 otro caso.

Luego de implementar la ponderacién en cada clasificador, los incorporamos en
cada algoritmo Boosting. El parametro de regularizacion M stop lo estimamos en
cada réplica, logrando parar las iteraciones cuando la diferencia entre estimaciones
fuera mayor a 107°.

Analizamos el mejoramiento de su desempeno respecto al mismo clasifica-
dor, que denominamos, clasificador estandar. Para adecuar las necesidades de las
ponderaciones propuestas, fue necesario construir todos los cédigos utilizando el

software estadistico R.

3.1.2. Resultados y discusién

Para ilustrar el desempeno de los métodos propuestos utilizamos cuatro conjuntos
de datos: un conjunto de datos simulado analizado desde dos escenarios distintos y
dos conjuntos de datos Benchmark. En cada escenario realizamos 1000 repeticiones

para estimar la media y la desviacién estandar de la tasa de clasificacion correcta.

Datos simulados:

Los modelos presentados para simular los datos fueron obtenidos de una idea

presentada en seccién 5.2 del libro de Horvéth y Kokoszka (2012).

Consideramos dos muestras =1, ...,%,, Y 21,..., 2n,, que satisfacen:
zi(t) = pu(t) + &i(t), 1 <i<ny,
yi(t) = pa(t) + 65(2), 1<j < no, (3.20)
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donde las medias de cada modelo son: py(t) = 0y ua(t) = 0.8t(1 — t), los errores
€i(t) y 6;(t) son puentes Brownianos.

Para esta simulacién, trabajamos dos escenarios, el primero con muestras de
igual tamano (n; = ny = 100) y el segundo con muestras de diferente tamano
(ny = 100 y ny = 50). Convertimos las trayectorias en objetos funcionales por
medio de una base de Fourier con 49 funciones, como lo hacen en la seccion 5.2
de Horvath y Kokoszka (2012). En la Figura 3.3 podemos observar ejemplos de
trayectorias de cada muestra diferenciadas por color.

El conjunto compuesto por las dos muestras simuladas se dividié en cuatro
partes: las primeras tres fueron tomadas como el conjunto de entrenamiento y la

cuarta como el conjunto de prueba.

0.0 0.2 04 06 08 10

Figura 3.3: Trayectorias simuladas de cada muestra diferenciadas por color.

En la Figura 3.4 se muestran los bozplots el comportamiento de la tasa de
clasificacién correcta y en la Tabla 3.1 la estimacién de la media y la desviacién
estandar para cada escenario. Simbolizamos con las letras E: clasificador estandar,
significa que solo actia el clasificador sin ningun tipo de ponderacién, es decir,

el clasificador sin implementar ningtiin algoritmo Boosting; AB implementando
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AdaBoost y PA implementando Ponderacion alternativa”.
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(b) Tamanos de muestras diferentes.

Figura 3.4: Comportamiento de la tasa de clasificacién correcta para cada escenario.

Observando el comportamiento de la tasa de clasificacion correcta, podemos
resaltar una mejora significativa en los seis escenarios con respecto a los clasifica-
dores estandar. Ademas, no se percibe diferencia en los resultados de la estimacién

de las medias o de las desviaciones estandar cuando se tienen muestras de igual o
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El E2 E3 AB1 AB2 AB3 PA1 PA2 PA3

Media 0.5379 0.5374 0.5389 0.7779 0.7855 0.7867 0.7888 0.8041 0.8034
Sd 0.0279 0.0282 0.0282 0.0330 0.0328 0.0335 0.0369 0.0351 0.0354

(a) Tamanos de muestras iguales.

El E2 E3 AB1 AB2 AB3 PA1 PA2 PA3

Media 0.5564 0.5574 0.5587 0.7818 0.7802 0.8044 0.8038 0.8024 0.8044
Sd 0.0347 0.0341 0.0347 0.0377 0.0403 0.0336 0.0338 0.0347 0.0336

(b) Tamanos de muestras diferentes.

Tabla 3.1: Media y desviacion estandar de la tasa de clasificacién correcta para cada escenario.

diferente tamano.

Datos reales

Trabajamos con dos conjuntos de datos Benchmark, los cuales describimos a

continuacion:

Datos de Espectrometria (Tecator): Nuestro primer conjunto de datos Bench-
mark, son los datos de espectrometria, nombrado en la literatura como Tecator.
Estd compuesto por 215 muestras de carne molida a las cuales se les mide su
nivel de grasa por medio de su espectro de 100 canales de absorbencia. La longi-
tud de onda esta medida entre 850-1050 nm. de forma equiespaciada. Los datos
pueden encontrarse en lib.stat.cmu.edu/datasets/tecator. Para la clasifica-
cién tomamos su indice de grasa, asi, el conjunto lo dividimos en dos grupos, alto
contenido de grasa (HF), mas del 20 %, y bajo contenido de grasa (LF'), menor o
igual al 20 %. Los grupos establecidos poseen 77 espectros de HF y 138 espectros

de LF. En la Figura 3.5 podemos observar los espectros de cada grupo diferencia-
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dos por color. Para representarlos como objetos funcionales se utilizé una base de
B-Splines con 15 funciones, como lo hacen en el paquete fda.usc de R, Febrero

et al. (2014).

N T T T

850 900 950 1000 1050

Figura 3.5: Conjunto de datos Tecator de cada grupo diferenciados por color.

Para evaluar el desempeno de nuestra propuesta, tomamos 120 espectros co-
mo el conjunto de entrenamiento y los restantes 95 espectros como el conjunto
de prueba, como en Alonso et al. (2012). En la Figura 3.7 (a) se muestran los
resultados de clasificacion y en la Tabla 3.2 (a) la estimacién de la media y la
desviacién estandar de la tasa de clasificacién correcta para cada escenario.

Con el animo de comparar los resultados obtenidos, en Alonso et al. (2012)
en la seccién 4.1, reportan la tasa de clasificacion correcta, para los cuales nues-
tros resultados tienen rangos similares con cualquiera de nuestros seis escenarios
reportados en la Tabla 3.2 (a) de igual manera que lo hacemos con respecto a los

clasificadores estandar reportados en la misma tabla.

Datos de Altura (Growth): El segundo conjunto de datos Benchmark, co-
nocido en la literatura como Growth, estd compuesto por 93 curvas de alturas

medidas en centimetros, de las cuales 39 son de nifos y 54 de ninas. Se tomaron
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31 mediciones de 1 a 18 anos, las cuales no estan equiespaciadas. En la Figura
3.6 podemos observar las trayectorias de los dos grupos diferenciadas por color.
Los datos pueden encontrarse en el paquete fda de R. Para representarlos como
objetos funcionales se utilizé una base de B-Splines con 12 funciones, como lo

hacen en la seccién 5.1 en el libro de Ramsay et al. (2009).

5 T T T
1 5 10 15 18

Figura 3.6: Conjunto de datos Growth de cada grupo diferenciados por color.

Para evaluar el desempeno de nuestra propuesta, dividimos el conjunto de
datos en 60 curvas como el conjunto de entrenamiento y las restantes 23 como el
conjunto de prueba, como en Alonso et al. (2012). En la Figura 3.7 (b) se muestra
el comportamiento de la tasa de clasificacién correcta y en la Tabla 3.2 (b) la
estimacion de la media y la desviacion estandar en cada escenario.

Con el animo de comparar los resultados obtenidos, en Alonso et al. (2012)
en la seccién 4.2, reportan la tasa de clasificacién correcta, para los cuales nues-
tros resultados tienen rangos similares con cualquiera de nuestros seis escenarios
reportados en la Tabla 3.2 (a) de igual manera que lo hacemos con respecto a los

clasificadores estandar reportados en la misma tabla.
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Figura 3.7: Comportamiento de la tasa de clasificacién correcta para cada conjunto de datos.
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El E2 E3 AB1 AB2 AB3 PA1 PA2 PA3

Media 0.9765 0.9788 0.9788 0.9862 0.9861 0.9860 0.9937 0.9936 0.9937
Sd 0.0202 0.0190 0.0198 0.0169 0.0170 0.0169 0.0097 0.0097 0.0098

(a) Datos Tecator

E1l E2 E3 AB1 AB2 AB3 PA1 PA2 PA3

Media 0.9507 0.9652 0.9450 0.9839 0.9838 0.9837 0.9917 0.9914 0.9912
Sd 0.0286 0.0203 0.0324 0.0127 0.0128 0.0129 0.0121 0.0122 0.0121

(b) Datos Growth

Tabla 3.2: Media y desviacién estandar de la tasa de clasificacion correcta para cada conjunto

de datos.

3.1.3. Conclusiones

En esta primera investigacion, denominada Boosting con clasificadores funcio-
nales, hemos propuesto un nuevo enfoque para el mejoramiento del desempeno
de clasificadores funcionales. Este enfoque se basa en la adaptacion de algunos
clasificadores funcionales, logrando incorporarlos en ciertos algoritmos Boosting.
Nuestros resultados en los diferentes estudios muestran que el método funciona
muy bien. Esto se evidencia en dos diferentes escenarios, que son, cuando tene-
mos datos dificiles de clasificar, como son los datos simulados, obtenemos mejoras
significativas comparadas con los clasificadores estandar. Ademads, es importante
resaltar que los algoritmos no presentan diferencias en sus resultados cuando se
utilizan tamanos de muestras iguales o diferentes entre grupos. Ahora, cuando te-
nemos datos con bajo error de clasificaciéon, como son los dos conjuntos de datos

reales, las ganancias aunque son marginales, siempre logramos mejoras, tanto con
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los clasificadores estandar como con los resultados reportados en las referencias
consultadas.

Por otra parte, resaltamos los buenos resultados obtenidos con el algoritmo
propuesto, Ponderacion alternativa, sin embargo no logramos concluir cual al-
goritmo tiene mejor rendimiento con respecto a Adaboost funcional, aunque la
evidencia experimental es prometedora. Este algoritmo es atin parte de estudio,
tanto en la parte computacional como en sus fundamentos tedricos, ya que aun
cuando comparte la misma filosofia que el algoritmo AdaBoost, no es clara su
equivalencia y, por lo tanto, los resultados existentes sobre cotas para el error no

son necesariamente aplicables.

3.2. Boosting con estructura funcional

Para este segundo trabajo consideramos dos algoritmos Boosting, LogitBoost y
Binomial Boosting. La idea principal fue desarrollar la misma estructura existente
de cada algoritmo, pero realizando los cambios necesarios para incorporar datos
funcionales. Para ello fue necesario cambiar procesos puntuales de los algoritmos
que se hacen para datos multivariados por procesos para datos funcionales y es-
tudiamos su desempeno. Nuestras conclusiones para este trabajo estan apoyadas
por cuatro estudios de simulacion y se ilustran ademas con tres conjuntos de datos

Benchmark.

3.2.1. Modificaciones realizadas

Un paso importante tanto para el algoritmo LogitBoost como en Binomial Boos-

ting, es actualizar la funcién discriminante ¢,,(x) en cada iteracién m por medio
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de minimos cuadrados ponderados. Ahora, para disenar algoritmos con estructu-
ra funcional, incorporamos en ese paso un proceso funcional, es decir, realizamos
minimos cuadrados ponderados funcionales. A continuacién mostramos brevemen-
te la modificacién realizada.

Recordemos que la funcién objetivo en dicho paso era:
Om(z) = arg m(;’n Euw (2 () — ¢(2))” = By (2 ()| ) (3.21)

retomando la ecuacién (2.22), para LogitBoost,

B " _ " o () = Yy —pm($)
Wi (2) = p(2) (1 = P (), 2 (@) D)= pu@) (3:22)
y remonando la ecuacién (2.27), para Binomial Boosting,
Wi (%) = p(@), 20 (2) = Y — Pm(2). (3.23)

En la literatura de FDA, podemos encontrar el método regresiéon por medio de
minimos cuadrados ponderados funcionales, y como referencia podemos ver el
capitulo 4 del libro de Ramsay y Silverman (2005). Aqui, la idea es la misma y
solo se hace hincapié al cambio de estructura funcional. Este modelo se conoce
como modelo de regresiéon con respuesta escalar y covariable funcional.

En este modelo se tiene que:

E, (z|z) = / B(t)x(t) dt, (3.24)

donde la representacion de x y [ la podemos hacer de varias maneras. Nosotros

trabajamos con la representacion en una base conocida. Por lo tanto,

o)~ S o) v B~ S beor(d) (3.25)
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donde los ¢, by son los coeficientes y las ¢ son las funciones de la base. Esta
base la elegimos de igual manera como lo han hecho las referencias consultadas
para cada conjunto de datos utilizado. De este modo, el estimador por minimos

cuadrados ponderados los coeficientes b, resulta:
~ -1
b = (¢r (OWer(t)  or ()W, (3.26)

donde W es una matriz diagonal con valores w;.
Por lo tanto, nuestro trabajo fue aplicar los algoritmos vistos LogitBoost,
Seccion 2.3.2 y Binomial Boosting, Seccién 2.3.3, con los cambios anteriormente

mencionados, y asi poder tener como entrada, datos funcionales.

3.2.2. Resultados y Discusién

Para ilustrar el desempeno de los métodos propuestos para este trabajo utilizamos
siete conjuntos de datos: cuatro conjuntos de datos simulados y tres conjuntos de
datos Benchmark. En cada escenario realizamos 1000 repeticiones para estimar la

media y la desviacion estandar de la tasa de clasificacién correcta.

Datos simulados

Analizamos cuatro conjuntos de datos simulados, algunos de estos ejemplos fueron
tomados de Alonso et al. (2012); Horvath y Kokoszka (2012). Generamos 200
funciones para cada poblacién, donde el conjunto de entrenamiento estd formado
por las primeras 150 funciones de cada muestra y las restantes 50 observaciones

de cada muestra son el conjunto de prueba.

Simulacion 1:
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1. Muestra 1a: f;(t) =t + u;, donde u; es una variable aleatoria uniforme en

el intervalo (0,1).

2. Muestra 1b: g;(t) =t + v;, donde v; es una variable aleatoria uniforme en

el intervalo (1/2,3/2).

Las funciones han sido evaluadas en 30 puntos entre 0 y 1. En la Figura 3.8
observamos los datos simulados de las dos muestras. Notemos que la muestra la
y 1b difieren en nivel cuando u; toma valores en (0,1/2) y v; en (1,3/2) pero
coinciden cuando wu; y v; toman valores en (1/2,1). Esta interseccién causa una
tasa de error de clasificacion tedrica igual al 25 %, que logramos observar en los

resultados.

Muestra 1a
Muestra 1b

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 3.8: Conjunto de datos de la simulacién 1 de cada muestra diferenciadas por color.

Simulacién 2:
1. Muestra 2a: f;(t) = (t + u;)?, donde u; es una variable aleatoria uniforme

en el intervalo (0, 1).

2. Muestra 2b: g;(t) = t*> +v;, donde v; es una variable aleatoria uniforme en

el intervalo (0,1).
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Las funciones han sido evaluadas en 30 puntos entre 0 y 1. En la Figura 3.9
observamos el comportamiento de estas dos muestras. Notemos que la muestra
2a y la muestra 2b generan observaciones funcionales que se cruzan, pero los

clasificadores logran obtener la diferencia en su forma.

Muestra 2a
Muestra 2b

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Figura 3.9: Conjunto de datos de la simulacién 2 de cada muestra diferenciadas por color.

Simulacion 3:

1. Muestra 3a: f;(t) = (t + u;)* + 1/4, donde u; es una variable aleatoria

uniforme en el intervalo (0,1).

2. Muestra 3b: g;(t) = (t + v;)?, donde v; es una variable aleatoria uniforme

en el intervalo (1/2,3/2).

Las funciones han sido evaluadas en 30 puntos entre 0 y 1. En la Figura 3.10
observamos las muestras simuladas. Notemos que la muestra 3a y la muestra 3b,
generan observaciones funcionales que se cruzan, (el término +1/4 se anade a f
para maximizar el cruce). Se observa un problema de discriminacién con mayor
dificultad que los anteriores, pero al aplicar los algoritmos podemos observar como

mejoran la discriminacién.
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o Muestra 3a
Muestra 3b

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Figura 3.10: Conjunto de datos de la simulacién 3 de cada muestra diferenciadas por color.

Simulacién 4:
1. Muestra 4a: f;(t) = (1),
2. Muestra 4b: g;(t) = .8t(1 —t) + €;(t), donde ¢; son puentes Brownianos.

Este conjunto de datos simulados es el mismo que utilizamos en el trabajo
anterior, el cual describimos en la Seccion 3.1.2. Ademds, sus trayectorias fueron
ilustradas en la Figura 3.3. Estas muestras simuladas son muy similares, ocasio-
nando un problema complejo de discriminacién, pero nuevamente los algoritmos
logran mejorar sustancialmente la discriminacién.

En la Figura 3.11 se muestran los boxplots de la estimacion de la tasa de clasifi-
cacion correcta y en la Tabla 3.3 la estimacion de la media y la desviacién estandar
para cada conjunto simulado. Simbolizamos con las letras E: clasificador estandar,
LB implementando LogitBoost y BB implementando Binomial Boosting”.

Observando el comportamiento de la tasa de clasificacion correcta, podemos
resaltar una mejora significativa en el desempenio de los algoritmos con respecto
a los clasificadores estandar. Los resultados experimentales son bastante prome-

tedores, aunque no logramos diferenciar cual de los dos algoritmos lo hace mejor.
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Figura 3.11: Comportamiento de la tasa de clasificacion correcta para cada simulacion.

E LB BB

Media 0.7470 0.7510 0.7483

Sd 0.0424 0.0438 0.0421

(a) Simulacién 1

‘ E LB BB

Media 0.8850 0.9580 0.9439
Sd 0.0409 0.0233 0.0203

(c) Simulacién 3

E LB BB

Media 0.9600 0.9895 0.9897

Sd 0.0197 0.0115 0.0123

(b) Simulacién 2

E LB BB

Media 0.5542 0.8191 0.8187

Sd 0.0490 0.0359 0.0347

(d) Simulacion 4

Tabla 3.3: Media y desviacién estandar de la tasa de clasificacién correcta para cada simulacion.




Datos reales

En esta seccion ilustramos la propuesta con tres conjuntos de datos Benchmark.

Datos de espectrometria (Tecator): Nuestro primer conjunto de datos Bench-
mark fue explicado en la Seccién 3.1.2, donde en la Figura 3.5 podemos ver sus

trayectorias.

Datos de altura (Growth): El segundo conjunto de datos Benchmark fue
explicado en la seccion 3.1.2, de igual manera, en la Figura 3.6 muestra las tra-

yectorias de las dos muestras

Datos de Esclerosis Miiltiple (DTI): Nuestro tercer conjunto de datos viene
de un estudio de neuroimagen de Esclerosis Miltiple (EM). Esta es una enferme-
dad del sistema nervioso que afecta al cerebro y la médula espinal. Para cuantificar
de forma no invasiva la micro-estructura de la materia blanca utilizan los tensores
de difusién (DTI). Los datos pueden encontrarse en el paquete refund de R. Este
conjunto de datos consta de 382 perfiles de las vias de Anisotropia fraccional del
tracto corticoespinal derecho, de las cuales tomamos 100 de estas, 74 pacientes
con EM y 26 sujetos de control. Al inicio de este capitulo, como ejemplo de moti-
vacion, en la Figura 3.1 mostramos sus trayectorias de los dos grupos diferencias
por color.

Tomamos las primeras 76 curvas como el conjunto de entrenamiento y las res-
tantes 24 como el conjunto de prueba. Para representarlos como objetos funciona-
les se utilizo una base de B-Splines penalizados con 35 funciones y un pardmetro
de penalizacién A = e~'? como lo hacen en la seccién 2.3 de Sgrensen et al. (2013).

En la Figura 3.12 se muestran los bozplots de la estimacién de la tasa de
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(c) Datos DTI

Figura 3.12: Comportamiento de la tasa clasificaciéon correcta para cada conjunto de datos

Benchmark.

clasificacién correcta y en la Tabla 3.4 podemos observar la media y la desviacion
estandar para cada conjunto de datos.

Con el animo de comparar los resultados obtenidos, Alonso et al. (2012) en
la seccién 4.1 y 4.2 Lopez-Pintado y Romo (2006) en la seccién 4 reportan los
valores de la tasa de clasificacion correcta tanto para los datos Tecator como para
los datos Growth por sus métodos propuestos, para los cuales nuestros resultados
tienen rangos similares en los dos escenarios reportados en la Tabla 3.4 (a) y (b)
respectivamente para cada conjunto de datos, de igual manera que lo hacemos

con respecto a los clasificadores estandar reportados en la misma tabla.
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E LB BB E LB BB

Media 0.9522 0.9968 0.9921 Media 0.9501 0.9830 0.9817
Sd 0.0280 0.0068 0.0110 Sd 0.0220 0.0163 0.0163
(a) Datos Tecator (b) Datos Growth

E LB BB ‘

Media 0.5419 0.7402 0.7372
Sd 0.0578 0.0619 0.0626

(c) Datos DTI

Tabla 3.4: Media y desviacién estandar de la tasa de clasificacion correcta para cada conjunto

de datos Benchmark.

3.2.3. Conclusiones

En esta segunda investigacion, denominada Boosting con estructura funcional,
hemos propuesto un segundo enfoque para el mejoramiento del desempenio de cla-
sificadores funcionales. En este enfoque extendemos la utilidad de los algoritmos
Boosting, proponiendo algoritmos con la misma estructura que los actuales, pero
incorporando procesos para datos funcionales. Nuestros resultados en los diferen-
tes escenarios simulados muestran que el método funciona muy bien, en algunos
con ganancias marginales y en otras con una ganancia significativa. De igual forma
se puede evidenciar la misma conclusion en los conjuntos de datos reales utilizados,
aunque las ganancias sean marginales, pero siempre se logra mejorar, tanto con
los clasificadores estandar como con los resultados reportados en las referencias

consultadas.
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No logramos concluir cual de los dos algoritmos Boosting tiene mejor rendi-
miento, pues los valores obtenidos tanta en la estimacion de la media y la desvia-
cion estandar es muy similar, y en algunos casos uno es mejor que otra y viceversa.
Por otra parte, los algoritmos propuestos necesitan de un mayor estudio tanto en
la parte computacional como en sus fundamentos tedricos. Ademas, los resulta-
dos obtenidos solo son resultados empiricos, aunque la evidencia experimental es

prometedora.

62



Capitulo 4
Analisis de imagenes digitales de

mamografias

El Céncer de mama es el cancer mas comun en las mujeres a nivel mundial, segiin
las estadisticas publicadas por la Organizacién Mundial de la Salud (www.who.
int/es/), existen 1.7 millones de nuevos casos y 522,000 muertes por ano. En la
actualidad, no existen mecanismos eficaces para prevenirlo, debido a que la causa
de origen es desconocida. Sin embargo, un diagndstico eficaz en su etapa inicial
brinda una gran probabilidad de ser tratado, Global Cancer Observatory (2017).
Por lo tanto, la deteccién temprana del Cancer de mama juega un papel impor-
tante para la reduccién de la mortalidad y el tinico método que ha demostrado
ser efectivo para este proceso es la Mamografia.

La Mamografia es una imagen plana de la mama obtenida a través de rayos X.
Este examen puede ser utilizado en mujeres sanas para detectar tempranamente
signos de cancer o para diagnostico después de haberse encontrado un abulta-
miento u otro signo o sintoma. En la Mamografia podemos obtener informacion
acerca de la localizacion, el nimero y las caracteristicas de una lesién palpable.

Estas imagenes se pueden obtener al proyectar la mama de diferentes angulos, las
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dos proyecciones mas comunes son: Craneo Caudal (CC) y Medio Lateral Oblicua
(MLO). En la figura 4.1 podemos ver un ejemplo de cada una. La vista CC es una
proyeccion vertical tomada de la parte superior de la mama, en la que se puede
observar con mayor precision el tejido medial. La vista MLO es una proyeccién a
45° con respecto del eje de simetria del cuerpo de la paciente. La ventaja de esta
proyeccion es la visibilidad de la mama por completo, y por ello generalmente es la
proyeccion mas utilizada. Estas imégenes son el caso A-0072-1 de la base de datos

Digital Database for Screening Mammography (DDSM), Heath et al. (2001).

(a) (b)

Figura 4.1: Caso A-0072-1 de DDSM. (a) Vista craneo caudal (CC), (b) Vista medio lateral
oblicua (MLO).

El Analisis de estas imagenes es una tarea muy importante tanto para la
deteccién temprana como para el diagnostico de alguna anormalidad presente. Sin
embargo, la interpretacién de una Mamografia es un trabajo para el radiélogo de
gran complejidad, debido a diversos factores, como: alta heterogeneidad presente
entre mamas (tamano, forma, textura, color), variabilidad en la apariencia de las
anormalidades, caracteristicas del tejido mamario, y la calidad de las imagenes.
En algunas situaciones, las anormalidades no pueden ser visualizadas debido a que

la mama esta constituida por tejidos muy similares entre si, y porque las lesiones
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son muy pequenas y se confunden con el tejido mamario normal. Por otra parte, la
interpretaciéon humana de una Mamografia es subjetiva, y requiere mucho tiempo
del radiélogo. Por lo que la interpretacion correcta de estos estudios, depende en
gran medida de la experiencia del radiélogo, y atin entre radiélogos experimentados
puede existir una alta variabilidad. Estudios retrospectivos han demostrado que
entre un 10 % y un 25 % de los tumores pasan inadvertidos a los ojos del radiélogo,
Cheng et al. (2006). Otros estudios confirman estos mismos resultados al estimar
que la sensibilidad alcanzada en la deteccion de tumores mediante la inspeccién
visual de la Mamografia por parte de un radiélogo no supera el 75 %, Ball y Bruce
(2007).

Con el fin de mejorar el desempeno en el Andlisis de mamografias, se han
propuesto en la literatura diferentes métodos computacionales, para la deteccién
o en el diagndstico de lesiones. Estos sistemas ayudan a localizar lesiones, carac-
terizarlas y a determinar su grado de malignidad o benignidad. Las etapas que
se deben realizar segin lo que se ha establecido en la literatura (ver Hela et al.

(2013)), son:

1. Pre-procesamiento: Se implementa para reducir el ruido y mejorar la calidad
de la imagen. En general, en esta etapa es donde se elimina el fondo de la

imagen y el musculo pectoral.

2. Segmentacién: Se localizan y se busca aislar regiones sospechosas que podrian

contener alguna anormalidad.

3. Extraccion de caracteristicas: Se obtienen caracteristicas de las regiones sos-

pechosas obtenidas en la etapa anterior.

4. Clasificacion: Una vez seleccionadas las caracteristicas, estas deben ser cla-
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sificadas para determinar el grado de malignidad.

Es importante resaltar, que los resultados que se tienen atin no son lo suficien-
temente buenos y conlleva a ser un tema de investigacion actual. Es por ello, que
iniciamos un trabajo de investigacion donde se estudie y se proponga un método
eficaz de clasificacién en el analisis mamografias abordando las herramientas de
FDA, tema principal de mi tesis. Este trabajo se inicié en una estancia académi-
ca realizada en la Universidad Carlos III de Madrid, Espana, como parte de mi
trabajo doctoral en conjunto con los investigadores Juan Romo y Rosa E. Lillo.
Veamos a continuacion un breve resumen de los conocimientos basicos que de-
bemos tener sobre este tipo de imégenes y mas adelante expondremos el trabajo

realizado hasta el momento y los avances obtenidos.

4.1. Anatomia de la mama

La mama se encuentra ubicada sobre el musculo pectoral que lo separa del resto
del cuerpo. Se ha podido discriminar sobre el tipo de severidad de la anomalia,
dependiendo del tipo de tejido y el tipo de anomalia. A continuacién explicaremos

brevemente cada una de ellas.

4.1.1. Tipo de severidad

La clasificacién final que se desea hacer en una Mamografia que presenta alguna
anomalia es discriminar en anomalia Benigna o Maligna.

Denominamos anomalia Benigna a cualquier abultamiento que no genere
cancer. Estos no se propagan fuera de la mama hacia otros 6rganos. Si el abulta-

miento Benigno es grande, puede cambiar el tamano y la forma de la mama.
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Llamamos anomalia Maligna a los abultamientos que indiquen la presencia de
cancer. Estos abultamientos se componen de las células que invaden y danan los
tejidos y organos cercanos, asi mismo, estas células malignas se pueden desprender

del abultamiento y entrar en el sistema circulatorio o sistema linfatico.

4.1.2. Tipo de tejido

El tipo de tejido se puede clasificar en tres grupos: Graso, Fibroso o Denso. Para
mas detalle ver He et al. (2015).

Se denomina Graso cuando el seno estd compuesto casi por completo por
tejido grasoso, aunque puede tener una pequena presencia de tejido fibroso, (<
25 %). Este tipo de tejido, también denominado el menos denso, se presenta en la
Mamografia de color obscuro, ya que son tejidos blandos y por tanto permiten el
paso de la luz (radiolicido). El tejido Graso ayuda a darle al seno su tamano y
forma. En la figura figura 4.2 (a) se muestra un ejemplo de este tipo de tejido.

Se llama Fibroso cuando la mayoria del tejido es graso, pero se observan areas
un poco mas amplias de tejido fibro-glandular (> 25 %). El tejido Fibroso incluye
l6bulos que producen leche durante la lactancia y conductos que llevan la leche
desde los 16bulos hasta el pezén durante el amamantamiento. Este tipo de tejido
también llamado conectivo, sirve de soporte y mantiene el tejido glandular en su
lugar, ver figura 4.2 (b) como ejemplo.

El ultimo tipo de tejido es denominado Denso, y hace referencia a cuando
el seno esta casi todo compuesto de tejido glandular, fibroso y poco tejido graso.
En una Mamografia, este tipo de tejido aparece de color blanco (radiopacos).
Esencialmente, cuanto mas “blanco” se ve mas denso es el seno. En la figura

4.2 (c) podemos observar un ejemplo. Las siguientes imagenes presentadas en
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el escrito provienen de la base de datos Mammographic Image Analysis Society
(MIAS), Sukling et al. (1994). Citaremos en cada una de ellas el nimero exacto

como aparecen en su base de datos.

(a) (b) (¢)

Figura 4.2: Tipos de tejido en la mama: (a) Graso, mdb011 de mini-MIAS. (b) Fibroso,
mdb022 de mini-MIAS. (¢) Denso, mdb033 de mini-MIAS.

No es claro porqué ciertas mujeres tienen senos densos y otras no. En general,
las mujeres mas jovenes tienden a tener senos méas densos, y algunas pueden perder
densidad debido a cambios hormonales que se producen durante la menopausia.
Sin embargo, esto no es una regla exacta. El tipo de tejido esta determinado
probablemente por factores genéticos, pero la dieta, la nutricion, la ganancia o
pérdida de peso, y factores hormonales también pueden afectar.

Tener senos densos no es una condicién anormal, de hecho, aproximadamente
la mitad de todas las mujeres de méas de 40 anos tienen senos densos. La relacion
exacta entre el tipo de tejido y el cdncer de mama todavia no se ha podido
establecer y ain es un tema relevante de investigacién. Es mas facil detectar
un cancer subyacente en mujeres con senos grasos y mas dificil detectarlo en

mujeres con senos densos. Esto se debe a que el tejido denso normal podria ocultar
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anomalias que también, por lo general, aparecen de color blanco en la mamografia.
Lo que se ha podido concluir, de forma empirica, es que el tener senos con tejido
denso esta asociado al riesgo a desarrollar cancer de mama. Radiological Society

of North America (2017).

4.1.3. Tipo de anomalia

Ahora bien, existe un gran numero de lesiones o anomalias que pueden estar
presentes en la mama. El estudio de estas anormalidades es vital, ya que algunas
de estas pueden ser indicadores de malignidad y son aquellas las que un radiélogo
busca al analizar una Mamografia. Las anomalias que se pueden presentar son:
Asimetria, Distorsién de la Arquitectura, Calcificaciones y Masas, Bozek et al.
(2009).

La Asimetria son areas del tejido fibro-glandular que son més extensas en una
mama que en la otra, Sickles (2007). Esta puede ser el indicador de la presencia
de una masa o de una variaciéon en la distribucién del tejido normal, ver figura
4.3 como ejemplo.

La Distorsiéon de la arquitectura se refiere a un cambio anormal de la mama
formandose lesiones finas que no estan asociadas a la presencia de una masa. Se
puede visualizar como espiculas que irradian desde un punto comun, formando
un patrén similar al de una estrella, Shantanu et al. (2013). Esta puede ser un
indicador de malignidad cuando es complementada con la identificacién de Masas,
Calcificaciones o Asimetrias. En la figura 4.4 (a) podemos observar un ejemplo de
Distorsion de la Arquitectura.

Las Calcificaciones son pequenos acumulaciones cristalinas de minerales (cal-

cio) que se encuentran en la mama en regiones de alta intensidad, y se pue-
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Figura 4.3: Ejemplo de asimetria apreciada en la vista MLO de la mama izquierda, mdb081

y mdb082 de mini-MIAS.

den visualizar como manchas en la Mamografia. En la figura 4.4 (b) podemos
ver un ejemplo de calcificaciones. Existen dos tipos de calcificaciones: macro-
calcificaciones y micro-calcificaciones. Las macro-calcificaciones son acumulacio-
nes de forma dispersa y gruesa. Por estudios anteriores se sabe que estas tienen
una forma oval o redonda y tamano uniforme (entre calcificaciones), las cuales
estan asociadas a procesos benignos. En cambio, las micro-calcificaciones pueden
encontrarse de forma aislada o incrustadas en una masa. El didmetro de las micro-
calcificaciones varia desde 0.1 mm. hasta 0.2 mm. y su patrén de agrupacién y
morfologia son indicadores de malignidad. Las micro-calcificaciones asociadas a
procesos malignos son irregulares, polimorficas y con variaciones en su tamano.
Alrededor del 30% al 50% de los casos no palpables se detectan inicialmente
debido a la presencia de grupos de micro-calcificaciones, He et al. (2104).

Una Masa es una estructura tridimensional y es visible en al menos dos pro-
yecciones. Con frecuencia el cancer de mama se presenta como una masa con o

sin la presencia de calcificaciones. Esta representa un quiste que se forma a partir
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Figura 4.4: (a) Distorsién de la arquitectura, mdb181 de mini-MIAS. (b) Agrupaciones de
calcificaciones, mdb322 de mini-MIAS.

de una coleccién de liquidos. La dificultad para decidir si es una masa, se debe
a la similitud en los niveles de gris con las del tejido normal. Regularmente, se
caracteriza por su densidad, sus bordes y su forma. Los bordes de una masa deben
ser cuidadosamente clasificados debido a que es uno de los criterios mas impor-
tantes en la determinacién de la malignidad o benignidad, Malagelada (2007). Los
bordes de una masa se clasifican en: Circunscritos, Espiculados y Mal definidos.

Los Circunscritos son masas con bordes bien definidos y demarcados con
una abrupta transicién entre la masa y el tejido que lo rodea. Los Espiculados
se caracterizan por tener lineas que irradian desde el centro de la masa y los Mal
definidos serian las demdas masas o aquellas que tengan un borde pobremente
definido y disperso. En la figura 4.5 podemos ver un ejemplo de cada uno de ellos.

Las diferentes formas que se pueden presentar en una masa son: Redonda,
Ovalada, Lobulada e Irregular. En la figura 4.6 podemos ver como deberian ser
las diferentes formas de una masa.

Como parte del trabajo, hemos implementado un método automatico para el
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(a) (b) (c)

Figura 4.5: Tipos de bordes de una masa: (a) Circunscrito, mdb028 de mini-MIAS. (b)
Espiculado, mdb117 de mini-MIAS. (¢) Mal definido, mdb265 de mini-MIAS.

O |®|d|w

Redonda Ovalada Lobulada Irregular

Figura 4.6: Ejemplos de la forma de la masa.

pre-procesamiento con resultados optimos y estamos trabajando en el desarrollo
de ideas para realizar el proceso de segmentacion. En el siguiente capitulo expli-

caremos a detalle el trabajo realizado, asi como el trabajo futuro a realizar.
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Capitulo 5
Clasificacion automatica de
anomalias presentes en una

mamografia

Con el animo de apoyar a los especialistas médicos en el diagnéstico de anomalias
presentes en las mamografias, queremos proponer un método automatico de cla-
sificacion fundamentado en técnicas emergentes de la literatura de Clasificacién
de Datos Funcionales.

Como mencionamos en el capitulo anterior, se ha establecido en la literatura
ciertos pasos a seguir para desarrollar un mecanismo de clasificaciéon, los cuales
nosotros adoptamos. Por lo tanto, se requiere como primer paso, desarrollar un
pre-procesamiento de la imagen. Esto debido a ruidos en el proceso de recoleccién
de los datos. Este problema es particularmente evidente en la vista MLO, donde
las etiquetas, cunas, marcadores, aranazos, cinta adhesiva y el musculo pectoral
no permiten enfocarse en el andlisis del tejido mamario. El pre-procesamiento es
una tarea exigente y desafiante, ya que las mamografias son muy heterogéneos

en tamano, intensidad, forma y textura, posicién del paciente durante la toma
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de la imagen y en muchas ocasiones el tejido mamario puede ocultar el borde
del musculo pectoral, lo cual dificulta la eliminacién del musculo. Es importante
resaltar que las fallas en este proceso pueden ocasionar importantes sesgos en el

resultado, por lo que el pre-proceso es una tarea bastante relevante.

5.1. Pre-procesamiento

En la literatura existente sobre esta etapa se han propuesto diversos métodos,
entre los més destacados aparecen Ferrari et al. (2004), los cuales adoptaron
una técnica de multiresolucion usando Wavelets de Gabor y transformaciones
de Hough. Kwok et al. (2004), propusieron un método basado en “Cliff detec-
tion”. Ma et al. (2007), segmentaron el musculo pectoral por medio de “Adaptive
Pyramids” (AP) y “Minimum Spanning Trees” (MST). Wang et al. (2010), pre-
sentaron un método basado en Cadenas de Markov a tiempo discreto (DTMC).
Camilus et al. (2010), presentan un enfoque usando un método de fusién basado
en Cortes graficos, que luego suavizan utilizando las curvas de Bezier. Chen et al.
(2012), encuentran el borde del musculo pectoral combinando el umbral iterati-
vo de Otsu y procesamientos morfolégicos. Li et al. (2013), segmentan el borde
combinando caracteristicas de homogeneidad y desviacién de intensidad, el cual
refinan a través del filtro de Kalman.

Los métodos mencionados tienen una gran validez en la literatura, pero ain
tienen un margen alto de error. Por lo tanto, como un primer trabajo de nuestra
investigacion, desarrollamos un método automéatico de baja complejidad compu-
tacional que elimine tanto los ruidos del fondo de la imagen como el musculo
pectoral presentes en la Mamografia, buscando margenes de error menores a los

que ya existen. El método propuesto tiene dos pasos: primero, removemos el ruido
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presente en el fondo de la imagen (etiquetas, cufias, marcadores, aranazos, cin-
ta adhesiva, entre otros), usando una técnica de umbral. Segundo, aprovechando
algunas caracteristicas anatomicas de la mama ya estudiadas anteriormente por
otros autores, aplicamos una funcién de transformacion de intensidad con ayu-
da de la distribucién Beta, proporcionando en este paso un nuevo mecanismo
en la transformacion de intensidad. Esta idea se propone debido a las ventajas
que proporciona las diferentes formas que toma la distribucién Beta debido a sus
parametros. De esta manera, podemos proponer diferentes transformaciones que
se ajusten a las caracteristicas de cada Mamografia. Con ayuda de esta transfor-
macion identificamos el contorno inicial del borde del musculo, luego, este borde
pasa por un proceso de seleccion que nos proporciona un borde rugoso, el cual
se suaviza por medio de un B-Spline ciibico. Finalmente, ya teniendo el borde

identificado, eliminamos la region del musculo pectoral.

5.1.1. Metodologia

Es importante identificar en una Mamografia, dos zonas importantes, la regién del
musculo pectoral y la regién de la mama. En las vistas MLO, el musculo se ubica
en la parte superior y estd contenido dentro de un “tridngulo recto” (colocamos
entre comillas porque en la realidad no necesariamente el borde del musculo es
una linea recta). La parte inferior de la Mamografia, donde se encuentra el tejido
mamario puede ser aproximado como un évalo (ver figura 5.1).

Por lo tanto, teniendo en cuenta estas consideraciones, orientamos todas las
mamografias hacia la izquierda, esto es, todas las imagenes donde la mama apa-
rece en la parte derecha las reflejaron verticalmente. Asi, cada imagen tendra el

musculo pectoral en la parte superior izquierda. El origen del sistema de coorde-
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Misculo
Fondo de la
imagen

Region del seno

Figura 5.1: Regiones importantes en cada Mamografia.

nadas esta en la esquina superior izquierda de la imagen, donde z se representa el
eje horizontal y y el eje vertical. La intensidad de la escala de gris en la imagen se
denota por I(z,y), donde z =1,...,n,, yy=1,...,n, (ver figura 5.1). A conti-
nuacion, exponemos a detalle los dos pasos principales para desarrollar el método
propuesto; remover los elementos de ruido del fondo de la imagen y eliminar el

musculo pectoral.

Remover los elementos de ruido del fondo de la imagen

Como mencionamos, cada imagen contiene muchos objetos que deben ser removi-
dos del fondo de la imagen. En la figura 5.2 podemos observar un ejemplo. Para
remover estos objetos usamos una Técnica de umbral basado en el histo-
grama de frecuencias de los niveles de gris de cada pixel, ver Ratna y Neelima
(2012).

Este método es usado para separar regiones en una imagen, separando de

tal forma que puedan ser reconocidas como objetos diferentes. La idea es crear
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Figura 5.2: Imagen con algunas objetos en el fondo, mdb115 de mini-MIAS.

una imagen binaria por medio de un umbral, para conseguir dicha separacion. El
parametro clave en este proceso es la eleccion del valor umbral. Existen diferentes
métodos para su eleccion, de tal forma que se puede elegir manualmente o se
puede calcular un valor automatico. Para nuestro proceso elegimos un parametro
automatico que dependa de los niveles de gris de cada Mamografia. Este valor se
consigue al analizar un cambio significativo existente en los niveles de gris entre
el fondo de la imagen y la regiéon del seno, para mas detalles ver Moumena y Ali

(2013). El proceso puede resumirse en los siguientes pasos:

1. Construimos la densidad empirica de la escala de gris en la imagen, en donde
ubicamos el valor umbral, que denominamos ¢, donde aparece el primer
minimo local de izquierda a derecha. En la figura 5.3 podemos ver un ejemplo

de un histograma y la ubicacion del valor umbral c.

2. Con ayuda del valor umbral ¢, transformamos la Mamografia en una imagen
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Valor umbral

Figura 5.3: Ejemplo de una densidad empirica, donde localizamos ¢

binaria con la siguiente funcién, (ver Figura 5.4 (b)).

D(e.y) LsiI(z,y) > c, (5.1
0sil(z,y) <ec.

3. La matriz obtenida de la imagen binaria, la utilizamos como elemento de
entrada en la funciéon “bwlabel” del paquete EBImage en R. Esta funcion
conecta los conjuntos de pixeles diferentes de cero y los etiqueta separandolos
por grupos, localizando asi todos los objetos que pueda tener la imagen.
Luego, elegimos el objeto encontrado de mayor tamano, el cual serd la region

del seno, y eliminamos todos los demas objetos, los cuales seran los elementos

de ruido existentes en el fondo de la imagen, (ver Figura 5.4 (c)).

4. Ya con el fondo de la imagen limpia, retornamos los valores de los pixeles

originales, (ver Figura 5.4 (d)).

78



() (d)

Figura 5.4: Imadagenes obtenidas en el proceso para remover los elementos de ruido del fondo
de la imagen, mdb051 de mini-MIAS. (a) Imagen original. (b) Imagen binaria. (c) Regién del

seno. (d) Imagen con el fondo limpio.
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Eliminacion del musculo pectoral

En la literatura encontramos algunos estudios donde se han analizado caracteristi-

cas anatomicas importantes del musculo pectoral, tales como:

e Ferrari et al. (2004), comentan que el musculo pectoral tiene niveles de gris

casi homogéneos.

e Wang et al. (2010), mencionan acerca de las diferencias existentes de la

intensidad de gris entre la regién del musculo pectoral y el tejido mamario.

e Ma et al. (2007), discuten el hecho de que el misculo pectoral tiene una

forma aproximadamente triangular.

e Kwok et al. (2004), muestran cémo la forma del misculo pectoral disminuye

gradualmente su ancho de arriba hacia abajo.

Entonces, tomando ventaja de estos estudios, proponemos un nuevo enfoque
para eliminar el musculo pectoral. Este método consiste en aplicar una Transfor-
macién de intensidad (ver Gonzalez y Woods (2008)), para resaltar la regién
del musculo pectoral y asi identificarlo correctamente. Esta técnica se basa en
operaciones espaciales, que se realizan directamente sobre cada pixel. La funcién

de transformacién T, es de la forma:

g(x,y) =T [(z,y)], (5.2)

donde I(x,y) es el nivel de intensidad de entrada, g(x,y) es la salida (transfor-
mada).

Hay tres formas basicas de funciones de transformacion, que frecuentemente se
usan para realizar caracteristicas en una imagen, las cuales son: lineal, logaritmi-

ca y potencia (para més detalles ver Singh et al. (2010)). Tratamos con estas
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transformaciones, pero no obtuvimos resultados favorables para nuestro objetivo,
que es identificar el borde del musculo pectoral en las diferentes formas como se
pueden aprecias las mamografias. Consideramos que se debe a la heterogeneidad
existente (tamano, forma, anomalias presentes, contraste, intensidad, entre otros).
Para solucionar este inconveniente, introducimos una nueva forma de realizar este

proceso, que fue utilizando como funcién de transformacién la distribucion Beta.

9(z,y) = BD [I(z,y); o, 0]

1 [y 1514
= — t* (1 —t)° " dt.
5o ) (

Esta nueva idea nace de las ventajas que tienen las diferentes formas que

(5.3)

toma la funcion debido a sus pardmetros. De esta manera, podemos ajustar los
parametros tanto como sea necesario para resaltar los pixeles donde se encuentra
el musculo pectoral dependiendo de la escala de gris de cada Mamografia.

Ahora, el problema se centra en ajustar de manera adecuada los pardmetros
de la distribucién Beta. En esta funcién tanto o como § son parametros de es-
tiramiento que nos ayudan a conseguir la transformacion adecuada. Estas trans-
formaciones se usan para comprimir o expandir los niveles de intensidad de cada
pixel. Por lo tanto, basados principalmente en la forma que toma la funcién, reali-
zamos un analisis exploratorio a diferentes mamografias, decidimos trabajar con el
pardmetro fijo @ = 5 y el parametro de ajuste 5 € [2,6]. En la Figura 5.5 podemos
observar como varia la forma de la distribucion Beta con estos pardametros.

Ademds, en las Figuras 5.6 (a), (b) vy (¢) podemos ver un ejemplo de una
Mamografia transformada con diferentes valores de .

A continuacion, resumimos el proceso realizado en los siguientes pasos:

1. Retomamos la imagen final del proceso anterior.
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Figura 5.5: Forma que toma la distribucién Beta con los pardmetros o =5y f € [2,6].

(a) (b) ()

Figura 5.6: Imagen transformada con los valores de 8 = {2, 4, 6} respectivamente, mdb042 de

mini-MIAS.
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. Basados en las dos primeras caracteristicas anatémicas mencionadas ante-
riormente, las cuales discuten sobre la homogeneidad de los niveles de gris
en el musculo y las diferencias existentes de la intensidad de gris entre la
regién del musculo y el tejido mamario, consideramos que el musculo pec-
toral puede separase del tejido mamario aplicando una transformaciéon de
intensidad con ayuda de la distribucién Beta, T' [ (z,y)] = BD [I(z,y); 5, 5],
donde el pardmetro 8 varia en la particiéon P = {2+ 0.1z, i = 0,...,40}.

En el paso 7 realizaremos el ajuste de este parametro.

. Para cada imagen k, calculamos la media de todos los pixeles distintos de

cero,
ng Ny

poe =35 ey, (5.4)

z=1 y=1
donde m es el nimero de pixeles distintos de cero de la imagen k.
. Para cada imagen k y cada 8 de la particion, seleccionamos en cada fila
de izquierda a derecha la primera coordenada (z,y) que sea menor a figj y

diferente cero.

. Teniendo en cuenta ahora las dos iltimas caracteristicas anatomicas, que
discuten sobre la forma aproximadamente triangular del misculo pectoral y
la disminucién de su ancho gradualmente de arriba a abajo, consideramos
realizar un proceso de seleccién con las coordenadas obtenidas en la salida del
paso anterior. Este proceso de seleccién consiste en aceptar cada coordenada,
si es menor o igual que el anterior. Estos puntos seleccionados forman un

borde rugoso inicial del musculo para cada valor de § y cada imagen k.

. Suavizamos por medio de un B-Spline cibico cada borde y asi obtenemos

una estimacion del borde del musculo pectoral. Las coordenadas de cada
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estimacién del borde seran: (mf&l, 1), (1/1572, 2),..., (xf/j,’nﬁyk, ngy), donde ngy

sera la longitud del borde para cada [ en cada imagen k.

7. En este paso, elegimos un valor de 8 de forma automatica para cada imagen.
Dicho valor se obtiene de modo que la estimacion del borde con este valor de
[ sea el borde que més se aproxime al borde real de acuerdo a la siguiente

expresion:
Br = max g (:z:gy -2,y)—g (xgy +2,y)] . (5.5)

8. Finalmente, ya teniendo ubicado la estimacién de borde del musculo, elimi-
namos la region del musculo pectoral y asi obtenemos una imagen donde

solo aparece el tejido mamario.

5.1.2. Resultados y discusién

Consideramos que utilizar la distribucién beta como una transformacion de inten-
sidad, proporciona un método eficaz para identificar el borde del mtsculo pectoral.
El pardmetro 8 juega un papel importante, ya que podemos ajustarlo tanto como
sea necesario en cada Mamografia hasta encontrar la estimacion del borde que mas
se aproxime al borde exacto del musculo. Realizamos varios estudios para anali-
zar el comportamiento de este parametro, y consideramos que la manera como lo
ajustamos fue bastante adecuada, ya que logra capturar en general la heteroge-
neidad existente en las mamografias. Un resultado empirico que logramos obtener
es que cuando el musculo pectoral tiene altos niveles de intensidad, el valor de 3
es pequeno y viceversa. También encontramos que cuando el tejido mamario esta
muy cerca o sobrepuesto al borde del musculo, el ajuste del parametro es bastante

sensible.
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() (d)

Figura 5.7: Ejemplo del proceso para eliminar el musculo pectoral, mdb012 de mini-MIAS.
(a) Imagen transformada con la estimacién de 5 = 3.5 encontrado en el paso 7. (b) Borde rugoso

inicial en azul. (¢) Estimacién de borde en rojo. (d) Imagen del seno sin musculo pectoral.
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El método propuesto fue probado con la base de datos mini-MIAS. Esta es un
conjunto de imagenes digitales reunida por “Mammographic Image Analysis So-
ciety (MIAS)”, http://peipa.essex.ac.uk/info/mias.html. Esta base de da-
tos contiene 322 imagenes digitales de mamografias de 200 pm/pixel, 8 bits/pixel
y tamano de 1024 x 1024 pixeles. La base de datos incluye imégenes con vista
MLO del seno izquierdo y derecho de la misma paciente, la clasificacion del tipo
de tejido, las coordenadas de las anormalidades (si las hay) y el tipo de severidad.
Estos resultados fueron desarrollados por expertos del tema por medio de estudios

clinicos, para més detalles ver Sukling et al. (1994).

Métodos de evaluacion

El rendimiento de nuestra propuesta se evalué por medio de dos métodos conocidos
en la literatura para este tipo de imégenes, que son: Tasa de aceptaciéon y el
Error de area normalizado, los cuales explicaremos a detalle a continuacion.
Comparamos los resultados obtenidos con trabajos previos que utilizaron la misma

mecanica de evaluacion y la misma base de datos. Este trabajo fue implementado

en R.

Tasa de aceptaciéon: Cada borde obtenido se organiza en las siguientes tres

categorias:

e Exacta: El borde estimado se ajusta exactamente en el margen pectoral.

Cualquier desviacién del margen es imperceptible o insignificante.

e Adecuada: La linea encontrada identifica el margen del musculo inexacta-

mente, pero con una precision suficiente para localizar el margen pectoral

(> 70%).
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e Inadecuada: El borde sugerido se ajusta de manera inexacta al margen pec-

toral o no logra encontrarlo.

La tasa de aceptacién la conforman las dos primeras categorias, Exacta y
Adecuada. Para este método, evaluamos las 322 imagenes, y la clasificacién obte-
nida la podemos apreciar en la Tabla 5.1. La tasa de aceptacién conseguida fue
del 95.34 %, y es importante resaltar que el porcentaje de resultados exactos es

bastante alto, con 91.61 %.

Categoria Cantidad Porcentaje Tasa de aceptacion

Exacta 295 91.61 %

95.34 %
Adecuada 12 3.73%
Inadecuada 15 4.66 %

Tabla 5.1: Clasificacién de la tasa de aceptacién del método propuesto.

Luego, en la Tabla 5.2 observamos la comparacion entre el método propuesto
y estudios anteriores, donde evaltian las 322 imagenes. Podemos apreciar un mejor

desempeno de nuestro método.

Referencias Tasa de aceptacion
Kwok et al. (2004) 83.9%

Li et al. (2013) 90.06 %
Método propuesto 95.34 %

Tabla 5.2: Comparacién entre el método propuesto y estudios anteriores.

El conocimiento previo de las caracteristicas anatémicas permitio adaptar el

algoritmo propuesto a mamografias donde el musculo pectoral podria tener dife-
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rente tamano, forma e intensidad en los niveles de gris. Por ejemplo, el método
mostro resultados exactos cuando el musculo pectoral era pequeno (Figura 5.8 (c))
o grande (Figura 5.8 (d)), incluso cuando la diferencia de los niveles de gris entre el
musculo pectoral y sus alrededores era baja, Como en la Figura 5.8 (a). Ademés,
en algunos casos, la compresion de la mama cuando se toma la Mamografia, puede
introducir ruidos que generan bordes del musculo pectoral falsamente reconoci-
dos. Sin embargo, en estos casos, el método también reconocié exactamente los
margenes como se muestra en la Figura 5.8 (b) y (e).

Los casos adecuados ocurrieron principalmente cuando el tejido mamario se
superponia al musculo pectoral y por lo tanto, el método no podia hacerlo exac-
tamente, como en la Figura 5.8 (f) y Figura 5.9 (g) y (h).

Existen algunas imagenes en los cuales la escala de gris dentro del musculo
pectoral es muy heterogénea, como se aprecia en la Figura 5.8 (i) y (j). Para
dichas imagenes nuestro método encontré bordes inadecuados. En otros imagenes,
la intensidad de los niveles de gris es muy alta y la diferencia entre la regién
pectoral y el tejido mamario es minima, lo cual no permitié encontrar el borde
muscular, como se muestra en la Figura 5.9 (k) y (1).

El uso de la tasa de aceptacion como método de evaluacion puede conducir a
discrepancias entre los diferentes autores, ya que lo que constituye un resultado
“aceptable” puede diferir significativamente entre especialistas, y se basa en la opi-
nion visual subjetiva con poco respaldo cuantitativo. Es por ello que consideramos

aplicar un segundo método de evaluacion, el cual presentamos a continuacion.

Error de area normalizado: Este método de evaluacién se basa en un conjun-
to particular de datos, utilizado para validar este tipo de estudios. El conjunto esta

compuesto por las coordenadas del margen del musculo pectoral de 84 imagenes
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(d) (e) (f)

Figura 5.8: Ejemplos de resultados exactos (a) mdb136 de mini-MIAS, (b) mdb095 de mini-
MIAS, (c) mdb070 de mini.MIAS, (d) mdb214 de mini-MIAS y (e) mdb161 de mini-MIAS.
Ejemplos de resultados adecuados (f) mdb226 de mini-MIAS.
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() (k) (1)

Figura 5.9: Ejemplos de resultados adecuados (g) mdb242 de mini-MIAS y (h) mdb285 de

mini-MIAS. Ejemplos de resultados inadecuados o no encontrados. (i) mdb040 de mini-MIAS,
(j) mdb066 de mini-MIAS, (k) mdb061 de mini-MIAS y (1) mdb318 de mini-MIAS.
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de la base de datos mini-MIAS. Estas coordenadas fueron marcadas por especia-
listas y se toman como los bordes reales, ver (Ferrari et al., 2004). Dichos datos
fueron amablemente proporcionados por el Dr. Ricardo Ferrari.

El error de area normalizado se construye a partir de porcentajes de pixeles
de falsos positivos (F'P) y falsos negativos (F'N). Tal como se define en Ferrari
et al. (2004), un F'P es un pixel que estd en la regién propuesta, pero no en la
region de referencia. Similarmente, un F'N es un pixel en la regién de referencia,
pero no en la regién propuesta. La proporcién de pixeles de falsos positivos (F Pr)
y la proporcién de pixeles de falsos negativos (F'Nj) para una imagen [ se calcula

por medio de las expresiones:

FP; = ﬁ ; max {O, Epro(y) - Eref(y)} )

(5.6)

FN, = ﬁ) Z s {0, Brey(y) — Epro(y)}

donde A(I) es el area del musculo pectoral en la Mamografia I marcado por los
especialistas, p es el nimero de filas donde el misculo pectoral aparece, E,.¢(y)
es la coordenada del borde en la fila y determinada por los especialistas y E,,,(y)
es la coordenada del borde en la fila y determinada por el método propuesto. El
error medio de F'P y FN para el conjunto de imdgenes I = {1,..., N} se obtiene

por medio de las expresiones:
=t (5.7)

La comparacion del rendimiento a través de este método de evaluacion, entre

el método propuesto y estudios anteriores la podemos observar en la Tabla 5.3.
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Esta tabla se compone de los resultados obtenidos al calcular el error medio tanto
de F'P como de FFN. Ademas, contiene ciertos conteos especificos que involucran
los porcentajes de F'P; y FNj.

A continuacién presentamos un breve resumen de los resultados obtenidos por
los otros autores. En la transformacién de Hough, Ferrari et al. (2004), el error
medio de falsos positivos es aceptable, pero el error medio de falsos negativos es
en gran medida mayor que todos los otros métodos. Ademds, aproximadamente el
79 % de los resultados se encuentran en el rango de mayor error. En el método que
utiliza “Gabor wavelets”, Ferrari et al. (2004), el error medio de falsos positivos
es el mejor de todos los métodos comparados y el error medio de falsos negativos
también es bueno. Sin embargo, mas del 26 % de los resultados tienen un error
entre 0.05 y 0.10, y més del 20% de los resultados se encuentran en el rango
de mayor error. En el algoritmo AP, Ma et al. (2007), el error medio de falsos
positivos es el mayor de todos los métodos y el error medio de falsos negativos es
también alto, (aunque en un rango comparable con los otros métodos). Ademas,
aproximadamente el 6 % de los resultados estan en el rango de mayor error. Sin
embargo, este método tiene aproximadamente el 59 % de resultados con menor
error. En el método de “Graph cut”, Camilus et al. (2010), el error medio de
falsos positivos es muy bueno (muy cerca del mejor resultado obtenido en esta
evaluacién), y el error medio de falsos negativos tiene un rango comparable con
los otros métodos. La distribucién de las cantidades del error es aceptable, y
ademas no obtiene resultados en el rango de mayor error. En el método .S, Li
et al. (2013), el error medio de falsos positivos es bueno, el error medio de falsos
negativos tiene un resultado comparable con los otros métodos, la distribucion de
las cantidades del error es aceptable y no obtiene ningtin resultado en el rango de

mayor error.
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En lo que sigue, presentamos un resumen del rendimiento obtenido por el
método propuesto. El error medio de falsos positivos es bueno y el error medio
de falsos negativos es el mejor comparado con los deméas métodos. Ademas, con-
seguimos la mayor cantidad de resultados con menor error, aproximadamente el

62 % y no obtuvimos ningtn resultado en el rango de mayor error.

5.1.3. Conclusiones

La etapa de pre-procesamiento es una tarea importante y compleja. Como men-
cionamos al principio, un mal pre-procesamiento o inclusive no realizar este paso,
conlleva a sesgos significativos en los procedimientos de diagnodstico, ya que en
muchos casos las mamografias presentan la misma intensidad de grises tanto en
el musculo pectoral como en las anormalidades. Para superar esta limitacion, en
este trabajo se desarrollé un enfoque automético para eliminar tanto el ruido en
el fondo de la imagen como la regiéon del musculo pectoral.

El método propuesto, el cual aprovecha algunas caracteristicas anatémicas, es
bastante sencillo de implementar computacionalmente. El uso de la distribucién
Beta como funcién de transformacion de intensidades, proporcioné una visién
novedosa con resultados bastante favorables.

El algoritmo propuesto fue evaluado con 322 imagenes digitales de mamo-
grafias de la base de datos mini-MIAS, consiguiendo una tasa de aceptacion del
95.34 %. Ademas se determing el error de drea normalizado con un conjunto de 84
imagenes digitales de mamografias, las cuales tienen las coordenadas del borde del
musculo pectoral marcadas por especialistas. Mediante dicho método conseguimos
resultados favorables, tales como el menor error medio de falsos negativos y la ma-

yor cantidad de resultados con menor error, comparado con los demas métodos.
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Ademas y no se obtuvo ningin resultado en el rango de mayor error. Nuestros
resultados demuestran claramente que el método propuesto puede ser utilizado
satisfactoriamente como un paso de pre-procesamiento para trabajos adicionales

en el Analisis de mamografias.

5.2. Segmentacion

La fase de segmentacién es la que aisla las regiones sospechosas del resto de la
imagen. Este proceso determinara la sensibilidad del sistema, esto es, su capacidad
para detectar correctamente el tejido canceroso. La segmentacion deberia aislar el
mayor niumero posible de anomalias, aunque aun en esta etapa se permite encon-
trar regiones correspondientes a tejido sano, las cuales deberan ser descartadas
en una fase posterior. Por lo tanto, cuando se trabaja con imagenes digitales de
mamografias en la deteccion de lesiones, lo habitual es tratar de diferenciar entre
dos clases: tejido con lesion y tejido normal. Aunque discriminar inicamente entre
dos clases puede parecer una reduccién de la complejidad del problema, realmente
no lo es, especialmente porque el tejido normal tiene apariencias muy variables, y
discriminar este tipo de tejido suele ser una tarea bastante compleja. En la Figura
5.10 podemos ver un ejemplo del trabajo que se desea realizar.

La mayoria de los métodos de segmentacién pueden ser vistos como problemas
de optimizacion, donde la solucién deseada es la que minimiza alguna funcién de
costo, definida para una aplicacién en particular. La ventaja de ver la segmen-
tacion como un problema de optimizacion es que define de manera precisa los
aspectos deseables.

En este paso, tenemos un trabajo parcial realizado, donde incorporamos las

herramientas de FDA, las cuales esperemos nos brinden apoyo para proponer un
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Figura 5.10: Ejemplo de un proceso de segmentacién.

mecanismo novedoso y optimo en esta etapa. Discutiremos brevemente a conti-
nuacion el trabajo realizado hasta el momento, asi como el desempeno encontrado,

el cual es bastante prometedor.

5.2.1. Ideas trabajadas

Es importante resaltar que este es solo un trabajo parcial, el cual esta en desarrollo.
Para cada imagen pre-procesada, definiremos D a la matriz de informacién y
creamos un arreglo de matrices de vectores de incrementos. La idea es encontrar
los incrementos de cada pixel con respecto a sus 24 vecinos mas cercanos. Dichos
vecinos son buscados de manera particular, es decir, creamos ventanas de tamano
5x5, y calculamos los incrementos respecto al pixel central en cada ventana. Este

proceso es realizado a cada pixel.
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Para cada fila j de la matriz D, creamos en una matriz que denominamos A,

donde se guardan los vectores de incrementos.
Vd;; = aiy = (a1, aip; - - Gi24) - (5.8)

De esta manera, en cada imagen k, tendremos un arreglo de matrices Aﬁ -

Estos vectores de incrementos son los elementos que deseamos tratar como
datos funcionales. Calculamos la norma Ly de cada vector y lo guardamos en una
matriz N, definida como:

ni; = ||Vd;,

|2 (5.9)

Notemos que un valor n; ; grande es indicio de la presencia del borde de una
anomalia, mientras que valores pequenos indican uniformidad en la intensidad de
una region. Por lo tanto, consideramos que nuestro interés radica en los vectores
con norma grande, es decir, aquellos vectores donde hay un cambio significativo
de color.

En un primer anélisis, hicimos un filtro y nos quedamos solo con los vectores
que tienen norma mayor a 0.5. Con los vectores seleccionados, podemos localizar
los pixeles asociados a ellos, y asi buscar informacion relevante que nos pueda
servir en el proceso de segmentacion. En la Figura 5.11 presenta algunos ejemplos,
donde se observa en la parte superior, la imagen de la mamografia con los pixeles

resaltados mediante el proceso antes descrito. Ademds, en la parte inferior de
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Figura 5.11: Algunos resultados obtenidos. (a) mdb081 de mini-MIAS , (b) mdb272 de mini-
MIAS y (¢) mdb102 de mini-MIAS.

cada mamografia, esta la imagen del comportamiento de los vectores de derivadas
direccionales asociados a ella.

En los resultados obtenidos con esta primera idea, observamos patrones in-
teresantes, ya que se logra apreciar que los pixeles seleccionados estan asociados
a alguna anomalia y a su vez, existe una relacion importante entre la anomalia

presente y la forma que toman sus vectores direccionales. El proceso a seguir es
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agregar herramientas de la literatura de FDA, para aprovechar la mayor cantidad
de informacién que nos puedan brindar estos vectores, y asi obtener una propuesta

solida para la etapa de segmentacion.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

6.1. Conclusiones generales

El Analisis de datos funcionales es una rama de la estadistica extensa y compleja
que aborda gran variedad de problemas y encierra distintos enfoques dentro de
ella. Aunque un estudio detallado en un trabajo de esta indole es dificil de lo-
grar, se ha realizado un esfuerzo de sintesis para dar una visiéon general y actual
de las caracteristicas, metodologias y problematicas del area, colocando la mayor
relevancia en clasificacion supervisada, tema donde se desarrolla esta tesis. De
la revision bibliografica se deduce que FDA es un campo de gran interés y en
expansion, como muestra el creciente niimero de publicaciones y aplicaciones. La
importancia del Analisis de datos funcionales radica en gran medida en el valor y
alcance de los indicadores o magnitudes con naturaleza funcional. Este tipo de da-
tos se encuentran cada vez mas en areas como la Medicina, Biomecanica, Quimica,
Econometria, Genética, Geofisica, Meteorologia, Geologia, entre otras. Ademads,
FDA es un campo de investigacion relativamente reciente debido a los avances
tecnologicos recientes, los cuales permiten capturar cantidades cada vez mas gra-

des y con mayor precisién. Por lo tanto, todavia existe trabajo pendiente, tanto
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en aspectos tedricos y computacionales, como en nuevas lineas de investigacion.

En esta tesis se presentaron dos propuestas para el mejoramiento del desem-
peno de clasificadores funcionales, las cuales son: Boosting con clasificadores fun-
cionales y Boosting estructura funcional.

En el primer trabajo, adaptamos algunos clasificadores funcionales, logrando
incorporarlos en ciertos algoritmos Boosting. Estas adaptaciones son ideas no-
vedosas propuestas, las cuales fueron estudiadas analiticamente y desarrolladas
computacionalmente. Para esto, tuvimos que estudiar el lugar exacto para reali-
zar la ponderacién, logrando obtener el mismo efecto que proponen los algoritmos
Boosting. En la segunda investigacion, modificamos algunos algoritmos Boosting
extendiendo su aplicabilidad a datos funcionales. Estas modificaciones fueron es-
tudiadas, buscando obtener la misma estructura del algoritmo para datos multi-
variados, pero pudiendo incorporar datos funcionales. Esto nos llevo a trabajar
con procesos de datos funcionales conocidos en la literatura, pero nunca antes
relacionados con algoritmos Boosting.

Los resultados obtenidos con los dos trabajos de investigacién muestran un
camino novedoso y prometedor. Observamos que cuando nos enfrentamos a datos
dificiles de discriminar, nuestras propuestas siempre lograron mejoras significati-
vas. Ademads, cuando se trabajé con datos reales, conseguimos siempre mejores
resultados que los reportados en las referencias consultadas. Por lo tanto, si bien
se trata de trabajos donde ain hay bastante por concretar tanto en la parte tedri-
ca como en la computacional, se puede concluir que esta linea de investigaciéon es
perfectamente aplicable a datos funcionales y abre una puerta a un mayor estudio
en el ambito funcional.

Por otra parte, el estudio que se inicié sobre Analisis de imagenes digitales de

mamografias, forma parte del problema en particular que trabajamos, tomando
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como dato funcional las imagenes. Pudimos desarrollar un método automatico y
sencillo de implementar computacionalmente, para la etapa de pre-procesamiento,
con resultados satisfactorios. Ademds, se encuentra en desarrollo una propuesta
para las demas etapas, con el fin de obtener un método con un desempeno favo-
rable en la clasificacion automéatica de anomalias presentes en una mamografia.
Consideramos que el Analisis de imdgenes mediante las técnicas de FDA, abre un

linea de investigacion importante para la utilidad de dichas técnicas.

6.2. Trabajos futuros

En este trabajo nos hemos enfocado principalmente en clasificacién supervisada
de datos funcionales. Concretamente, hemos trabajado en el mejoramiento del
desempeno de clasificadores funcionales, lo que abre varias lineas de estudio a
tener en cuenta.

El trabajo realizado con los algoritmos Boosting se ha aplicado directamente
a ciertos algoritmos y los resultados son tinicamente empiricos. Por lo tanto, uno
de los primeros esfuerzos de investigacion es precisar desde un marco formal, si
la teoria existente para datos finito dimensionales se puede extender para datos
funcionales. Ademas, si es posible, buscar nuevos resultados tedricos para este tipo
de datos.

Por otra parte, es necesario precisar las caracteristicas de cada método, bus-
cando ampliar su aplicabilidad con otros algoritmos. Para concluir, aunque soélo
se ha tocado tangencialmente en este trabajo, otro tema interesante es el estudio
para formalizar la definicién de clasificador base para datos funcionales. De los
experimentos realizados no se puede extraer dicha definicién, ya que no estaban

encaminados a tal efecto. Sin embargo se puede, tratar de obtener una definicion
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formal de clasificador base, buscando estructurar una teoria de Boosting para
datos funcionales.

Finalmente, en el trabajo realizado sobre Andlisis de imagenes, es necesario
concretar las ideas desarrolladas en la etapa de segmentacién, para continuar con
la extraccion de caracteristicas, pero desde un punto de vista funcional, igualmente
en la etapa de clasificacion. Esperamos que la inclusion de las técnicas de FDA en
este problema, conlleve a desarrollar nuevos mecanismos que abran paso a nuevas

lineas de investigacion.
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