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Introducción

Los supercuantiles son herramientas útiles para modelar y optimizar riesgos y son tan funda-

mentales para la descripción de una variable aleatoria como la función de distribución [8]. Tan es

aśı, que se puede recuperar la función cuantil correspondiente a través de la diferenciación, y son

duales a la función superesperanza, que son funciones convexas de las cuales se exponen también

sus propiedades y su relación con los cuantiles.

La gran relevancia de los supercuantiles en el análisis de riesgos deriva de su ‘coherencia’

y ‘regularidad’ (Caṕıtulo 2) cuando se considera como una medida del riesgo de una variable

aleatoria. Estas propiedades hacen que los supercuantiles sean adecuados como representaciones

escalares de una variable aleatoria en la toma de decisiones con aversión al riesgo.

En [5] se conjuntan estos conceptos, dando origen la función supercuantil y la función superes-

peranza, que son el tema central de este trabajo.

El propósito de esta tesis es exponer elementos del Análisis Convexo y mostrar algunas apli-

caciones de esta teoŕıa a la estad́ıstica, más concretamente en el ajuste de densidad a un conjunto

de datos. La organización de este trabajo se expone a continuación.

El caṕıtutlo 1, tomado de [5] pone de manifiesto las relaciones monótonas y las relaciones

monótonas maximales, además de la relación existente con funciones no decrecientes; en concreto, se

estudia cómo obtener una función no decreciente dada una relación monótona maximal y viceversa.

En el Caṕıtulo 2 se definen las funciones supercuantil y superesperanzas, las cuales juegan un

papel muy importante dentro de este trabajo. Aunado a esto, se describe la relación existente entre

ellas v́ıa la transformada de Legendre. Se da un apartado de dominación estocástica y medidas de

riesgo, y se presenta a la función supercuantil como una medida de riesgo.

En nuestro objetivo de aplicar estos conceptos al ajuste de densidad, en el Caṕıtulo 3 se definen

los epi-splines, que son una herramienta de aproximación de curvas dado un conjunto de datos. Este

método se aplicará para aproximar la función supercuantil, y estas aproximaciones se utilizarán
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para aproximar la función de densidad.

En el Caṕıtulo 3 se definen los epi-splines, que son una herramienta de aproximación de curvas

dado un conjunto de datos. Este método se aplicará para aproximar la función supercuantil, que a

su vez, se utilizará para aproximar a la función de densidad subyacente de un conjunto de datos.

El Caṕıtulo 4 describe expĺıcitamente la forma de implementar la teoŕıa expuesta en los Caṕıtu-

los 1 y 2, además de aplicar los epi-splines en la aproximación de la función supercuantil asociada

a un conjunto de datos.

El Caṕıtulo 5 describe expĺıcitamente cómo estimar la función de densidad subyacente de un

conjunto de datos, a partir de la información obtenida de la función supercuantil y de ciertas

restricciones que se irán imponiendo a dicha función de densidad.

Finalmente, se concluye este trabajo exponiendo las bondades de este método de aproximación

de las funciones supercuantil y función de densidad de probabilidad, respectivamente. Asimismo,

se exponen algunos aspectos que no se realizaron en esta tesis por la limitación de tiempo.



Caṕıtulo 1

Antecedentes de análisis convexo

Un aspecto importante de las variables aleatorias son sus funciones de distribución. A su vez,

estas funciones pueden ser identificadas con relaciones monótonas maximales. Tales relaciones son

subdiferenciales de funciones convexas. El análisis de estas conexiones conlleva a nuevos conoci-

mientos. La operación de inversión entre las funciones de distribución y las funciones cuantiles

corresponde a la inversión gráfica de las relaciones monótonas. En términos de subdiferenciales,

corresponde al paso para conjugar funciones convexas bajo la transformación de Legendre-Fenchel.

Por tal motivo, en este caṕıtulo se revisan algunos aspectos sobre relaciones monótonas y funciones

convexas asociadas con ellas.

1.1. Relaciones monótonas y monótonas

maximales

Definición 1 Un conjunto Γ = {(x, p) | (x, p) ∈ R× R} se dice que da una relación monótona si

(x1 − x2)(p1 − p2) ≥ 0 ∀ (x1, p1), (x2, p2) ∈ Γ.

La simetŕıa en los papeles de las dos variables de la relación monótona, tiene como consecuencia

que si Γ es una relación monótona, entonces, la relación inversa Γ−1 = {(p, x)|(x, p) ∈ Γ} también

es una relación monótona.

A continuación se presenta el concepto de relación monótona maximal. Dicho concepto fue

introducido en 1960 por Minty [1] en el estudio de las relaciones entre variables como corriente y
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voltaje en redes eléctricas y sus análogos en otros tipos de redes.

Definición 2 Una relación monótona Γ es maximal si no existe relación monótona Γ′ tal que

Γ ⊂ Γ′ con Γ 6= Γ′.

En palabras, una relación monótona γ es maximal si no se puede ampliar sin destruir el orden

total. Para una exposición más detallada de la teoŕıa de relaciones monótonas maximales véase

[2].

1.2. Conexión entre relaciones monótonas

maximales y funciones no decrecientes

Suponga que γ : (−∞,+∞)→ [−∞,+∞] es no decreciente y no idénticamente −∞ ni idénti-

camente +∞. Entonces, del cálculo diferencial se sabe que en cualquier punto de su dominio, los

ĺımites laterales existen

γ−(x0) = ĺım
x→x0−

γ(x), γ+(x0) = ĺım
x→x0+

γ(x), (1.1)

con γ−(x0) ≤ γ(x0) ≤ γ+(x0). γ+ y γ− definen funciones que son continuas por la izquierda y por

la derecha, respectivamente.

En relación con lo anterior, se obtiene una relación monótona maximal Γ al tomar

Γ =
{

(x, p) ∈ R× R | γ−(x) ≤ p ≤ γ+(x)
}
.

Rećıprocamente, dada una relación monótona maximal Γ, se puede definir

γ−(x) = mı́n {p | (x, p) ∈ Γ} para x ∈ domΓ,

γ+(x) = máx {p | (x, p) ∈ Γ} para x ∈ domΓ,

γ−(x) = γ+(x) = −∞ en puntos x a la izquierda de domΓ (si los hay),

γ−(x) = γ+(x) = +∞ en puntos x a la derecha de domΓ (si los hay),

para obtener un par de funciones no decrecientes γ− y γ+, continuas por la izquierda y por la

derecha, respectivamente.



1.3. Subdiferenciación de funciones convexas

En esta sección se explica la conexión entre las relaciones monótonas maximales y la subdife-

renciación de funciones convexas.

Definición 3 Una función propiamente convexa sobre (−∞,+∞) es una función f : (−∞,+∞)→

(−∞,+∞], tal que f 6≡ +∞ y satisface

f([1− τ ]x+ τy) ≤ [1− τ ]f(x) + τf(y) para todo τ ∈ (0, 1) y todo x, y.

Definición 4 Una función propiamente convexa es cerrada si sus conjuntos de nivel, a saber,

{x | f(x) ≤ c}, son conjuntos cerrados, para todo c ∈ R.

Definición 5 El epigrafo de una función f : Rn → R es el conjunto

epi(f) = {(x, µ) |x ∈ Rn, µ ∈ R, f(x) ≤ µ < +∞} .

La relación entre funciones propiamente convexas y su epigrafo es el siguiente teorema.

Teorema 1 Una función propiamente convexa es cerrada si y solo si epi(f) es un conjunto cerrado

en Rn+1.

Dado que una función f : R → R finita convexa sobre un intervalo abierto es necesariamente

continua, una función propiamente convexa ha de ser continua excepto quizás en los puntos finales

de domf . Por lo tanto, que f sea cerrada sólo se refiere al comportamiento en esos extremos.

Para una función propiamente convexa f y cualquier x0 ∈ domf , las derivadas por la izquierda

y por la derecha de f , a saber,

f ′−(x0) = ĺım
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0

, f ′+(x0) = ĺım
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0

,

existen, en virtud de que la función definida mediante la regla

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0

∀ x 6= x0,

es no decreciente, y además f ′−(x0) ≤ f ′+(x0). Por otro lado, la función ∂f(x) definida como



∂f(x) =

 {p ∈ R | f ′−(x0) ≤ p ≤ f ′+(x0)} si x ∈ domf,

∅ si x 6∈ domf,

es llamada la subdiferencial de f . El hecho clave que relaciona el subdiferencial de una función y

las relaciones monótonas, es el siguiente:

Teorema 2 Para una función cerrada propiamente convexa, la gráfica de la función ∂f , a saber

gph(∂f) = {(x, p) | p ∈ ∂f(x)} ,

es una relación monótona maximal Γ. Aún más, cualquier relación monótona maximal Γ es la

gráfica de ∂f , para alguna función cerrada propiamente convexa f , y tal función f está determinada

únicamente salvo por una constante aditiva.

1.4. Transformada de Legendre de funciones convexas

El siguiente concepto es de gran relevancia el análisis convexo y se utilizará para mostrar la

relación existente entre las funciones supercuantil y superesperanza.

Definición 6 La transformada de Legendre de una función f : I → R definida sobre un intervalo

I ⊂ R es la función

f ∗(t) = sup
x∈I
{tx− f(x)}. (1.2)

Como lo muestra el siguiente teorema, la transformada de Legendre de una función convexa es

involutiva (su cuadrado es la transformación identidad).

Teorema 3 Si en la ecuación (1.2) la función f es propiamente convexa sobre (−∞,+∞), la

transformada Legendre define una función cerrada propiamente convexa f ∗ sobre (−∞,+∞) tal

que

f(x) = sup
p
{xp− f ∗(p)} = (f ∗)∗(x).

El paso de f a f ∗ es la transformación de Legendre.



1.5. Relación entre funciones convexas y segundas deriva-

das

Que una función cerrada propiamente convexa f sea dos veces diferenciable en x ∈ domf ,

significa que las funciones derivadas laterales, f ′− y f ′+, coinciden en x. Gráficamente, en términos

de la relación monótona Γ = ∂f , una formulación equivalente es: existe un único punto p tal que

(x, p) ∈ Γ, en donde la ĺınea tangente a Γ en ese punto es no vertical. Aqúı, f ′(x) = p y la pendiente

de la tangente es f ′′(x). Por supuesto, esta pendiente debe ser no negativa.

Definición 7 Un punto (x, p) de Γ es llamado no singular si existe una ĺınea tangente en dicho

punto que es no vertical y no horizontal.

Esto significa que f tiene una segunda derivada diferente de cero en x.

Teorema 4 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es derivable en un punto x tal que f ′(x) = p y f ′′(x) > 0,

(ii) (x, p) es un punto no singular de Γ,

(iii) (p, x) es un punto no singular de ∆ = Γ−1,

(iv) f ∗ cumple (f ∗)′(p) = x, (f ∗)′′(p) > 0 y además (f ∗)′′(p) = 1/f ′′(x).

1.6. Convergencia de conjuntos en R2

Finalmente, se exponen las nociones de convergencia que conciernen al análisis convexo. Esta

teoŕıa de convergencia se expone para el caso R2 porque es todo lo que se requiere para este trabajo,

sin embargo, una teoŕıa completa en dimensiones finitas se expone en [2].

Definición 8 Para un subconjunto cerrado no vaćıo S ⊆ R2 y u ∈ R2, se define la distancia del

conjunto S a u como

dS(u) = mı́n
w∈S
‖u− w‖ para la norma euclidiana ‖ · ‖. (1.3)



Se está interesado en decidir cuándo sucesiones de subconjuntos cerrados no vaćıos Sk ⊆ R2

convergen a un subconjunto S ⊆ R2 cuando k →∞; esta convergencia se dice ser en el sentido de

Kuratowski-Painvelé.

Aunque hay numerosas caracterizaciones de este tipo de convergencia, llamada convergencia de

conjuntos o convergencia gráfica [2], es suficiente concentrarse en la siguiente definición particular:

Definición 9 ĺımk→∞ Sk = S ⇐⇒ ĺımk→∞ dSk
(u) = dS(u) para cualquier u ∈ R2.



Caṕıtulo 2

Variables aleatorias y relaciones

monótonas

Este caṕıtulo muestra que la convergencia en distribución de una sucesión de variables aleatorias

es equivalente a la convergencia gráfica de las relaciones monótonas. Asimismo, se presentan dos

nuevas funciones que tienen el protagonismo de este trabajo, la función supercuantil y la función

superesperanza, cuya relación también se exponen. Asimismo se aplican los resultados expuestos

en el Caṕıtulo 1 a variables aleatorias. En lo que resta de este trabajo, a menos que se diga lo

contrario, se asume que la esperanza de cualquier variable aleatoria X existe y es finita.

2.1. Representación de la esperanza en términos de la fun-

ción cuantil.

El valor esperado de una variable aleatoria X sobre el espacio de probabilidad (Ω,F , P ) es la

integral de X respecto a la medida P ,

EX =

∫
XdP =

∫
Ω

X(ω)P (dω).

Suponga que X tiene distribución F . Si g es una función real de variable real, por la fórmula

de cambio de variable expuesta en [3]
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E[g(X)] =

+∞∫
−∞

g(x)F (dx).

Una expresión de la misma esperanza en términos de la función cuantil QX en lugar de la

función de distribución F es:

E[g(X)] =

1∫
0

g(QX(p))dp,

en virtud del teorema [3]1. En particular,

EX =

+∞∫
−∞

xF (dx) =

1∫
0

QX(p)dp,

E|X|r =

+∞∫
−∞

|x|rF (dx) =

1∫
0

|QX(p)|rdp, para r ≥ 1.

2.2. Relaciones monótonas inducidas por funciones de dis-

tribución y funciones cuantiles.

La función de distribución FX de una variable aleatoria es continua por la derecha y no de-

creciente; su contraparte QX , es no decreciente y continua por la izquierda. De la Sección 1.2, la

relación monótona

ΓX =
{

(x, p) ∈ R× R |F−X (x) ≤ p ≤ FX(x)
}

es maximal.

Si se extiende QX fuera del intervalo (0, 1) mediante

QX(1) = ĺım
p→1−

QX(p), QX(p) = +∞ para p > 1, QX(p) = −∞ para p ≤ 0,

1Caṕıtulo 3, Teorema 16.13.



se obtiene una función no decreciente continua por la izquierda sobre R que además cumple que

Q+
X(0) = ĺım

p→0+
QX(p)

Q+
X(1) = ∞.

Aśı, la relación

∆X =
{

(p, x) ∈ R× R |QX(p) ≤ x ≤ Q+
X(p)

}
es una relación monótona maximal.

Estas relaciones, ΓX y ∆X son inversas, es decir:

(x, p) ∈ ΓX ⇐⇒ (p, x) ∈ ∆X , es decir, ∆X = Γ−1
X y ΓX = ∆−1

X .

2.3. Función supercuantil

Comúnmente una variable aleatoria real X se caracteriza por su función de distribución FX :

R→ [0, 1], la cual es continua por la derecha y está dada por

FX(x) = P (X ≤ x) para x ∈ R.

Una caracterización equivalente se da en términos de la función cuantil QX : (0, 1)→ R continua

por la izquierda expresada como

QX(p) = mı́n {x |FX(x) ≥ p} para p ∈ (0, 1).

Si FX es estrictamente creciente, es claro que QX(p) = F−1
X (p) ya que su inversa existe y además,

FX se puede construir a partir del conocimiento de QX por medio de la fórmula

FX(x) =


máx {p |QX(p) ≤ x} para x ∈ (́ınf QX , supQX ],

1 para x > supQX ,

0 para x ≤ ı́nf QX .

Otra descripción de una variable aleatoria X se da en términos de la función supercuantil



Q̄X : (0, 1)→ (−∞,+∞] donde

Q̄X(p) = esperanza en la distribución de la p-cola superior de X, para p ∈ (0, 1).

Aqúı la esperanza se refiere a la distribución de probabilidad sobre [QX(p),+∞), la cual en el caso

de que FX(QX(p)) = p, es la distribución condicional de X sujeto a X ≥ QX(p).

De forma equivalente, la función supercuantil está dada por

Q̄X(p) =
1

1− p

∫ 1

p

QX(y)dy para p ∈ (0, 1). (2.1)

Esta expresión pone de relieve una conexión entre los cuantiles y los supercuantiles, siendo esta

última una “media” de la primera. Para una explicación de la equivalencia entre las dos fórmulas

consúltese a Rockafellar y Royset [5]. Como QX es no decreciente, continua por la izquierda con

a lo más una cantidad numerable de saltos, QX es Lebesgue medible. Además, el integrando en

(2.1) está acotado inferiormente por QX(p), y por tanto la integral está bien definida, aunque el

valor puede ser infinito. Para p = 0 y p = 1 es natural extender la definición al hacer

Q̄X(0) = E[X] y Q̄X(1) = supX,

lo que nos lleva a una función continua en [0, 1], donde la primera afirmación requiere que la

esperanza esté bien definida y la segunda implique el supremo esencial2.

2.4. Función superesperanza

Se define la función superesperanza EX : R→ R asociada con una variable aleatoria X por

EX(x) = E[máx{x,X}] =

+∞∫
−∞

máx{x, y}FX(dy) =

1∫
0

máx{x,QX(p)}dp,

2Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida y f : Ω→ R̄ una función Borel medible. Sea a ∈ R y defina

Ma = {x | f(x) > a}
A0 = {a ∈ R | µ(Ma) = 0}.

El supremo esencial de f es
ess sup f := ı́nf A0.



donde el valor EX(x) se denomina la superesperanza de X en el nivel x y la última igualdad se

sigue de la fórmula de cambio de variable expuesta en [3].

Del siguiente teorema, es clara la conexión entre la función superesperanza EX y ΓX ; aqúı se

utiliza la notación ∂EX para denotar el subdiferencial de EX y gph(∂EX) la gráfica correspondiente.

Teorema 5 (Caracterización de superesperanza) La función superesperanza EX para una

variable aleatoria X tal que E|X| < +∞ es una función convexa finita no decreciente en R con

las siguientes propiedades:

(i) ΓX = gph(∂EX),

(ii) FX(x) = E ′X(x+)3,

(iii) EX(x)− x ≥ 0, ĺımx→+∞[EX(x)− x] = 0, y ĺımx→−∞EX(x) = E[X].

(iv) Para cualesquiera variables aleatorias X0, X1 con E|X0| < +∞ y E|X1| < +∞,

EX(x) ≤ (1− λ)EX0(x) + λEX1(x) cuando X = (1− λ)X0 + λX1, 0 < λ < 1.

Además, cualquier función convexa f en R con las propiedades

f(x)− x ≥ 0, ĺım
x→+∞

[f(x)− x] = 0, ĺım
x→−∞

f(x) = un valor finito,

es una función superesperanza para una variable aleatoria X tal que E|X| < +∞.

2.5. Conexión entre la función supercuantil y superespe-

ranza

La conexión entre la función superesperanza y la función supercuantil surge de la transformada

de Legendre. El siguiente teorema proporciona una expresión para la función conjugada de EX y

sus propiedades. En esencia, el resultado se estableció en [6] y [7].

3E′
X(x+) es la derivada por la derecha de EX .



Teorema 6 (Dual de las superesperanzas) La función cerrada propiamente convexa E∗X so-

bre R que es conjugada de la función superesperanza EX para una variable aleatoria X tal que

E|X| < +∞ está dada por

E∗X(p) =



−(1− p)Q̄X(p) si p ∈ (0, 1),

−E[X] si p = 0,

0 si p = 1,

∞ si p 6∈ [0, 1].

E∗X tiene las siguientes propiedades:

(i) ∆X = gph(∂E∗X).

(ii) QX(p) = derivada por la izquierda de E∗X en p.

(iii) E∗X es continua en [0, 1] con

ĺım
p→1−

(1− p)Q̄X(p) = 0, ĺım
p→0+

Q̄X(p) = E[X].

Además, cualquier función finita g en R que sea convexa y continua en [0, 1] que satisfaga

g(p) =

 0 si p = 1

∞ si p 6∈ [0, 1],

es la conjugada de una función superesperanza para alguna variable aleatoria X.

La conjugada E∗X está únicamente determinada por la función supercuantil Q̄X . No sólo eso, sino

que también EX , FX , QX , ΓX y ∆X se pueden reconstruir a partir del conocimiento de Q̄X (véase

[7]). Además, las siguientes propiedades de una función ḡ sobre (0, 1) son necesarias y suficientes

para que ḡ = Q̄X para una variable aleatoria X tal que E|X| <∞:

(1− p)ḡ(p) es cóncava en p con ĺım
p→1−

(1− p)ḡ(p) = 0, ĺım
p→0+

ḡ(p) = un valor finito.

El siguiente ejemplo es de ayuda para ilustrar los conceptos [5].

Sea X distribúıda exponencialmente con parámetro λ > 0. Entonces la función de distribución

es FX(x) = 1− e−λx, la función superesperanza es



EX(x) =

 x+ 1
λ
e−λx si x ≥ 0

1
λ

si x < 0,

y la función superesperanza conjugada es

E∗X(p) = (1/λ)(p− 1)(1− log(1− p)) para p ∈ [0, 1).

Las funciones cuantil y supercuantil en (0, 1) están dadas por

QX(p) = −(1/λ) log(1− p), Q̄X(p) = (1/λ)[1− log(1− p)].

Estos resultados proporcionan nuevas estimaciones para trabajar con supercuantiles, como lo

muestra el siguiente teorema expuesto en [5].

Teorema 7 (Estimaciones de supercuantiles) Para p ∈ [0, 1) se tiene

(i) |Q̄X(p)− Q̄Y (p)| ≤ 1
1−pE|X − Y | siempre que E|X| < +∞, E|Y | < +∞.

(ii) E[X] ≤ Q̄X(p) ≤ E[X] + 1√
1−pσ(X) siempre que E[X2] < +∞, σ(X) =desviación estándar.

El desarrollo anterior permite caracterizaciones alternativas de la noción clásica de convergencia

en distribución para una sucesión de variables aleatorias. De nuevo, la función supercuantil juega

un nuevo papel.

2.6. Convergencia en distribución y su relación con la con-

vergencia gráfica

A modo de repaso, una sucesión de variables aleatorias Xk converge en distribución a una

variable aleatoria X si FXk
(x)→ FX(x) en todos los puntos de continuidad x de FX .

El siguiente teorema expone la equivalencia de distintos tipos de convergencia, como lo es la

convergencia gráfica y la convergencia en distribución.

Teorema 8 (Caracterización de convergencia en distribución) Sea X, Xk variables alea-

torias con E|X| < +∞, E|Xk| < +∞, k = 1, 2, . . . Entonces, las siguientes condiciones son equi-

valentes:



(i) Xk converge en distribución a X.

(ii) ΓXk
converge gráficamente a ΓX .

(iii) ∆Xk
converge gráficamente a ∆X .

(iv) QXk
(p)→ QX(p) en todos los puntos de continuidad p de QX en (0, 1).

(v) EXk
→ EX(x) para todo x ∈ R.

(vi) Q̄Xk
(p)→ Q̄X(p) para todo p ∈ (0, 1).

2.7. Dominación estocástica

A continuación se expone una breve discusión de dominación estocástica, donde sobresale su

relación con las funciones supercuantil y superesperanzas (véase [8, 9]).

Definición 10 La dominación estocástica de primer orden de X sobre Y , denotada como X ≤1 Y ,

se define como

X ≤1 Y ⇐⇒ E[g(X)] ≤ E[g(Y )] para una función g continua, creciente y acotada.

La dominación estocástica de segundo orden denotada como X ≤2 Y , significa que

X ≤2 Y ⇐⇒ E[g(X)] ≤ E[g(Y )] para una función g creciente, convexa y finita.

La conexión entre estas nociones y las funciones de distribución, cuantil, superesperanza y

supercuantil se enuncia en el siguiente teorema, de donde se tiene que la función superesperanza

al igual que la función supercuantil caracterizan la dominación estocástica de segundo orden.

Teorema 9 (Dominación estocástica)

X ≤1 Y ⇐⇒ FX ≥ FY ⇐⇒ QX ≤ QY , (2.2)

X ≤2 Y ⇐⇒ EX ≤ EY ⇐⇒ Q̄X ≤ Q̄Y . (2.3)



2.8. Medidas de riesgo

Una medida de riesgo R es un funcional que asigna a una variable aleatoria X un valor R(X)

en (−∞,∞], por lo que la comparación entre dos variables aleatorias X y Y se puede reducir a

comparar los números reales R(X) y R(Y ).

Existe una demanda de orientación sobre lo que constituiŕıa una buena y útil medida de riesgo.

Hay dos conceptos que destacan en este aspecto: coherencia y regularidad.

Una medida de riesgo R es coherente en el sentido de Artzner y otros [10] (ver también Delbaen

[11]) si satisface los siguientes axiomas:

(i) R(C) = C para variables aleatorias constantes X ≡ C,

(ii) R(X) ≤ R(Y ) cuando X ≤ Y a.s. (monotońıa),

(iii) R(X + Y ) ≤ R(X) + R(Y ) (subaditividad),

(iv) R(λX) = λR(X) para λ > 0 (homogeneidad positiva).

Ejemplos de medidas coherentes son:

(i) R(X) = E[X],

(ii) R(X) = supX (supremo esencial),

(iii) R(X) = Q̄X(p) (función supercuantil).

Por último y sin entrar en detalles técnicos, una medida de riesgo R es regular en el sentido

de Rockafellar y Uryasev [2] si satisface los siguientes cuatro axiomas:

(i) R(C) = C para variables aleatorias constantes X = C,

(ii) R((1− τ)X + τX ′) ≤ (1− τ)R(X) + τR(X ′) para todo X,X ′ y τ ∈ (0, 1) (convexidad),

(iii) {X |R(X) ≤ C} es cerrado para todo C ∈ R,

(iv) R(X) > E[X] para X diferente de una constante (aversión).



2.9. Supercuantiles como medida de riesgo

Los métodos mediante los cuales se interpreta, mide y comunica la incertidumbre constituyen

la base para la cuantificación del riesgo. La probabilidad de superar un valor umbral es una de

esas medidas de riesgo, que en este caso utiliza un valor de cuantil particular como medida de

riesgo. Los cuantiles, sin embargo, son sólo una de muchas de estas medidas de riesgo que pueden

ser usadas. De particular importancia son los superquantiles, que poseen varias caracteŕısticas que

los hacen particularmente bien adaptados como medidas de riesgo. Conocidos más comúnmente

como ‘condicional value-at-risk’, ‘value-at-risk’, ‘tail value-at-risk’ y ‘expected shortfall’ de sus

aplicaciones en el análisis financiero, muchos analistas han llegado a preferir supercuantiles por

sus propiedades deseables de coherencia y regularidad en la evaluación del riesgo bajo modelos

probabiĺısticos incompletos o inexactos (véase [7, 9]).

Dada una variable aleatoria X, podemos calcular el cuantil de X en un cierto percentil p como

valor umbral por debajo del cual existe una proporción p de la función de densidad subyacente.

Si X es continua, entonces la función cuantil Q(p) es simplemente la inversa de la función de

distribución. Un supercuantil es el valor esperado siempre que se sabe que se está operando en la

p-cola superior de la distribución de probabilidad subyacente.

Siempre que se conozca el supercuantil de una distribución en un percentil dado, buscaremos

aprovechar dicha información para hacer mejores estimaciones de la cola de la densidad de dicha

distribución. Al llegar a mejores estimaciones de valores supercuantiles para p en rangos más

cercanos a uno, esperamos evaluar con mayor precisión la probabilidad de superar un umbral de

riesgo particular.



Caṕıtulo 3

Epi-splines

Aunque los epi-splines están relacionados estructuralmente con los splines ‘clásicos’, en lugar

de ser una herramienta de interpolación, son primordialmente una herramienta de aproximación.

Esto les permite acomodar más fácilmente una clase más rica de información acerca de la función, o

sistema, que se esté tratando de aproximar, produciendo resultados muy buenos en algunos casos.

La teoŕıa que apoya sus propiedades está en gran medida basada en el análisis variacional y las

implementaciones se basan casi siempre en la disponibilidad de rutinas de optimización que se han

desarrollado con tanto éxito en el último medio siglo [19].

3.1. Motivación

Tradicionalmente, el ajuste de una curva h cuyos valores son conocidos en un número finito de

puntos se basó en la aproximación polinomial, usualmente en el mejor ajuste cuadrático medio, una

técnica ahora incorporada en prácticamente todos los paquetes matemáticos estándar. La Figura

3.1 da un ejemplo donde h se aproxima por un polinomio q(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 de grado

5 dado que conocemos los valores de h : [0, 1] → R en un número finito de puntos k/20 para

k = 1, . . . , 20; polinomios de grado n 6= 5 generan ajustes aún menos aceptables, especialmente

cuando el rango va ligeramente más allá del intervalo [0, 1]. La aproximación parece demasiado

áspera lo que condujo al desarrollo de una técnica, si no universalmente exacta, que proporcionaŕıa

interpolaciones más precisas.

Estructuralmente los epi-splines están relacionados con los splines, pero el objetivo perseguido es

fundamentalmente diferente. De hecho, los splines clásicos de interpolación pueden ser vistos como
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Figura 3.1: Ajuste de polinomio de grado 5.

una subfamilia estratégica de epi-splines que son espećıficamente adecuados para tratar problemas

en los que la noción de aproximación se formula en términos de ‘igualar’ los valores de una función y

posiblemente algunas derivadas en un número finito de puntos. Pero en esencia, en lugar de buscar

una interpolación ‘óptima’, los epi-splines se ocupan de encontrar una aproximación ‘óptima’ con

respecto a algún criterio (restricciones, por ejemplo), que puede variar de una aplicación a otra.

Pero esta función de aproximación o más generalmente el sistema, también será capaz de tener

en cuenta la información externa que podŕıa estar disponible sobre la función o el sistema que se

intenta aproximar.

Bajo el nombre de epi-curvas, los epi-splines fueron utilizados por primera vez para obtener

curvas cero1 asociadas con una familia de instrumentos financieros [12]. Su uso en el contexto de la

estimación de funciones de densidad, donde la experimentación computacional desempeñó un papel

importante [13, 14, 15], llevó a algunas investigaciones relacionadas con la mejora de la ley de los

grandes números de funciones aleatorias semi continuas inferiores (random lower semi-continuous

functions) [16].

3.2. Definición de epi-splines

Casi inevitablemente, encontrar una función que resuelva un sistema de ecuaciones funcionales

de dimensión infinita requiere reducir el sistema o el problema de optimización a una versión de

dimensión finita que esperamos genere una solución aproximada. Generalmente, esto significa que

la solución de aproximación va a ser determinada mediante la fijación de un número finito de

1Una curva cero es una serie de factores de descuento que representan el valor actual de un dólar recibido en el
futuro.



parámetros o va a ser una combinación lineal de una colección finita de funciones seleccionadas

cuidadosamente o será directamente determinada por esta colección finita de parámetros.

A continuación se presenta la definición de epi-splines.

Definición 11 Un epi-spline s : [m0,mN ] ⊂ R → R con malla m = {mk}Nk=0 que particiona su

dominio, es de orden p ∈ N0
2 si

(i) En cada intervalo (no vaćıo, abierto) (mk−1,mk) para k = 1, . . . , N , s es un polinomio de

grado p.

(ii) El polinomio s es de valores finitos sobre m.

La familia de todos estos epi-splines se denota como e− splp(m).

Dada una malla m, |m| = máx
1≤k≤N

(mk −mk−1) denotará el grado de la malla. La malla m está

anidada en la malla m̄ si m ⊆ m̄.

3.3. Epi-splines de primer y segundo orden

Mediante la modificación de un conjunto de restricciones que definen el problema ya sea a

través de información emṕırica a partir de los datos en śı o de información externa suave, se puede

desarrollar un marco que identifica los valores de los coeficientes que definen la función epi-spline

por partes. Los epi-splines son adecuados en el manejo de múltiples restricciones de forma y en la

aproximación de funciones de densidad mediante la maximización de una función de verosimilitud

o función de entroṕıa, incluso para pequeños conjuntos de datos como se muestra en [17].

Dado un intervalo cerrado [l, u], se divide el intervalo en segmentos de mallas uniformemente

espaciados (Figura 3.2)3. Aqúı se distingue entre una malla de epi-splines k de segundo orden

utilizado para la estimación de la dual superesperanza (en adelante DSE), de una malla m de primer

orden utilizado para la estimación de la densidad. Como tal, se cuenta con K segmentos de malla

de segundo orden uniformemente espaciados, por lo que se define p como p = {pk|k = 1, 2, . . . , K};

además, se tiene M segmentos de malla de primer orden espaciados uniformemente, con lo que

x = {xm|m = 1, 2, . . . ,M}. Los segmentos de malla son continuos a la derecha, con puntos finales

2N = {1, 2, . . .} y N0 = N ∪ {0}
3Sabol J. (2016). Dual approach to superquantile estimation and applications to density fitting [Te-

sis]. Recuperado de https://www.semanticscholar.org/paper/Dual-Approach-to-Superquantile-Estimation-and-to-
Sabol-Royset/ad777ca96feeee562a3c099eb9d731f9614bf354



definidos como izquierdos (pL, xL) o derechos (pR, xR) respectivamente, como se ve en la Figura

3.2. Los segmentos epi-splines se definen como polinomios de primer o segundo orden según su

asignación de malla.

Segundo orden: Ê∗X(p) = ak0 + ak1p+ ak2p
2 para p ∈ [pkL, p

k
R),

Primer orden: f̂(x) = bm0 + bm1 x para x ∈ [xmL , x
m
R ).

(3.1)

Figura 3.2: Epi-splines de primer (izquierda) y segundo (derecha) orden con mallas asociadas. Al
aumentar la resolución de malla, se logran aproximaciones arbitrariamente cercanas a práctica-
mente cualquier curva utilizando epi-splines de bajo orden.

Para diferenciar la notación entre formulaciones, se utilizan coeficientes ‘a’ para la optimización

de segundo orden definida a través del ı́ndice de malla k, y coeficientes ‘b’ para la optimización

de primer orden definida a través del ı́ndice de malla m. Los detalles de las implementaciones de

epi-spline se tratan más adelante.

3.4. Incorporación de información suave

A menudo, las deficiencias en el tamaño de la muestra se pueden mitigar parcialmente a través

de la incorporación de información suave, que proporciona información cualitativa sobre la función

de densidad subyacente, además de la información emṕırica proporcionada por los propios datos.

Ejemplos de información suave incluyen caracteŕısticas de densidad tales como monotonicidad,

convexidad de cola, unimodalidad y muchas otras. Combinaciones de información suave a través de

la optimización restringida conduce a mejores estimaciones de la densidad para limitados conjuntos

de datos cuando se implementa en un marco inteligente, como se muestra en [13, 18].



Caṕıtulo 4

Estimación de la función supercuantil

En adelante y a menos que se diga lo contrario, se asume que todos los datos son una muestra

independiente e idénticamente distribúıda (en adelante IID) de una función de densidad desconoci-

da, con media y varianza finita. La distribución no tiene que pertenecer a un modelo paramétrico,

ya que los epi-splines se adaptan bien a la estimación no paramétrica, sin embargo, sin un segundo

momento finito en la distribución subyacente, estos métodos tendrán una aplicación inadecuada

debido a los intentos de estimar tanto la media como la varianza para uso en selectas restricciones

dentro de las optimizaciones. Dado que la muestra (datos) es IID, no poseen dependencia temporal

u otra estructura de ordenación.

En este caṕıtulo se expone cómo se estima un supercuantil deseado a partir de optimización

restringida de epi-splines de segundo orden. Utilizando las caracteŕısticas conocidas de la DSE y

su relación con supercuantiles, se realiza la optimización restringida para llegar a estimaciones de

E∗X(p). Luego se convierten en estimaciones de Q̄X(p) a través de la relación descrita en la Sección

2.5.

Dado que se sabe que E∗X(p) solo existe para p ∈ [0, 1] se define libremente la longitud de los

segmentos epi-splines de segundo orden conforme una resolución de malla deseada.

4.1. Función objetivo

Se desea aproximaciones conservadoras para la cola derecha de la densidad de tal forma que

nuestras estimaciones para cuantiles y supercuantiles cercanos a p = 1 sean al menos tan altas como

los valores reales. Para lograr esto, se selecciona una función objetivo que maximiza la curvatura
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de los segmentos individuales de los epi-splines, denotados como κ(k). Con el fin de promover la

curvatura sobre toda la malla (en vez de algunos segmentos individuales) se aplica un término

de suavidad adicional que penaliza los cambios de a2 entre epi-splines consecutivos. El grado de

penalización se rige por un parámetro de suavidad ρ que se inicializa en cero y se aumenta según

sea necesario para obtener estimaciones de DSE suaves basadas en la observación visual. Por lo

tanto, dado el segundo orden de nuestros epi-splines y el objetivo de maximizar la curvatura a

través de toda la malla, se llega a una formulación objetiva definida por

máx
a0,a1,a2

{
(1− ρ)

∑
k

κ(k)− ρ
∫ (

d2

dp2
E∗X(p)

)2

dp

}
, Función objetivo: DSE

κ(k) =
2ak2(

1+
√
ak1+2ak2

)1.5 , Función de Curvatura

ρ
∫ (

d2

dp2
E∗X(p)

)2

dp = ρ(ak2 − ak+1
2 )2. Penalización de suavidad

(4.1)

Se hace notar en [4] que para estimar E∗X(p) la maximización de la suma de curvaturas mos-

traba una respuesta de forma razonable, aunque se sustenta que otras funciones objetivo podŕıan

ser utilizadas. Además, se menciona que valores del parámetro de penalización ρ ≈ 0.01 − 0.1

funcionaban razonablemente bien cuando se requeŕıa suavidad.

4.2. Restricciones

Se imponen restricciones de acuerdo con criterios conocidos, aśı como información externa

disponible. A continuación se examinan estas restricciones, aunque esto no constituye una lista

exhaustiva.

4.2.1. Convexidad, continuidad y diferenciabilidad

Del Teorema 5 de la caracterización de superesperanzas, se sabe que E∗X(p) es convexa. Por

tanto, se impone convexidad en cada segmento epi-spline requiriendo

ak2 ≥ 0 ∀ k ∈ K. (4.2)

Este requisito además asegura que todos los valores de curvatura serán positivos, evitando aśı cual-

quier cancelación de potencias a través de la suma de segmentos. Si además se necesita continuidad

a través de los segmentos uniendo los extremos de mallas juntas e imponiendo pendientes iguales



en estas intersecciones, reforzamos la convexidad a través de toda la función epi-spline. De nuevo,

para pR y pL correspondientes a los extremos derecho e izquierdo del segmento de malla, se llega a

ak0 + ak1p
k
R + ak2(pkR)2 = ak+1

0 + ak+1
1 pk+1

L + ak+1
2 (pk+1

L )2, (4.3)

ak1 + 2ak2p
k
R = ak+1

1 + 2ak+1
2 pk+1

L . (4.4)

4.2.2. Continuidad de la densidad

Si se asume que la densidad subyacente es continua, se puede pedir que a2 sea estrictamente

positivo a través de la malla. De nuevo, esto se basa en la relación DSE-cuantil de ii) del Teorema

6, de manera que si el cuantil es constante a través de un intervalo p, hay un salto vertical a

ese valor cuantil en la CDF. Por tal motivo se puede ajustar la restricción de convexidad a una

desigualdad estricta para que

ak2 > 0 ∀ k ∈ K. (4.5)

4.2.3. Puntos extremos

Del Teorema 6 se sabe que E∗X(0) = −E[X] y E∗X(1) = 0. Siempre que no se conoce E[X],

se estima a partir de los datos muestrales, ya sea por un estimador puntual o un intervalo de

confianza de la media muestral X̄. La cota de confianza inferior (LCB por sus siglas en inglés)

y la cota de confianza superior (UCB) para X̄ se puede determinar v́ıa un número de técnicas

estad́ısticas tales como la distribución t de student o muestreo bootstrap dependiendo del nivel de

confianza deseado. Aśı se puede imponer una restricción puntual inicial en p = 0 dependiendo del

conocimiento de X y el grado de flexibilidad que se desee proporcionar a la formulación, por tanto

se ha de hacer

a1
0 = −E[X], (4.6)

X̄LCB ≤ a1
0 ≤ X̄UCB. (4.7)



Adicionalmente, el punto final siempre es fijo, proporcionando aśı una restricción para el último

segmento epi-spline

ak0 + ak1 + ak2 = 0 para k = K. (4.8)

4.2.4. Cotas inferiores

De acuerdo con el Teorema 7, se tiene una cota inferior en E∗X(p) ya sea que se tenga o no una

media conocida, varianza conocida σ2(X), o alguna combinación de los mismos. Por lo tanto

−(1− p)
(
E[X] +

σX√
1− p

)
≤ ak0 + ak1p+ ak2p

2 (4.9)

−(1− p)
(
X̄ +

s√
1− p

)
≤ ak0 + ak1p+ ak2p

2 (4.10)

donde s se refiere a la desviación estándar muestral. Si E[X] o σ2(X) son desconocidas, sus valores

se estiman dentro de un rango de un intervalo de confianza.

Aunque también existe la correspondiente cota superior para E∗X(p), debido al requierimiento

de convexidad, se convierte en una restricción redundante, y por tanto se omite.

4.2.5. Restricciones de cuantiles

De acuerdo con el Teorema 6, si se conoce los valores cuantiles para X en algún p espećıfico,

se aplica que

d

dp
Ê∗X(p) = ak1 + 2ak2p = QX(p) para ∈ [pkL, p

k
R], (4.11)

dentro de cada uno de los segmentos epi-spline que contenga tal p. Además, aunque la media y la

desviación estándar son notoriamente dif́ıciles de estimar para distribuciones pequeñas y asimétri-

cas, los cuantiles son robustos y pueden estimarse muy fácilmente v́ıa intervalos de confianza no

paramétricos binomiales. Aún en muestras relativamente pequeñas, intervalos razonables para la

mediana, cuantil 25 % y 75 % se pueden lograr a niveles de confianza modestos. Utilizando esta

técnica no paramétrica, se modifican las restricciones para incluir estimaciones de cotas superiores

e inferiores de Q̂(p) para cualquier p deseado



Q̂LCB(p) ≤ ak1 + 2ak2p ≤ Q̂UCB(p) para p ∈ [pkL, p
k
R]. (4.12)

En [4] se utilizaron los cuantiles 25 %, 50 % y 75 % para acotar pendientes spi-splines para la

estimación de DSE.

4.2.6. Valores máximo y mı́nimo

Puesto que el cuantil 0 % de la distribución debe ser a lo más tan pequeño como el mı́nimo

de las observaciones, y que su cuantil 100 % debe ser al menos tan grande como la observación

máxima de la muestra, se pueden desarrollar restricciones sobre las pendientes inicial y final de

acuerdo al Teorema 6, e implementarlas como

ak1 + 2ak2 ≥ máx{xi} para k = K, (4.13)

ak1 ≤ mı́n{xi} para k = 1. (4.14)

Similarmente, si se conocen los valores mı́nimo y máximo de la distribución (o tal vez alguna cota

razonable de ellos), se pueden aplicar estas ecuaciones como igualdades o desigualdades sobre el

valor conocido en la forma de

ak1 + 2ak2 = máx{f(x)} para k = K, (4.15)

ak1 = mı́n{f(x)} para k = 1, (4.16)

ak1 + 2ak2 ≤ f(x)UCB para k = K, (4.17)

ak1 ≥ f(x)LCB para k = 1. (4.18)

(4.19)



Caṕıtulo 5

Estimación de la función de densidad

T́ıpicamente para la estimación de la densidad no se conoce de antemano los puntos finales

de la distribución subyacente (si es que son finitos). Como tal, la malla x se define tanto por una

resolución M al igual que por puntos extremos l y u. A continuación se expone la forma de obtener

estimaciones para la densidad mediante los métodos expuestos en los primeros caṕıtulos.

5.1. Función objetivo

De acuerdo con [4] las formulaciones generales para la densidad son

MLP: máx
f̂

n∑
i=1

log(f̂(xi)) tal que f̂ ∈ F,

MEP: máx
f̂

∫
−f̂(x) log(f̂(x))dx tal que f̂ ∈ F,

(5.1)

donde el conjunto de restricciones F están determinadas por las propiedades de las funciones de

densidad (no negatividad, que integre 1), al igual que información suave, tal como continuidad y

restricciones de forma. Con los epi-splines de primer orden, se optimizan los coeficientes en los

segmentos de acuerdo a una de las siguientes ecuaciones

MLP: = máx
b0,b1

n∑
i=1

log(bm0 + bm1 xi) ∀i,m|xi ∈ m, (5.2)

MEP: = máx
b0,b1

∫
−(bm0 + bm1 x) log(bm0 + bm1 x)dx (5.3)

= máx
b0,b1

∑
m

[
zmR log(zmR ) + zmL log(zmL ) + 2(zmR + zmL ) log

(
zmR + zmL

2

)]
, (5.4)
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donde zmR = bm0 + bm1 x
m
R y zmL = bm0 + bm1 x

m
L . Se utiliza la regla de Simpson para aproximar la

integración contenida en MEP.

5.2. Restricciones

Se menciona un conjunto mı́nimo de restricciones que definen una función de densidad, aśı

como aquellas que tratan sobre estimaciones de cuantiles y supercuantiles.

5.2.1. Unidad y no negatividad

Por definición, la integral sobre todo R de cualquier función de densidad es igual a uno. Por

tal motivo, esta restricción se formula de la siguiente manera: si ∆x = (u− l)/M es la resolución

de la malla, entonces

∑
m

∆x

[
bm0 + bm1

(
xmL + xmR

2

)]
= 1. (5.5)

Finalmente, por definición de función de densidad, las estimaciones deben contener todos sus

valores no negativos, aśı que

bm0 + bm1 x
m
L ≥ 0 ∀m ∈M, (5.6)

bm0 + bm1 x
m
R ≥ 0 ∀m ∈M. (5.7)

5.2.2. Continuidad

Se asume que las densidades exploradas provienen de una familia de funciones continuas tal

que

bm0 + bm1 x
m
R = bm+1

0 + bm+1
1 xm+1

L ∀ m|m < M. (5.8)

5.2.3. Restricciones sobre cuantiles

Si se conoce (o se cree haber estimado precisamente) el valor de un cuantil particular, se puede

formular restricciones a partir de la ecuación (5.5), requerir que algún porcentaje de la densidad

ocupe la región izquierda o derecha del valor en śı mismo. Esto funciona no sólo para cuantiles



estimados provenientes de los mismos datos, sino también para valores de cuantiles cercanos a

p = 0 o p = 1 al estimar la pendiente de la función DSE. En uno u otro caso, las restricciones del

cuantil para un p espećıfico puede ser implementado como

∑
m|xmL ≥Q(p)

∆x

[
bm0 + bm1

(
xmR + xmL

2

)]
= 1− p. (5.9)

5.2.4. Restricciones sobre supercuantiles

Se desea incorporar una restricción utilizando las estimaciones de supercuantiles derivadas a

partir de la optimización previa. Usando la definición de supercuantiles esbozada y aprovechando

la regla de Simpson para simplificar la expresión, se obtiene una restricción supercuantil para un

cuantil particular p como

1

1− p
∑

m|xmL ≥Q(p)

∆x

6
h(x) = Q̄(p) (5.10)

h(x) = 3bm0 (xmL + xmR ) + bm1 ((xmR )2 + (xmL )2) + bm1 (xmR + xmL )2. (5.11)

5.3. Implementación de las restricciones cuantil/supercuantil

Las restricciones expuestas con anterioridad se han formulado en forma de igualdades. En la

práctica, dada la naturaleza de las aproximaciones de los valores de cuantiles/supercuantiles de la

estimación DSE, estas restricciones se implmentan como cotas superiores o inferiores, cuya elección

depende de la función objetivo para la densidad (MLP vs. MEP).

Comúnmente, MLP (Maximum Likelihood Prediction) emplea cotas inferiores para ‘empujar’

la densidad a la cola, mientras que MEP (Maximum Entropy Probability) emplea cotas superiores

para ‘controlar’ la densidad de las colas.

Por el contrario, si se cree que los valores obtenidos mediante la aproximación DSE sobreestima

los verdaderos valores supercuantiles entonces la implementación de la restricción supercuantil

como cota superior puede ser más apropiada. Cuando no se indica lo contrario, se asume que la

formulación MLP incorpora restricciones de valores esperados, cuantiles y supercuantiles via cotas

inferiores de las densidades de la cola derecha. Con esto en mente, se representan las siguientes



restricciones de cuantiles y supercuantiles, donde Q̂(p) y ˆ̄Q(p) son los resultados de la estimación

de la DSE calculados con anterioridad

∑
m|xmL ≥Q̂(p)

∆x

[
bm0 + bm1

(
xmR + xmL

2

)]
≤ 1− p cota superior del cuantil

∑
m|xmL ≥Q̂(p)

∆x

[
bm0 + bm1

(
xmR + xmL

2

)]
≥ 1− p cota inferior del cuantil

1

1− p
∑

m|xmL ≥Q̂(p)

∆x

6
h(x) ≤ ˆ̄Q(p) cota superior del supercuantil

1

1− p
∑

m|xmL ≥Q̂(p)

∆x

6
h(x) ≥ ˆ̄Q(p) cota inferior del supercuantil.

5.4. Cuantificación del error de las estimaciones

Para evaluar la validez de este método, se debe cuantificar el error de las estimaciones numérica-

mente. Para la evaluación de las estimaciones de cuantiles y supercuantiles, se utiliza la desviación

absoluta media (AAD-Average Absolute Deviation) y la desviación absoluta mediana (MAD) entre

los valores estimados y conocidos en varios p en todas las iteraciones de optimización (j ∈ J). Se

formulan las métricas de error de la DSE como

AAD(p) =
1

J

∑
j

∣∣∣ ˆ̄Q(p)− Q̄(p)
∣∣∣ ,

MAD(p) = medianaj

{∣∣∣ ˆ̄Q(p)− Q̄(p)
∣∣∣} ,

con errores de cuantiles calculados de la misma manera.

Para la estimación de la densidad se proponen dos métricas. La primera es una medida de

ajuste general donde se suman los errores al cuadrado (SSE) en los puntos finales del segmento

epi-spline de toda la malla. La segunda métrica utiliza la misma medida, solo que a través de

puntos finales dentro de la región de la cola



SSE =
∑
m

(
f̂(x)− f(x)

)2

,

SSTE =
∑

m|xmL ≥Q(p)

(
f̂(x)− f(x)

)2

.



Conclusiones

En esta tesis se han presentado dos nuevos conceptos con propiedades interesantes, la función

supercuantil y superesperanza, de las cuales se expuso su relación entre ellas v́ıa la transformada de

Legendre. De entre todas las propiedades que se expusieron se puede recalcar que la convergencia

en distribución de una sucesión de variables aleatorias es equivalente a la convergencia gráfica de

las correspondientes relaciones monótonas maximales de cada una de las variables aleatorias de la

sucesión en juego a la relación monótona maximal de la variable aleatoria ĺımite (Teorema 8).

Por otra parte, el Teorema 7 establece cotas para la diferencia entre las funciones supercuantiles

de dos variables aleatorias. Dichas desigualdades son implementadas en el proceso de aproximación

de la función de supercuantil v́ıa optimización restringida. Tales desigualdades figuran como unas

de varias restricciones.

Un hecho importante que se estableció en el Teorema 6 dice de qué manera se relacionan las

funciones superesperanzas y la función supercuantil; y es que v́ıa la transformada de Legendre

de la función superesperanza, la función supercuantil hace su aparición. Este resultado no solo se

queda en lo bonito, sino que es la base para aproximar la función supercuantil, que se hace en el

caṕıtulo 4.

Los métodos para la aproximación de la función supercuantil y de densidad fueron tomados de

[4]. En tal trabajo, estos métodos han sido presentados como nuevos para mejorar las estimaciones

de densidad para datos provenientes de distribuciones desconocidas o de las cuales se sospecha

son de cola pesada. Se presentan un conjunto adicional de restricciones dentro de un marco de

optimización de densidad, que hasta donde se sabe por el autor y los art́ıculos colocados en la

bibliograf́ıa, aún no se hab́ıan intentado. Al incorporar todas las fuentes potenciales de información

disponible, se pueden proporcionar formulaciones personalizadas para aproximaciones de densidad

que mejoran la fidelidad de las estimaciones incluso para muestras pequeñas.

Las estimaciones de la función de densidad se logran mediante la implementación de epi-splines
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utilizando las estimaciones de supercuantiles previamente también estimados; además, se cuantifica

el error de las estimaciones en el sentido de calidad de aproximación numérica.

En el caṕıtulo 4 de [4] su método fué aplicado a un conjunto de datos no paramétricos donde,

a saber por ellos, fue comparado con una técnica de estimación de densidad existente, a saber,

kernel. En este caso no se expone cómo es que miden la calidad de su aproximación, y más aún,

el autor dice enfocarse principalmente en una evaluación cualitativa de la densidad, evitando una

comparasión cuantitativa de las regiones de la cola, lo cual no parece tener sentido (evitar sus

mismas métricas de calidad de aproximación), pues queda como vaga.

Por último, dada la falta de tiempo, a un servidor no le fue posible experimentar con los

métodos de aproximación de densidad y supercuantiles, para tener una postura definitiva sobre

de que este método tiene algunas inconsistencias como la descrita en el párrafo anterior y qué de

nuevo y ventajas aporta a la tarea de aproximación de densidades.
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