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Resumen

El presente proyecto de investigacion tiene como objetivo plantear una metodo-
logia de bajo costo computacional, que logre estimar adecuadamente un conjunto
de parametros en modelos matematicos de una celda de combustible de intercambio
proténico (PEM-Fuel Cell).

Debido a que los modelos son multivariables, no lineales, acoplados, complejos, y
no cumplen con las caracteristicas de convexidad y suavidad que se requieren en los
métodos tradicionales de optimizacion, en los anos recientes se han propuesto técni-
cas heuristicas y metaheuristicas, tales como algoritmos genéticos, recocido simulado,
enjambre de particulas, enjambre artificial de abejas, sistema artificial inmune, evo-
lucién diferencial, etc., las cuales han aproximado exitosamente las soluciones de este
tipo de problemas.

Se presentan tres modelos matematicos que describen la curva de polarizacion
voltaje-densidad de corriente de una celda de combustible de hidrégeno. Estos tres
modelos son utilizados para describir un mismo fenémeno fisico con mayor detalle,
y para obtener resultados mas precisos se presenta una metodologia que los integra.
Para que los modelos se ajusten a los datos experimentales, se requiere conocer un
conjunto de parametros dificiles de obtener experimentalmente, que por lo tanto
deben estimarse.

La estimacion de parametros se plantea como un problema de optimizacién en
funcion del error de aproximacion, cuya solucién se obtiene por algoritmos de esti-
macién de distribucién, los cuales son algoritmos heuristicos basados en poblaciones
que evolucionan mediante el muestreo de una distribucién de probabilidad, obtenida
de un conjunto de individuos seleccionados de la generacion anterior. Los resultados

se comparan con la literatura y se analiza el desempeno de los algoritmos.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consumo energético: proyecciones futuras

Uno de los principales problemas a los que se enfrenta la sociedad del siglo XXI
es la contaminacién, el rapido crecimiento de las ciudades provoca una excesiva

produccién de contaminantes, basura, residuos toxicos, etc. que afectan al ecosistema.

Historia 2012 Proyecciones

20 Gas Natural

Bilones de toneladas

Combustibles
liquidos

=
o

0
1990 2000 2012 2020 2030 2040
Afo

Figura 1.1: Emisién de diéxido de carbono por combustible [5, 49].

El incremento en las emisiones contaminantes es un grave problema ambiental
debido a que las emisiones contaminantes relacionadas con diéxido de carbono au-
mentardn. Proyecciones del IEO2016 Reference Case [49] predicen que las emisiones

de COy generadas por el uso de la energia creceran de 32.2 billones de toneladas

2
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métricas en 2012 a 35.6 billones de toneladas métricas en 2020 y a 43.2 billones de

toneladas métricas en 2040, un incremento del 34 % al final del periodo de proyeccion,

figura 1.1.
Pais Reservas de petréleo
(billones de barriles)

Arabia Saudita 267
Canada 179
Irén 132

Irak 115
Kuwait 104
Emiratos Arabes Unidos 98
Venezuela 80
Rusia 60
Libia 39
Nigeria 36
Estados Unidos 21
China 18
Qatar 15
México 13
Argelia 11
Brasil 11
Otros 91

TOTAL 1290

Tabla 1.1: Reservas internacionales de petréleo [31].

Aunado al incremento de contaminantes se suma el gran consumo de energéticos
obtenidos en su mayoria de combustibles fésiles, los cuales estan teniendo dificultades
para su extraccién, debido a que algunas de las reservas importantes de petréleo
se encuentran en paifses politicamente inestables y/o en guerra (tabla 1.1), lo que
provoca un problema de obtencién y refinacién que encarece la produccion de dichos
combustibles [5, 31, 49].

La International Energy Outlook 2016 [49] informa que el consumo de energia
mundial llegard de 549 Quad (cuatrillones BTU) en 2012 a 629 Quad en 2020 y a 815
Quad en 2040, un incremento del 48 % del 2012 al 2040, figura 1.2 (izquierda). Gran



Capitulo 1. Introduccion 4

parte del incremento en el consumo energético ocurre en paises que se encuentran
fuera de la Organizacién para la Cooperaciéon Econémica y Desarrollo (OECD, por
sus siglas en inglés), donde la demanda es impulsada por el inminente crecimiento
econémico a largo plazo. El uso de la energia en los paises fuera de la OECD se
incrementa en un 71 % comparado con un incremento del 18 % para las economias
pertenecientes a la OECD [5, 49].

Historia Proyecciones 260 Histaria 2012  Proyecciones
1,000 T :
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Figura 1.2: Consumo de energia mundial: perfiles de proyeccién de consumo por parte
de los paises de la OECD y de la no-OECD (izquierda), perfiles de consumo por tipo
de combustible (derecha) [5, 49].

En la figura 1.2 (derecha), se presentan las proyecciones futuras del incremento
en el consumo de los diferentes energéticos, obtenidos con base a las proyecciones
del alto precio del petréleo. La demanda total de energia se incrementaria en un
1.4% por ano. Las energias renovables adquieren un papel importante debido a su
rapido incremento dentro las fuentes de produccion de energia mundial, el consumo
se incrementa en un 2.6 % por ano [5, 49]. El incremento en el uso y generacién
de energias renovables serdan producto de los precios relativamente altos del petréleo
(figura 1.3-izquierda), asi como de las medidas relacionadas con al impacto ambiental
que tienen los combustibles fésiles, y el incremento de iniciativas gubernamentales
para el uso de energias renovables en el algunos paises en el mundo.

El consumo de petréleo y otros combustibles liquidos declina de 33 % en 2012 a
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Figura 1.3: Proyecciones sobre el precio (izquierda) y consumo (derecha) del petréleo
del 2008 al 2035 [5, 49].

30 % en 2040. El consumo se incrementa principalmente en el sector industrial y de
transporte y declina en los sectores de construccién y produccién de electricidad. El
decrecimiento en los combustibles liquidos se da en el sector residencial, comercial y
el sector energético, como resultado de la inestabilidad en los precios mundiales del
petréleo, lo que conduce a utilizar combustibles alternativos siempre que sea posible.
Caso contrario sucede con el sector de transporte, el cual continua con un incremento
estimado de 1.4 % anual de 2012 a 2040.

El consumo del gas natural se incrementard en un 1.9% en promedio anual,
segin el TEO2016 Reference Case [49]. Los precios del gas natural resultardn més
competitivos que los precios del petréleo, soportando el crecimiento en el consumo
de gas natural. El carbén por su parte, continta siendo una de las principales fuentes
de energia, especialmente en los paises de Asia no pertenecientes a la OECD, donde
la combinacion de rapido crecimiento econémico y las reservas nacionales de carbén
apoya el crecimiento de la demanda de carbdén, estimandose un incremento en el
consumo mundial de 0.6 % en promedio por afio del 2012 al 2040 [49].

La generacién neta de electricidad mundial se estima incrementarse en 69 % al
2040, incrementando de 21.6 trillones de kilowattshora en 2012 a 25.8 trillones de
kilowattshora en 2020 y 36.5 trillones de kilowattshora en 2040, mientras que la
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Figura 1.4: Proyecciones sobre la generacién neta de electricidad por tipo de com-
bustible del 2008 al 2035 [5].

demanda total de energia eléctrica crece a 1.6 % por ano. El rdpido crecimiento en
la generacion de electricidad se debe al crecimiento econémico de los paises que no
pertenecen a la OECD, como respuesta a la demanda creada por el sector doméstico y
expansiones comerciales, incluyendo hospitales, edificios, centros comerciales, etc. En
las naciones OECD, donde las infraestructuras ya se encuentran en relativo equilibrio
y el crecimiento de la poblacion es relativamente bajo o en ocasiones declinante, la
tasa en el incremento de generaciéon de de electricidad serd menor, estimando un
1.2 % por ano del 2008 al 2035 [5, 49].

La generacion de electricidad a nivel mundial en las préximas décadas estara
dada por carbdn, gas natural, hidroeléctrica y energia nuclear, figura 1.4. Se estima
que el carbon serd el principal combustible empleado en la generacién de energia
eléctrica, sin embargo, este declina en uso, del 40 % del total generado en 2008 decae
a 37 % para el 2035, segin estimaciones. Parte del uso de combustibles liquidos
también decae, con los altos precios del petrdleo, los combustibles alternativos se
usaran para sustituir a los liquidos inflamables siempre que sea posible, el uso del
gas natural y las fuentes de energia renovables se incrementara como parte de la
generacion total de energia. Los porcentajes de gas natural aumentan de 22% en
2008 a 24 % para el 2035, y las energias renovables se incrementan de 19 % a 23 %,

segin el IEO2011 Reference Case [49]. La generacién renovable de electricidad es
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una de las fuentes de mas rapido crecimiento, llegando a tener una tasa anual de
incremento de 3.0 %, sobrepasando el incremento promedio anual del gas natural
(2.6 %), energfa nuclear (2.4%) y carbén (1.9%). Las politicas gubernamentales e
incentivos mundiales apoyaran la rdpida construccién de instalaciones de generaciéon
de electricidad renovable.

Las reservas oficiales mexicanas de petréleo son de alrededor de 24 mil millones de
barriles, (aproximadamente petréleo para 32.8 afios) y se podria duplicar su duracién
al emplear una tecnologia como las celdas de combustible al disminuir el consumo
actual de casi dos millones de barriles diarios reportado para 1998, en la generacion
de energia eléctrica, asi como en autos y en la industria [37, 64].

Debido a toda las problematicas antes mencionadas, el desarrollo de fuentes al-
ternativas de energia es uno de los principales temas de investigacion a nivel global,
debido a que las fuentes de extraccién de petrdleo se hacen cada vez mas dificiles de
alcanzar y la demanda de combustibles fésiles incrementa la contaminacién ambien-
tal, provocando el efecto invernadero y cambio en las temperaturas superficiales, lo
que conlleva a un inminente cambio climatico que afecta al planeta, la cual debe con-
trarrestarse con medidas para controlar la contaminacién y emisiones contaminantes

[31].

1.2. Motivacién a la investigaciéon de tecnologias
limpias
El estudio de las fuentes alternativas tienen su motivacion en cuatro problemati-
cas principales [49]:
= Disminucién de las reservas limitadas de petroleo.
= Preocupaciéon por el cambio climatico.
= Incremento en los precios de combustibles fésiles.

= Deseo por la independencia energética y seguridad.

Existen alternativas a la dependencia del carbon, el petrdleo y el gas natural,

tales como la energia hidroeléctrica y nuclear, las cuales se utilizan a gran escala,
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sin embargo, estas fuentes de energia tienen desventajas como destruir cuencas hi-
drograficas o desplazar comunidades para el caso de la hidroeléctrica [34]. La energia
nuclear, por su parte, produce desperdicios radiactivos y provoca riesgos de desastres
en las plantas eléctricas. Por ello, una nueva generacion de tecnologias energéticas
aprovecha los recursos limpios e inagotables, las fuentes alternativas de energia de-
rivadas de fuentes renovables como el sol, viento y biomasa, ya que cuentan con un

gran potencial para solventar las necesidades energéticas futuras.

Los combustibles como etanol, metanol e hidrégeno, pueden denominarse como
"biocombustibles”debido a que se pueden obtener a partir de procesos biolégicos
relacionados con microorganismos o plantas, sin embargo, existen factores como la
disponibilidad de recursos, innovacion tecnoldgica, politicas de regulaciéon ambiental
de emisiones de efecto invernadero, subsidios gubernamentales para la extraccion y
procesamiento de combustibles, y el soporte para fuentes alternativas de energia,
afectan, en cierta medida, el resultado de utilizacion de uno u otro combustible
alternativo [31, 86]. Por tanto, el estudio y desarrollo de los procesos de produccién
de biocombustibles y bioenergéticos, asi como la factibilidad econémica de dichos

procesos deben ser temas de gran relevancia en investigacion.

El plan de “cero emisiones” es una de las ideas asociadas a la obtencién de
energia limpia, es decir, los desechos, agua y calor obtenidos de algin proceso pueden
ser utilizados como materia prima o energético para otro proceso, y asi, recuperar
todos los posibles subproductos y reducir los desechos maximizando la eficiencia del
proceso de obtencién de energia o biocombustibles [31, 86]. La produccién de etanol
y biodiesel se dirigen hacia este camino. En la fermentacién de etanol, 0.96 kg de
C' O, se produce por kilogramo de etanol generado. El C'O, puede ser alimento para
algas en bioreactores para producir aceites que podrian utilizarse en la produccién
de biodiesel. Aproximadamente 1.3 kg de C'O5 es consumido por kilogramo de algas

producidas, o 0.5 kg de aceite de alga producida por cadenas de oleaginous [31].

El uso de tecnologias de procesamiento ”verde”, es una alternativa para reempla-
zar los actuales procesamientos quimicos de produccion, por ejemplo, el C'Oy puede
ser utilizado para la extraccion de aceites y compuestos neutracéuticos a partir de

la biomasa en vez de utilizar solventes orgdnicos téxicos.

Los procesos de produccién limpios y reutilizacion de residuos son una alternativa
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Combustible Densidad de Energia Densidad Contenido Energético
(KJ/g) (kg/m?) (GJ/m?)

Hidrégeno 143.0 0.898 0.0128

Metano (gas natural) 54.0 0.7167 0.0387
Diesel 46.0 850 39.1
Gasolina 44.0 740 32.6
Aceite de Soya 42.0 914 38.3
Biodiesel 40.2 885 35.6
Carbén 35.0 800 28.0
Etanol 29.6 794 23.5
Metanol 22.3 790 17.6
Madera blanda 20.4 270 5.5
Madera dura 18.4 380 7.0
Aceite de canola 18.0 912 16.4
Bagazo 17.5 160 2.8
Céscara de arréz 16.2 130 2.1
Aceite de pirdlisis 8.3 1280 10.6

Tabla 1.2: Caracteristicas energéticas para combustibles comunes [31].

altamente factible, al igual que la obtencion de energia a partir de fuentes renovables,
por ejemplo, una comparacion entre el contenido energético de biocombustibles revela
que el gas de hidrogeno tiene la mas alta densidad energética de los combustibles
mas comunes (tabla 1.2) y es relativamente sencillo de obtener mediante tratamiento
de aguas residuales [63, 86]. Cada biocombustible tiene limitaciones a su grado de
aplicabilidad y obtencién, como se mencioné anteriormente, por ello, la importancia
de realizar estudios para conocer la factibilidad que tiene cada uno.

Existe la necesidad de encontrar una fuente de energia que se pueda almacenar y
transformar facil y rapidamente en electricidad. Entre las tecnologias que cumplen
el requerimiento estan las baterias, los volantes de inercia, y los ultra-condensadores,
sin embargo, el hidrégeno esta emergiendo como el vector energético mas efectivo
para almacenar energia [34].

El hidrégeno no es fuente primaria de energia, no es un combustible que se pueda
extraer directamente de la tierra como el gas natural. Se puede producir hidrégeno

a partir del agua utilizando un electrolizador, impulsado por electricidad obtenida
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de la energia solar o edlica. Este electrolizador divide el agua, produciendo oxigeno
puro e hidrégeno [31, 34].

El hidrégeno se puede comprimir y almacenar en tanques por horas, dias, e incluso
por varios meses hasta que se lo necesite. El hidrégeno representa energia almacena-
da. El hidrégeno se puede quemar como cualquier combustible para producir calor,

impulsar un motor, o producir electricidad.

1.3. Las celdas de combustible: una alternativa

El estudio de la generacion de energia limpia involucra una serie de tecnologias
relacionadas con el tratamiento de la energia solar, edlica, hidraulica, biomasa, entre
otras fuentes renovables, cuya importancia radica en tratar de contrarrestar el incre-
mento de emisiones contaminantes, asi como encontrar fuentes sustitutas al petréleo.

Entre la gama de tecnologias de produccién de energia limpia se encuentran las
celdas de combustible, las cuales son dispositivos electroquimicos capaces de con-
vertir la energia quimica contenida en un combustible (hidrégeno, metanol, etanol,
aguas residuales, etc.) a energia eléctrica de manera directa a través de reacciones
electrocataliticas. Usan diferentes electrolitos, y dependiendo de sus condiciones de
operacién y uso reciben su nombre, asi, existen celdas de combustible de alta tem-
peratura, las cuales operan a temperaturas mayores a 200°C y de baja temperatura,
las que operan a menos de 200°C [21]. Las celdas se clasifican segiin alguna carac-
teristica, por ejemplo la temperatura o por el electrolito que utilizan, esta quiza sea
la mas decriptiva.

Las celdas de combustible tienen distintas aplicaciones: transporte (vehiculos te-
rrestres), aplicaciones méviles (sustitucién de baterfas de videocdmaras, computado-
ras portatiles, telefonia celular y otros equipos electrénicos.), generacion de energia
estacionaria mediante sistemas combinados de calor y potencia, (abastecimiento de
electricidad y calor a un edificio o casa-habitacién); y vehiculos espaciales. Para estas
aplicaciones existen diferentes tipos de celdas que se pueden elegir dependiendo de
la potencia requerida.

Las celdas de combustible se clasifican preferentemente en funcion del electrolito

utilizado. Segtn la clasificacién, las celdas se construyen con distintos materiales y se
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caracterizan por un rango de temperatura de operacién distinto, aunque presentan

la misma reaccién basica de oxidacion de hidrégeno. La tabla 1.3 incluye datos sobre

las celdas de combustible.

Tipo de celda I6on

Temperatura Eficiencia

Aplicaciones

Alcalina (AFC) OH~ 50 — 200°C 70 % Usada en vehiculos
espaciales
Membrana de HT 25 — 80°C ~ 40 % Transporte,
intercambio aplicaciones méviles y
protonico sistemas CHP de baja
(PEMFC) potencia
Metanol directo H* 50 — 80°C' ~ 40 % Transporte,
(DMFC) aplicaciones méviles y
sistemas CHP de baja
potencia
Acido fosférico HT ~ 220°C > 40 % Sistemas CHP de
(PAFC) 200kW de potencia
Carbonato fundido CO;~ ~ 650°C > 60 % Adecuada para
(MCFC) sistemas CHP de
media y alta potencia
(MW)
Oxido sélido 0% 500 — 1000°C > 70% Adecuada para todos
(SOFC) los niveles de

potencia (MW) (baja,

media, alta)

Tabla 1.3: Informacién acerca de distintos tipos de celdas de combustible, el i6n con
el que se activa la celda, temperatura de operacion, eficiencia y aplicaciones.

Algunos tipos de celdas son méas adecuados para ciertas aplicaciones que otros,

dependiendo entre otras cosas, de las condiciones bajo las cuales operan.

Las celdas de combustible de hidrégeno basadas en membranas poliméricas de

intercambio proténico (Proton Exchange Membrane Fuel Cell, PEM-FC), trabajan a

baja temperatura, tienen una alta eficiencia y bajas emisiones contaminantes [20, 21,

63]. Estan conformadas por dos electrodos: dnodo y catodo. En el d&nodo se producen

las reacciones electroquimicas que oxidan el combustible produciendo agua, mientras



Capitulo 1. Introduccion 12

que el oxidante (oxigeno) es reducido en el catodo, figura 1.5. Este proceso no sigue
el teorema de Carnot, de este modo se esperan eficiencias energéticas del 40 % — 50 %

en energia eléctrica, y del 80 % — 85 % en la energia total (electricidad y calor) [103].

electricidad

H,0
H: Gas hidrégeno

0. Oxigeno
H.0 Agua
€- Electrones

H# Protones de hidrgeno

™~

H, ANODO chtopo Aire

membrana

Figura 1.5: Esquema general de una celda de combustible de hidrégeno.

1.4. Antecedentes en modelos de celdas tipo PEM

Debido a la importancia y estudio de las fuentes alternativas de energia, existe
varias investigaciones relacionadas a los procesos de produccién, manipulacion y ob-
tencién de energfas limpias [31, 63]. En el &mbito de las celdas de combustible existen
investigaciones que permiten explorar modelos bajo efectos de ciertas condiciones de
operacién, morfologia fisica y cinéticas de los procesos electroquimicos [1, 13, 71, 89].

Debido a la duracion de los procedimientos experimentales, prueba y analisis de
ciertas propiedades en los materiales, geometria, ensamblaje, etc. que conlleva la

creacion de una celda de combustible, por lo general se trabaja multidisciplinaria-
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mente con varias ramas de la ciencias, utilizando herramientas de distintas &areas,
como fisica, quimica, matematicas, computacién, entre otras.

Las celdas de combustible de membrana de intercambio proténico tiene carac-
teristicas que las hacen tnicas comparadas con otros tipos de celdas de combustible,
ya que trabajan a temperaturas relativamente bajas (80°C), tienen una alta densidad
energética y alta modularidad. La operacién a bajas temperaturas permite obtener
resultados de manera rapida y menos fatiga de los componentes del sistema, resulta-
do en mayor durabilidad, los cuales pueden ser disenados en diferentes aplicaciones,
particularmente en aplicaciones moéviles y generacion de energia a escala pequena
[79].

Para el monitoreo, buen funcionamiento y diseno de sistemas basados en celdas de
combustible, se requiere de una modelacién matematica que nos permita describir los
distintos procesos involucrados en el rendimiento de dichos sistemas, estudiar aspec-
tos caracteristicos relacionadas con ciertos procesos fisicos, quimicos, electroquimicos
y demas reacciones o dinamicas que pudieran presentarse en los experimentos, y que
no se pueden medir con exactitud, he aqui la importancia de simulaciones para facili-
tar las producciones y reducir costos experimentales. Los instrumentos de simulacion
computacional utilizados para el andlisis de las configuraciones para cada celda crea-
da son técnicas de optimizacién y cémputo eficiente, debido a la gran cantidad de
informacion con la que se trabaja de manera numérica, y asi optimizar tiempos y
costos, ademds de prevenir experimentacion fallida.

En la literatura existe una gran cantidad de estudios relacionados con la mode-
lacion y simulacion de las celdas de combustible clasificados en dos diferentes tipos

de aproximaciones y modelos [54, 79, 90, 94]:

= modelos empiricos y semi-empiricos, aplicados para predecir los efectos de dife-
rentes parametros de entrada sobre la curva de polarizacién voltaje-corriente,
sin examinar a profundidad los fenémenos electroquimicos involucrados en la

operacién de las celdas, comunmente se utilizan para pilas de combustible.

= modelos dinamicos, los cuales tienen como objetivo simular calor, transferencia

de masa y fenémenos electroquimicos presentes en la celda.

Trabajos iniciales sobre modelacién de celdas de combustible fueron reportados

por Bernardi y Verbrugge [15], y Springer et al. [95], los cuales presentan modelos
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unidimensionales, isotérmicos y en estado estable, que proveen un punto de vista
fundamental en la relevancia de los fenémenos de transporte como el agua a través

de la membrana y la difusion de gas en los electrodos.

Modelos 1D recientes incluyen una variedad de mejoras tales como la simplifica-
cion de la alta no linealidad en las ecuaciones, consideraciones en las condiciones no
saturadas y supersaturadas, y tomando en cuenta condiciones no isotérmicas [54, 94].
Por otro lado, existen modelos 2D, propuestos con la finalidad de estudiar y analizar
las direcciones longitudinal y transversal de la celda, y que puede ser clasificadas

segin estas [97].

Una clasificacién de estos modelos son los modelos 2D ATC (along-the-channel),
que consideran variaciones a lo largo del canal y a través de la membrana, Fuller y
Newman [39], presentan una teoria para describir el transporte de las especies en la
membrana. Nguyen y White, proponen un modelo donde describen el transporte de
agua de una celda utilizando el modelo de Springer [76]. Otra clasificacién son los
modelos 2D CTC (cross-the channel), consideran variaciones en el cruce del canal
y a través de las direcciones de la membrana. Dannenberg et al. [28], presentan
un modelo 2D ATC donde la capa catalitica del catodo es descrito en términos de

aglomeraciones de catalizador.

Todos los modelos mencionados son modelos cuasi 2D ATC, en los cuales las
ecuaciones en 2D son resueltas separadamente. Los primero modelos 2D ATC son
reportados por Gurau et al. [46], en su modelo una celda de combustible es divi-
dida en tres dominios computacionales donde se emplean las ecuaciones de balance
de momento, transporte de energia, continuidad y concentracién de especies, cada
dominio describe el hidrégeno, aire y agua liquida, respectivamente. Wang et al. en
[108] presenta un modelo 2D ATC completo donde el flujo y el transporte de reac-
tantes y productos en el catodo fueron analizados. Unos de los inconvenientes de los
modelos ATC, es que usualmente consideran al sobrepotencial constante en la capa
catalitica, lo cual no es completamente valido [97]. Otra limitacién es que no pueden
ser empleados para investigar el fenénemo de transporte en la direccién transversal
del canal. Consecuentemente, no puede ser utilizado para investigar la influencia de
la geometria del campo de flujo sobre el rendimiento de la celda de combustible. Para

analizar la influencia de los platos bipolares. West y Fuller, desarrollaron un modelo
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2D CTC, sin embargo, el modelo desprecia el transporte de electrones (o considera
una conduccién infinita para el transporte de electrones), lo que por su parte Sun et
al. consideran que es significativamente importante la localizacién y la tasa a la cual
ocurre la reaccién electroquimica. Basado en modelos 2D , Kulikovsky presenta un
modelo cuasi tridimensional, el cual toma en cuenta el mecanismo de transporte en

el compartimiento del cdtodo [57, 58].

Uno de los primeros modelos 3D es propuesto por Dutta et al., en el cual utiliza
volimenes de control para aproximar las ecuaciones gobernantes usando el solver
CFD de Fluent™ [33], con el cual se calculan la distribucién de velocidad y pre-
sion en los canales y la capa difusora de gas resolviendo las ecuaciones de Navier
Stockes en 3D. Las reacciones electroquimicas en la capa catalitica son modeladas
por balances de masa de las fuentes. Berning et al [16-18], presentan un modelo 3D
utilizando software comercial CFX-4.3 para resolver las ecuaciones diferenciales que
son similares a las de Dutta et al.. Por su parte, Siverten y Djilali realizan un modelo
3D de una monocelda mediante el Software comercial Fluent 6 [93] reportando que
para las zonas de pérdidas por activacion y éhmicas la solucién obtenida median-
te sus simulaciones se adapta de forma precisa a los resultados experimentales, sin
embargo, a altas densidades de corriente (zona de pérdidas por concentracién), los
resultados experimentales y los obtenidos cada vez difieren méas. A pesar de obtener
una solucién muy aproximada a la real para bajas y medias densidades de corrien-
te, el modelo utilizado en [93] tiene varias simplificaciones. En este caso no se ha
modelado el flujo multifasico (todo el agua que se produce es en fase gaseosa), la
membrana se supone completamente humidificada y se desprecia la transferencia de

calor debido a las pérdidas 6hmicas.

Debido a que los modelos son multivariables, no lineales, acoplados y comple-
jos [10], se tiene una calibracién de los modelos en funcién a cierto conjunto de
parametros. En los anos recientes, se ha observado que los métodos tradicionales de
optimizacién resultan dificiles de aplicar, y las técnicas heuristicas y metaheuristicas
han sido tomadas en cuenta y alcanzando relevancia en este tipo de problemas, tales
como algoritmos genéticos [72], recocido simulado [79], enjambre de particulas [112],
enjambre artificial de abejas [10], busqueda armoénica [7], sistema artificial inmu-

ne [8], algoritmos de optimizacién basados en p-sistemas [115], seeker optimization
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algorithm [27], optimizacién del apareamiento de aves [11] y evolucién diferencial
[25].

1.5. Generalidades de la investigacion

En este trabajo se propone la formulacion de modelos matematicos de PEMFC,
que permitan estudiar y analizar su comportamiento en estado estacionario, mediante

curvas de polarizacion.

1.5.1. Hipdtesis

A partir de la formulacién de distintos modelos matematicos y la estimacién de
parametros asociados a una curva de polarizacion es posible predecir el comporta-

miento en estado estacionario de celdas de combustible tipo PEM.

1.5.2. Planteamiento del problema

La utilizacion generalizada de las celdas de combustible como fuente alterna de
generacién de energia para sistemas y equipos (méviles y estacionarios), no es posible
aun, debido a factores como tecnologia en desarrollo, y altos costos de fabricacién
y produccién, ademas la energia obtenida de las celdas requiere etapas externas
de acondicionamiento y almacenaje para ser aprovechados. El desarrollo de esta
tecnologia integra esfuerzos de gobiernos, empresas e instituciones de investigacion,
con el objetivo de hacer accesible su utilizacién [35].

La obtencién de un modelo computacional robusto y 6ptimo para su implemen-
tacion en emuladores o simuladores, ayuda a perfeccionar los sistemas de acondicio-
namiento y a disenar estrategias de control basados en celdas. Si el modelo empleado
es capaz de predecir el comportamiento de las celdas fielmente, entonces, dichos
sistemas y estrategias seran mucho mas eficientes.

Por lo tanto, surge el problema de obtener una metodologia computacional ade-
cuada asociada al modelo matematico que sea capaz de predecir el comportamiento
de una celda de combustible real, en su régimen estacionario o transitorio. Este mo-

delo debe ser satisfactorio, de modo que pueda proporcionar informacion suficiente
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para un amplio rango de operacion.

1.5.3. Solucion propuesta

En esta investigacion se presentan tres modelos 1D, con los cuales se puede descri-
bir aspectos fisicos de una celda de combustible a partir de datos experimentales, en
particular, describen el comportamiento de la curva de polarizacién voltaje-densidad
de corriente de una celda de combustible de hidrégeno.

Se propone utilizar datos experimentales presentados por diversos autores y uti-
lizar una metodologia de estimacién de parametros que permita el ajuste de las
simulaciones a los datos experimentales por medio de una optimizacion en el sentido
de minimos cuadrados, y asi, comparar los resultados con la literatura y analizar el
desempeno de los algoritmos propuestos.

Esta investigacion tiene fundamentos en los siguientes modelos,

» Un modelo semi-empirico, que describe una curva de polarizacién [67, 80].
Consta de un conjunto de parametros que resultan dificiles de medir experi-

mentalmente, pero pueden ser estimados mediante alguna técnica numeérica.

= Un modelo macro-homogéneo, obtenido de los modelos presentados por Dalasm
et al. [54] y Song [94], que describen la dindmica electroquimica de los sustratos
y productos de la PEMFC mediante el estudio de un conjunto de parametros

fisicos.

Con los modelos antes mencionados se propone un modelo matematico de tipo
Reaccién-Conveccion-Difusion (RCD), que se explicard en las siguientes secciones.

Para que un modelo matematico con su respectivo conjunto de parametros descri-
ba correctamente una curva de polarizacién, se propone un proceso que consta de 3
pasos y describe la manera de proceder ante el problema de estimacion de parametros
de modelos matematicos para una PEMFC.

La metodologia se presenta a continuacion y se ilustra en la figura 1.6:
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Metodologia propuesta para estimar parametros.

= Paso 1. Revisién de literatura y comprensién del problema.

e Analizar a profundidad la problematica general de las PEMFC.

e Encontrar las areas de oportunidad para las aportaciones de la tesis.
» Paso 2. Proceso de solucién de los modelos.

e Planteamiento de los modelos matemaéaticos

e Eleccién de los algoritmos y técnicas numéricas segin el tipo de modelo

matematico

e Generacion de cédigo computacional que resuelvan los problemas formu-

lados.
» Paso 3. Ejecucidn, ajuste y estimacién de pardmetros.

e Indicar las condiciones iniciales, de frontera, asi como datos experimenta-

les.

e Mientras no se alcance la tolerancia de la funcién del error de aproximacion

a los datos.

o Indicar el conjunto de parametros a utilizar en el modelo seleccionado.

o Ejecuciéon del modelo matematico seleccionado resuelto con la meto-
dologia correspondiente.

o Contrastar aproximaciones con los datos experimentales y medir fun-

cion del error.

e Finalizar con el modelo que emula la realidad mediante el ajuste de los

parametros.

Para calibrar los modelos seleccionados y propuestos de las PEMFC se utilizan
algoritmos de estimacion de distribucién (EDA’s), algoritmos heuristicos de optimi-
zacion que basan su busqueda en poblaciones que evolucionan, mediante el muestreo
de una distribucion de probabilidad, la cual es estimada de un conjunto de individuos

seleccionados de la generacion anterior.
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1.5.4. Justificacion

Este trabajo se encuentra enmarcado dentro de las lineas de investigacion de:

= Generacion de energias limpias: debido al estudio, comprensién y analisis de los

distintos procesos que se tienen al obtener electricidad a partir de hidrégeno.

= Modelacion matematica: la formulacion en la cual se integran las distintas par-
tes que conforman una celda con los procesos involucrados para la conversion

de energia quimica en energia electrica.

= Andlisis numérico y optimizacién: el uso de distintas técnicas numéricas aso-
ciada a la simulacién de los modelos matematicos utilizados para describir el
perfil de las curvas de polarizacién experimental, mediante hibridos de algorit-

mos propuestos.

= Estudios multidisciplinarios: el estudio de celdas integra disciplinas tales como,

electroquimica, mecéanica, electronica, etc.

1.5.5. Alcances de la investigacion

Esta investigacion desarrolla un método para emular el comportamiento de una

PEMFC a partir de una curva de polarizacion, en particular se obtiene:

» Una metodologia de estimacién de pardmetros a modelos semi-empiricos [79],
validado en conjuntos de datos experimentales presentados por 4 distintos au-

tores [54, 80, 88, 94].

= Una metodologia de estimacién de parametros para el modelo macro-homogéneo
[54], considerando técnicas para resolver un problema de condiciones en la
frontera y ajustar un conjunto de parametros fisicos seleccionados. Valida-
do en conjuntos de datos experimentales presentados por 4 distintos autores
[54, 80, 88, 94].

» Propuesta en este trabajo de un modelo de reaccién-conveccién-difusion (RCD),

derivado del modelo macro-homogéneo que describe los procesos de conveccion
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dominante en la regién de la curva de polarizacién asociada a pérdidas por

concentracion.

» Una metodologia de estimacion de parametros a modelos RCD que integran dis-
tintas técnicas numéricas: elemento finito, mallas shishkin, punto fijo, #-méto-
do. Validado en conjuntos de datos experimentales presentados por 3 distintos
autores [54, 80, 94].

» Una metodologia integrada de estimacién de parametros seleccionados de cada
modelo utilizando 4 distintos algoritmos de estimacion de distribucién. Valida-

do con datos experimentales presentados en [88].

= Una metodologia que integra los puntos anteriores, que permite analizar una
PEMFC pasando de un modelo a otro. Validado en datos de la cruva de pola-

rizacion extraida de [94].

= Programas computacionales con las metodologias antes mencionadas.

1.5.6. Beneficios y aportaciones

Esta tesis contribuye al estudio de la tecnologia de celdas de combustible, me-
diante la aportacion del uso de distintos modelos matematicos 1D para describir o
predecir el comportamiento en régimen estacionario de una PEMFC. Los beneficios

que se obtiene de esta investigacién son:

= Metodologias para estimar parametros en modelos semi empiricos, macro-
homogéneos y RCD de PEMFC que describen curvas de polarizacién en estado

estable.
= Modelos computacionales implementados para un uso generalizado.

= Un estudio comprensible de los fenémenos que ocurren internamente en las

PEMFC y que influyen en el comportamiento total.

= Aportacion de un documento que sirva de base para el desarrollo de nuevas

investigaciones sobre la tecnologia de las PEMFC.



Capitulo 1. Introduccion
Definir Definir Definir
VARIABLES DE ESTADO| |ENTRADAS | | PROCESOS, PARAMETROS
SALIDAS CINETICOS
Plantear
BALANCES DE MATERIA |™
PASO 1

{

Plantear

-Semi-empirico
-Macro-homogéneo

MODELO MATEMATICO

Algoritmos y técnicas
numéricas

i

-RCD Software
Definir
parametros a estimar PASO 2
PASO 3
Condiciones 1
iniciales EJECUCION RESULTADOS
DEL »| DEL MODELO
= Tablas de datos
Evclucién MODELO - Gréficos
-Entradas

-Condiciones proceso

Escenario

MODELOS
emulan la

realidad

L LITTTEE

CELLELL L]

iequivalencia?

DATOS
REALES

CALIBRACION
de parametros
via EDA's

Figura 1.6: Metodologia general propuesta.




Capitulo 2

Modelacion de celdas de
combustible tipo PEM

Una Celda de Combustible de Intercambio Proténico (Proton Exchange Mem-
brane Fuel Cell, PEMFC) estd formada de tres componentes principales: un anodo,
consiste tipicamente de un catalizador de platino o que contiene platino; una hoja
de polimero sélido que actia como electrolito; y un catodo, también soportado en
platino.

Una manera de analizar el funcionamiento y rendimiento de una celda de combus-
tible es mediante la grafica de la denominada curva de polarizacion, la cual muestra
la caida de potencial (o tensién) conforme se le demanda una mayor carga (expre-
sada en términos de la corriente). La curva representa en el eje de las abcisas la
densidad de corriente (A/cm?) o la intensidad de corriente (A) mientras que en el
eje de ordenadas se representa la tensién (V'), tal y como se muestra en la figura 2.1.

La curva de polarizaciéon se divide en tres regiones en funcion del fenémeno pre-

dominante que producen la pérdida del rendimiento de la celda o pila [88].

= Region 1: Pérdidas por activacién, son debidas a las pérdidas cinéticas o de
activacion de la reaccion electroquimica de las dos reacciones de electrodo, la
anddica y catédica. Su forma se caracteriza en la curva ya que se observa una
caida exponencial de la tension para bajas densidades de corriente. Realmente
en ese punto no se estd demandando corriente. Es una caida por la mala acti-

vidad electroquimica que hay en cada uno de los electrodos. Es una desviacion

22
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3 Voltaje ideal i
3 Regidn de pérdidas por
1.0 4 | Pérdidas totales concentracion
Voltaje !
pila (V) |
' Curva de operacion
0.5 == !
i
i Region de pérdidas 6hmicas i
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0 : w

Densidad de corriente (mA/cm?)

Figura 2.1: Curva de polarizaciéon de una celda de combustible.

del comportamiento ideal de la celda.

= Regién 2: Pérdidas 6hmicas, debidas a las resistencias a la conduccién electroni-
ca en el circuito externo y a las resistencia debidas a la mala conduccién iénica
en la membrana electrolitica. Se observa en la zona de densidades de corriente

moderada y su tendencia es practicamente lineal.

= Region 3: Pérdidas por concentracion, se debe a que el proceso de difusion de
especies reactivas es muy lento y el transporte de masa de la fase fluida a los
sitios cataliticos no es suficiente para satisfacer la carga demandada, es decir,
el proceso mas lento es la difusién, y por lo tanto, controla el desempeno de la

celda. Se estd alcanzando la corriente limite.

Las reacciones electroquimicas en el &nodo ocurren de la siguiente manera: hidrégeno
en gas (Hs) circula por los canales de flujo, cuando éste se encuentra cerca de los sitios
activos del catalizador y sitios de transferencia sobre la membrana, las moléculas se

rompen en atomos de los cuales los protones atraviesan la membrana para alcanzar
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el catodo, los electrones, por su parte, son recolectados en un plato conductor y son
direccionados a un circuito externo para realizar un trabajo eléctrico. La membrana
debe estar humidificada (con un contenido elevado de agua) para que pueda ocurrir
la transferencia de protones, si no, entonces las perdidas ohmicas aumentan. Sin em-
bargo, es necesario eliminar el exceso de agua para que no disminuya la transferencia
de masa. Es decir, hay que extraer el agua que se forma en el catodo por la reaccién
de reduccion de oxigeno.

La reaccién electroquimica que modela el proceso anddico es,
Hy <5 2H" + 2¢” (2.1)

En el catodo circula aire con oxigeno diatémico, cuando éste alcanza los sitios
activos en el catalizador, se reducen con los protones y los electrones para formar
agua. El mecanismo es muy complejo no se forma O, por el rompimiento de la
molécula de oxigeno

La reaccién catédica puede ser representada por la siguiente ecuacion,

1
2H* + 2e” + 502 <~ HQO (22)

La reaccién completa de la celda de combustible es,

1

Los productos de este proceso son electricidad, agua liquida y calor, considerando

asi a la PEMFC de hidrégeno como una fuente limpia de energia.

2.1. Modelo semi-empirico

Este modelo describe satisfactoriamente el comportamiento del voltaje en fun-
cion de la densidad de corriente de la celda de combustible, involucra una serie de
parametros derivados de las ecuaciones de Tafel, en las cuales se describe el sobre-
potencial del 4nodo y del catodo segun los sustratos (oxigeno e hidrégeno) [14, 65].
Este modelo puede describir el potencial de una pila de celdas.

Para una celda de combustible el voltaje generado puede ser definido por la
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ecuacion,

VFC' = ENerts — Nact — Nohmic — Necon (24>
donde,

= Enerts, potencial termodinamico de la celda, representa el voltaje reversible.

= N, pérdida de voltaje debido a la activacion del anodo y catodo, conocido

como sobrepotencial de activacién.

" Nonmic, Pérdida de voltaje 6hmico, conocido como sobrepotencial éhmico, me-
dida de la pérdida éhmica resultante de las resistencias a la conduccion de

protones y los electrones.

" Neon, pérdida de voltaje debido a la reduccién de la concentracién de gases
reactantes, o alternativamente al transporte de masa de oxigeno e hidrégeno,

conocido como sobrepotencial por concentracién.

Para una pila con n celdas conectadas en serie el voltaje V; es la suma de los po-
tenciales individuales de cada celda. Sin embargo, suponiendo que las celdas son

idealmente iguales entonces el voltage generado puede ser calculado por,
V; =n- VFC (25)

El potencial termodindmico reversible de la reaccion Hy + O,, se describe por la

ecuacion de Nerts [68],
RT

E=E"— i [P, P5Y] - (2.6)

donde, E° es el potencial de referencia, T' la temperatura de la celda en Kelvin,
y los términos de presién parcial Pp, y Py, (atm.), estdn relacionadas a las concen-
traciones de oxigeno e hidrogeno en el catodo y énodo. La ecuacién de Nerts para
la celda de hidréogeno, usando valores de la literatura para el cambio de entropia en

estado estandar [65],

1
Enerts = 1.229—0.85x 1073(T'—298.15)+4.308 x 10°T | In(Py,) + 5ln(Fo,)| (27)
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El sobrepotencial de activacién total 7,4, es la suma de los sobrepotenciales

locales del catodo y anodo, 7gct c; Mact,a, TESPECtivamente.

El sobrepotencial del dnodo puede ser representado por [14, 65],

AG.. RT .
Macta =~ 5 + 5 In(4FAKCy,) — —— In(i), (2.8)

donde, AG.. es la energia libre de activacién (J/mol), F, la constante de Faraday,

A, el drea activa de la celda (cm?), k2, la tasa de reaccién en el dnodo (cm/s), Chy,,
la concentracion de hidrégeno en fase liquida en la interfaz membrana/gas del dnodo

(mol/cm?), i, la corriente (amps.), y R, la constante de los gases (J/mol K).

El sobrepotencial del catodo es descrito por [14, 65],

RT AG@ —Q —Q (67 y
Nact,c = aFn <ln {nFAk’gexp (— BT ) (002)(1 c)(CH+)(1 c)(CHw) c} — ln(z)> )
(2.9)

Se puede obtener una expresién simple para representar el sobrepotencial de activa-
cién,
Nact = —[51 + §2T + nglTL(OOQ) + &Tln(z)], (210)

donde, ¢ (amps.) es la corriente de la celda, & (i = 1,...,4), son coeficientes pa-

ramétricos descritos por,

AG.. AG,

= — — 2.11
fl 2F aana ( )
0 (1—ae) a RT 0
£y = In [nFAE)(Cp+)" ) (Cry0)*] + w= In(4F AkoCh,), (2.12)
a.Fn 2F
R(1 — )
== 2.1
& acf'n (2.13)
R R
=—| == . 2.14
S <2F * aan> (2.14)

La expresion para & puede ser reescrita en funcién de A y Cpy, [25],

& = 0.00286 + 0.0002 x In(A) 4 (4.3 x 107°) x In(C,). (2.15)

La polarizacién éhmica debe ser resultado de la resistencia a la transferencia de

electrones en los platos colectores de grafito y la resistencia a la transferencia de
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protones en la membrana polimérica, es descrito usando la ley de Ohm por,

NOhmic = electronic 4 meton = Z(RM + RC), (216)

ohmic ohmic

donde, Ry (£2) es equivalente a la resistencia de la membrana a la conduccién de
protones. Rc (2) es equivalente a la resistencia de contacto a la conduccién de

electrones.

El voltaje debido a la pérdida por concentracion se puede describir por la ecua-

Teon = —B - (1 _J ) . (2.17)

Jmax

cion,

-3

Las concentraciones de oxigeno e hidrégeno en mol - cm™ se obtienen con las

expresiones,
Po,
Co. = 5.08 x 106 x ¢—(498/T)’ (2.18)
_ Py,
Ch, = 1.09 x 106 x e(T7/T)" (2.19)
La resistencia a la membrana R,; se describe por,
Py X 1
Far = 2.20
M A , ( )

donde, py es la resistividad especifica de la membrana (2 - em), A es el drea activa

de la celda (cm?), [ es el grosor de la membrana (cm), y pas es,

181.6[1 + 0.03 - (i/A) + 0.062 - (T/303)% - (i/A)?]
[ — 0.634 — 3+ (i/A)] - exp[4.18 - (T — 303/T)]

Py = (2.21)
En resumen, el modelo semi-empirico presentando por la ecuacién (2.4) describe una
curva de polarizacién en funcion de la corriente eléctrica. Se puede observar que
para este modelo es necesario conocer un conjunto de parametros {&1,&3,&,4}. Por
otro lado, si inicamente se tiene informacién de datos experimentales de la curva
de polarizacién, entonces es posible también incluir en el conjunto de parametros
a estimar {A, B, L, v, Jya, Rc}. Por ejemplo, Outerio et al. en [79] presentan una
propuesta en la estimacién de pardametros cuyos resultados son reproducidos en este

trabajo, ver tabla 2.1 y figura 2.2.
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Pardametros  Outerio et al. 2008

A(em?) 62.05
A (pm) 131
B (V) 0.0179
Re (Q) 0.00028
£ -0.9289
£ 8.2x107°
£ ~1.58x 10~
(0 23.06
Jmaz (mAcm?) 1537

Tabla 2.1: Datos extraidos de Outerio et al. 2008.

45

@ Datos experimentales

= Simulacion Outerio et al. 2008
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Figura 2.2: Curva de polarizacion segin los resultados de Outerio et al. 2008.
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Modelo semi-empirico

Modelo matematico semi-empirico

G Vie
"2y * K I T 1 Vic = Enerts — Nact — Neon — Nohmic, €C.(2.4)
+ o Te— ]
H-‘ ¥ ;w{(. '}uw A;lﬂ . 81 02 o3 o4 o0fF of QJ\QB 0‘3
- pesas } Gurrent Density (1) { Am™" |
|
Naet = —[&a + &T + &TIn(Co,) + &aTln(i)], ec.(2.10)
eom — —B x (1 — ) ec.(2.17)
Nowmic = iRy + Re),  ec.(2.16)
€ = 0.00286 + 0.0002 x In(A) |
+ (4.3 x 10_5) X An(Ch,), Ry = pu X1 ec.(2.20)
cc.(2.15) ’ A
_ 18161 +0.03 (i/4) +0.062- (T/303)* - G/AP] . (9,91
PM = T = 0,634 =3 - (i/A)] - exp[4.18 - (T — 303/T)]
61 53 54 A. Jmax B RC v! v

|

Parametros a estimar

Figura 2.3: Resumen del modelo semi-empirico (ecuaciones algebraicas)
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2.1.1. Estimacién de parametros en sistemas algebraicos

Sea ©® C RPy f: [ty, T] x © — R™ una funcién con variable de control ¢ € [ty, T
y vector de parametros # € © de tal forma que determinan un modelo matematico

con variable de respuesta y, es decir,

y=f(t;0), (t,0")¢€ty, T] xO (2.22)

Con frecuencia se presenta el problema de estimar el vector de parametros 6, de tal
manera que la superficie (variedad) definida por la ecuacién (2.22) se “ajuste” lo mas

posible a una coleccion de observaciones dadas por la tabla:

donde ¢; € R" son errores de observaciones (variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidos con media cero y varianza ¢?), con mn > p. Un criterio

usual para este ajuste es el criterio de minimos cuadrados:
Sea F': © — R™ la funcion definida por

F(0) = (f(ti;0)", f(ta; 0, ... f(tm:;0)"), 6 €O CR? (2.24)

Y =@l ys....,yl) e R™, (2.25)

el vector de observaciones dada por la ecuacién (2.23). Entonces el problema de
estimacion de parametros, consiste en determinar 6 en © de tal manera que la funcién

objetivo g : © — R, dada por

1 1 —
9(0) = §HY — F(9)]]3 = 3 Z ly: — f(t::0)3, 0 €O, (2.26)
=1

alcance un minimo en dicho punto.
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2.2. Modelos de capa catalitica

Las reacciones electroquimicas en una celda de combustible ocurren en las capas
cataliticas catédica y anddica. En el anodo, ocurre la oxidaciéon de hidrégeno y en el
catodo, la reduccion de oxigeno. Las dos son importantes ya que sin una no ocurre
la otra. El catalizador estd conformado por: una fase activa de platino soportada en
carbén. Entre ellos, la fase activa de platino y el soporte de carbén, hay una inter-
accion electronica y quimica, por eso a su conjunto se le llama catalizador. La capa
catalitica incluye al catalizador y un aglomerante, usualmente basado en el mismo
material de la membrana. Sin embargo, esto no ha sido suficiente para generar una
buena conduccién idnica, por lo que se ha tratado de mejorar al catalizador incluyen-
do materiales como el 6xido de titanio sulfatado entre otros. Un andlisis robusto y
confiable del rendimiento de una celda requiere el entendimiento del desempeno de la
capa catalitica a través de estudios paramétricos. Las investigaciones experimentales
son indispensables pero consumen mucho tiempo y son muy costosas, particular-
mente en lo que se refiere a la medicion experimental de parametros. Ademas, puede
resultar dificil correlacionar los datos experimentales dispersos a aspectos especificos
de la estructura de la capa catalitica. Por lo tanto, el uso de simulaciones numéricas
es de gran ayuda para predecir y optimizar el desempeno de la capa catalilica [54].

Los modelos matematicos para la capa catalitica del catodo han sido clasificados
en tres diferentes categorias basadas en su nivel de complejidad: modelos de interfaz,
modelos macro-homogéneos y modelos aglomerados.

Los modelos de interfaz fueron aplicados para modelar la celda entera, y han
sido utilizados por su simplicidad. La capa catalitica se considera como una capa
delgada infinitesimal que no intenta capturar los perfiles de variacién espacial en sus
soluciones. Consecuentemente, estos modelos son descritos en términos un conjunto
limitado de parametros que se pueden optimizar. Son computacionalmente eficientes
y facilmente escalables a calculos multidimensionales y estudios paramétricos de la
celda completa. Berning y Djilali [16-18] proponen un modelo matemético de EDP’s
en 3D, no isotérmico y aproximan su solucién con diferencias finitas centrales, con
lo cual investigan los efectos de la porosidad, grosor y tamano de la capa difusora.
Lum y McGuirk realizaron un estudio sobre la influencia de la permeabilidad y

concentraciones del oxidante, asi como de parametros geométricos.



Capitulo 2. Modelacion de celdas de combustible tipo PEM 32

Los modelos macro-homogéneos, también llamados pseudo-homogéneos, fueron
introducidos por Tiedemann y Newman [100], consideran el grosor de la capa cataliti-
ca con coeficientes de transporte promedio que describen los efectos variacionales en
la composicion de los parametros que describen al catalizador de platino, al soporte
de carbon, la matriz solida de la capa catalitica y los materiales del electrolito. Marr
y Li [67] utilizan este modelo para investigar la influencia de la composicién de la
capa catalitica y particularmente el rendimiento en funcién de la carga de platino,
proveen evidencia experimental de que la capa catalitica puede ser humedecida con
agua para bajas densidades de corriente. You y Liu [113] realizan simulaciones usando
aproximaciones de volimenes de control para estudiar el efecto de la conductividad
de la membrana y la porosidad de la capa catalitica. Du et al. [32] realizaron estudios
paramétricos en los cuales asumen que el oxigeno tnicamente se difunde en los sitios
activos en forma de gas, sin embargo, recientes estudios sugieren que el oxigeno es

transportado en una fase macro-homogéneo disuelta dentro del ionémero.

Los modelos aglomerados representan las aproximaciones mas exactas, toman
en cuenta tanto la composicién y la distribucion estructural de los materiales en la
capa catalitica. Las particulas consistentes de platino soportados en carbén (Pt/C)
se agrupan en pequenos aglomerados que son rodeados y unidos con el electrolito
y los materiales de la capa difusora de gas. Propuestas de modelos aglomerados
han sido estudiados en los anos recientes, Secanell et al. [90] presentaron estudios
paramétricos para determinar los valores 6ptimos de la carga de platino, la razén
Pt/C, la fraccion del volumen del electrolito y la porosidad del la capa catalitica. Shah
et al. [92] desarrollaron un modelo trascendente en 1D para el ensamble completo
de la membrana de la celda considerando los efectos de la humedad, temperatura,
tamafio de los poros y el angulo de contacto en la capa catalitica. Wang et al. [108]
estudian el efecto de la fraccién vacia, el flujo de entrada de la humedad relativa,
con el transporte neto de agua, muestran que bajas operaciones de humedad pueden
beneficiar el rendimiento de la celda mediante la reduccién del transporte de masa

limitante a altas densidades de corriente.

De los tres modelos, el modelo de interfaz delgada es el mas simple y el mode-
lo aglomerado es el mas complejo. El modelo macro-homogéneo cae en un modelo

intermedio entre los anteriores y tiene la ventaja de que puede obtener resultados
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que reproducen los datos experimentales para densidades de corriente baja y medias
[54].

Para que un modelo capa catalitica sea capaz de predecir el rendimiento adecua-
do de una celda, es esencial que capture la estructura compleja del multimaterial
de la capa catalitica. Los modelos aglomerados parecen proveer el mejor ajuste a
los datos experimentales; sin embargo, no es claro atin como las aglomeraciones se
forman y como ellos se definen en la compleja morfologia aleatoria del multimaterial
de la capa catalitica. Tomando en consideracion las incertidumbres y la gran com-
plejidad del modelo aglomerado, el modelo macro-homogéneo destaca més como una
alternativa deseable para obtener informacion detallada acerca de las correlaciones
entre la estructura del catalizador y el rendimiento del sistema fisico.

El modelo macro-homogéneo del catalizador, se utiliza para estudiar el transporte
a través de la capa catalitica junto con un rango medio de densidades de corriente.
Las ecuaciones gobernantes son un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas que capturan la difusion del oxigeno, las reacciones electroquimicas y el

transporte de electrones y protones.

2.2.1. Descripcion del modelo macro-homogéneo

El hidrogeno del anodo es descompuesto en electrones y protones en la capa
catalitica del anodo. Los electrones son transferidos a través de un circuito externo
al catodo CL, mientras los protones se mueven a través de la membrana al lado del
catodo. El oxigeno es suministrado en el cdtodo donde se difunde en en forma de gas
por los espacios vacios de la capa difusora a la interfaz con la capa catalitica.

A continuacién se describe lo que ocurre con las especies (oxigeno, protones y
electrones) cuando alcanzan la capa catalitica del cdtodo. Se asume que la capa

catalitica del cdtodo (CCC) consiste de cuatro regiones distintas:
» Cumulos cataliticos (platino soportado sobre carbono, Pt/C).
» Fase ionémera de Nafion.
» Fase sélida en la capa difusora del cdtodo (CDC).

= Espacios vacios.
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El oxigeno se difunde por los espacios vacios y la membrana. El hidrogeno es
transportado como iones por la region iénica y la superficie del catalizador, se co-
noce como spillover o difusion superficial; mientras que los electrones tnicamente
se mueven a través de la regiéon solida. Estas tres especies reaccionan al alcanzar
los sitios activos sobre los ciimulos Pt/C donde las reacciones electroquimicas que

ocurren son,

Oy +4H'Y —4e™ — 2H,0 + Calor

El modelo macro-homogéneo asume lo siguiente:

= El problema es modelado unidimensionalmente y en estado estable.

» La CCC es un medio macro homogéneo que consiste de las cuatro regiones

antes mencionadas.

= La capa difusora y membrana se encuentran a una distancia bien definida en
la CCC.

= Opera a presiéon y temperatura constante.

= Los espacios vacios estan completamente llenos de agua liquida.

Las ecuaciones se dividen en dos grupos: ecuaciones algebraicas que gobiernan la

composicion de la CCC y ecuaciones diferenciales que describen el transporte en la

CCC.

2.2.2. Descripcion de las componentes del catodo

Para entender la composicion estructural de la capa catalitica, se definen las

siguientes fracciones de volumen,
= ¢, es la porosidad del CCC.
» L, ., es la fracciéon del volumen en la regién de la membrana.

» Lg., es la fraccién de volumen de la CDC que penetra en la CCC.
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s L, es la fraccion de la porcion sélida de la CDC, definida por,
Li=1L,.(1—¢,), (2.27)

donde ¢4, es la porosidad de CDC.
» Lpyc, es la fraccién del volumen de las particulas de Pt/C.

La siguiente ecuacion describe la relacién de los cuatro voliimenes correspondien-
tes:
‘/%Ot = Vm,c + ‘/c + VPt/C + Vtsv (228)

donde V,,; es el volumen total de la CCC. Las fracciones de volumen pueden ser

escritas como,

Am,c ‘/c VPt/C V;

me €c = LPt C =
‘/;ot’ / ‘/;tot ’

3 = Y
‘/tat

y cumple con que,

Lie+4 Lgo(1 —€5) + Lpyyc + e =1 (2.30)

La expresién Lp;/c en la ecuacién (2.30) puede ser expresada en términos de la
carga de masa de las particulas de catalizador por unidad de area en el catodo. El
volumen total de la CCC es V,,; = A X ., donde A es el area del catodo y . es
el grosor de la capa catalitica. Por otro lado, se tiene que Vpyc = Vpy + Vi, y se

obtiene,

Vp, = (Mas@)pe y_ (masa)e
pPrt pc

donde pp; y pco son la densidad de platino y carbén, respectivamente. Definiendo

la carga de masa de platino y carbon por unidad de area del catodo como,

(masa) py

A )

(masa)c

VC: A )

mpy =

(2.31)

se puede escribir,



Capitulo 2. Modelacion de celdas de combustible tipo PEM 36

mpy mc

. 2.32
thlc pClc ( )

Lpyc =
Se introduce la fraccién de masa de platino en términos de las particulas de Pt/C,

mpt
= 2.33
f = e (2.33)
donde f =1 es para platino puro y f = 0 es para carbén puro. Sustituyendo esta

expresion (2.32) en la ecuacién (2.30) para escribir la porosidad como,

mps [ 1 1—f1}
eo=1—Ly,— Ly (l—e)—P| — L 2= 2 2.34
T P (230

Esta expresién se usa para determinar el coeficiente de difusion efectiva del
oxigeno.

Se modela la difusion del oxigeno gaseoso a través de un elemento de control
de volumen cilindrico de radio ry rodeando una simple particula de Pt/C' con radio
0 < ry < rqe. La particula de platino se localiza en el centro del elemento y es rodeada

por sectores que contienen el iondémero y fases solidas y vacias.

La distribucién de los ctimulos de Pt/C' a través de la capa catalitica es aleatoria;
por lo tanto, la hipotesis de homogeneidad es razonable. Ademas, las longitudes de
difusion para el oxigeno a través de las fases sélidas y vacias es r9 — 7.

Anélogo a la resistencia termal para la conduccion de calor en cilindros, se define

la resistencia de difusién R como,

_In(ry/ry)

= 2.
R —DeiT] (2.35)

donde 7 representa la porcién correspondiente de cada especie, vy D/ es un
coeficiente de difusién efectiva. El oxigeno alcanza los sitios activos de Pt/C por
difusién a través de dos rutas paralelas, por la fase ionémera y los espacios vacios (
los cuales son completamente humedecidos por el agua liquida). Usando la ecuacién

(2.35) las resistencias de difusién en el ionémero (R, ) y la regién vacia (R,.) como,

hl(?“g/?“l) _ ln(’l"g/’l“l)
T DG w DY

Os—m

Rm,c - (236)



Capitulo 2. Modelacion de celdas de combustible tipo PEM 37

donde 7, . y 7. corresponden las porciones ocupadas por el ionémero y los es-

pacios vacios, y los coeficientes de difusién (m?s™!) son denotados por Dgf a
2—m

en la
membrana y Dg’; a » €1 la region hiumeda. De acuerdo a De la Rue [29], los coeficientes

de difusiéon efectiva pueden ser obtenidos mediante,

Deff = Lir{?cDOzfrm DeOfg{w = 63/2D02*w> (237)

Os—m

donde Do, _,, es una funcién de la temperatura (evaluada usando la ecuacién de

Wilke-Chang [83] ) y Do,—m es obtenida por una curva de datos experimentales [81],

Doy = 1.4276 x 10717 — 4.2185 x 1077, (2.38)

donde la temperatura T es medida en grados Kelvin, y Do, _,, en m?s™'.

Por lo tanto, las resistencias pueden ser obtenidas de la ecuacién (2.36) como,

R L+ €+ Lg In(ry/ry) R - L.+ €+ L In(ra/m)

’ Lme — 2xDYT | e 2n DGl 1

Os—m

(2.39)

Tratando las resistencias individualmente en paralelo, la resistencia de difusiéon

total ., puede ser determinada de,

= —, 2.40
Req Rm,c Rc ( )
asi,
In(ry /1)

Re == R 2.41
"= 2rDdl | (241)

El coeficiente de difusion efectiva total puede ser obtenido como sigue,

eff _ pyelf Lon,c eff e

Dy =D +D (2.42)

Oomm et et Ly L. +e+ L

donde los Ly, o/ Lmc+ €.+ Ls ¥ €/ Ly + €. + Ly son las fracciones de volumen
en el ionémero y en los espacios vacios de la capa catalitica. Esta ultima ecuacién

asume que toda la fraccién vacia dentro del catalizador contiene agua liquida.



Capitulo 2. Modelacion de celdas de combustible tipo PEM 38

2.2.3. Difusién de oxigeno

Se asume que el transporte debido a la difusién de oxigeno en la capa catalitica

del catodo sigue la ley de Fick,
No, = —Dop,VO,, (2.43)

donde No,, Do, y Os son el flujo molar superficial, el coeficiente de difusion de
la capa difusora, y la concentracién de oxigeno, respectivamente. La conservacion de

oxigeno en estado estable puede expresarse como,

V - No, = Ro,. (2.44)

La tasa de consumo de oxigeno por unidad de volumen es denotada por Rop,, el

cual puede ser relacionado a la densidad de corriente proténica ¢ por,

S .
R02 = —ﬁv + 1, (245)

donde s es el coeficiente estequiométrico, n es el niimero de electrones que participan
en la reaccién, y F es la constante de Faraday (96485 C mol™!). Se tiene para el

oxigenoque s=1yn=4,y

1 di
RO2 — —@%, (246)
donde V - i es reemplazada por di/dz en el caso 1D. Por lo tanto,
d*O 1 di
D2 ! (2.47)

ST g T 4R dy

donde Do, es reemplazada por el coeficiente de difusion efectiva Dg’; /

Esta ultima ecuacién estd sujeta a las condiciones de frontera i = Iy y dOy/dz =0
en z = [, en la interfaz de la membrana con la capa catalitica. Por lo tanto, se puede
obtener integrando una vez,

dOs i— I

= 2.48

En la figura 2.4 se muestran los perfiles de solucién de la ecuacién (2.48) en funcién
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de la densidad de corriente total Is, con los pardmetros presentados en [94], para

mayor detalle ver la seccion 2.4.
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Figura 2.4: Concentracién de oxigeno

2.2.4. Tasa de reaccién electroquimica

La tasa de reaccién electroquimica esta determinada por la ecuacion de Butler

Volmer,

di aF a.F'
a _ . Qe _ ot 2.4
dz {exp ( RT 77"“) erp ( RT 77““)] ’ (249)

donde 7 es la densidad de corriente de intercambio, a. y o, son los coeficientes
de transferencia catédica y anddica, y a es el area especifica que toma en cuenta la
aspereza de los sitios de reaccion.

La cantidad a puede ser expresada como,

a= _((Zi“z; , (2.50)
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donde (area)rs es la verdadera drea de los sitios activos. Entonces, definiendo Ag

como el drea superficial de reacciéon por unidad de masa de platino (m?kg=!),

A, = M7 (2.51)
(masa) p
se puede escribir,
le
A= Lo =y (2.52)
mpy lc

Una funcién es empleada en [36] para aproximar A, en términos de la fraccién

de la masa de platino f de acuerdo a,

A, = (227.79f% — 158.57f% — 201.53f + 159.5) x 10°. (2.53)

En la ecuacion (2.49), 7y es la densidad de corriente de intercambio, usualmente
5 00 ’
expresado en términos de una corriente de intercambio de referencia ig s y de una

concentracion de referencia Co, .y dada por,

- - O Y02
o = 10,ref <Co 2 f) ; (2.54)
2,Te

donde vO; es el orden de la reaccion para el oxigeno, en este trabajo se to-
ma el valor de v = 1 como lo recomienda Newman y Thoma-Alyea [75]. La razén
Co,/Co,rer €n la ecuacién (2.54) es un factor de correlacién para la desviacion de
la concentracién del estado de referencia. La densidad de corriente de intercambio
iorepde la ecuacion (2.54) (A - m™2) es obtenida de otra curva ajustada de datos

experimentales en [81],
iO,ref — 100.03741'1“716.967 (255)

donde T es la temperatura en grados Kelvin.
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Figura 2.5: Densidad de corriente

En la figura 2.5 se muestran los perfiles de solucién de la ecuacién (2.49) en
funcién de la densidad de corriente total I5, con los parametros presentados en [94],

para mayor detalle ver la seccion 2.4.

2.2.5. Sobrepotencial de activacién

El sobrepotencial de activacién en la capa catalitica depende de las perdidas
ohmicas debidas a la resistencia en el ionémero y las resistencias eléctricas en la fase

sélida, de acuerdo a [67],

dnact o i 1 — I§
dz B relf ogeff

(2.56)

La conductividad efectiva proténica x°// puede ser relacionada al valor x de la

capa catalitica y la fraccion de volumen del ionémero por medio de la siguiente
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ecuacion,

-

(L)%,

(2.57)

similarmente, la conductividad electrénica efectiva puede ser expresada como,
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En la figura 2.6 se muestran los perfiles de solucién de la ecuacién (2.56) en

funcién de la densidad de corriente total 15, con los parametros presentados en [94],

para mayor detalle ver la seccion 2.4.

2.2.6. Curva de polarizacién

Las ecuaciones anteriores (2.48), (2.49) y (2.56), comprenden el sistema acoplado

de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales en las variables desconocidas Cop,,

1V Naet que gobiernan el transporte de oxigeno, protones y electrones en el catodo.
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Figura 2.7: Perdidas de potencial

La curva de polarizacion que se obtiene por medio del modelo macro-homogéneo,

se modela mediante la expresién (2.59), descrita en [54].

VFC - ENerts - 77|z:LC - ROhmic](S- (259>

donde Ropmic €s la resistencia 6hmica especifica de la celda y Ene.s s el voltaje

reversible de la celda, la cual es descrita por la ecuacion (2.7).

2.2.7. Condiciones de frontera

Para obtener un problema bien definido, debemos conocer las condiciones de

frontera de cada ecuacién,

= En la interfaz CDC con la CCC, z = 0: El oxigeno penetra por los poros de
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la CDC, y como los poros se asumen completamente humedecidos con agua
liquida, el oxigeno pasa a través de la interfaz de la CDC y el CCC 2z = 0
primeramente disuelta en agua. La concentracién de oxigeno en la interfaz se

determina mediante la ley de Henry,

— P02

05(0) = 2.60
A(0) = 2. (2:60)

donde la presiéon parcial del oxigeno esta dado por,
PO2 = JZOQP, (261)

donde zp, es la fracciéon de oxigeno molar, y P es la presion de la mezcla de
gas en la interfaz CDC/CCC. La constante de Henry Hop, (atm - m3 - mol™!)

es tipicamente asumida como una funcién de la temperatura de acuerdo a

666
Ho, = 1.33€Ip(—T), (2.62)

donde T' es debido en grados Kelvin. Ya que se considera que la CDC es muy
delgada, las condiciones de presién en la interfaz CCD/CCC son ajustados a

los valores de los canales del catodo.

La condicién de frontera de la densidad de corriente protonica viene de asumir
que los protones son consumidos antes de alcanzar la frontera de la interfaz,
asi,

i(0) = 0, (2.63)

= En la interfaz de la CCC con la membrana, z = [: La densidad de corriente
proténica en la membrana se aproxima a su valor maximo (es decir, la densidad

de corriente de la celda, 5, asi que,
i(l.) = Is, (2.64)

También se tiene que el oxigeno no puede difundirse dentro de la membrana,
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asi que,

dO,
- (1) =0, (2.65)

Generalmente, las simulaciones numeéricas son usadas para estudiar la dependen-
cia del rendimiento de la celda sobre cierto conjunto de parametros estructurales
del catalizador (cargas de masa de platino y carbén, grosor del la capa catalitica,
fraccién de volumen del ionémero, porosidades, etc.) [54, 94].

En esta tesis se seleccionan el conjunto de parametros {e,, mp, ppr, Dg; f opL, M} a
estimar para el ajuste de la curva de polarizacién (2.59). Las ecuaciones son resueltas
utilizando el shooting method para la estimacién del pardmetro 7, haciendo uso de
una técnica de tipo Lobatto para integrar las ecuaciones en estado estable para

densidades de corriente altas.
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Model tematico M -h 3]
Modelo Macro-homogéneo (catodo) odelo matematico Wlacro-homogeneo
electricidad % _ M} PL(2_48)
dx nFDE)f_E
dy 1 1 1
o = Y H — Lo ec.(2.56
dx (O'ﬁlﬁ + Cfgff) (x) O'gﬁ wt , ( )
d’ we Fy waFn
- ey =) —exp( - c.(2.4
b T ooy ran dx A’“( CKP( RT ) oF ( RT )) . (249)
H.
Relaciones algebraicas
Condiciones de frontera
Lme+ Loe(l —€g) + Lpye + €. =1 ec.(2.30)
I { Po, TotLGoL
_ mpy . . Co, ()= — ( - — —) ) ec.(2.60)
mp; +me’ ec.(2.33) Ko, \ RT  nFDf! oy
mpy [ 1 1—-f1 d
o= 1= Lope — Lye(1—€g) — =2t | —+ ==L — |, - C :
. L) L =i EECHCET | gy cc.(2.65)
if _ pelf Lme off Ec —
IO merEe A e A R
m . “
A=TRALS), ec.(2.52) 10) =0, IL)= fa, ec.(2.63)
C
A ()= (227.79f% — 158.57f* — 201.53f + 159.5) x 10°  ec.(2.53)
COz )“foz
i) = i re ec.(2.54
0 = ,ref (Comf , c.(2.54)
K = (L )5, ec.(2.57)
g(’-ff = (1 - Lm.c - 66)3/20= ec. (258)
ff
€9 Mpe Pre ~—— Pardmetros a estimar ——— | Do, aol 1)

Figura 2.8: Resumen del modelo macro-homogéneo (ecuaciones diferenciales).
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2.2.8. Estimacion de parametros en ecuaciones diferenciales

ordinarias

Uno de los principales problemas que surgen al hacer modelacién numérica del
fenémeno es el hecho de no conocer todos los parametros necesarios para reproducir
el comportamiento fisico, este problema se presenta también si no se cuenta con
la suficiente informacién sobre las variables de estado (concentracién de oxigeno,
sobrepotencial, densidad de corriente, etc.). Todo esto ocasiona un nuevo problema,
la estimacion de parametros a partir de los, posiblemente, escasos datos que se puedan
obtener de manera experimental.

Justino Alaves y Jesus Lépez, presentan de manera formal el problema de esti-
macién de pardmetros [2, 3], de la siguiente forma:

Dada una tabla o conjunto de datos experimentales:
T = {(tzu yl) € [t07T] X Rn|yl = (b(tla tOv C?ﬁ) + EZ’?i = 07 7n}

donde ¢; € R™ son los errores en las observaciones y; estadisticamente independientes
e idénticamente distribuidos con media cero y varianza o2, de valores observados de

la solucion,

y(t) = o(t;to, ¢, B), t € [to, T] (2.66)

en los instantes t;, i =0, ...,n, en [ty, T] del problema de Valor Inicial,

Y= f(t7y7 6)7 y<t0) = C (267>

donde f : D x7P(0) — R" es continua, con 7¥ (?) =03,DCRxR"yO C RPxR"
conjuntos abiertos.

En principio § € © con 07 = (BT, ¢T) tiene un valor tedrico exacto 6*, pero
desconocido. El problema matematico consiste en hallar una estimacion 6 0, g =
(B, é), para 0* de tal manera que la solucién y(t) = ¢(t; to, ¢, B) del problema (2.67),
sea la que mejor se ajuste a los valores observados en experimentacion presentados
en la tabla T.

También identifican varios casos que se pueden tener cuando se trata de un pro-

blema de estimacion de parametros, segun la cantidad de informacién a la que se
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pueda accesar:

1. Problema Basico con Condiciones Iniciales Conocidas. Se conocen los
valores de ty, yo y la tabla T de valores observados de todas las componentes de
las solucion y(t) = ¢(t; to, Yo, 5) del problema (2.67). En este caso, el vector de
parametros 07 = (87, yI') al ser conocido yy se reduce al vector 8 que es de di-
mension p, y esto redunda en el costo computacional al resolver numéricamente

el problema en dimensién p en vez de p + n.

2. Problema Basico con Condiciones Iniciales Desconocidas. Se conoce el
valor de %y y la tabla T de valores observados de todas las componentes de la
solucion y(t) = ¢(t; to, yo, B) del problema (2.67), pero se desconocen el vector

de condiciones iniciales 7 y el vector de pardmetros 07 = (87, yl).

3. Datos Parciales con Condiciones Iniciales Conocidas. Se conoce el valor
de ty v yo, v solamente se dispone de una tabla incompleta T, es decir, sélo
se pueden tener observaciones de algunas de las componentes de la solucion

y(t) = ¢(t; to, o, B) del problema (2.67) para estimar el parametro f3.

4. Datos Parciales con Condiciones Iniciales Desconocidas. Se conoce el
valor de ty, pero se desconoce el vector de condiciones iniciales 7 y solamente se
dispone de una tabla incompleta T, es decir, sélo se dispone de observaciones
de algunas de las componentes de la solucién y(t) = ¢(t; to, yo, 8) del problema
(2.67), como sucede en varios campos de la ciencia (medicina, quimica, biologia,
ete.).

En [2] se plantea la manera de solucionar el problema de estimacién de pardmetros

y la presentan en dos partes:

1. Identificar 6* en el sentido de minimos cuadrados (Min Q’s), es decir, dar
condiciones suficientes para garantizar la existencia local y unicidad de al menos

una solucién 6* del problema de Min Q’s siguiente:

Encontrar
0 = arg mingcog(0) (2.68)
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donde
1 m
9(0) = 5 > lly: = éltisto. n. B)lly, (2.69)
1=0

con § = (BT, n")T € © y W, = diag(w;1,w; 2, ...,w;,) es la matriz de pesos en
el dato y; con w;; > 0, parai=0,...my j=1,..,n,y ||z||lw, en la sumatoria

s wiglzg)?.

es la norma euclidiana pesada sobre R™, ||z|[f, = 227,

2. Encontrar una estimacién 0 = (57,77)T € © para 6* de tal manera que la

solucién ¢(t) = ¢(t;t9, 7, ) del problema (2.67), sea la que mejor se ”ajuste”

a los valores observados de la tabla T.

Por lo general, la funcién f presentada en (2.67) es no lineal respecto a los pardme-
tros, por lo cual, se tiene un problema de estimacion de parametros no lineal. Existe
una variedad de métodos que aproximan la solucién al problema de minimos cua-

drados no lineal, los méas conocidos son:

1. Los métodos Quasi-Newton.
2. Los métodos Gauss-Newton.

3. Los Métodos de maximo descenso (consideran gradientes de maximo descenso),
Gradiente conjugado (si las direcciones de descenso son direcciones conjuga-
das).

4. El Método de Levenberg-Marquardt o Método de Gauss Newton Regularizado

Local.

Todos los métodos anteriores se basan en el uso de gradientes para hallar las
direcciones de descenso para llegar a un minimo, que por lo general es un Minimo
Local y no Global. Por ello, se han creado nuevos métodos que no quedan atrapados
en minimos locales y tratan de alcanzar una solucion cada vez mas 6ptima, es decir,
algoritmos que tratan de llegar al minimo absoluto sobre una regiéon determinada,
que ademas no son dependientes de las caracteristicas de convexidad, derivabilidad
y suavidad de la funcién, por lo que se podria modelar el problema de estimacién de

parametros con otras funciones que no necesariamente sea minimos cuadrados.
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2.3. Modelo macro-homogéneo: perspectiva RCD

El modelo macro-homogéneo ha sido satisfactoriamente aplicado a densidades de
corriente bajas y medias [54]. Para densidades de corriente altas, o més preciso, a
densidades de corriente en la cual existen pérdidas por concentracién, la pendien-
te de la curva de polarizacién asociada a una celda es grande, existen problemas
numéricos para resolver el sistema de ecuaciones ordinarias. Para ello es indispensa-
ble analizar lo que sucede desde una perspectiva numérica. Cuando se tienen pérdi-
das por concentracion, el sistema de ecuaciones ordinarias presenta soluciones de
conveccién dominante. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias del modelo

macro-homogéneo presentado por Dalasm et al [54], se escribe de la forma [94],

dO, v —Is
_ 2.70
dT] . 1 i—[5 (2 71)

dz  keff U geff
dl . CoQ acF OéaF

g < — — . 2.72
iz~ (Comef) (exp (RT ) oo ( RT n)) (2.72)

Para analizar el problema de conveccion asociado a las pérdidas de potencial por

N

concentracion se incrementa un orden la derivada espacial, transformando el conjunto

de ecuaciones ordinarias en un sistema de ecuaciones de reaccién-conveccién-difusion,

d?O, 1 di

_ di 2.
dz? 4FDeff dz ( 73)
d*n 1\ di
a2 (keff aeff) & (2.74)

£ () S (e () e () e
+( 027“6]”) ” (R_TZT)? p(ZT”) (2.76)
(m)c (R?) Z: p(—a]gn)- (2.77)

El sistema equivalente presenta las ecuaciones con las convecciones asociadas al

fenémeno fisico presente en la celda, se puede observar el fuerte acoplamiento del



Capitulo 2. Modelacion de celdas de combustible tipo PEM o1

sistema, la no linealidad de las ecuaciones resultantes y el factor dominante derivado
de la ecuaciéon correspondiente a la densidad de corriente de la celda, dependiente
del acoplamiento con las ecuaciones del oxigeno y sobrepotencial.

La dificultad de resolver estos problemas radica en la fuerte conveccion que sur-
ge en un subdominio relativamente pequeno en el cual se tiene una pendiente que
crece abruptamente para la solucion de la densidad de corriente. Otra caracteristica
importante que surge es el acoplamiento no lineal del sistema. Para densidades de
corriente ”altas“ (asociadas a las pérdidas por concentracién), el mallado por medio
del método de elemento finito, propuesto en esta investigacion, debe ser cada vez mas
fino, y para mallas gruesas las soluciones numéricas resultan inestables en ciertas re-
giones del dominio. Para aproximar las soluciones se utiliza el método de elemento
finito que se revisa en la secciéon 2.3.1, y el mallado adecuado para problemas singu-
larmente perturbados en la seccion 2.3.3, métodos de estabilizaciéon numérica en la
seccion 2.3.2.

El problema de estimacion de parametros asociado a los sistemas de ecuaciones
necesita de las siguientes condiciones de frontera:

Para z = 0,

02(0) = C1, n(0) =m, (0)=0.

Para z = [,
02(lc) = 027 n(lc) =12, Z(ZC) = Is.
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Modelo RCD {cétodo) Modelo matematico RCD
- ‘ e = £, L di
| Co, 1 n :2 =D T ec.(273)
o A I ( =7 T {U) ec.(2.74)
dc, F a,F
ey ( :‘:d) pl 42 (f!p((}ﬂ_ Tj) exp (—ﬁ )) ec.(2.75)
I , /4’ +( aig ) (a F) @(IP("
Cog,ref
b § JF\ d
- (o) s () 2o ()
Relaciones algebraicas
Condiciones de frontera
Line+ Lge(l =€) + Lpye + €. = 1. ec.(2.30)
Co0,(0) = Cu, n(0) = m. i(0) =0.
mpy .
= et o’ ec.(2.33) Coulle) = O, (1) = ma, i(1) = Iy,
B mpy [ 1 1—-f1
ce=1—Lpe— Lg.c(l - Fg) - I, {Pi’t + f P(} ? e(.(2,34)
ef f ef f Lim,e ef f €c
Dor =Doml 3 ev L, T Do, FerL, o (4)
mpg
A= ec.(2.52)
A ()= (227.79f% = 158.57f% — 201.53f + 159.5) x 10° ec.(2.53)
o Co, \™"
iy = iores (Cog,mf)’ ec.(2.54)
RlT 2 (L), e (2.57)
o = (1 = Ly — )0, ec.(2.58)
€g mpe prt +——— Parametros a estimar — N 12

Figura 2.9: Resumen del modelo RCD (ecuaciones de reaccién-conveccién-difusion).
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2.3.1. Método de elemento finito

La ecuacion unidimensional de reaccién-conveccién-difusion estacionaria es,

de ( Zi) o fli F(x), (2.78)

donde k y u son los coeficientes de difusiéon y conveccidn, respectivamente. Esta
ecuacion no es auto-adjunta, debido a la presencia del término convectivo, lo cual
hace que la solucion numérica de la misma sea un reto debido a las inestabilidades
numeéricas que se se presentan. Para analizar la relacion de este término convectivo
con la inestabilidad de la solucidn, se plantea a continuacion la solucion por el método
de elementos finitos.

Multiplicando la ecuacién (2.78) por una funcién de peso w e integrando sobre el

dominio €2,
149 do
— ds2 —df) = F(x)d) 2.
/ dx(dx) +/Q wn? /Qw (2)d,  (2.79)
dw, d do
—k—dQ —dQ = | wF(z)d} 2.
dx r / dr  dx +/ iz /Q (z)dS2, (2.80)
Suponiendo que la funciéon de peso se anula en la frontera I', se tiene,
dw d¢ do .
k / WL i+ / WSl = /Q WF(2)d. (2.81)

Se discretiza el dominio {2 en subdominios e,

dw de, do.
k;/dj EdQ. +u Z/ dQe:Z;/ewF(a:)dQe. (2.82)

Suponiendo una solucién de la forma 2.83 para un subdominio €2,

2

e = Z Ni(€)di, we= ) Ni(&)z; (2.83)

i=1
Donde z; € [~1,1] y las funciones N;(€) deben satisfacer 37 N;(€) = 1, ver
figura 2.10.
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N, Niss Ni N
1 1
| e
Nodo 0O° Nodo i+ Nodo i 0° Nodo i+]
X X+ g=—1 £=1

Figura 2.10: Funciones de forma lineales unidimensionales.

Por lo cual, se tiene Ny — 4N - Agf
dx dx )

23 (e [

Cambiando los limites de integracién al dominio normalizado y tomando w =

o dx) $i=>_ / wF (x)dQe. (2.84)

N;(&), se obtiene el método de Galerkin estdandar o método de Bubnov-Galerkin
[74].

2 1 1 1
3 dN; dN; N, 3
2 (k /1 % dx dl’ + U/l N]%dl') ¢7, = . /1 NJF(ZL‘)dZE (285)

&

2

dN; d§ dN; d§ da: dN; d§ dx B 1
S+ m e [ Ve )= X [ v
, (2.86)

dN; d§ dN; d§ dm dNj; d§ dx 1
;ZZI( /_1 df @d_é'd_d_g / NJ df d_d_£d§> ¢2 ;/_1 NJF(JI)dI
(2.87)

Escrito de manera matricial,
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T <ﬂ£>2 dNy deany dg
ok dé dx df dx df da 9
Pl /_1 dNp dE dN, d (sz df) €™ (288)
dg dx df da g da
[ (wﬁf dNy de (_&£> "
¢ da € dw ¢ da
= — 2.
k/—l <_wﬁ> dNy de (mﬁ)z ™ (289)
i ¢ dv ) “d¢ da ¢ da
[ (ﬂ£>2 dNy de <_ﬂ£> "
g dx € da g dx
- —d 2.
[D]ZJ k/l (_ﬂﬁ) dN, d§ <_%ﬁ>2 df 5 ( 90)
d€ dx ) “dé dx g dx
[ ), (4] |
:k/ € @) dE dz —df (2.91)
1| = (Mﬁ) (&ﬁ) dg§
L d¢ dw d¢ dx
dNy df) -1
D) =k T 2.92
L 7dn, g 1 -1
—k >~ 2.93
/_1 ( d& ) dz & -1 1 ( )
De manera andloga la matriz elemental de conveccién adquiere la forma,
1 N dN, d€ N dNy d€ d
Clo=u [ || ik i | % (2:99
-1 Tde dx 274 da
1 dN dN:
N1 3 Ny 72 e
=u d¢ (2.95)
/1 deN1 N2dN2 ]
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(2.96)

1 Nl% Ny <_d_>
[C)i; :u/_l [ a _Nf)ﬂ (1-N1) <i&) ] d¢

dg

Lan, Ny N
:“/_1d_§ [ no N ] s (2.97)

Utilizando integracion de gauss de un punto, con § = 0 y peso, = 2, se tiene

[D);; =kpesog (d]\;g(O)) j—z [ _11 _11 ] (2.98)
(AN 0O\ dr | 1 -1
=2k (d—g) i [ 1 ] (2.99)
B dN1(0) N1(0) —N1(0)
[C;; =upeso, TS [ (- N(0) —(1— N1(0)) ] (2.100)
:2udN1(O) N1(0) —N1(0) (2.101)
¢ | (1-N(0)) —(1-N1(0)) '
Por lo tanto, la matriz de rigidez elemental esta dada por,
Ml = 1Dy + [l =26 (Tl ) [ o ] + 2.102)
d€ | (1=Ni(0) —(1—N1(0)) '
El lado derecho,
[F]s; :/_1 N, F(z)dx = /_1 [ x; ] F(:z:)j—:gdf (2.104)
:/_1 [ 1 ilel) F(a:)z—zazg (2.105)
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Integrando con puntos de gauss,

Fly = 2P(a(0) 5t [ ’ f“]é‘jzo)) ] (2.106)

En particular, si Ny(§) = 1—55 se obtiene las matrices de rigidez elemental,

(K| (] = [£i], (2.107)

donde considerando el coeficiente de difusién k y la velocidad u constante en el

interior del elemento e, se obtiene

k’ 1 - 1 - 1 1 Kaa Ka
(K] =+ +2 = ’ (2.108)
hl -1 1 21 -1 1 Ky Ky
Se puede observar que la matriz de rigidez del elemento esta formada por dos compo-

nentes, una simétrica y una asimétrica. La primera se corresponde con el fenémeno

de difusiéon y la segunda del proceso convectivo.

Al ensamblar las matrices elementales para el domino discretizado se obtiene,

Ky 0 0
Ky, + Kaq Kap 0 Gi1 Jic1
Ko K+ K Ko || & | =] £ (2.109)
0 Kya Ky + Koo - Giv1 Jiv1
0 0 Ky,

En general, si se escribe,

v = % (le(()))? du dN;(0)

. & e (2.110)

se obtiene,
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(=21 (1 = N1(0))22)di1 + (221 + (2N1(0) — 1)22) @i + (=21 — N1(0)22) i1
(2.111)

dz.,

dg

dz.,

dg

= 2(1 — N1(0))F(z(0)) + 2F(2(0)) N1(0) (2.112)
NOTA: Hay que tener cuidado con las evaluaciones de z; y z3, debido a la eva-

luacién del jacobiano de la transformacion.

2.3.2. Meétodo de estabilizacion SUPG

Existen problemas en los cuales la conveccion es dominante y se presentan inesta-
bilidades numéricas al aproximar la solucion, por ejemplo, consideremos el problema

de difusién -conveccion,

d (dg dop _ B _
- (%> +400- = 2%, Q=100,1, ¢(0)=¢(1)=0. (2.113)

La aproximacién que se obtiene por medio elemento finito presenta inestabilidades,

ver figura 2.11.

0.0012

Et)
FEH e

oot

0.0002

0.0006 |

n.on04

solucién vs aproximacién

0.0002

Dominio [0,1]

Figura 2.11: Solucién y aproximacion al problema con 20 elementos.
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Una técnica de estabilizacion para el método de elemento finito es modificar las
funciones de peso lineales. Existen distintas maneras de plantear la modificacion de
la funcién de peso, sin embargo, cualquiera que sea debe de aumentar el valor del
término Kj, sobre el término K, de la ecuacion (2.108), esto hace que la matriz de

rigidez se aproxime a una forma simétrica [74].

4'1\":' -?\'TI +

e

Nodo i 0 Nodoi+! Nodo i O°

Figura 2.12: Funciones de forma unidimensionales lineales: esténdar (izquierda), mo-

dificadas (derecha).

La modificacién a las funciones de forma hace que las funciones de peso se con-
viertan en funciones discontinuas, lo cual es requerido para cambiar la ponderacion
sobre cada uno de los nodos y modificando el area de bajo las funciones, aumentando
bajo la funcién N;,; y reduciendose para el area bajo la funcion N;. Este cambio
en los valores de las areas puede entenderse como una sobreponderacion del término
Ky, y una reduccién del peso del término K. Las funciones modificadas se expresan
de la siguiente forma:

M= N+ a1 (2.114)
d¢ 2
Es decir, las funciones de forma modificadas son:

1 .
Ni:§(—§—0z+1), Ni+1:§(f+a+1)7 (2.115)

en donde « es un pardmetro de perturbacién que debe ser calibrado [74]. Este
método de estabilizacion se denomina el método de Petrov-Galerkin en contraco-

rriente, o SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin). Cuando a = 0, el método
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se convierte en el método de Bubnov-Galerkin y las funciones de peso no resultan
modificadas.

Realizando célculos se obtiene la expresion,

{—% — g(l + oz)} $i1+ [2% + ua} bi + {—% + g(l - a)} Giv1 = fi,  (2.116)
donde,
h h
f; = 3 /QE1 (Ni + %) F(&)d¢ + 3 / (Ni - %) F(&)d¢ (2.117)

2.3.3. Mallas Shishkins

Las ecuaciones diferenciales singularmente perturbadas se caracterizan por un
parametro € multiplicando alguno o todos los términos de alto orden en la ecuacién
diferencial. En general, las soluciones de dichas ecuaciones presentan un fenémeno
multiescala. En ciertas subregiones pequenas del dominio, las escalas de algunas
derivadas parciales son significativamente mas grandes que las otras derivadas.

Para valores muy pequenos de €, se puede utilizar alguna técnica de expansion
asintotica para aproximar una solucion analitica.

Aproximaciones computacionales cldsicas a problemas singularmente perturbados
son conocidos por ser inadecuados ya que requieren un nimero extremadamente
grande de puntos en la malla para producir soluciones estables sobre el dominio, ya
que de lo contrario aparecen oscilaciones numéricas que generan soluciones inestables.
Una técnica utilizada que captura la informacion de las regiones de cambio réapido
en la solucion son las mallas shishkin.

Una malla Shishkin es una malla uniforme a pedazos (o un producto tensorial en
la versién de més de una dimensién). Las mallas Shishkin se distinguen de otros tipos
de mallas uniformes a pedazos por la eleccién del llamado parametro de transicion,
es decir, el punto en el cual la malla cambia abruptamente su longitud o dimension.

Consideremos el dominio 2 = [a, b], se construye una malla uniforme a pedazos
con N intervalos considerando el pardmetro o punto de transicién o € (0,1) y sea

k = b—a, se dividen [a,a+ ko] y [a+ ko, bl en M y N-M intervalos iguales de tamano
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eu" +u' =1, forx € (0,1)
u(0) =u(l) =1

0 = min{eC, In N, 1}
I L L 2

== =c=005
£= 001

0

—_— (NEE NN
[rrrri
€T

:h_'g——|_\

N

Figura 2.13: Malla Shishkin para una ecuacion singularmente perturbada.

h=ko/My H=(b—(a+ko))/(N — M), respectivamente, asi,

{zi=a+ihli=o0,..,.M,z;=a+ko+ (i— N)H|i=M,..,N} (2.118)

Es importante enfatizar que la eleccién de o = % y M = %N lleva a una malla
uniforme tradicional.

Para una ecuacién de la forma ey” + a(x)y’ = f(x), con a(z) > 0,

1 1
M = §N, o =ed :=min{eCyln N, 5}, Ca #p/a (2.119)

Donde p es el orden del método (error de truncacion local), el pardmetro « es
tal que 0 < a < a(x). Nétese que para el valor de ¢ = eCyln N es cambiado por
o = 3 cuando €CyIn N > 1. Asi, para N suficientemente grande (relativo a 1/¢) la
malla se convierte en una malla uniforme tradicional. Sobre la malla generada, se ha
mostrado para ecuaciones similares aplicando métodos de primer y segundo orden
que el error en la norma discreta del méximo es O([N~!In N]?), donde p es el orden

del método [55].

2.3.4. Iteracion de punto fijo y Factorizaciéon LU.

El método de iteracién de punto fijo es un método iterativo que permite resolver
sistemas de ecuaciones no lineales. En particular, se puede utilizar para determinar

las raices de una funcién f(x), también denominado el método de aproximacién
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sucesiva, el cual requiere de escribir la ecuacién f(z) = b en la forma = = g(z).
Consideremos x* la raiz de f. Supongamos que existe y la funcion g es conocida

y cumple, f(z) = x — g(x), Vo del dominio de f. Entonces,
f@)=0& 2" —g(x*) =0 2" = g(z") (2.120)

Asi, se tiene que x* es punto fijo de g.

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

Figura 2.14: Iteracién de punto fijo x,.1 = cos(x,).

Este procedimiento también es aplicable a sistema de ecuaciones lineales o no
lineales de la forma A(X) = b.

En ocasiones, la matriz es bandada y para que los calculos sean menos costosos
y se ocupe menos memoria en la computadora, se utiliza la factorizacién LU, donde
una matriz A € R™*" se descompone en el producto de una matriz triangular inferior

unitaria L € R™"™ vy una matriz triangular superior U € R™*™ de la forma,
A=1L-U. (2.121)

Si A tiene ancho de banda superior e inferior k, y k;, respectivamente, entonces, L
es una matriz triangular superior con ancho de banda inferior k;, y U es una matriz

triangular con ancho de banda superior k,.
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En esta tesis se trabaja la factorizacion LU de la matriz bandada A obtenida
del método de elemento finito y se propone un realocamiento de los elementos de la
banda de A en una matriz B de tamano n x (k,+k;+ 1), para reducir las dimensiones

de la matriz original, de la siguiente forma,
B = | elementos banda inferior, diagonal, elementos banda superior].  (2.122)

La factorizacion LU de la matriz B se presenta en el algoritmo 2.3.4.

Algorithm 1 Factorizacion LU
Encontrar el ancho de banda superior e inferior, k; v k, de A.
Generar una matriz B de tamano n x (k, + k; + 1).
Insertar los elementos de la banda de A en B.
for k =0 hastan-1 do
for i = k+1 hasta min(k +k,+1,N) do
Hacer B g—itk, = Bik—itk,/Br.,
end for
for j = k+1 hasta min(k +k +1,N) do
for i= k+1 hasta min(k +k, + 1, N) do
Hacer B;; itk, = Bij—ith, — Bik—iths * Brj—kti,
end for
end for
end for
Fin

El sistema Az = b, se resuelve de la manera tradicional, primero resolviendo el
sistema Ly = b, luego el sistema Uz = y, ver algoritmos 2.3.4 y 2.3.4.

El algoritmo general de punto fijo para solucionar un sistema de ecuaciones alge-

braicas se presenta en el algoritmo 2.3.4
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Algorithm 2 Ly = b

Leer L, b, k;, n
Hacer yy = bo.
for i =1 hastan-1 do
Hacer s = b;.
for j = maz(0,i — k;) hasta i-1 do
Hacer s = s — L; j_ik, * Yj-
end for
Hacer y; = s.
end for
Fin

Algorithm 3 Ux =y

Leer U, y, k;, n
Hacer 2,1 = yn—1/Up—1,-
for i = n-1 hasta 0 do
Hacer s = y;.
for j = i+1 hasta min(i +k,) +1,n —1 do
Hacer s = s — U; j_itr, * T;.
end for
Hacer x; = s/U, j,.
end for
Fin

Algorithm 4 Punto Fijo

Dar wug, iniciales, iter, tolerancia, i = 1.
Calcular fo(ug).
Calcular Ly = fp.
Calcular Uu = y.
while i < iter y tol > tolerancia do
Calcular f;(u;).
Calcular Ly = f;.
Calcular Uu; = y.
Hacer tol = norma(f; — fi_1)/norma(f;).
end while
Hacer u = u;.
Fin
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2.3.5. Meétodo de punto fijo en el modelo RCD

El sistema de ecuaciones diferenciales RCD es no lineal y genera un sistema no

lineal de ecuaciones matriciales asociada de método de elemento finito,

M(O2xt1; M1, It1) = b, (2.123)

donde, M es la matriz no lineal asociada a las 3 variables de estado O, 7,1, en la
iteracion k, y b es el vector de funciones independientes. La equacién (2.123) puede

reescribirse de la forma K(¢) — f = 0. El sistema presentado en este capitulo tiene

Algorithm 5 Punto Fijo matrices FEM
Discretizar el dominio [0, L]
Dar Osg, 1o, Iy iniciales, Nciclos, tolerancia, k = 0.
while k < Nciclos y norma > tolerancia do
Calcular matriz M = A(Oaqy, nx, Ix) v vector b.
Resolver M[Ogyy 1, Mes1, Tesa] = b.
Recalcular matriz My = A(Osp i1, Mk+1, Lit1)

Hacer norma = ||Mz[Oajs1, Derts Lisa]' — b)].
Hacer k =k + 1.

end while

Fin

Algorithm 6 Punto Fijo con 6—método
Discretizar el dominio [0, L]
Dar Osq, 1o, Iy iniciales, Nciclos, tolerancia, k = 0, 6.
while k < Nciclos y norma > tolerancia do
Calcular matriz M = A(Oaqy, iy, Ix) v vector b= OM [Osp,, i, It + F.
Resolver (1 — 0)M[Oapy1, Nt 1, L]t = b.
Recalcular matriz My = A(Osp 1, Mk+1, Lit1)

Hacer norma = || Ms[Ogjy1, Met1, Ter1]' — ﬁH
Hacer k =k + 1.

end while

Fin

una fuerte no linealidad y presenta una convecciéon dominante para valores grandes de
I5. Otra metodologia que se puede aplicar es el #—método, el cual ayuda a tener una

combinacodn lineal de soluciones explicitas e implicitas de los sistemas de ecuaciones.
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2.3.6. Estimacion de parametros para problemas con ecua-

ciones diferenciales de segundo orden.

Dada una tabla o conjunto de datos experimentales:
T = {(tza yl) € [t07T] X Rn|yl = (b(t’u th C?ﬁ) + 6i7i = Oa 7n}

donde ¢; € R™ son los errores en las observaciones y; estadisticamente independientes
e idénticamente distribuidos con media cero y varianza o2, de valores observados de

la solucion,
y(t) = o(t;t,,C, B), t € [to, T (2.124)

en los instantes t;, i =0, ...,n, en [ty, T] del problema de Valor en la Frontera,

y' = f(t,y,y,B), y(to) = Co, y(T) = (r (2.125)

donde f : Dx79(©) — R es continua, con 7¥ (?;) =B,y¢ = [Co,¢r] D C RxR*™
y © C R? x R*" conjuntos abiertos.

En principio § € © con 07 = (B7,¢T) tiene un valor tedrico exacto 6*, pe-
ro desconocido. El problema matematico consiste en hallar una estimacion 6 0,
g7 = (BT, (T, para 0% de tal manera que la solucién y(t) = ¢(t; to,C, 3) del proble-
ma (2.125), sea la que mejor se ajuste a los valores observados en experimentacion
presentados en la tabla T.

El planteamiento para solucionar el problema de estimacién de parametros se

presenta en dos partes:

1. Identificar 6* en el sentido de minimos cuadrados (Min Q’s), es decir, dar
condiciones suficientes para garantizar la existencia local y unicidad de al menos

una solucién 6* del problema de Min Q’s siguiente:
Encontrar

0 = arg mingeog(f) (2.126)

donde
1 m
9(0) = 5 Z |y — &t to, 1, )| I3y, (2.127)
i=0
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con 0 = (B, n")T € © y W; = diag(w; 1, w; 2, ...,w;,) es la matriz de pesos en

el dato y; con w; ; > 0, parai=0,...,my j=1,...n,y ||z|]lw, en la sumatoria

es la norma euclidiana pesada sobre R™, ||2|[fy, = D27, wi j]2;]*.

2. Encontrar una estimacién § = (BT,éT)T € O para 6* de tal manera que la
solucién ¢(t) = ¢(t; to, ¢, B) del problema (2.125), sea la que mejor se ”ajuste”

a los valores observados de la tabla T.

2.4. Simulacion de los modelos matematicos

En las secciones 2.1, 2.2.1 y 2.3, se describieron los modelos matematicos que se
abordan en esta tesis. En resumen, el modelo semi-empirico, consta de una serie de
expresiones algebraicas que describen una curva de polarizacion; el modelo macro-
homogéneo, consta de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, y que se resuelven sobre el dominio de la longitud de la CC del catodo y con
ellas se genera la curva de polarizacion; el modelo RCD, se propone para analizar
las inestabilidades numéricas que presentan las soluciones con el modelo macro-
homogéneo en un subdominio de la longitud del catalizador, donde se produce una
conveccién dominante asociadas a la region 3 (pérdidas por concentracién) de la
curva de polarizacién.

En esta seccion se muestra el tipo de solucion que se tiene para los diferentes
modelos antes mencionados, se utilizan datos de la curva de polarizacion presentada

en [94] (ver apéndice A para detalles en los parametros base).

2.4.1. Modelo semi-empirico

El conjunto de parametros del cual depende este modelo siguiendo la investigacion
de [80], es 0 = {&1,&3,84, A, L, B, %, Jyaw, Ro} (ver seccion 2.1).

Este modelo describe los datos experimentales de las tres regiones de una curva
de polarizacion. En la figura 2.15 se observa la simulacién de la curva de polarizacién

utilizando la ecuacién (2.4) con valores en los parametros presentados en la tabla 2.2.
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-#-Datos experimentales
—Simulacién

0.9

0.8

0.7

Voltaje (V)

0.6

0.5

0.4

0.3

0 0.2 0.4 2 0.6 0.8
Densidad de corriente (A/cm ™)

Figura 2.15: Comparacién: simulacién vs. datos experimentales.

Parametros Valores
A(cem?) 60.5
A (pm) 131.78
B (V) 0.04132
Re () 0.00034323
& -0.89118
&3 8.913x107°
&4 -1.407x107%
P 21.4274

Jmas (Aem?)  0.80180

Tabla 2.2: Parametros utilizados para describir la curva de polarizacién experimental

presentada en [94].
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2.4.2. Modelo macro-homogéneo

La curva de polarizacion del modelo macro-homogéneo se obtiene resolviendo
el sistema de ecuaciones diferenciales (2.48), (2.49) y (2.56), y tomando el valor
de 1|.=r. en funcién de I; usando la expresion (2.59) para el potencial de la celda
(seccion 2.2.6).

8e-006 |
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—- la=0.15

~

£ —1a=0.25

3 la=0.35

£ 6e-008] — 14 =0.45

e —J4=0.55

& — I = 0.67

x

[=]

¥ 4e-006 -

c

e

[¥]

e

=

[ F]

L=}

& 2e-006 |

S 4%

0 l
0 0.0002 0.0004  0.0006  0.0008 0.001  0.0012

Z(cm)

Figura 2.16: Simulacién: concentracion de oxigeno en funcién de Ig.

En la figura 2.16, se presenta el resultado de las simulaciones de la concentracion
de O, en funcion de distintas densidades de corriente final I3, se puede observar que a
mayor densidad de corriente final, los perfiles de concentracion de oxigeno disminuyen
rapidamente, propiciando un comportamiento en los perfiles de densidad de corriente
un crecimiento acelerado al inicio del dominio, (ver figura 2.17). Por otro lado, el
sobrepotencial 7, presenta perfiles de solucién que crecen conforme la densidad de

corriente aumenta y el consumo de oxigeno disminuye, figura 2.17.
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Figura 2.17: Simulacién: sobrepotencial en funcién de I; (arriba), densidad de co-

rriente en funcién de I5 (abajo).
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Debido a que las soluciones presentan un comportamiento dréstico (aumenta
rapidamente para el caso de la densidad de corriente, y decrece rapidamente para la
concentracién de oxigeno), surgen inestabilidades numéricas debido a un comporta-
miento singularmente perturbado en los cuales los métodos tradicionales de solucién
de ecuaciones diferenciales como Runge-Kutta o los métodos de Lobatto no logran
estabilizar. Por ello, en la figura 2.16, se presenta la curva de polarizacion obtenida
con las simulaciones, valores de (I5, V7,), no son posibles de obtener por el modelo

macro-homogéneo, para nuestro ejemplo, para valores mayores a I5 = 0.71.

1‘ ® Datos experimentales
® Datos experimentales
0.9 —Simulacién macro-homogéneo
Simulacion semi-empirico

Voltaje (V)

0.4

0.3
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Densidad de corriente (A/cmz)

Figura 2.18: Simulacién curva de polaraizacién: modelo modelo macro-homogéneo

Vs. semi-empirico.

En la figura 2.18, se presenta la comparacion de las soluciones obtenidas por
el modelo semi-empirico, el modelo macro-homogéneo y los datos experimentales
tomados del articulo de referencia de [94], usando los pardmetros presentados en el

apéndice A.1.
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2.4.3. Modelo RCD

Como se observa en la figura 2.18, las soluciones del modelo macro-homogéneo no
pueden describir la curva de polarizacién en la region de pérdidas por concentracién
(regién 3). El modelo RCD permite analizar desde una perspectiva de ecuaciones de

reaccion-conveccion-difusion las soluciones del modelo macro-homogéneo.

Para realizar un analisis del comportamiento convectivo se utilizan las soluciones
cercanas a las soluciones inestables del modelo macro-homogéneo y se usan como

datos experimentales debido a la falta de datos experimentales reales.

Para las inestabilidades numéricas asociadas a las convecciones altas, se utiliza

las técnicas numéricas estudiadas en las secciones 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5.

1.2e-006 — Simulacién

® Datos experimentales

3

1e-006

0.8e-006

0.6e-006

0.4e-006
[ ]

Concentracién de oxigeno (mol/cm

0.2e-006

0 - o - - - - - =

0 2e-006 4e-006 6e-006 8e-006 1le-005 1.2e-005
Z(m)

Figura 2.19: Simulacién: concentracién de oxigeno para I5 = 0.67 A/cm?.

En las figuras 2.19, 2.20, se observan las soluciones al modelo RCD obtenidas

como simulaciones segin los parametros presentados en el apéndice A.1.
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Figura 2.20: Simulacién: sobrepotencial (arriba), densidad de corriente (abajo), para
Is = 0.67 A/em?.
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Al igual que los modelos semi-empirico y macro-homogéneo, es posible recuperar
la curva de polarizacion por medio del modelo RCD, en la figura 2.21, se puede
observar la simulacion de esta curva comparada con las obtenidas con las curvas de

polarizacion de los otros dos modelos, para mayor detalle ver seccion 5.2.

1 T
@ Datos experimentales
Simulacién semi-empirico
0.9 —Simulacién macro-homogéneo|
=—Simulacién RCD
0.8
=
2
E 0.7
=
>
0.6
0.5 \
0.4 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Densidad de corriente (A/cmz)

Figura 2.21: Comparativo y aproximaciones a la curva de polarizaciéon experimental.
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Algoritmos de estimacion de

distribucion

3.1. Meétodos metaheuristicos

Los algoritmos metaheuristicos estan siendo aplicados con éxito a una gran va-
riedad de problemas de buisqueda y optimizacién cuando los métodos exactos no son
aplicables. Un algoritmo metaheuristico se puede definir como aquel proceso itera-
tivo que guia y/o modifica las operaciones y/o soluciones de uno o més algoritmos
heuristicos subordinados para producir soluciones de mayor calidad en un tiempo
razonable. Manipulan una tinica soluciéon o un conjunto de éstas en cada una de las
iteraciones y a medida que el proceso avanza la solucion o soluciones van mejorando
[40, 66].

Entre los métodos metaheuristicos existe un subconjunto que imita el compor-
tamiento de sistemas naturales, tanto biolégicos como fisicos, como pueden ser la
evolucién natural de las especies, la termodinamica, el trabajo cooperativo en una
colonia de hormigas o el comportamiento de las neuronas en el cerebro. Una de las
metaheuristicas utilizadas para la estimacién de parametros en celdas de combus-
tible son los algoritmos genéticos [67, 72, 78, 116], cuya idea bésica, inspirada en
los procesos evolutivos en biologia, consiste en suponer que el contenido genético de
una poblacion de posibles soluciones a un problema dado contiene potencialmente

la solucién 6ptima [50, 66]. Sobre una poblacién o conjunto de posibles soluciones

75
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iniciales, algunos individuos (soluciones) son seleccionados para la reproduccién, con
mas oportunidades para los mejor adaptados al ambiente, estos seran los padres de la
nueva generacion denominada hijos. Durante la reproduccion, los nuevos individuos
de la poblacién resultan de modificaciones e intercambio genético de los padres. Una
vez que se renueva la poblacion, el proceso recomienza.

La evolucién se da a nivel de los individuos fisicos-fenotipo(caracteristicas visibles
que deben tener las soluciones)-, que deben adaptarse para ser seleccionados, y luego,
a nivel de la informacién genética, mediante cromosomas -genotipo (representaciéon
abstracta de las caracteristicas de las soluciones)-, a través de los operadores que
intercambian y varfan la informacién genética [40, 50, 66]. Cada solucién potencial se
asocia con un valor de aptitud, el cual mide qué tan buena es una solucién comparada
con las otras soluciones de la poblacién [40, 50]. Los algoritmos genéticos y otras
metaheuristicas han sido aplicados en diversos problemas de optimizacién, como la
asignacion de horarios y materias en una escuela, optimizacién del flujo vehicular,
reconocimiento de placas en automodviles, estimacién de parametros en celdas de
combustible, etc. [38, 66, 78, 84, 116].

3.2. Algoritmos de Estimacion de Distribucién

El comportamiento complejo de los individuos en el espacio de busqueda de los
algoritmos de computo evolutivo como los algoritmos genéticos o estrategias evolu-
tivas, depende de un conjunto de pardmetros asociados a los mismos (operadores
genéticos, cruce y mutacién, probabilidades de cruce, mutacion, tamano de pobla-
cién, nimero de generaciones, etc.). Si no se tiene experiencia en el uso del algoritmo
evolutivo en el problema de optimizacién que se pretende resolver, la determinacién
de los valores adecuados para los parametros anteriores se convierte en si mismo en
un problema de optimizacién, una mala eleccién de los valores de los parametros pue-
de llevar a que el algoritmo obtenga soluciones alejadas del 6ptimo, [45]. Lo anterior
junto con la necesidad de identificar las correlaciones entre las variables utilizadas
para representar a los individuos, motivé el nacimiento de un tipo de algoritmos co-
nocidos como algoritmos de estimacién de distribuciones (Estimation of Distribution
Algorithms, EDAs)).
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Los EDAs fueron introducidos en el dambito de la computacion evolutiva por
Muhlenbein y Paaf en 1996 [73]. Aproximaciones similares pueden encontrarse en
el libro de Zhigljavsky (1991) [117]. Con ello se comenzé a investigar la interaccién
de las variables en los algoritmos genéticos, técnicas que se denominaron linkage
learning, Holland (1975) [47].

Estas mismas ideas han sido seguidas por otros autores, tales como Goldberg et
al. (1989), Goldberg et al. (1993), Kargupta (1996), Kargupta y Goldberg (1997),
Bandyopadhyay et al. (1998), Lobo y col. (1998), van Kemenade (1998), Bosman
y Thierens (1999b), [12, 19, 41, 42, 51, 52, 62, 102]. En los trabajos mencionados,
los algoritmos genéticos se extienden para procesar los denominados building blocks,
entendiendo por los mismos agrupaciones de variables que conviene que el algoritmo

genético no destruya en su proceso evolutivo.

Los EDA’s son algoritmos heuristicos de optimizacién que basan su busqueda, al
igual que los algoritmos genéticos, en el caracter estocastico de la misma. También
estan basados en poblaciones que evolucionan, sin embargo, a diferencia de los al-
goritmos genéticos, en los EDAs la evolucién de las poblaciones no se lleva a cabo
por medio de los operadores de cruce y mutacion, en lugar de ello, los descendien-
tes de una generacion se obtienen de muestrear un modelo probabilistico que va

evolucionando al pasar de las generaciones del proceso de optimizacion.

Mientras que en los algoritmos genéticos las correlaciones entre las variables re-
presentadas por los individuos se tienen en cuenta de manera implicita, en los EDA’s
se pueden expresar de manera explicita a través de la distribucién de probabilidad
asociada con los individuos seleccionados en cada generacion. La estimacion de la
distribucién de probabilidad conjunta asociada a los individuos seleccionados en cada
generacion es la principal dificultad de esta aproximacion. Estos algoritmos incorpo-
ran aprendizaje dentro de la optimizacién. La exactitud en las aproximaciones de los
EDA’s depende de cuan bien se ha aproximado el modelo probabilistico que trata de

estimar la distribucion de las soluciones seleccionadas, o mas aptas.

Uno de los elementos esenciales para tener un modelo que con alta probabilidad
permita muestrear la solucién éptima, es la funcién que mide cuan cerca del éptimo
se encuentran las soluciones aproximadas del muestreo a través de las generaciones,

esta medida al igual que un algoritmo genético, se realiza por medio de la funcién
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de aptitud poblacional (dependiente del problema).

3.2.1. Paradigma de los EDA’s

Los EDA’s forman parte de la familia de las metaheuristicas y tienen sus funda-

mentos en los procesos probabilisticos. La definicion general de un EDA es,

Definiciéon 3.1. Un algoritmo de estimacion de distribucion es el conjunto
EDA ={6,,9,¢,¥,5,P,i}

donde

0s = {0s1,0s2,....05n,,,}, €s una poblacion de Ni,q individuos en el estado s,

con Ni,q € N.
» ) C RNmd es el espacio de busqueda de los Nyynq individuos.

» ¢ Q — RVmnd es una funcion que asigna valores reales a los individuos, es

denominada funcién objetivo.

w U ONina 5 ONind es [g funcion de transicion de generacion, la cual describe
el proceso completo de transformacion de una poblacion © a la subsecuente

mediante la aplicacion de operadores de seleccion y funciones de distribucion.

n S QNine 5 O es el operador de seleccion que obtiene v individuos a partir

de Nj,q tndividuos, donde v, Nj,q € N.

» P:Q — [0,1]Nimd, es una funcion de distribucion de probabilidad de la pobla-

cion ©.

i: Q" — (falso,verdadero) es el criterio de paro para el EDA.

Definicién 3.2. Dado un EDA con funcién de transicion de generacion ¥ : QNind —
ONind y poblacion inicial P(0) € QNmd. La sucesién 0y, 04, ... se denomina poblacién

sucesiva si Y solo Si
Or+1 = V(0r) para todo k € N



Capitulo 3. Algoritmos de estimacion de distribucion 79

Para explicar como funciona un EDA, consideremos el siguiente problema de
minimizacion:
min g(d), donde § € Q C R". (3.1)

donde [ es el nimero de parametros del cual depende g : 2 — R.

Denotemos por 6;, a la poblacién de tamano Nj;,q en la iteracion k de un EDA,
ek’ = {ek,la 0/4:,27 (ERE) ek‘,Nind}v (32)

con,
ek,h = [0]1:.7]1, 0’37}” ceey 95{:,h]’ 1 § h S Nind, (33)

donde [ es ntiimero de parametros a estimar en un problema, 07, con 1 < s < [,
tiene un espacio de busqueda definido por un intervalo D, = [L™" L™%] por lo
tanto, el espacio de busqueda de la solucién del problema de minimizacion es €2 =
Dy X Dy X ... x D; C R

En el algoritmo 7 se tiene un esquema general de coémo trabaja un EDA clésico,

la cual se explicara a continuacién:

Algorithm 7 Algoritmo EDA tradicional
: Generar poblacion inicial 6y de tamano N, k = 0. tol, Nciclos.
while k < Nciclos y norma > toleranma do
Seleccionar v individuos Sy, C 6.
Generar la funcién de distribucién de probabilidad segun p(z|Sy, ).
Estimar 6,1, a partir de p(z|Sp, ).
Calcular norma.
Hacer k =k + 1.
end while
Se toma la mejor aproximaciéon como individuo solucién.
Fin

>—~
@

= Linea 1: Se inicializa una poblacion 6y de tamano N;,,;, muestreada de una
distribucién uniforme multivariada sobre €2, se inicia el contador de iteraciones
k = 0 y se define una tolerancia tol > 0, para analizar la convergencia que las

aproximaciones deben alcanzar en N os > 1.

» Linea 2: Comienza el ciclo para obtener las aproximaciones, el cual se termina
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cuando k£ < Nciclos o norma > tolerancia.

» Linea 3: Se seleccionan v individuos de la poblacién y se genera Sy, C 0y, ver

seccion 3.2.2.

» Linea 4: Se estima una funciéon de distribucion de probabilidad paramétrica

subyacente p(x|Sp, ), ver seccion 3.2.3.
= Linea 5: Se muestrea la siguiente poblacién 6,1 de tamano Ny,g.
= Linea 6: Se calcula el valor de norma.
= Linea 7: Se incrementa el contador, k =k + 1
» Linea 8: Se regresa a la Linea 2 y se verifican los criterios de paro.

» Linea 9: Se toma al mejor de los individuos como estimador de los pardmetros

del problema dado.

= Linea 10: Se termina el algoritmo.

El concepto de convergencia es cominmente usado para medir los comporta-
mientos limite de los algoritmos evolutivos, incluyendo los EDA’s, el cual es derivado
de los conceptos de convergencia de secuencias aleatorias. Para EDA’s, la siguiente

definicién de convergencia fue derivada por Zhang y Muhlenbein [114],

Definicién 3.3. Silimy_,, F(t) = g* se cumple para un EDA dado, donde F(t) es
el promedio de las aptitudes de los individuos en la t-ht generacion y g* es la aptitud

del optimo global, entonces se dice que el EDA converge al dptimo global.

Es importante notar que la definicién requiere que todos los individuos de una
poblacion alcancen el éptimo global.

Los EDA’s al igual que los algoritmos evolutivos tienen dependencia del sub-
conjunto de la poblacion seleccionada y sobre todo de la metodologia con la cual se
realiza la seleccion. El operador seleccion puede ser derivado de algin tipo de funcién
de distribucién como por ejemplo, las funciones Boltzman, Uniforme, Normal, etc.
[101]. Sea cual sea la manera de obtener la seleccién, ésta juega el papel de guiar a
las poblaciones hacia una solucién ”6ptima” (estimacién aproximada a la solucién

éptima).
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3.2.2. Seleccion en EDA’s

Existen diferentes técnicas para la seleccién de individuos y generar las funciones
de distribucion de probabilidad y muestrear a la nueva poblacién, entre estas se en-
cuentran el método de seleccion de ruleta o proporcional, por truncacién, Boltzman,
torneo binario [101]. Para generar la funcién de distribucién con la cual se muestrea
la nueva poblacién, se puede utilizar la poblaciéon completa asignandole diferentes
pesos a cada individuo, mientras mas aptitud tenga el indivuduo mas cerca estara
de la solucién optima, por lo cual, se tiene que los individuos mas aptos deben pesos
altos. Es posible seleccionar cierto subconjunto Sy, C 0 con las caracteristicas de
mayor aptitud poblacional que permita muestrear adecuadamente a la poblacion en
el espacio de busqueda.

En esa investigacion se propone utilizar un método de seleccion de v individuos

élite de dos maneras:

1. Seleccion de v individuos élite. Se proporciona un umbral 0 < v < Nj,g,
donde Nj,q es el tamano de la poblacién, y se selecciona un subconjunto
So, = {051,051, ...05°,} C 6, con todos los individuos que tengan funcién
objetivo menor o igual a ¢( }:V), para problemas de minimizacién, o todos los
individuos que tengan funcién objetivo mayor o igual a 9};‘”, para problemas

de maximizacion.

2. Seleccion de v individuos variable. Se ordenan los individuos segtn su valor de

funcion objetivo en orden ascendente y se inicializa para la primera generacion,

Ning
2 )
Ning+1

—id= 8i Nipg €s impar.

si Ning €s par, (3.4)

gy =

Los individuos seleccionados son el subconjunto de la poblaciéon de tamano
v con mejor valor en funciéon objetivo. Para las siguientes generaciones, se
ordenan los individuos segin su valor de funcién objetivo en orden ascendente

y se recalcula v de la siguiente forma,

Vi, sl QS(QV]C) S ¢(9Vk—1)7

| (35)
v — 1, si@(6,,) > o0, ).

V41 =
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3.2.3. Estimadores pesados en los EDA’s

La funcién de distribucion de probabilidad en un EDA se estima en base a la
complejidad y los individuos seleccionados de una poblacién. En este trabajo se
presenta un EDA denominado UMDA® (Univariate Marginal Distribution Algo-
rithm for Gaussian models, [59]), la cual asume que la distribucién de probabili-
dad [-dimensional conjunta de la iteracion k se factoriza como un producto de [
distribuciones de probabilidad univariadas e independientes, es decir, Py (0| Ss,) =
Pie(Opp: Ok ps - 0% 1S0,) = 1., Pr.i(0;. 456, ). Las funciones de distribucién P (6}, 1),
son funciones gaussianas con media j,; y varianza O’,ii, para 0 < ¢ < [. Dichos

parametros son calculados de la siguiente manera:

Nind Nind
pri(So,) =D O niOhy),  00i(So,) =D (ttri — 04 ) Pra(by ). (3.6)
s=1 s=1

donde pk,i(9275|59k) son los estimadores asociados a los Ny, individuos, ver secciéon
3.2.2. Estos pesos se calculan segun la funcién ¢g(#) a minimizar, para ello considere-

mos la siguiente funcién normalizada sobre X C 2:

9(Ok,)—9(Ok,n)+e :
‘ Ik, : , SiOpn € X,
¢( z’h’ X) — ijl(g(ek,u)_g(ek,j)+5) ' koh (37)
0, siOpn & X,

donde € € (0,1) es un valor fijo para evitar problemas numéricos. En adelante ¢ sera
considerada la funcién objetivo a minimizar en el EDA. Los pesos p;(6}, ,|Ss,) se

calculan para la iteraciéon k por alguno de los siguientes métodos:

» Truncacién: Se proporciona un umbral v y se selecciona un subconjunto Sy, C
01, segun la seccion 3.2.2. Para 0, € 0 se asignan las probabilidades a 927,1 en

la iteraciéon k para 0 < ¢ <[ de la siguiente forma,

i l, si ek,h € Sy
pk,i<6k,h|59k) = { " * (3.8)

0, si Hk,h §é Sgk.

» Proporcional: para el subconjunto Sy, C 0, seleccionado segun la seccién 3.2.2,
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para 0y € 05 se asignan las probabilidades a 9,27,1 en la iteracion k para 0 <

1 < [ de la siguiente forma:

pk,i(eli@,h|s9k) = (b( lic,hv S9k) (39)

» Torneo Binario: para el subconjunto Sy, C 6 seleccionado segin la seccién

3.2.2, se crea una funcién binaria I, tal que

L, si ¢(9Iis,j> SOk) < ¢(91ic,h7 S9k-)’

[(h’j) - { 0, sl gb(‘glic,jv SQk) > (b(gi,hv SGk)? (3.10)

luego, para 0y, € 0} se asignan las probabilidades a 9};7h en la iteracién k para

0<1<lI,
v I(hyj) :
. ﬁ, sid c S
PrilBhplSp,) = § ST T R (3.11)
0, si Qk,h §é S@k,
3.2.4. Ejemplo comparativo
Consideremos el problema bidimensional,
mir%2 f(z,y) = 2% + 4 + 3/sin2(52) + sin?(5y) + 0.1 (3.12)
RIS
donde (z,y) € Q = [-2,—2] x [-2,—2]. La funcién f(z,y) varios minimos locales

cuyo minimo absoluto se encuentra en (0,0), ver figura 3.1-izquierda.

Se aplicé un algoritmo genético decimal, es decir, la codificacion que ellos usan no
es binaria sino decimal, con esto los bits o alelos puede tomar el valor de {0, 1, ..., 9},
para obtener una aproximacién a la soluciéon del problema de minimizacién. En
la figura 3.1-derecha, se puede apreciar una distribucién inicial aleatoria de 100
individuos de una poblacién para una simulacion al problema de minimizacion.

Con 200 generaciones y utilizando una poblacién de tamano N;,q = 100, con
25 genes en los cromosomas, probabilidades de cruce y mutacion de pc = 0.8;

y Pm = 0.2, respectivamente, se obtiene una solucién aproximada de (z,y) =
(—0.0005, —0.00323) y valor f(z,y) = 0.14904.
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Figura 3.1: Gréafica de la funcién f(z,y) a minimizar (izquierda), curvas de nivel de

la funcién f(z,y) y dispersién de los individuos de la poblacion inicial (derecha).

Parametros A. G. UMDA®
Ning 100 100
Nciclos 200 200
Pm 0.2 —
Pc 0.8 —
tol le—7 le—7
Seleccion — fijo v = 50
iter 200 22

Tabla 3.1: Pardmetros utilizados en los algoritmos.

Utilizando un UMDAS® con una poblacién de tamaiio N;,q = 100, Nciclos = 200,

y operador de seleccion fijo a v = 50 individuos, se obtiene una aproximacién a
la solucién luego de 22 itereaciones de (z,y) = (1.8823¢78,—1.8332¢7®) y valor de
funcién objetivo f(x,y) = 0.100002. El resumen de los pardmetros se encuentra en
la tabla 3.1 y los resultados en la tabla 3.2.
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pardmetros  real  A. G. UMDA¢
T 0 —0.0005 1.8823e — 8
Y 0 —0.00323 —1.8332e¢—38

funcién objetivo 0.1 ~ 0.14904 0.100002

Tabla 3.2: Comparativo de los valores reales con las aproximaciones obtenidas del A.
G. v el UMDA®,

3.2.5. UMDAF¢ como algoritmo de estimacién de pardmetros
en modelos PEMFC.

El problema de estimacién de parametros para los modelos matematicos de una
PEMFC, consiste en determinar 0 en Q de tal manera que la funcién objetivo g :

2 — R, dada por

1 1 ¢
g(0) = SIIV = FO)5 =5 > v = fE:0)|5, 0 €6, (3.13)
i=1

alcance un minimo en é, ver secciones 2.1.1, 2.2.8 2.3.6.

En las secciones 3.2.2 y 3.2.3 se presentaron los técnicas de seleccion y calculo
de los pesos que tiene cada individuo dentro la poblacién para estimar la funcién de
distribucién de probabilidad que muestrea la poblacién en la siguiente generacién,
por lo cual ahora se mostrara la manera de procede en un problema de estimacién
de parametros de una PEMFC, la cual se presenta en el algoritmo 8 y se describe a

continuacion:

» Linea 1: Se inicializa una poblacion 6y de tamano N;,,;, muestreada de una
distribucién uniforme multivariada sobre €2, se inicia el contador de iteraciones
k = 0 y se define una tolerancia tol > 0, para analizar la convergencia que las

aproximaciones deben alcanzar en N, os > 1.

» Linea 2: Comienza el ciclo para obtener las aproximaciones, el cual termina

cuando k£ > Nciclos o norma < tolerancia.



Capitulo 3. Algoritmos de estimacion de distribucion 86

Algorithm 8 Algoritmo UMDAY-PEMFC

1:
2:
3
4:
5:
6
7
8
9:

10:
11:

Generar poblacién inicial 0y de tamano N, k = 0. tol, Nciclos.
while k < Nciclos y norma > tolerancia do
Seleccionar v individuos Sy, C 6.
Calcular Tk,h = [g(9k7h>, gb(@k’h, Qk), Pk(kah), k?, Qth].
Calcular yu1,;(Sy, ), o7 :(Ss,)-
Estimar 011 ~ Ngi(fe, O’,ii).
norma. = ||[02,(S0,), 02, ) s 72, (Sa, )|
Hacer k =k + 1.
end while
Se toma la mejor aproximacién como individuo solucién.
Fin

» Linea 3: Se seleccionan v individuos de la poblacién y se genera Sy, C 0, ver

seccion 3.2.2.

» Linea 4: Para tener control de los individuos se crea la tabla,

{Tin Y Nind = [g(0kn), @Ok, O1), Pr(Orr), K, O] e (3.14)

= Linea 5: Se calculan y44(Sg, ), o7 ;(Ss, ).

= Linea 6: Se muestrea la nueva poblacién 6, a partir de la estimacién de la

funcién de distribucién de probabilidad paramétrica subyacente P (6 1[5, ) =

Ty Neal e, oj;), ver seccién 3.2.3.

= Linea 7: Se calcula el valor norma = ||[o} ,(Sp, ), 0% 5(S6, ) -, o7 1 (S, )]II-
= Linea 8: Se incrementa el contador, k =k + 1
= Linea 9: Se regresa a la Linea 2 y se verifican los criterios de paro.

» Linea 10: Se toma al mejor de los individuos como estimador de los parametros

del problema dado.

» Linea 11: Se termina el algoritmo.



Capitulo 4
Metodologias

En este capitulo se presentan las metodologias propuestas que se aplican para esti-
mar pardametros de los tres modelos matematicos (semi-empirico, macro-homogéneo,
RCD). También se presenta una metodologia de generalizacién para integrar los tres
modelos y describir datos experimentales de una curva de polarizacién estimando
parametros de un modelo en funcién de alguno de los otros dos modelos matemati-

COS.

4.1. Articulos de referencia

Dentro del estado del arte de la modelacién de celdas de combustible, se seleccio-
naron 4 investigaciones principales para darles seguimiento, debido a que presentan
alguno de los tres modelos modelos de manera descriptiva y detallada, de tal forma
que pueden ser reproducidas y analizadas; también presentan datos experimentales e
informacion relevante a cerca de cada modelo basandose en investigaciones que han

sido utilizadas en el estado del arte.

La aplicacion a modelos semi-empirico, macro-homogéneo y RCD de la metodo-
logia propuesta en esta tesis se aplica y valida segin los resultados de los articulos
de referencia de los autores Outerio et al. (2008) [79], Dalasm et al. (2010) [54], Song
et al. (2004) [94] y Salva et al. (2012) [88].

87
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Autores Datos Semi-empirico Macro-homogéneo RCD

Outerio et al. (2008)  +/ vV P P
Dalasm et al. (2010) 4/ P vV P
Song et al. (2004)  +/ P vV P
Salva et al. (2013) vV P P P

Tabla 4.1: Relacion de modelos matematicos presentados por distintos autores:

v/ = presentado en articulo, P = propuesta de modelo en esta tesis.

En la tabla 4.1, se resumen la informacion encontrada en los articulos de referen-
cia, la informacion y modelos utilizados en dichos articulos se encuentran marcados
con 4/, mientras que las propuestas de este trabajo son marcadas con P, es decir,
propuestas de metodologia para obtener el o los modelos matematicos restantes a
partir del modelo presentado por el autor de referencia, con ello, se pretende obtener
parametros de un modelo a partir de alguno de los otros dos.

Como se puede observar en la tabla 4.1, Outerio et al. en [79] presentan un
modelo semi-empirico, aplican un algoritmo de recocido simulado para estimar los
parametros de dicho modelo. En las investigaciones de Dalasm et al. y Song et al.
[54, 94] se presenta el modelo macro-homogéneo, realizan simulaciones de los modelos,
diferenciandose el modelo de Song et al. al de Dalasm et al., en que en el primero
presentan un curva de polarizacién experimental con pérdidas por concentracién
(regién 3), mientras que el andlisis en la segunda investigacién permite observar
que existen convecciones altas para densidades de corriente altas, lo que deriva en
inestabilidades numéricas cuando se aproxima la solucién del conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias, esto se observa al resolver el modelo de Song et al., y motiva
al andlisis de los modelos RCD que se proponen en este trabajo.

El estudio de Salva et al. (ver tabla 4.1), tiene particular interés debido a que solo
presenta resultados de aproximaciones sin mencionar cuales fueron los parametros
utilizados, por lo cual, resulta interesante utilizar sus datos experimentales con las
propuestas de esta tesis con el fin de mostrar que se pueden estimar los parametros
para diferentes modelos que reproduzcan el fenémeno fisico y que los parametros

estimados sean coherentes con los que se uzilizan cominmente en la literatura.
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4.2.
PEMFC

Metodologia de estimaciéon de parametros en

La metodologia que se aplica para resolver el problema de estimacién de parame-

tros es descrita por distintos niveles de ejecucién (ver figura 4.1 y figura 4.2), segin

el tipo de informacion que se quiera obtener de los modelos matematicos. A conti-

nuacion se presentan dichos niveles:

NIVELES

Nivel 1: Datos de entrada

Dato

oltage-densidad de .

corriente

Curva de polarizacion
experimental

Z

Nivel 2: Categoria de modelos
matematicos

Modelos algebraicos

]

N
<

Modelos dindmicos
(ode’s)
oxigeno, sobrepotencial,
densidad de corriente

| ~

/

Modelo empirico

Nivel 3: Tipo de modelos
matematicos

/

Modelo semi-empirico

l

L
/

Modelo de interface

|

Modelo macro-homogéneo

~

Modelo aglomerado

Nivel 4: Seleccién de parametros Seleccion de parametros Seleccién de parametros
. . I 7 DN
Nivel 5: Regiones modeladas de la — Estimacidn sobra las ragiones &1 e ramares enrs
curva de polarizacién R3 yR2
experimental | | I
' v '

Nivel 6: Técnicas de soluciény
estimacion

minimos cuadrados
EDAs

Lobatto, runge kutta, shooting

method, mimimos cuadrados,

EDAs

Modelo Reaccién-Conveccion-
Difusién

Figura 4.1: Metodologia de solucién de problemas para PEMFC (parte 1).

= Nivel 1. Datos de entrada: Se obtienen experimentalmente los datos de la curva

de polarizacién (15, Vre).

= Nivel 2. Categoria de modelos matematicos: Se selecciona la categoria de mo-
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delacién matematica: modelacién algebraica o dinamica.

= Nivel 3. Tipo de modelos matematicos: Se selecciona el tipo de modelo ma-
temético a utilizar segin la categoria elegida, en esta tesis se enfoca al modelo

semi-empirico o macro-homogéneo.

= Nivel 4. Seleccién de parametros: Se selecciona el conjunto de parametros a

estimar para el ajuste a los datos de la curva de polarizacion experimental.

= Nivel 5. Regiones modeladas de la curva de polarizacion: Segun las regiones
de la curva de polarizacion en las que se resuelven los modelos, se selecciona
el conjunto de datos experimentales a utilizar en el ajuste de dichos modelos

matematicos.

= Nivel 6. Técnicas de solucion y estimacion: Cada modelo se soluciona mediante
un conjunto de técnicas y herramientas numéricas para el problema de estima-

ciéon de parametros:

e Modelo semi-empirico: Para todas las regiones, se resuelven las ecuaciones
algebraicas de manera directa y se formula el problema de minimizacion
del error de aproximacion en el sentido de minimos cuadrados, y se aplica

un EDA para aproximar la solucién minima.

e Modelo macro-homogéneo: Para las regiones R1 y R2, se resuelven los pro-
blemas de condiciones en la frontera asociados al sistema de ecuaciones
diferenciales mediante el shooting method y métodos de integracion de
Runge-Kutta o Lobatto implicitos. Para el ajuste a los datos experimen-
tales, se formula el problema de minimizacion del error de aproximacién
en el sentido de minimos cuadrados, y se aplica un EDA para aproximar
la soluciéon minima. Para la region R3, se utiliza el modelo RCD y se

siguiendo los niveles 7 al 10, ver figura 4.2.

= Nivel 7. Para la region R3, se seleccionan soluciones cercanas a la regién R3 del

modelo macro-homogéneo y se analizan las soluciones por medio del modelo
RCD.
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= Nivel 8. FEM y anélisis de estabilidad numérica: Se resuelve el modelo RCD y
se analiza la estabilidad numérica, comparando con las soluciones del modelo

macro-homogéneo.

NIVELES

Nivel 6: Técnicas de solucién
y estimacion

Model FAo

Difusién

Nivel 7: Seleccidn de soluciones - -
para analisis aR3

Nivel 8: FEM y analisis de
estabilidad
numérica

Nivel 9: Técnicas de solucion
y estabilizacion [ Malla Shishkin [ Difusién artificial ] [ Iteracion de punto fijo ] [ Theta-método ]

numérica \ / /
NN\ /S

Nivel 10: Técnica de estimacion -
, mimimos cuadrados,
de parametros EDAs

Figura 4.2: Metodologia de solucién de problemas para PEMFC (parte 2).

= Nivel 9. Técnicas de solucién y estabilizacion numérica: Cuando las soluciones
del modelo RCD por medio del FEM son inestables, se utilizan las técnicas de
difusion artificial, malla shishkin e iteraciéon de punto fijo con un §—método

para solucionar el sistema de ecuaciones resultantes del FEM.

= Nivel 10. Técnicas de estimacion de parametros: Una vez estabilizadas las so-
luciones del modelo RCD, se procede a formular el problema de minimizacion
del error de aproximacion en el sentido de minimos cuadrados y se optimi-
za mediante un EDA, obteniendo asi una aproximacion de los parametros a

estimar.
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4.3. Metodologia de integracion

Los tres modelos matematicos pueden describir los datos experimentales de la cur-
va de polarizacién (ver seccion 2.4.3), también, mediante la formulacién de minimos
cuadrados es posible obtener el valor de parametros dificiles de medir experimen-
talmente, tenido en cuenta esta informacion se puede generalizar una metodologia
que involucre los tres modelos matematicos (para mayor detalle ver las secciones de
resultados 5.2 y 5.3).

En esta seccién, se parte con la suposicién de tener datos experimentales de la
concentracion de O, sobrepotencial n y densidad de corriente I5. La idea es estimar
parametros del modelo RCD y utilizarlos en el modelo macro-homogéneo, y asi,
construir datos para estimar parametros de un modelo semi-empirico que describa
la curva de polarizaciéon experimental.

La metodologia de integracion propuesta consta de los siguientes pasos:

= Paso 1: Obtener datos experimentales de Oy, 1, I5 (para ejemplificar esto en
esta tesis, se utilizan las soluciones del modelo macro-homogéneo como datos

experimentales).

» Paso 2: Estimar parametros seleccionados Orcp, mediante el modelo RCD y

ajustar a los datos experimentales.

= Paso 3: Generar la curva de polarizacion I'y;5 con los pardmetros estimados

0%cp con el modelo macro-homogéneo.

» Paso 4: De la curva generada seleccionar una muestra Xr,,,, de coordenadas
de la curva I'y;y, los cuales haran la funcion de datos experimentales para un

modelo semi-empirico.

» Paso 5: Se estiman los pardmetros seleccionados 6% de un modelo semi-empiri-

co utilizando la muestra Xr,,,,.

= Paso 6: Obtener la curva de polarizacién I'sg(I'y ) que describe a la curva de

polarizacion experimental.
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Algorithm 9 Algoritmo de integracién de modelos matematicos

1: Datos experimentales de C'O,, n, Is.

w

Estimar pardmetros 0%, del modelo RCD y ajustar a los datos experimentales.
Generar simulacién de curva de polarizacién I'y; g por medio del modelo macro-
homogéneo en funcién de 0% .

Seleccionar una muestra Xr,,,, de puntos de la curva I'y/ .

Estimar pardmetros 0§, del modelo semi-empirico usando la muestra Xr,,,,.
Graficar curva de polarizacién I'gg(Tary).

Fin




Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de las simulaciones realizadas con los
algoritmos mencionados en el capitulo 4. En la seccién 5.1, se presentan los resultados
de la estimaciéon de pardmetros para los tres modelos matematicos y siguiendo los
datos extraidos de los cuatro articulos de referencia. En la seccién 5.2, se presenta la
dualidad del modelo macro-homogéneo con el modelo RCD propuesto, lo que lleva a
un uso generalizacion de los tres modelos en la seccion 5.3 siguiendo la metodologia

de integracion(ver seccién 4.3).

5.1. Estimacién de parametros

5.1.1. Modelo semi-empirico

El modelo semi-empirico describe una curva de polarizacién del voltaje en funcion
de la densidad de corriente, ver seccién 2.1. En este apartado se presenta la estimacién
del conjunto de pardmetros 6 = {&1,&3,&4, R, B,Y, A, Le, Jimae b utilizando datos
experimentales de una curva de polarizacion.

Como ejemplo ilustrativo se tiene la investigacion de Outerio et al [80], en el cual
utilizan una pila de combustible Nexa’ (producto de Ballard Power Systems) que
consta de 43 celdas y cada uno produce aproximadamente 1 V a circuito abierto con

aproximadamente 0.6 V en la salida de corriente completa.

94
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45

@ Datos experimentales

— Simulacién Outerio et al. 2008
[ ]
40

35 P
\

Voltaje (V)
/
&

T

30 S

25

0 10 20 30 40 50 60
Corriente de la pila (Amp)

Figura 5.1: Curva de polarizacion segiin los resultados de Outerio et al. 2008.

Pardmetros  Outerio et al. 2008

A(em?) 62.05
A (pm ) 131
B (V) 0.0179
Re (Q) 0.00028
& -0.9289
53 8.2><10_5
& -1.58x107*
Wb 93.06
Jmaz (MAcm?) 1537

Tabla 5.1: Datos extraidos de Outerio et al. 2008.

El combustible es 99.99 % hidrégeno seco sin humidificacién con presién de 5
psig. El nivel de voltaje de salida varia de 43 V (sin carga) a aproximadamente 26

V (a carga completa). A carga completa, la corriente de salida es de 45 Amp y la
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temperatura de funcionamiento en la pila es variable, de 50°C a 70 °C.

Los autores utilizan recocido simulado con un maximo de 500 iteraciones para el
ajuste de los pardametros. La funcién de decrecimiento de la temperatura es una serie
geométrica con razon de 0.97 y valor inicial de T = 15. Los parametros estimados se
encuentran en la tabla 5.1. La figura 5.1, muestra la grafica utilizando los parametros

estimados comparados con los datos experimentales.

Modelo de Outerio et al. (2008)

Siguiendo la informacién del modelo de Outerio, se estiman los pardmetros men-
cionados en [80] mediante un UMDAC.

El UMDA¢ Outerio-SE, utiliza una poblacién de tamafio N;,g = 100, Nciclos =
1000 y operador de seleccion fijo v = 50 individuos, con lo cual, se obtiene una
aproximacion a la curva de polarizacion experimental luego de 122 iteraciones con
valor de funcién objetivo ¢g(6*) = 0.07793. Los limites de los intervalos a los que
pertenece cada pardametro a estimar se encuentra en la tabla 5.2, estos intervalos se

tomaron en consideracién segin los resultados de la simulacién en [79].

gl 53 54 RC B ¢ A Lc Jmax
Lim;n,r -0.952 7.04e-5 -1.98e-4 0.0001 0.016 14 60 130e-4 1530
Limg,, -0.794 9.8e-5 -0.488e-4 0.0009 0.5 235 65 132e-4 1540

Tabla 5.2: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA®Y Outerio-SE.

Pardmetros UMDAS Outerio-SE

Nina 100
Nciclos 200
tol le—14
Seleccion v fijo = 50
Neonvergencia 122

Tabla 5.3: Pardmetros utilizados en el UMDA® Outerio-SE para la optimizacién.
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Parametros Recocido simulado UMDAY® Outerio-SE
& -0.9289 -0.82018
&3 8.2x107° 7.7TTx107°
&4 -1.58x107* -1.842x 1074
Rc (Q) 0.00028 0.0002995
B (V) 0.0179 0.0167
WY 23.06 18.73
A(em?) 62.05 63.07
L. (pm ) 131 131.59
Jmaz (mAcm?) 1537 1537.14
Funcién objetivo 0.29245 0.07793

Tabla 5.4: Comparacién de resultados: Outerio et al. 2008 vs. UMDA® Outerio-SE.

50

45

@ Datos experimentales
= Simulacién Outerio et al. 2008
—UMDA® outerio-SE

\

R

//

S
° 40
©°
>

35

30

25

0 10

20

30

40

50

Corriente de la pila (Amp)

Figura 5.2: Ajuste a datos experimentales presentados en [79] luego de la estimacién

de pardmetros con el UMDAS® Outerio-SE

Los pardmetros utilizados por el UMDA® Outerio-SE se encuentra en la tabla
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5.3 y los resultados estimados luego de 122 iteraciones se presentan en la tabla 5.4,
donde se comparan con los resultados obtenidos en [79], es importante notar que el
valor de la funcién objetivo es menor con el UMDAY, lo que sefiala un mejor ajuste

a los datos experimentales de la curva de polarizacion, ver figura 5.2.

Propuesta segin datos de Song et al. (2004)

Se proponen dos modelos semi-empiricos que describen la curva de polarizacion
experimental extraida del articulo de Song et al. en 2004, [94], mediante la estimacién
de pardmetros con un UMDA® con caracteristicas que se describen en la tabla 5.5.
Las dos ejecuciones se realizan sobre el dominio de los pardmetros de 6 (ver tabla

5.6), obteniendo errores aproximados del orden de 1074,

Parametros UMDA® Song-SE

Ning 200
Nciclos 200

tol le —4
Seleccion v fijo = 100

Tabla 5.5: Pardmetros utilizados en el UMDA® Song-SE para la optimizacién.

En la tabla 5.7, se presentan los dos resultados obtenidos en las ejecuciones. En
la simulacién del UMDA® Song-SE 1 se obtuvo una suma del error cuadrético de
aproximacién de 7.9501x10%, mientras que para el UMDA® Song-SE 2 una suma

del error cuadrético de aproximacién de 8.46287x1074.

51 63 64 RC’ B ¢ A Lc Jmax
Lim;,; -0.952 7.04e-5 -1.98e-4 0.0001 0.016 14 60 110e-4 0.70
Limg,, -0.794 1.50e-4 -0.488e-4 0.0009 0.5 23.5 61.5 190e-4 0.85

Tabla 5.6: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Song-SE.
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Pardmetros ~ UMDA® Song-SE 1 UMDAY Song-SE 2

A(em?) 60.58 60.21
A (pm ) 131.78 138.32
B (V) 0.04132 0.03847
Re (Q) 0.00034323 0.000405
& -0.89118 -0.89390
& 8.913x107° 8.846x107°
& -1.407x1074 -1.399x 1074
) 21.4274 21.541
Jimaz (Acm?) 0.80180 0.8007
funcion objetivo 7.9501x10~* 8.46287x 1074

Tabla 5.7: Resultados de la simulacién a los datos de Song et al. (2004).

@ Datos experimentales
— UMDA® song-SE 1
0.9 — UMDA® Song-SE 2
0.8
2 07
_ﬂ)
I
©
S 06
0.5
0.4 \
0.3
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Densidad de corriente (A/cmz)

Figura 5.3: Comparativo de los modelos UMDA® Song-SE 1 y 2 con los datos expe-

rimentales.
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En la grafica 5.3 se presenta un comparativo de los resultados del ajuste de
los modelos semi-empiricos donde se puede observar que los dos ajustes describen

adecuadamente los datos extraidos de la curva de polarizacién en [94].

Propuesta segin datos de Dalasm et al. (2010)

En esta seccion se proporciona un modelo semi-empirico que describe la curva
de polarizacién experimental utilizadas en [54, 99], estimando pardmetros mediante
un UMDACS. Las caracteristicas del EDA utilizado se presentan en la tabla 5.8.El
dominio de los parametros de 6 se encuentra en la tabla 5.10. La suma de errores

cuadraticos de aproximacién es del orden de 1074,

Pardmetros UMDAS Dalasm-SE

Ning 300
Nciclos 200

tol le —4
Seleccién v fijo = 150

Tabla 5.8: Pardmetros utilizados en el UMDA® Dalasm-SE para la optimizacién.

En la tabla 5.9, se presentan dos de los mejores resultados obtenido. En la si-
mulacién del UMDAY Dalasm-SE 1 se obtuvo una suma del error cuadrético de
aproximacién de 6.8611 x 104, mientras que para el UMDA® Dalasm-SE 2 una

suma del error cuadratico de aproximacién de 7.8443 x 1074,

En la grafica 5.4 se presenta un comparativo de los resultados de las propuestas
de ajuste del modelo semi-empirico a los datos de Ticianelli et al. presentados en el
articulo de referencia de Dalasm et al. en [54], en esta grafica se puede observar que

los dos ajustes describen adecuadamente la curva de polarizacion experimental.
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Pardmetros UMDAES Dalasm-SE 1 UMDAS Dalasm-SE 2

£ -0.8954 -0.8934
&3 1.150x10~* 1.155x10~*
&4 -1.849x 1074 -1.824x107*
Re () 6.017x1074 6.573x1074
B (V) 0.2227 0.2227
0 19.2422 20.301
A (cm?) 58.074 59.42
Le(pm ) 147.28 143.66
Jinaz (MAcm?) 1770.5 1712.7
Funcion objetivo 6.8611x10~* 7.8443x107%

Tabla 5.9: Resultados de la simulacién a los datos de Dalasm et al. (2010).

1.4 ® Datos experimentales
— UMDAS Dalasm-SE 1
1.2 — UMDA® Dalasm-SE 2
™
1
=
o 08
8
©
>
o \
0.4 P~ \
0.2 \ NN
0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Densidad de corriente (mA/cmz)

Figura 5.4: Ajuste del modelo semi-empirico a los datos de Ticianelli et al. presen-

tados en [54].
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51 63 54 RC B ¢ A Lc Jmaa:
Limg,; -0.99  7.04e-5 -1.98e-4 0.0001 0.016 14 50 110e-4 1.0
Limg,, -0.7944 1.50e-4 -0.488e-4 0.0009 0.5 23,5 61.5 190e-4 1.85

Tabla 5.10: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDAY Dalasm-SE.

Propuesta segin datos de Salva et al. (2016)

En el articulo de Salva et al. de 2016, se presentan experimentos fisicos obtenidos
de una PEMFC Electro-Chem Inc. con capa catalitica de 50 cm? de drea activa, con
un serpentin de 5 canales de flujo. Los platos monopolares tiene un diseno de cruce
de flujo con canales horizontales para el anodo y canales verticales para el catodo.El
material usado en los platos es grafito.

Se utiliz6 una membrana con cargas cataliticas de 0.3 mg Pt/cm? para el danodo y
0.6 mg Pt/cm? para el cdtodo. La membrana es de Nafion—117. La temperatura de
operacion inicial es de 70°C' y disminuye hasta 50°C' dependiendo de las intensidades

de corriente de la celda.

Pardmetros UMDAS Salva-SE

Ninag 200
Nciclos 200

tol le—4
Seleccion v fijo = 100

Tabla 5.11: Pardmetros utilizados en el UMDA® Salva-SE para la optimizacién.

A diferencia de los ejemplos anteriores, en el articulo [88], Salva et al. no presentan
modelo matemaético, por lo cual se utilizan inicamente los datos experimtales este
trabajo. Se propone un modelo semi-empirico optimizando los parametros con un
UMDAY (ver tabla 5.11) para ajustar a los datos experimentales de mayor potencia
en la celda presentados en [88]. El dominio de los pardmetros de # se muestra en

tabla 5.13. La suma de los errores cuadraticos son del orden de 1073.
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Pardametros Datos reales UMDAS Salva-SE

L (micras) 175 174.808
A(cem?) 50 50.6125
B (V) - 0.058912
Rc () - 0.0003689
& - 0.871850
&3 - 0.0001008
&4 - -0.0001603
W) - 1.4274
Jmaz (A) ~ 35 34.58048
funcion objetivo 0.002364

Tabla 5.12: Resultados del UMDAS Salva-SE.

51 53 64 RC B ¢ A Lc Jmax
Limg,; -0.952 7.04e-5 -1.98e-4 0.0001 0.016 14 48 110e-4 28
Limg,, -0.257 1.50e-4 -0.488e-4 0.0009 0.5 235 52 190e-4 35

Tabla 5.13: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Salva-SE.

En la tabla 5.12, se presentan los resultados del ajuste del UMDA® Salva-SE,

obteniendo una suma del error cuadrético de aproximacion de 0.002364.

En la grafica 5.5 se presenta un comparativo de los resultados del modelo semi-

empirico con los datos de la curva de polarizacion en [88].
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Figura 5.5: Curva de polarizacién obtenida por el UM DA% SALVA-SE.

5.1.2. Modelo macro-homogéneo

El modelo macro-homogéneo presentado en la seccién 2.2.1, describe el compor-
tamiento de la concentracién de oxigeno, sobrepotencial y densidad de corriente en
la capa catalitica del catodo, que a diferencia de los modelos semi-empiricos son mas
complejos, debido a la no linealidad acoplada del sistema de ecuaciones diferenciales

resultante [54, 94].

Modelo presentado por Song et al. (2004)

El primer problema de estimacion de parametros para el modelo matematico
macro-homogéneo utiliza los datos presentados por Song et al. (2010) (apéndice A),

con valor de los parametros base presentados en el apéndice A.1.
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Pardmetros UMDA® Song-MH

Nina 50
Nciclos 200
tol le—3
Seleccion v fijo = 25
Neonvergencia 95

Tabla 5.14: Pardmetros utilizados en el UMDAY Song-MH para la optimizacién.

El UMDA€® Song-MH utiliza una poblacién de tamafio N;,q = 50, Nciclos = 200,

operador de seleccién fijo v = 25 individuos (ver tabla 5.14). Se obtiene un ajuste a

los datos luego de 95 iteraciones con valor de funcién objetivo g(0*) = 2.24568 x 107°.

Los limites de los intervalos para cada parametro a estimar se encuentra en la

tabla 5.15, estos intervalos se tomaron en consideracién segun los resultados en [94].

DO2gdz Myt DPpt Eg
Lim;, 0.2 0.2 21 0.31
Limg,, 0.4 04 22 0.35

Tabla 5.15: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Song-MH.

Parametros Datos Song UMDAY Song-MH

DOy (cm2/s)  0.2396 0.23943
mp; (mg/cm?) 0.332 0.331206
ppe (g/cm?) 21.5 21.7428
€q 0.33 0.330864

Tabla 5.16: Resultados comparativos del UMDA® Song-MH vy los presentados en

[94].



Capitulo 5. Resultados 106

IANw-_
T

0.5 \

Voltaje (V)

0.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Densidad de corriente (A/cmz)

Figura 5.6: Ajuste a datos experimentales presentados en [94] luego de la estimacién
de pardmetros con un UMDAY Song-MH.

Los parametros estimados luego de 95 iteraciones se presentan en la tabla 5.16.
Se comparan los resultados obtenidos con los [94]. En la figura 5.6 se presenta el

ajuste del modelo a los datos extraidos de [94].

Modelo presentado por Dalasm et al. (2010)

El modelo presentado por Dalasm et al. (2010) utiliza datos experimentales
del articulo de Ticianelli et al. [99] para simular las soluciones del modelo macro-
homogéneo, por lo cual, en esta seccion se presenta un comparativo utilizando un
UMDAY para hallar 3 pardmetros, ya que a diferencia del modelo de Song et al.,

Dalasm y colaboradores consideran una concentracién de oxigeno fija en z = 0.
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Pardmetros UMDAS Dalasm-MH

Ning 50
Nciclos 200
tol le—3
Seleccion v fijo = 25
Neonvergencia 181

Tabla 5.17: Pardmetros utilizados en el UMDAY Dalasm-MH para la optimizacién.

El UMDA¢ Dalasm-MH, utiliza una poblacién de tamafio Nj,q = 50, Nciclos =
200, operador de seleccién fijo v = 25 individuos (ver tabla 5.17). Se obtiene un
ajuste a los datos luego de 181 iteraciones con valor de funcién objetivo g(6*) =

3.1521 x 1074,

Pardmetros Datos Dalasm UMDAS Dalasm-MH

mp; (mg/cm?) 0.35 0.350037
pp: (g/em?) 21.4 21.4304
& 0.4 0.30949

Tabla 5.18: Resultados comparativos del UMDA® Dalasm-MH con los valores pre-

sentados en [54].

Mpt  Ppt Eyg
Lim;,; 0.3 18 0.3
Lim,, 04 22 05

Tabla 5.19: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Dalasm-MH.

Los limites de los intervalos para cada parametro a estimar se encuentra en la
tabla 5.19, estos intervalos se tomaron en consideracion segun los resultados de la

simulacién en [54].
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Figura 5.7: Ajuste a datos experimentales presentados en [54] luego de la estimacién
de pardmetros con un UMDA®Y Dalasm-MH.

Los resultados estimados luego de 181 iteraciones se presentan en la tabla 5.18,
donde se comparan con los resultados obtenidos en [54]. Los resultados de la curva

de polarizacién ajustada se encuentran en la figura 5.7.

Propuesta datos segiin Outerio et al. (2008)

Los datos experimentales del articulo de Outerio et al. han sido ajustados me-
diante el modelo semi-empirico en la secciéon 5.1.1, ahora se utilizara el modelo
macro-homogéneo para ajustar la curva de polarizacion experimental, consideran-
do los mismos parametros que se estimaron en el modelo de Dalasm. La lista de

parametros base se encuentran en el apéndice C.1.
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Pardmetros UMDAS Outerio-MH

Nina 30
Nciclos 200
tol le—3
Seleccion v fijo =15
Neonvergencia 105

Tabla 5.20: Pardmetros utilizados en el UMDAY Outerio-MH para la optimizacién.

El UMDAS utiliza una poblacién de tamano N;,g = 30, Nciclos = 200, operador
de seleccion fijo v = 15 individuos. Se obtiene un ajuste a los datos experimentales

luego de 95 iteraciones. El valor de funcién objetivo alcanzado es g(6*) = 0.0654.

Pardmetros  UMDAS Outerio-MH

mp; (mg/cm?) 0.799
ppe (g/em?) 21.82
€q 0.46

Tabla 5.21: Resultado de los parametros para el ajuste de la curva de polarizacion

experimental en [79].

Mpt  Ppt Eg
Lim;,; 04 19 0.3
Lim,, 09 22 05

Tabla 5.22: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Outerio-MH.

Los limites de los intervalos para cada parametro a estimar se encuentra en la
tabla 5.22; estos intervalos se tomaron en consideracion segun los resultados de la

simulacién en [79].
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Figura 5.8: Ajuste a datos experimentales presentados en [79] luego de la estimacién

de pardmetros con un UMDAC.

Los resultados estimados luego de 105 iteraciones se presentan en la tabla 5.21.

En la figura 5.8 se presenta el ajuste del modelo macro-homogéneo.

Propuesta de datos para Salva et al. (2016)

Para los datos tomados de [88], se utilizard el modelo macro-homogéneo para
describir la curva experimental, los parametros base del modelo se presenta en el

apéndice D.1.
El UMDA® Salva-MH utiliza una poblacién de tamaiio Nj,q = 30, Nciclos = 200,

operador de seleccién fijo v = 15 individuos. Se obtiene un ajuste de la curva de
polarizacion experimental luego de 27 iteraciones obteniendo el valor de funcién
objetivo g(6*) = 0.0654 (ver tabla 5.23).
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Pardmetros UMDAS Salva-MH

Ninag 30
Nciclos 200
tol le—3
Seleccion v fijo =15
Neonvergencia 72

Tabla 5.23: Pardmetros utilizados en el UMDAY Salva-MH para la optimizacién.

Parametros  UMDAS Salva-MH

mp; (mg/cm?) 0.500057
me (g/em?) 0.910011
e, 0.417758

Tabla 5.24: Estimacién obtenida con el UMDAS Salva-MH.

Los limites de los intervalos para cada parametro a estimar se encuentra en la

tabla 5.25, siguiendo los resultados de la simulacién de [79].

Myt Mo €q
Lim,; 05 091 03
Lim,, 0.7 093 05

Tabla 5.25: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDAY Salva-MH.
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Figura 5.9: Ajuste a datos experimentales presentados en [79] luego de la estimacién
de pardmetros con un UMDAY Salva-MH.

Los resultados estimados luego de 72 iteraciones se presentan en la tabla 5.24.

En la figura 5.9 se puede apreciar el ajuste a los datos experimentales.

5.1.3. Modelo RCD propuesto

El modelo matematico RCD se presenta en la seccién 2.3, consta de un conjun-
to de ecuaciones ordinarias de segundo orden, presentan una conveccion no lineal
entre las ecuaciones y describen los comportamientos de crecimiento-decrecimiento

acelerado en un subdominio de la longitud de la CC del catodo.

Propuesta de modelo para datos de Outerio et al. (2008)

El modelo presentado por Outerio et al. (2008) consta de un modelo algebraico,
para esta seccidon se tomara un punto de la curva de polarizacion y se aproximaran

parametros del modelo RCD considerando soluciones del modelo macro-homogéneo
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correspondiente a ese punto como si fueran datos experimentales. Para este ejemplo

se utilizan las soluciones asociadas a I; = 677.58 A/m?.

Parametros UMDAS Outerio-RCD

Ninag 50
Nciclos 500
tol le —4
Seleccion v fijo = 25
Neonvergencia 51

Tabla 5.26: Parametros utilizados en el UMDA® Quterio-RCD para la optimizacion.

El UMDA€® Outerio-RCD utiliza una poblacién de tamano N;,q = 50, Nciclos =
500, operador de seleccién fijo v = 25 individuos. Se obtiene una aproximacién del

modelo RCD luego de 51 iteraciones (ver tabla 5.26). Los limites de los intervalos a

Mpt  DPpt Eg
Limy; 07 210 0.3
Lim,, 08 220 05

Tabla 5.27: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Outerio-RCD.

los que pertenece cada parametro a estimar se encuentra en la tabla 5.27, y se siguen
de [79].
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Figura 5.10: Ajuste: concentracion de Oq (arriba), sobrepotencial 1 (abajo).
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Pardmetros ~ UMDAS Outerio-MH UMDAS Outerio-RCD

mp; (mg/cm?) 0.799 0.8199
ppe (g/cm?) 21.82 21.8
e 0.46 0.45

Tabla 5.28: Resultados comparativos del UMDAY Outerio-MH y el UMDA® Outerio-
RCD.
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Figura 5.11: Ajuste a datos con UMDA® para la densidad de corriente I5 = 677.58
mA/m?.

Los resultados estimados luego de 51 iteraciones se presentan en la tabla 5.28,
donde se comparan con los resultados obtenidos del UMDA® Outerio-MH. Los ajus-

tes a los datos se pueden ver en las figuras 5.10 y 5.11.
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Propuesta de modelo para datos de Dalasm et al. (2010)

Los datos experimentales a utilizar para este apartado son las soluciones asociadas
a Is = 7000 A/m?.

El UMDA® Dalasm-RCD utiliza una poblacién de tamaiio N;,q = 20, Nciclos =
200, operador de seleccion fijo v = 10 individuos, se alcanza la tolerancia permitida

luego de 55 iteraciones.

Pardmetros UMDAS Dalasm-MH

Nina 20
Nciclos 200
tol le—4
Seleccion v fijo =10
Neonvergencia 55

Tabla 5.29: Parametros utilizados en el UMDAY Dalasm-RCD para la optimizacion.

Mpt  Ppt  C4
Limmf 0.34 21.3 0.3
Limg,, 0.36 21.5 0.5

Tabla 5.30: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Dalasm-MH.

Los limites de los intervalos a los que pertenece cada parametro a estimar se

encuentra en la tabla 5.30.
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Figura 5.12: Ajuste: concentracién de Oy (arriba), sobrepotencial n (abajo).
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Pardmetros  Datos Dalasm UMDAS¢ Dalasm-MH UMDAS¢ Dalasm-RCD

mp; (mg/cm?) 0.35 0.350037 0.35049
pp: (g/em?) 21.4 21.4304 21.3523
€g 0.4 0.39949 0.3639

Tabla 5.31: Resultados obtenidos del UMDA® Dalasm-RCD, el UMDA® Dalasm-MH
y valores presentados en [54].
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Figura 5.13: Ajuste a datos con UMDAY para la densidad de corriente Iy =
7000A /m?.

Los parametros estimados luego de 55 iteraciones se presentan en la tabla 5.31,
se comparan los resultados del UMDA® Dalasm-RCD, los resultados del UMDA®
Dalasm-MH y los valores presentados en [79]. Los ajustes a cada variable de estado

se pueden ver en las figuras 5.12 y 5.13 .
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Propuesta de modelo para datos de Song et al. (2004)

Se aplica el modelo RCD a las soluciones del modelo macro-homogéneo de los
datos de Song et al. (2004), lo pardmetros base se encuentran en el apéndice A.1.

Para este ejemplo se considera el valor de I5 = 0.67 A/cm?.

Pardmetros UMDA® Song-RCD

Nina 40
Nciclos 200
tol le—14
Seleccion v fijo = 20
Neonvergencia 114

Tabla 5.32: Pardmetros utilizados en el UMDA® Song-RCD para la optimizacion.

El UMDA® utiliza una poblacién de tamano Nj,q = 40, Nciclos = 200, operador

de seleccién fijo v = 20 individuos. El ajuste segiin la tolerancia establecida se alcanza

a las 64 iteraciones.

Mpt  Ppt €y
Limy;, f 0.2 21 0.2
Limg, 04 22 04

Tabla 5.33: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDA® Song-RCD.

Los limites de los intervalos a los que pertenece cada parametro a estimar se

encuentra en la tabla 5.30.
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Pardmetros  Datos Song UMDA® Song-MH UMDA® Song-RCD

mpy (mg/em?)  0.332 0.331206 0.331874
por (g/cm?) 21.5 21.7428 21.54018
ey 0.33 0.330864 0.32939

Tabla 5.34: Resultados comparativos del UMDA® Song-RCD con el UMDA® Song-
MH y los valores presentados en [94].

En la tabla 5.34, se muestran los resultados de los parametros estimados luego de
64 iteraciones y se comparan con los resultados presentados en [94] y los resultados
obtenidos mediante el UMDA® Song-MH. En las figuras 5.14 y 5.15, se puede apreciar

el ajuste de cada variable de estado a los datos experimentales.
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Figura 5.15: Ajuste: densidad de corriente para I5 = 0.67 A/cm?.
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Propuesta de modelo para datos de Salva et al. (2016)

Se propone el modelo RCD a los datos presentados en [88] considerando las

soluciones del modelo macro-homogéneo para I5 = 4400 A/m?.

Paréametros UMDAS Salva-RCD

Nina 50
Nciclos 500
tol le—14
Selecciéon v fijo =20
Noonvergencia 42

Tabla 5.35: Pardmetros utilizados en el UMDA®Y Salva-RCD para la optimizacién.

El UMDA¢® Salva-RCD utiliza una poblacién de tamafio N;,q = 50, Nciclos =
500, operador de selecciéon fijo v = 25 individuos. Se obtiene un ajuste a los datos

segun la tolerancia establecida luego de 42 iteraciones.

Pardmetros ~ UMDAS® Salva-MH UMDA€® Salva-RCD

mp; (mg/cm?) 0.500057 0.50378
me (g/em?) 0.91001 0.91690
€g 0.417758 0.373233

Tabla 5.36: Comparativo de las aproximaciones del UMDAY Salva-RCD y el UMDA®
Salva-MH.
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Myt Mo €q
Lim,; 05 091 03
Lim,, 0.7 093 05

Tabla 5.37: Dominio de los pardmetros a estimar con el UMDAY Salva-RCD.

En la tabla 5.37 se presentan los limites de los intervalos para cada parametro a

estimar.

Los parametros estimados luego de 42 iteraciones se presentan en la tabla 5.36,
se comparan con los resultados obtenidos del UMDA® Salva-RCD con el UMDA®
Salva-MH. En las figuras 5.16 y 5.17, se muestran los resultados del ajuste de las

soluciones con los datos experimentales.
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Figura 5.17: Ajuste: densidad de corriente para I5 = 4400 Am?.
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5.2. Dualidad de modelos: macro-homogéneo-RCD

El modelo RCD hace uso de 6 condiciones de frontera, 2 para cada variable de
estado (concentracién de oxigeno O, sobrepotencial i y densidad de corriente I),
sin embargo, en ocasiones las condiciones Co,(l.), n(0) y n(l.), son desconocidas.
En el modelo macro-homogéneo estas condiciones pueden ser estimadas mediante el
shooting-method al imponer la condicién I(l.) = I, tal y como se hace en [54]. Ahora
se propone considerar este conjunto de condiciones como parte de los parametros a
estimar mediante los UM DAC.

Es importante hacer notar que con estas estimaciones se puede generar una apro-

ximacién a la curva de polarizacién experimental.

Para ejemplificar este procedimiento, se toman los datos extraidos de la curva de
polarizacién presentados por Song et al. (2004), se aplica un UM DAY para cada con-
junto de “datos experimentales” (datos tomados de las soluciones macro-homogéneas)

utilizando los pardmetros presentados en la tabla 5.38.

La tabla 5.39 muestra los resultados de las aproximaciones para los parametros
{mpi, ppt, €4} luego de N iteraciones, y la tabla 5.40 muestra las aproximaciones a
las condiciones de frontera {Os(l.),n(0),n(l.)} comparadas con los resultados de las

aproximaciones usado el shooting method con un UM DAY Song-RCD-CF.

Las estimaciones para los pardmetros son coherentes con los presentados en [94].
Las aproximaciones a las condiciones de frontera son similares para ambos algoritmos,
el Shooting-method y el UM DA% Song-RCD-CF, respectivamente.

Con cada una de las aproximaciones (Is, Vrc(n(l.)))) obtenidas por el modelo
RCD generan una curva que aproxima la curva de polarizacién experimental, ver
figura 5.18-arriba. Del mismo modo, cada aproximaciéon de las soluciones de los
parametros {mp, ppi, €4} generan una curva de polarizacién para el modelo macro-

homogéneo que puede describir los datos experimentales, ver figura 5.18-abajo.
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Pardmetros UMDAS Song-RCD-CF

Nindg 40
Nciclos 200

tol le—4
Seleccion v fijo = 20

Tabla 5.38: Parametros utilizados en el UMDAY Song-RCD-CF para la optimizacién.

En resumen, con los resultados de las aproximaciones se puede recrear la curva
de polarizacién, y por cada valor estimado de los pardmetros que describen el mo-
delo matematico RCD se pueden generar aproximaciones a la curva de polarizacién
experimental usando el modelo macro-homogéneo, esto a pesar de no ser claro en la
formulacion de minimos cuadrados y del modelo matemético RCD en comparacion

con el modelo macro-homogéneo y su formulacién en minimos cuadrados.

I iteraciones mp; (mg/cm?) ppt (g/em?) ey
Song et al. (2004) - 0.33 0.332 x 1073 21.5
0.001 21 0.32922504 0.332069 x 103 22.213935
0.02 150 0.32785083 0.332240 x 1073 21.413994
0.05 151 0.32939837 0.331874 x 10™* 21.520189
0.1 149 0.34104537 0.330158 x 103 21.702369
0.2 133 0.33970595 0.330223 x 1073 21.849373
0.3 145 0.31507269 0.325728 x 102 21.906840
0.4 140 0.32203906 0.337049 x 103 21.330581
0.5 112 0.30777430 0.334032 x 102 21.682009
0.6 135 0.30216781 0.336135 x 10™2 21.411401
0.7 144 0.25936953 0.338799 x 102  21.356952

Tabla 5.39: Estimacién de pardmetros con el UM DA® para diferentes valores de ;.
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Is | modelo  Oy(l,) 1(0) n(le)

0.001 | RCD 0.2553767  0.000005836419  0.255396075985
MH 0.2553960  0.000005836418  0.255396075901

0.02 RCD  0.3975514 0.00000000000063 0.3982372

MH 0.3975579  0.000000000423 0.3982334

0.05 RCD  0.4483893 0.00000000000061 0.4501520

MH 0.4483807 0.0 0.4501570

0.1 RCD  0.4888411 0.00000000000089 0.4927401

MH 0.4890296 0.0 0.4926405

0.2 RCD  0.5344770 0.00000000000087 0.5417777

MH 0.5344910 0.0 0.5417710

0.3 RCD  0.5666016 0.00000000000041 0.5771823

MH 0.5663780 0.0 0.5773272

0.4 RCD  0.5940195 0.00000000000067 0.6076459

MH 0.5945391 0.0 0.6091575

0.5 RCD  0.6231291 0.00000000000079 0.6419338

MH 0.6234434 0.0 0.6417309

0.6 RCD  0.6593907 0.00000002987438 0.6798498

MH 0.6584116 0.0 0.6780368

0.7 RCD  0.7171085 0.00000000000100 0.7430194

MH 0.7166173 0.0 0.7422431

Tabla 5.40: Comparacién de estimaciones en las condiciones de frontera utilizando

los modelos UM DA% — RCD y MH-shooting method.
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5.3. Descripcion de la curva de polarizacion semi-

empirica por un modelo RCD inicial

En la seccién 4.3 se presentdé una metodologia para integrar los tres modelos
matematicos estudiados para describir datos experimentales de una curva de polari-
zacion, para ejemplificar esto, se considera el modelo RCD con parametros base de
Song at al. (2004) (ver apéndice A.1), y valor de I; = 0.005 A/cm?.

El valor de I5 se considerd debido a que resulta sencillo calcular las soluciones
de un modelo RCD con una malla gruesa utilizando un UM DAY para estimar los

parametros de dicho modelo.

En las figuras 5.19 y 5.20-arriba se observan las soluciones de las variables de
estado con los pardmetros estimados (ver tabla 5.41). En la figura 5.20 se observa la
curva de polarizacion I'y;g del modelo macro-homogéneo utilizando los parametros
estimados de la tabla 5.41 del modelo RCD. Luego, en la figura 5.22-arriba se presenta
la seleccion de la muestra Xr,,,,, que serd utilizada en el modelo semi-empfico para
obtener la curva de polarizacién final, ver figura 5.22-abajo. En la tabla 5.42 se
presenta el comparativo de las estimaciones en los parametros utilizando los datos
extraidos de [94] con los obtenidos utilizando el muestreo Xr,,,,, donde se puede

observar que los resultados son similares (ver metodologia de integracion de la seccién
4.3).

Parametros Datos Song ~ UMDA® Song-RCD

mp; (mg/cm?) 0.332 0.31452
pp: (g/em?) 21.5 21.5950
e, 0.33 0.31452

Oqg 6.78932 x 1077 6.656 x 10~7
Mo 0.32309 0.323091
M, 0.32321 0.32322

Tabla 5.41: Soluciones de la optimizacién de 6 parametros en el modelo de Song et
al. (2004).
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macro-homogénea (arriba), ajuste con el modelo semi-empirico (abajo).
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Pardmetros UMDA® Song-SE (datos) UMDA® Song-SE (Xr,,,,)

A(em?) 60.58 60.21
A (pm ) 131.78 138.32
B (V) 0.04132 0.03847
Re (Q) 0.00034323 0.000405
& -0.89118 -0.89390
€3 8.913x107° 8.846x107°
& -1.407x1074 -1.399x 1074
) 21.4274 21.541
Jimaz (Acm?) 0.80180 0.8007

Tabla 5.42: Resultados de la metodologia de unificacién al modelo semi-empirico.

5.4. Comparacion de EDA’s

En esta seccién se hace un comparativo de los 4 tipos de UM DA® siguiendo
las propuestas de la seccién 3.2, la diferencia de cada uno de los EDA’s depende
completamente de cémo se actualizan las funciones de distribucién de probabilidad
y el tipo de seleccion del subconjunto de la poblacion para crear esas funciones.
Para comparar estos algoritmos se trabaja con el modelo semi-empirico que describe
los datos experimentales presentados por Salva et al. (2016) en [88]. Se realizaron
ejecuciones de cada uno de los 4 UM DA% variando el tamaifio de las poblaciones de
manera incremental, realizando por cada tamano de poblacion 30 repeticiones para
estimar los parametros selecccionados del modelo semi-empirico.

Las caracteristicas con los cuales trabajan los UM DA% se encuentra en la tabla
5.43.

Los resultados de las 30 repeticiones al ejecutar cada uno de los 4 EDA’s con
diferentes poblaciones que van de 100 individuos hasta 800 individuos se encuentran
en las figuras 5.23, 5.24, 5.25, 5.26 y 5.27, respectivamente, donde en la figura de
arriba se presentan los comparativos de las soluciones con los datos experimentales

para cada poblacién, y en la figura de abajo se presentan graficas del comportamiento
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poblacional 7, una funcién de la suma de cuadrados de los errores segtin las iteraciones
en el que converge cada ejecucion, mientras mas elevada sea la grafica, se tendra mas

ajuste a los datos experimentales. La funcién del comportamiento poblacional es,

7(iter) = — L (5.1)

Zi:pfb g(ei,iter) + 6.

donde 0; ;i es la poblacién i de la iteracién iter, y ¢ = 1 x 1074,

Parametros UMDA®
Ning 100, 200, 400, 600, 800
Nciclos 1000

tol le—14
UMDAS — FT v fijo - Truncacion
UMDA® — FP v fijo - Proporcional
UMDA® — DT v decremental - Truncacién
UMDA® — DP | v decremental - Torneo Binario

Tabla 5.43: Pardmetros generales utilizados en los 4 UM DA,

De las graficas de convergencia, se puede observar que las soluciones mas éptimas
se encuentran por medio de los UM DA% con umbral v variable, obteniéndose mejores
resultados con el UM DA — DP para cada conjunto de soluciones. El aplicar este
tipo de seleccion y utilizar una metodologia de ponderacion en el calculo de las
medias y varianzas por estimadores pesados conduce a encontrar soluciones viables
en menos iteraciones, aunque en algunos casos se tienen convergencias prematuras
en la estimacion de los parametros. En las figuras 5.28 a la 5.32, se presentan las
estadisticas de las aproximaciones de cada uno de los nueve parametros estimados
por los 4 diferentes UM DAY (linea verde: valores deseados). Estas graficas necesitan
de 5 valores: los cuartiles muestrales q0.25, q0.5, q0.75, el minimo valor muestral y
el maximo del conjunto de soluciones de los UMDA® por cada pardmetro estimado.
El recorrido intercuartilico es I = ¢0.75 — ¢0.25. A partir de Iy calculamos dos
extremos o limites: L; = ¢0.25 — 1.51g, Ls = ¢0.75 4+ 1.51.
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Figura 5.23: Curvas de polarizacién aproximadas (arriba), grafica de convergencia

(abajo), para una poblacién de 100 individuos.
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Figura 5.24: Curvas de polarizacién aproximadas (arriba), grafica de convergencia

(abajo), para una poblacién de 200 individuos.
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Figura 5.25: Curvas de polarizacién aproximadas (arriba), grafica de convergencia

(abajo), para una poblacién de 400 individuos.
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Figura 5.26: Curvas de polarizacién aproximadas (arriba), grafica de convergencia

(abajo), para una poblacién de 600 individuos.
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Figura 5.27: Curvas de polarizacién aproximadas (arriba), grafica de convergencia

(abajo), para una poblacién de 800 individuos.
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Figura 5.28: Estadisticas para los pardmetros: & (arriba), J,.. (abajo).



Capitulo 5. Resultados

&1

#1077

&4

UMDA® Salva-SE-FT

x10-1

Figura 5.29: Estadisticas para los pardmetros: 3 (arriba), & (abajo).

100 200 400 600 800
N_ind

UMDAG Salva-SE-DT

100 200 400 600 800
N_ind

UMDAS salva-SE-FT

x 10712

UMDA® Salva-SE-FP

%:-—j——n—++

%1071 2

e

£ 10

%104
-1.5

100 200 400 600 £00
N_ind

UMDADS salva-SE-DT

L

100 200 400 600 800
N_ind

100 200 400 600 300
N_ind

UMDAS Salva-SE-DP

+
:‘l:I : . —

100 200 400 600 800
N_ind

UMDA® Salva-SE-FP

b

100 200 400 600 SO0
N_ind

UMDADS Ssalva-SE-DP

§14 0
x10-1

Sy==
400 600
M_ind

ol
_l_‘
100 200 800




Capitulo 5. Resultados 142

UMDA® Salva-SE-FT uMDAS Salva-SE-FP
4 4
. 3 | —
S L I c 7’ +
— = ) | _ = I —
C % esdhdb e |32, SESES
& l =TT | & T
1 | ! 1
100 200 400 600 300 100 200 400 600 800
N_ind N_ind
UMDAG Salva-SE-DT UMDAS Salva-SE-DP
4 - a
L RERERFI
C:J ‘I_" | l % C;' '|- _ R |
= : ) _ = _ —
L bbbt |SE] I
(2] . H* 1 QE: ® l |
1 I X
| +
100 200 400 600 S00 100 200 400 600 800
N_ind N_ind
uUMDAS s G
alva-SE-FT UMDA" Salva-SE-FP
4 4
= Ls = Ls
= Z 5
A X, m % 5
1 L
e B s Sl
100 200 400 600 300 100 200 400 600 800
N_ind N_ind
UMDADS salva-SE-DT UMDADS salva-SE-DP
4 4
=l =L
=1 —_ =
M x 2 [a "4 2
|
1 - 1
100 200 400 600 800 100 200 400 600 800
N_ind N_ind

Figura 5.30: Estadisticas para los pardmetros: R (arriba), B (abajo).
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Figura 5.31: Estadisticas para los pardmetros: ¢ (arriba), A (abajo).
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Figura 5.32: Estadisticas para los pardmetros L.

Por construccion podemos intuir que las observaciones que caigan fuera de estos
limites son posible outliers (valores, por algiin motivo, extranos). También podria
intuirse que estos puntos extremos provienen naturalmente de la distribucién gene-
radora del proceso [96]. Los valores adyacentes son los extremos (superior e inferior)
que estan entre los limites maximo y minimo. En caso de que no existan potenciales
outliers, serian el maximo y el minimo, respectivamente. Con estos datos el gréafico
de cajas se configura dibujando 3 lineas horizontales en cada uno de los tres cuartiles,
y se completa la caja dibujando las dos lineas verticales paralelas que determinan
la caja. Entonces se extiende una linea desde el primer cuartil al valor adyacente
minimo y se hace lo mismo para el tercer cuartil y el mayor valor adyacente. Los
outliers son puntos que se encuentran a més de 1.5/ del cuartil mas préximo y son
marcados con '+’. Los outliers extremos, son datos muestrales que se encuentran a

mas de 31 del cuartil mas préximo y son marcados por 'o’.

De los resultados obtenidos se puede observar que de los 4 algoritmos el que
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proporciona mejores resultados para los valores fisicos reales es el el UM DA% — DP.

Nina | UMDA® — FT UMDAY — FP UMDAY — DT UMDAY — DP
100 7.31433 5.92067 0.55633 0.91633
200 16.79267 13.61400 1.49567 2.24533
400 36.00200 30.59900 3.46767 4.75600
600 51.49933 48.42467 5.64700 7.63100
800 75.54600 65.13733 9.25633 10.89967

Tabla 5.44: Tiempos promedio en segundos de una ejecucién para cada uno de los 4

UM DAC a diferentes tamanos de poblacién.

En la tabla 5.44 se encuentra un comparativo de los tiempos promedio (en segun-
dos) de ejecucién de cada UM DA% utilizando diferentes tamafios de poblacién, esta
informacion se obtuvo de considerar los resultados de 30 repeticiones para cada ta-
maiio de poblacién por cada uno de los 4 diferentes UM DA% propuestos. Se observa
que para los UM DA% con umbral fijo los tiempos de célculo son mucho mayores a
los tiempos de calculo de los UM DA% con umbral variable, obteniendo entre estos
un menor tiempo para el UM DA — DT, sin embargo, del anélisis de los resultados
se observa en las figuras de los parametros que los mejores resultados se obtienen
con el UM DAY — DP, esto debido al tipo de ponderacién con estimadores pesados,
lo que lleva a una mejor seleccion y ponderacién de las mejores aproximaciones entre
la poblacién de cada generacion.

En las figuras 5.33 y 5.34, se pueden observar las curvas de polarizacion asociadas
a la mediana de las soluciones obtenidas por medio de 30 repeticiones por cada
poblacién y por cada tipo de UM DA®, en las cuales se observan que proporcionan
resultados favorables para cada estimacion de parametros. En las tablas 5.45-5.53,
se presenta el comparativo de la mejor, las peor y la mediana de las soluciones
obtenidas por cada UM DAY medianas obtenidas. Finalmente, en la tabla 5.53 se
presenta el comparativo del valor de la funcion objetivo alcanzado por cada ejecucién,
donde se observa que el UM DAY — DP provee resultados de funcién objetivo més

satisfactorios entre los cuatro algoritmos.
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Figura 5.33: Curvas de polarizacién para la mediana: UM DAY — FT para las 5

poblaciones de prueba (arriba), UM DAY — FP para las 5 poblaciones de prueba

(abajo).
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Figura 5.34: Curvas de polarizacién para la mediana: UM DA® — DT para las 5
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

&1

Mejor -0.652913 -0.690318 -0.694502 -0.618578
100 Mediana -0.643081 -0.640819 -0.662868 -0.663328
Peor -0.628595 -0.500968 -0.762276 -0.715680
Mejor -0.721093 -0.653532 -0.625566 -0.767700
200 Mediana -0.646756 -0.641850 -0.613366 -0.609601
Peor -0.634864 -0.700374 -0.538046 -0.853346
Mejor -0.536961 -0.673767 -0.605266 -0.645456
400 Mediana -0.639240 -0.633592 -0.603372 -0.620890
Peor -0.635724 -0.623565 -0.637921 -0.680736
Mejor -0.623553 -0.623428 -0.605678 -0.639086
600 Mediana -0.635550 -0.644198 -0.598456 -0.624015
Peor -0.645419 -0.657281 -0.569878 -0.639736
Mejor -0.729336 -0.629775 -0.628814 -0.630038
800 Mediana -0.636845 -0.634315 -0.604374 -0.619731
Peor -0.676184 -0.631521 -0.626111 -0.617174

Tabla 5.45: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro &;.

soppynsay ¢ o0pmadn,)
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Pardmetros | poblacién Soluciéon UMDA® — FT UMDA® — FP UMDAY — DT UMDA® — DP
Mejor 1.4599 1.3882 1.3641 1.5199
100 Mediana 1.5112 1.5232 1.4769 1.4469
Peor 1.5781 1.8277 1.3528 1.4197
Mejor 1.3445 1.458 1.5109 1.2173
200 Mediana 1.5220 1.5075 1.5641 1.5422
peor 1.5604 1.4017 1.7235 1.0614
&3 Mejor 1.7160 1.4234 1.5501 1.4658
x 1074 400 Mediana 1.5300 1.5201 1.5618 1.5211
peor 1.5590 1.5532 1.5212 1.4037
Mejor 1.5254 1.5241 1.5541 1.4814
600 Mediana 1.5335 1.5050 1.5804 1.5106
Peor 1.5376 1.4905 1.6528 1.4862
Mejor 1.3113 1.5194 1.5017 1.4994
800 Mediana 1.5366 1.5191 1.5703 1.5262
Peor 1.4729 1.5387 1.5467 1.5350

Tabla 5.46: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro &;.

soppynsay ¢ o0pmadn,)
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

&4
x1074

Mejor -1.8935 -1.7866 -1.9784 -1.9800
100 Mediana -1.3943 -1.5659 -1.4243 -1.7685
Peor -1.1452 -1.2808 -0.4490 -0.8239
Mejor -1.6106 -1.8613 -1.9590 -1.9796
200 Mediana -1.3978 -1.5993 -1.6544 -1.9120
peor -1.2067 -1.4063 -1.5872 -1.5294
Mejor -1.6993 -1.7879 -1.9796 -1.9800
400 Mediana -1.4023 -1.5842 -1.7808 -1.9329
peor -1.2115 -1.5007 -1.4945 -1.7576
Mejor -1.8399 -1.8123 -1.8995 -1.9800
600 Mediana -1.4239 -1.5793 -1.7666 -1.8883
Peor -1.2028 -1.4272 -1.6016 -1.8259
Mejor -1.8031 -1.7089 -1.9529 -1.9800
800 Mediana -1.4244 -1.5759 -1.7289 -1.8600
Peor -1.2031 -1.4728 -1.5270 -1.8164

Tabla 5.47: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro &,.

soppynsay ¢ o0pmadn,)
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

Jmaac (Amp)

Mejor 33.9216 33.5548 33.5269 30.7005

100 Mediana 34.6676 34.7706 33.1215 34.3773
Peor 34.2604 34.1390 30.0205 34.9999

Mejor 34.1024 34.6280 34.2354 34.7204

200 Mediana 34.8214 34.9476 34.3676 34.1682
Peor 33.8228 34.9999 32.6895 34.9999

Mejor 34.2995 34.9999 34.9618 32.5854

400 Mediana 34.9085 34.9999 34.7117 34.2994
Peor 34.5902 34.9999 34.6635 34.4917

Mejor 34.9167 34.4221 34.9555 33.4594

600 Mediana 34.9875 34.9999 34.9911 34.6365
Peor 35.0000 34.9999 34.9610 34.9999

Mejor 34.9999 34.9999 34.3040 33.3941

800 Mediana 34.9999 35.0000 34.9985 34.9351
Peor 34.9999 34.9999 34.9955 34.9991

Tabla 5.48: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el pardmetro Jy,q.. (Amp).

soppynsay ¢ o0pmadn,)
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

Re ()
x1073

Mejor 1.7246 2.0159 1.0372 2.8150
100 Mediana 1.9110 2.0822 1.9399 2.2158
Peor 1.8696 2.2399 2.2307 2.4880
Mejor 1.5836 2.0862 1.3734 0.3403
200 Mediana 1.9173 2.1587 2.0655 23777
peor 1.7708 2.2591 1.1483 3.3742
Mejor 1.9223 1.8513 1.5257 2.0811
400 Mediana 1.8703 2.1963 2.0886 2.1564
peor 1.6963 2.1320 2.9312 2.6821
Mejor 1.7067 2.2816 2.0009 2.0270
600 Mediana 1.8812 2.1109 2.0769 2.3117
Peor 1.6216 2.0957 2.6215 2.6812
Mejor 1.2475 2.3067 1.8848 2.1716
800 Mediana 1.8268 2.1270 2.3071 2.3891
Peor 1.8270 2.1091 2.2982 2.8143

Tabla 5.49: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro Ro ( 2 ).

soppynsay ¢ o0pmadn,)
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

B (V)
x1071

Mejor 0.6228 0.6312 0.6835 0.3991
100 Mediana 0.9421 0.7887 0.7680 0.6617
Peor 1.0962 0.9375 1.0618 1.0366
Mejor 0.8134 0.6163 0.6851 0.8877
200 Mediana 0.9188 0.7644 0.7367 0.5634
peor 1.0452 0.8416 0.6363 0.5102
Mejor 0.7899 0.7323 0.6920 0.5251
400 Mediana 0.9450 0.7729 0.6928 0.5875
peor 1.0884 0.8558 0.6892 0.3224
Mejor 0.7233 0.6262 0.6852 0.6062
600 Mediana 0.9131 0.8079 0.7110 0.5981
Peor 1.1409 0.8967 0.7374 0.5724
Mejor 0.8061 0.6798 0.6076 0.5893
800 Mediana 0.9417 0.8006 0.7199 0.6195
Peor 1.0604 0.8904 0.8010 0.5152

Tabla 5.50: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro B(V).
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

Mejor 19.2700 20.6045 21.3675 23.0030

100 Mediana 19.6654 19.7121 19.4566 19.7553
Peor 19.7591 18.6791 18.0838 16.6652

Mejor 20.1565 19.8853 18.9745 21.2825

200 Mediana 19.6367 19.8475 20.3973 20.8573
peor 20.4154 19.8613 17.8561 20.9024

Mejor 20.1305 20.4212 19.4441 20.0052

400 Mediana 19.8410 19.8684 20.3024 20.1743
peor 20.4290 19.8782 20.1093 15.1970

Mejor 19.7320 19.9403 20.8943 21.9744

600 Mediana 19.9480 19.9543 20.4998 20.9490
Peor 20.5494 19.8467 20.4847 20.4405

Mejor 19.9013 19.8730 20.0193 22.4641

800 Mediana 19.9503 20.0382 20.5779 20.9260
Peor 19.7555 20.4062 20.0974 19.8340

Tabla 5.51: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro .
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

A( cm? )

Mejor 51.3022 00.2674 49.2896 50.9956
100 Mediana 50.5809 50.6761 49.9018 50.4946
Peor 50.9149 50.2366 48.9137 50.0392
Mejor 51.0686 01.1471 50.6476 50.1408
200 Mediana 50.8167 51.0457 50.0590 50.9022
peor 50.7142 51.0624 49.2233 49.5398
Mejor 50.5383 50.7912 50.8843 50.9144
400 Mediana 50.8095 51.0510 50.4758 51.2625
peor 51.3012 50.8944 51.2698 50.1998
Mejor 51.3664 50.8275 50.7212 51.7859
600 Mediana 50.7845 01.1305 50.8815 51.5631
Peor 50.6203 51.1367 50.7483 50.8314
Mejor 51.4158 50.7820 00.7724 51.7405
800 Mediana 50.8062 51.1622 51.1591 51.4373
Peor 50.8202 50.6836 51.6966 51.6370

Tabla 5.52: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro A( cm? ).
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

L. (pm)

Mejor 176.2344 174.4398 182.1256 170.6584
100 Mediana 175.6246 175.6134 173.9057 176.1086
Peor 170.5994 175.4108 164.3580 170.6845
Mejor 176.3381 176.7370 165.5678 166.4282
200 Mediana 177.0193 177.0565 175.7574 174.3139
peor 175.8492 179.6528 180.9365 170.8061
Mejor 176.6910 173.5924 170.7428 162.3869
400 Mediana 177.4734 177.1176 173.9691 175.2691
peor 183.4995 176.6416 177.1646 179.7512
Mejor 177.7064 172.8275 171.4616 168.9983
600 Mediana 177.7171 177.5189 175.9253 173.3238
Peor 178.2784 175.9328 177.1098 171.4232
Mejor 173.0451 179.3956 174.6369 170.1412
800 Mediana 178.4632 177.1108 175.7651 174.6261
Peor 178.5030 175.9434 183.1760 184.1629

Tabla 5.53: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro A( cm? ).
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Pardmetros

poblacién  Solucién

UMDAY — FT UMDA® —FP UMDA® — DT UMDA® — DP

fobjetivo
x1073

Mejor 1.1283 1.0346 1.0159 0.7413
100 Mediana 1.4538 1.3391 1.4966 1.2612
Peor 2.3875 1.7816 1.9342 3.9225
Mejor 1.1374 0.8992 0.8686 0.7263
200 Mediana 1.4981 1.3398 1.1237 1.0315
peor 1.9335 1.5962 1.8231 1.2523
Mejor 0.9523 0.8834 0.8407 0.7349
400 Mediana 1.3468 1.3795 1.1181 0.8608
peor 1.6282 1.3761 1.2699 1.0167
Mejor 1.1217 1.0338 0.8923 0.8074
600 Mediana 1.4672 1.2768 1.1007 0.8933
Peor 1.7947 1.4250 1.2536 1.0677
Mejor 1.1814 1.0513 0.7643 0.7887
800 Mediana 1.3912 1.2733 1.1422 0.9405
Peor 1.5938 1.4918 1.3178 1.1113

Tabla 5.54: Comparativo del mejor, el peor y la mediana de las soluciones para el parametro fopjetivo-
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Capitulo 6
Conclusiones.

En este trabajo se presentan metodologias para la estimacion de parametros en
tres modelos matematicos 1D que describen la curva de polarizaciéon de una PEMFC
(semi-empirico, macro-homogéneo y RCD). Cada modelo presenta pardmetros que
describen alguna caracteristica fisica de la celda, por ejemplo, el modelo semi-empiri-
co puede describir el area activa del catalizador en el catodo, mientras el modelo

macro-homogéneo, describe coeficientes estequiométricos de la celda.

La propuesta del modelo RCD ayudé a estimar parametros del modelo macro-
homogéneo, y mediante la metodologia de integracién propuesta se tiene una equi-
valencia de los tres modelos, por lo cual, se puede estimar parametros del modelo
semi-empirico en funcion de los parametros del modelo RCD. Cada uno de los mode-
los puede ser usado de manera independiente segtn el tipo de estudio que se desee.

En esta tesis se describen detalladamente los modelos matematicos y se presen-
tan las metodologias de solucién de cada una. Estas metodologias varian desde la
solucién de un sistema no lineal, hasta la solucién de ecuaciones ordinarias de primer
y segundo orden.

El andlisis de los modelos y las simulaciones motivaron el uso de diversas herra-
mientas numéricas para alcanzar soluciones numéricamente inestables, este fenémeno
aparecié en las soluciones cercanas a la regiéon R3 de la curva de polarizacién (pa-
ra el modelo macro-homogéneo y el modelo RCD), propiciando la investigacién de
métodos hibridos que estabilizan las técnicas numéricas.

Es importante notar que los modelos se encuentran en funcién de pardmetros
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fisicos que son dificiles de medir, por lo cual, se utilizan métodos de estimacién
de pardmetros, en esta tesis se propuso la formulacién de minimos cuadrados para
los parametros a estimar, resolviendo el problema de optimizaciéon proponiendo los
UMDAZS.

Los modelos matematicos fueron aplicados a datos experimentales de distintos
autores, obteniendo resultados alentadores a los de la literatura al aproximar las
curvas de polarizacién con las distintas técnicas numéricas y parametros estimados
por medio de los UMDAS.

Parametros equivalentes se encuentran directamente en los modelos macro-homogéneo
y RCD, ya que se presenta una dualidad ente dichos modelos. La metodologia de
integracion describe un modelo a partir de los otros dos, y viceversa. Pasar de un
modelo a otro se vuelve relativamente sencillo (metodologia que se propone en este
trabajo y que no se habia realizando en investigaciones previas).

Finalmente, se obtuvieron los siguientes resultados:

= Modelacion de una curva de polarizacién por medio de los modelos matemati-
cos analizados en esta investigacién para datos experimentales reportados en
la literatura, basados en una formulacién de problema inverso mediante la es-

timacién de parametros.

= Se realizé un estudio detallado para el uso de futuros trabajos de investigacién
en el area, indicando los posibles problemas en los que se puede llegar al utilizar
estos modelos matematicos, y se propusieron herramientas que conjuntamente

pueden estabilizar las soluciones que en principio son numéricamente inestables.

= Se generd una metodologia para la realizacion de simuladores para la estimacion
de parametros de 3 distintos modelos matematicos 1D para PEMFC, utilizan-
do técnicas numéricas hibridas basadas en elemento finito, shooting method,
f—método, mallado Shishkin, etc.

» Los UMDAY resultaron una herramienta de optimizacién éptima al realizar la
minimizacion de los errores de aproximacion en la formulacién en el sentido de

minimos para los parametros a estimar.



Perspectivas

Este documento proporciona el estudio del comportamiento de modelos ma-
tematicos asociados a curvas de polarizaciéon de PEMFC, aporta informacion para
el desarrollo de nuevos trabajos de investigaciéon mas complejos, desarrollo e imple-
mentacién de simuladores, diseno de 6ptimo de los procesos de produccion, etc.

Entre los trabajos futuros destacan:

= Optimizacién de procesos energéticos en celdas analizando distintos conjun-
tos de parametros, mediante técnicas hibridas de metodologias numéricas de

optimizacién.

s Extender el estudio a modelos 1D en celdas de combustible de alcohol consi-

derando las cubiertas en la capa catalitica por diversos subproductos.

= Estudiar otras técnicas optimizacién basadas en algoritmos de estimacién de

distribucién.

= Analizar las correlaciones entre los parametros de los modelos para estudiar la

relacién entre las variables y sus dependencias entre si.
» Realizar andlisis de sensibilidad en los pardmetros seleccionados.

s Metodologias para estimar pardmetros en modelos 2D y 3D que describen

curvas de polarizacion en estado estable o transitorio.

» Analizar el régimen del flujo de fluidos a dos fases (agua liquida-gases de reac-

cién) en los modelos 2D y 3D.
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Apéndice A

Parametros base 1

Parametros base

Ny =1 Ay =112 x 10* (cm g 1)
R= 8.315 (JK~! mol™?) a, = 0.5

F = 96485 (C mol 1) ao =1

Po, = 0.21 (atm) fraccion de Pt = 0.2

T =308 (K) Ererss = 1.23 (V)

Cpl =1.2x 1075 (mol cm~?) eapr = 0.3

l.=1.18 x 1073 (cm) L,.=0

lepr = 100.0 x 1072 (cm) o5 =727 (S cm™)

Do, v =1.844 x 107% (ecm? s71) oy =0.17 (S cm™1)
D02 w =3.032 x 10~ 5 (CII]2 _1) pc = 2.0 (g CIII_S)

D02 GDL = =2.396 x 10~ 1 (cm S ) Rohm =047 (V)
ref — 1()3-507-4001/T

Parametros que se estiman en la tesis
mp; = 0.332 x 1073 (g cm™?) ppt = 21.5 (g cm ™)
€. = 0.33

Tabla A.1: Parametros base para los modelos propuestos derivados del modelo de
P 3
Song et al.; O2(0) = - <ﬁ — dlapr ), con Doy = Dosapredpr vy Ko, =

Oy,gdl
arexp (— %8 +14.1)[94].
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Apéndice B

Parametros base 2

Parametros base

Ny =1 A = ec. (2.53)

R= 8.315 (JK~! mol™1) a, =0.5

F = 96485 (C mol™1) a.=1

P =75 (atm) fracciéon de Pt = ec. (2.33)
T = 353.15 (K) Ererts = ec. (2.7)
Col =12 %107 (mol cm ™) €. = ec. (2.34)

lc =10 (pm) L,.=0.1

lopr = — L= 0.4

Do, v = ec. (2.38) oy =017 (Sem™)
DOQ,W =9.19 x 107 (m2 S_l) og = T7.27 (S Cm_l)
2o, = 0.21 pc = 1800 (kg m=?)
me = 4.5 (mg cm™?) Ropm = 0.225 (V)

i = ec. (2.55)

Parametros que se estiman en la tesis
mp; = 0.5 (mg cm™?) ppt = 21400 (kg m™3)
€EGDL — 0.4

Tabla B.1: Parametros base para los modelos propuestos derivados del modelo de
Dalasm et al. en [54].
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Apéndice C

Parametros base 3

Parametros base

Ncell =43 As = ecC. (253)
R=8.315 (JK~! mol™1) a, = 1.0

F = 96485 (C mol™) a.=1.0

P =1 (atm) fraccién de Pt = ec. (2.33)
T = 338.15 (K) Ererss = ec. (2.7)
Chl =12x107% (mol cm™3) ¢, = ec. (2.34)

lc =12 (pum) L,.=0.1

lapL = — Lime=0.1

Do, v = ec. (2.38) oy =0.17 (S em™!)
DOQ,W =0.7x 1078 (Hl2 S_l) os = 17.27 (S cm™!
o, = 0.21 pe = 1800 (kg m=?)
me = 0.8 (mg cm™?) Ropm = 0.84225 (V)

i = ec. (2.55)

Parametros que se estiman en la tesis
mp; = 0.35 (mg cm™?) ppt = 21400 (kg m™—?)
€GDL — 0.4

Tabla C.1: Pardmetros base para los modelos macro-homogéneo y RCD a los datos
de Outerio et al. en [79].
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Apéndice D

Parametros base 4

Parametros base

Ncell =1

R= 8.315 (JK~! mol™!)
F = 96485 (C mol~!)

Crl =12 %107 (mol cm ™)

P =1.6 (atm)
T = 348.15 (K)
le =12 (pum)
leprL = —

Do, v = ec. (2.38)
DOQ,W =0.7x 1078 (Hl2 S_l)

Loy = 1.0

ppe = 21400 (kg m—3)
i = 5.88744 x 1075

A = ec. (2.53)

a, = 1.0

a.=1.0

fraccion de Pt = ec. (2.33)
Eperts = ec. (2.7)

€. = ec. (2.34)
Lge=0.1
Lime = 0.01

oy =0.17 (S em™!)
o5 ="T7.27 (S cm™*

pc = 1800 (kg m—3)
R = 0.84225 (V)

Parametros que se estiman en la tesis

mp; = 0.6 (mg cm™?)

€GDL — 0.4

me = 0.925 (mg cm™?)

Tabla D.1: Parametros base para los modelos macro-homogéneo y RCD a los datos

de Salva et al. en [88]
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