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Resumen

Dada una funcién racional f definida sobre la esfera de Riemann, consideramos
el sistema dindmico obtenido al iterar f. Esta funciéon descompone a la esfera en dos
conjuntos ajenos, el conjunto donde los iterados de f forman una familia normal, el
conjunto de Fatou, y su complemento, el conjunto de Julia. Estos conjuntos forman
una particién dinamica de la esfera de Riemann.

El propdsito de la presente tesis es estudiar la dinamica de la familia de productos
Blaschke generalizados de grado 2d + 1 dada por

d
_ 2mia d+1 [ £ @
B a(z) =™ (1 — Ezz)

donde a,z € C,a € [0,1) y d > 1.

Primero estudiamos sus propiedades basicas, analiticas y dinamicas, las cuales
resultan depender fuertemente del pardametro a. Mas atiin, damos un criterio de conec-
tividad del conjunto de Julia a partir de dicho parametro, estudiando la conectividad
de los tipos de componentes de Fatou que pueda tener B, ,.

Finalmente, proporcionamos un estudio de las simetrias del plano de parametros,
analizamos la dindmica asociada a ciertas regiones de espacio de a-parametros que pue-
den ser descritas por elipses o rectas, y describimos algunas componentes hiperbodlicas
asociadas a By .
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Introduccion

Esta tesis pertenece al area de sistemas dinamicos discretos, particularmente a
dinamica holomofa en una variable compleja. La teoria de la dindmica holomorfa, cu-
yas raices se encuentran en el siglo XIX, estudia la iteracion de funciones holomorfas.
Fueron Kceenigs, Schroder y otros, quienes comenzaron con un estudio local del pro-
blema, y la teoria crecié notablemente durante la primera mitad del siglo XX, cuando
muchas de las ideas centrales y técnicas se desarrollaron gracias a la investigacién del
método de Newton para encontrar raices de polinomios. Pierre Fatou y Gaston Julia
se enfrentaron al problema desde un punto de vista mas general. Ellos dieron una cla-
sificaciéon de las orbitas estables e inestables en el sentido de normalidad, introducido
por Paul Montel, ofreciendo al mundo las definiciones de conjunto de Fatou y conjunto
de Julia de una funciéon holomorfa. Estos conjuntos forman un particion dindmica de
la esfera de Riemann.

Dada una funcion racional f : C — ((A:, donde C = C U {o0} denota la esfera de
Riemann, consideramos el sistema dindmico obtenido al iterar f. La normalidad de
la familia de iterados divide C en dos conjuntos totalmente invariantes: el conjunto
de Fatou F(f), donde los iterados forman una familia normal, y su complemento, el
conjunto de Julia J(f). El conjunto F(f) es abierto, mientras que J(f) es cerrado.

Las componentes conexas de F(f) se llaman componentes o dominios de Fatou.
En los 80’s, Sullivan prueba que para una funcién racional de grado al menos 2, toda
componente de Fatou es periddica o preperiddica, [Sul85]. Por otro lado, el teorema
de clasificacion de componentes periddicas describe la dinamica local de la funcién
sobre una componente periédica U, la cual se reduce a una de cinco posibilidades: U
determina un dominio de atraccion (y se subclasifica como stuperatractora, atractora o
parabdlica), o un dominio de rotacion (U es un disco de Siegel o un anillo de Herman).

El propésito de la presente tesis es estudiar la dindmica de una familia particular
de productos Blaschke generalizados. Un producto Blaschke es una funcion racional
que se caracteriza por dejar invariante el circulo unitario, S'. En consecuencia, es
posible considerar la accién de un producto Blaschke sobre el circulo unitario como
un endomorfismo del circulo. Bajo condiciones extra, el producto restringido a S! se
transforma en un difeomorfismo del circulo, y la teoria de Poincaré de levantamientos
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y numero de rotacion es aplicable.

El estudio de iteracién de productos Blaschke es muy importante para la dinami-
ca holomorfa: por ejemplo, si el producto Blaschke tiene bien definido su ntimero de
rotacién cuando se restringe a S!, es posible prescribir dicho nimero para construir
modelos dindmicos sobre dominios de rotacién (ver, por ejemplo, [PZ04]). Ideas simi-
lares fueron empleadas por Michael Herman en los 70’s para construir los primeros
ejemplos de una funcion racional cuyo conjunto de Fatou tiene un dominio de rotacion
doblemente conexo, y que es ahora conocido como anillo de Herman, [Her79]. Dicha
funcién resulta ser un producto Blaschke generalizado.

Nosotros nos concentraremos en estudiar la familia de grado 2d + 1 dada por

d
_ 2miad+l [ £ @
Ba’a(Z) =€ z (m) (01)
donde a,z € C, @ € [0,1) y d > 1. Si bien la dindmica de los elementos es relativa-
mente sencilla de describir, la dependencia no holomorfa del producto con respecto al
pardametro dificulta el estudio de su espacio de pardmetros (a,a) € [0,1) x C.

En los tltimos anos se han estudiado la dinamica y espacio de parametros de
familias de productos Blaschke generalizados, similares a B, ,. En [BBM15], Araceli
Bonifant, Xavier Buff y John Milnor estudian funciones racionales de la forma

folz) == 1+ gz’

con ¢ € C*. Cada f, conmuta con la involucién antipoda z — —1/z, la cual no
tiene puntos fijos, pero ambas dejan invariante el circulo unitario. Dindmicamente,
cada f, lleva puntos antipodas a puntos antipodas, mientras que su espacio de g-
parametos muestra regiones donde f; tiene un anillo de Herman que separa las cuencas
stuperactractoras del origen y de infinito.

En la tesis doctoral del 2016, [Canl16], Jordi Canela presenta un estudio dindmico
y paramétrico de la familia de productos Blaschke generalizado de grado 4 definida
por

omia 3 < — @
Ra,a(z) =€ z m,

con a € C\S'. En contraste con las familias fqV Baa, la familia R, , no tiene anillos de
Herman. Bajo ciertas condiciones sobre los parametros, se muestra cuando su conjunto
de Julia es conexo.

El presente trabajo tiene su origen en el articulo de Heifeng Chu publicado a inicios
del 2018. Para la familia B, ,, el autor demuestra en [Chul8| la existencia de curvas
analiticas en el espacio de parametros de la forma

Td(e) = {(a,a) S [07 1] X (2d+ L, OO) : p(Ba,a|Sl) = 9}
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donde 6 es irracional y F(B,,,) tiene un anillo de Herman. Sin embargo, las propieda-
des dinamicas globales y su espacio de parametros eran desconocidas hasta ahora.

En este trabajo, se presenta un estudio conciso del plano dinamico y de distintas
regiones del espacio de parametros de la familia B, , para d > 1. En comparacién a la
familia f,, cada B, , conmuta con la involucién z — 1/Z, la cual tiene como conjunto
de puntos fijos todo S*. Y en comparacién a la familia R, ,, se describen regiones del
plano de parametros donde B, , tiene anillos de Herman, y se proporcionan condiciones
suficientes para que su conjunto de Julia sea conexo.

Esta tesis esta estructurada de la siguiente forma: en el capitulo 1 enunciamos
los resultados preliminares de andlisis y dindmica, que seran utilizados a lo largo del
trabajo. Primero explicamos el concepto de normalidad y resumimos la teoria bésica
de iteracién de funciones racionales. Después, presentamos la férmula de Riemann-
Hurwitz y discutimos algunas de sus aplicaciones sobre conectividad de componentes
de Fatou. Damos una breve introduccién a homeomorfismos del circulo y la teoria
de Poincaré, para finalmente introducir la definicion de producto Blaschke junto con
algunas propiedades basicas.

Los capitulos 2 y 3 consisten principalmente de resultados originales: en el capitulo
2 presentamos la familia B, , y estudiamos sus propiedades analiticas y dindmicas
bésicas (por ejemplo, se describe la configuraciéon de puntos criticos con respecto a S,
la cual es dependiente de |a|). El resultado principal de este capitulo es la conectividad
del conjunto de Julia y para ello se demuestra una serie de resultados que describen
las posibles componentes periddicas de Fatou y su conectividad. Por ejemplo, B, , no
tiene discos de Siegel (teorema 2.4) y para ciertos valores de |a|, B, puede exhibir o
no anillos de Herman (proposicién 2.4). Finalmente, damos un criterio de conectividad
del conjunto de Julia en el teorema 2.6.

En el capitulo 3 nos concentramos en el espacio de pardmetros de la familia B, 4.
Enfatizamos que debido a la dependencia no analitica de la familia con respecto al
parametro a, este estudio requiere de técnicas mas directas. Primero, proporcionamos
un estudio de las simetrias del plano de parametros y demostramos cuando dos produc-
tos de la familia son conformemente conjugados (teorema 3.1). También se demuestra
que es suficiente estudiar la dindmica de B,, con a = 0. Con ello, describimos la
dinamica asociada a ciertas regiones de espacio de a-pardmetros que pueden ser fo-
liadas por elipses (teorema 3.5), se demuestra la existencia de curvas analiticas en el
mismo espacio donde cada By, tiene un punto fijo parabdlico (teorema 3.3) y se hace
un estudio de bifurcacién parabdlica sobre algunas de estas curvas. El capitulo cierra
con la descripcién de algunas componentes hiperbdlicas.

VII



Capitulo 1

Preliminares

Los sistemas dindmicos holomorfos se interesan en la iteracién de funciones holo-
morfas sobre una superficie de Riemann simplemente conexa. En particular, el estudio
de funciones racionales sobre la esfera de Riemann ha sido tema de estudio por mas
de un siglo en esta érea.

En este capitulo veremos los principales resultados de la teoria de iteracion de fun-
ciones racionales, los cuales seran de utilidad a lo largo de la tesis. Las demostraciones
de los teoremas de este capitulo que no se incluyen en el mismo pueden encontrarse
en [CGI3], [Mil06], [MNTUO0] y [Bea9l].

1.1. Familias normales y teorema de Montel

En esta seccion daremos la definicion de familias normales y enunciaremos el teo-
rema de Montel para familias normales. Consideraremos un dominio 2 C C, donde
C = CU {0} denota la esfera de Riemann, y una familia F de funciones holomorfas
de 2 en C.

Definicion 1.1. Decimos que la sucesion {f,}nen C F converge uniforme-
mente en compactos de Q si para todo compacto K C Q, la sucesion { f,|;}
converge uniformemente.

neN

Definicion 1.2. Decimos que F es normal si para cualquier sucesion de funciones
{fa}nen C F existe una subsucesion que converge uniformemente en compactos de €.
Decimos que F es normal en un punto z, € § si existe una vecindad abierta U de
2o tal que F es normal en U.

Observemos que las definiciones anteriores nos dicen que F es normal en € si, y
solo si, F es normal en todo z € Q. Ademas, es importante hacer notar que la nocion



de normalidad es similar a la nocién de equicontinuidad local, en el sentido del teorema
de Arzela-Ascoli. Recordemos la definicién de equicontinuidad local.

Definicion 1.3. Decimos que F es localmente equicontinua si para todo z € Q
y todo € > 0 existe un & > 0 tal que, para todo f € F, si z1, zo € Q) pertenecen a la
bola de centro z y radio 6, entonces d(f(z1), f(22)) < €.

Dado que C es compacto, podemos enunciar el teorema de Arzela-Ascoli para la
esfera de Riemann de la siguiente maenera

Teorema 1.1 (Arzela-Ascoli). F es normal si, y sdlo si, F es localmente equi-
continua.

Para finalizar esta seccién enunciaremos el teorema de Montel, el cual es un criterio
para identificar una familia normal.

Teorema 1.2 (Montel). Supongamos que existen tres puntos distintos wy, wy,

ws € C tales que para toda f € F se cumple f(z) & {wy,wa, w3}, para todo z € €.
Entonces F es normal.

1.2. Dinamica racional

Una funcién racional es una funcién de la forma f(z) = p(z)/q(z) donde p y g son
polinomios complejos no cero, que no tienen raices en comun. Toda funcién racional
se puede extender a una funcion holomorfa sobre la esfera de Riemann y toda funciéon
holomorfa en C es un funcion racional. El grado de una funcién racional se define como
el maximo de los grados de los polinomios p y ¢, también es el niimero de preimagenes
de un punto z.

En esta seccién daremos una introduccion a la dindmica holomorfa en una variable.

Para n € N| la enésima iteracién de f es la composicion

f"=fo---of (n veces).

Definicion 1.4. Para zy € Q, la érbita positiva de z, bajo f es
O%(2) = {f"(20) : n € NU{0}}.
La orbita negativa de zy bajo f es

O~ (20) = U f(20) = U {z€Q: f"(2) =20}

La orbita de zy bajo f es

O(Z()) =0 (Zo) U O+(Zo).
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Definicion 1.5. Los puntos criticos de f son soluciones a f'(z) =0 y polos de
orden mayor o igual a 2. El conjunto de puntos criticos se denotard por Crit(f).

1.2.1. Los conjuntos de Fatou y Julia

Toda funciéon holomorfa f : C —» C descompone la esfera de Riemann en dos
conjuntos ajenos, el conjunto donde los iterados {f" : n € N} forman una familia
normal, y su complemento.

Definicién 1.6. Dada una funcién holomorfa f : C — C, su conjunto de Fatou
F(f) se define como el conjunto de puntos zo donde la familia {f™ : n € N} es normal
en alguna vecindad de zy. Su complemento J(f) := C\ F(f) se llama conjunto de
Julia.

Dado que la condicién de normalidad es una condicién abierta, de la definicion
se sigue que F(f) es abierto, mientras que J(f) es cerrado. El conjunto de Fatou
se considera estable, donde la dinamica es relativamente predecible, mientras que el
conjunto de Julia tiene dindmica cadtica. Algunas propiedades de estos conjuntos se
enuncian a continuacién.

Proposicion 1.1. El conjunto de Fatou, y por lo tanto el conjunto de Julia, es
totalmente invariante bajo f. Esto es, z € F(f) si, y sélo si, f(z) € F(f). Ademds,
F(f) = F(f*), para todo k € N.

Proposicién 1.2. Sig=To foT ! con T € Aut(C), entonces F(g) = T(F(f))
y J(9) =T(I(f))

Proposicion 1.3. Para una funcién racional de grado d > 2, su conjunto de Julia
es no vacio. Mds ain, o bien J(f) tiene interior vacio, o coincide con todo C. Ademds,
J(f) es un conjunto de cardinalidad infinita.

Proposicion 1.4. Sean f una funcién racional de grado d > 2 y z € J(f).
Entonces O~ (z) = J(f)-

Proposicion 1.5. El conjunto de Julia de una funcién racional de grado d > 2 no
tiene puntos aislados. Mads aun, su conjunto de Julia es conexo o tiene una cantidad
infinita numerable de componentes.

Proposicion 1.6. El conjunto de Julia de una funcién racional es conezo si, y
solo si todas sus componentes de Fatou son simplemente conezas.



1.2.2. Dinamica local de puntos periodicos

De ahora en adelante consideremos f una funcién racional de grado d > 2. La
teoria local es una herramienta fundamental para entender la dinamica global. Ha
sido estudiada por més de cien anos por matematicos como Schroder, Keenigs, Leau,
Bottcher, Fatou, Julia, Siegel, Herman y Yoccoz, entre otros. Mostraremos los resul-
tados referentes a la linealizacion de f cerca de ciclos periddicos.

Definicién 1.7. Sea f : C — C. Un punto 2z, € C es punto periédico de f
st existe n € N tal que f"(z9) = 20. Al minimo entero que cumpla esta condicion lo
llamaremos pertodo de z.

Un p-ciclo de f es < zy >= {20, 21,...,2p-1}, donde f(z;) = z;41 y los subindices
se toman modulo p, con zy el punto base del ciclo. Definimos el multiplicador del
ciclo como

AMzo) = (f7)(20) = f'(20) -+ f'(zp-1).
De acuerdo al valor que tome el médulo de su multiplicador, los ciclos se clasifican
de la siguiente manera.

Definicion 1.8. Un ciclo < z > de una funcion holomorfa f es
» atractor si |\ < 1 y superatractor si A = 0.
» neutral o indiferente si |\| = 1.

e parabdlico si \ = >/ con p/q € Q,

e irracional si A = ¥ con 0 € R\ Q.
» repulsor si |\ > 1.

Definicion 1.9. Sea < zy > un ciclo atractor o siperatractor de una funcion
racional f de grado d > 2. Si zg = fP(zy) para algin p € N entonces el conjunto

n—oo

Alz) == {z e C| lim f7(z) = zo}
es la cuenca de atraccion de zy. La cuenca de atraccion del ciclo es
p—1
A={JA(F ().
§=0

A la componente conexa de A(2) que contiene al punto z, la denotamos por A*(z)
y se llama cuenca inmediata de atraccién de z;.
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Teorema 1.3. La cuenca de atraccion de cualquier drbita periddica estd contenida
en el conjunto de Fatou, mientras que todos los puntos periddicos repulsores pertenecen
al conjunto de Julia.

Resulta 1til observar que si 2y es un punto periédico de f, de periodo p, entonces
2o es punto fijo de fP y como J(f) = J(fP) y F(f) = F(fP), entonces reducimos
el estudio a la dindamica cercana a puntos fijos para entender el comportamiento de
orbitas de puntos cercanos a puntos periédicos.

Puntos fijos atractores: |\ <1, A #0

En esta subseccién mostraremos resultados referentes a puntos fijos atractores. El
méas importante de ellos es el teorema de linealizacion de Koenigs.

Definicion 1.10. Un punto fijo zy de f es topolégicamente atractor si existe
una vecindad U de zy tal que los iterados f" estan definidos en U, y la sucesion
{f"y : n € N} converge uniformemente a la funcion constante g(z) = 2.

Lema 1.1 (Caracterizacién topoldgica de puntos atractores). Un punto

fijo de f es topologicamente atractor si, y solo si, su multiplicador \ satisface 0 <
Al < 1.

Teorema 1.4 (Linealizacién de Kaenigs). Sean 2 y A como antes. Entonces
existe un cambio de coordenadas holomorfo w = ¢(z), con ¢(z) = 0, tal que po fop™!
es la funcion lineal w — Aw, para todo w en una vecindad del origen. Mds aun, ¢ es
unica salvo multiplicacion por una constante no cero.

Sea z € C un punto fijo atractor con cuenca de atraccién A(zy) C C. Entonces en
una vecindad pequena D, = {z € C: |z| < €} de 0 € C, la funcién ¢ : A(zy) — C
tiene una funcién inversa holomorfa bien definida ¢, : D, — A*(z), con ¥(0) = 2.
El siguiente resultado muestra la existencia de un dominio maximo de definicion donde
la linealizacién es posible. Ademas, este dominio méaximo tiene al menos un punto
critico en su frontera.

Lema 1.2. La inversa local . : D. — A*(2) se extiende de forma analitica
a un disco abierto mdximo D, centrado en 0 € C. Entonces obtenemos una unica
funcion holomorfa ¢ : D, — A*(2) con ¥(0) = 2y y ¢(¢(w)) = w. Mds ain, ¢ se
extiende de manera homeomorfa sobre la frontera OD,., y la imagen ¥ (0D,) C A*(z)
necesariamente contiene un punto critico de f.

Al dominio ¢(ID,) C A*(2) le llamaremos dominio de Schréder. El siguiente
resultado fundamental se debe a Fatou.



Lema 1.3 (de Fatou). Toda cuenca inmediata de atraccion de un ciclo atractor
contiene un punto critico. Entonces el niumero de orbitas periddicas atractoras es finito,
y menor o igual al nimero de puntos criticos.

Una seccion de esta tesis tiene que ver con conectividad del conjunto de Julia, la
cual esta relacionada con la conectividad del conjunto de Fatou. Por ello enunciamos
el siguiente resultado.

Teoremg 1.5. Sea A* la cuenca inmediata de atraccion de un punto fijo atractor.
Entonces C\ A* es conexo o tiene una cantidad infinita numerable de componentes.

Puntos fijos repulsores: |\| > 1

Definicién 1.11. Un punto fijo z de f es topolégicamente repulsor si existe
una vecindad U de zy tal que para todo z # zy en U existe n > 1 tal que la n-ésima
iteracion f"(z) sale de U. En otras palabras, la inica drbita positiva completamente
contenida en U es la orbita de zy.

Lema 1.4 (Caracterizaciéon de puntos fijos repulsores). Un punto fijo de f
es topoldgicamente repulsor si, y sdlo si, su multiplicador X satisface |A| > 1.

Para este caso también existe una linealizacion de Koenigs como se enuncia en el
teorema 1.4.

Puntos fijos stperatractores: A =0
Cuando A = 0, f se puede expresar como
f(2) =2z +a(z — 20)" + O(|z — z|"*h)

en una vecindad de zp con a € C, a # 0, y donde n > 2 es el grado local del punto
fijo superatractor. Asi como para los casos atractor y repulsor existe un teorema de
linealizacion, para este caso tenemos el siguiente resultado, debido a L. E. Bottcher.

Teorema 1.6 (Coordenadas de Bottcher). Sea f una funcién racional de
grado d > 2 con un punto fijo superatractor zg de grado local n. Entonces existe un
cambio de coordenadas local w = ¢(z) con ¢(z9) = 0 que conjuga a f con la funcion
w — w" en una vecindad de zy. Mds aun, ¢ es unica salvo multiplicacion por una
(n — 1)-ésima raiz de la unidad.

Entonces, cerca de un punto critico fijo, f es conjugada a una funcién
pofop tiw— w"

conn > 2.



Corolario 1.7 (Extension de |¢|). Sean f y 2y como en el teorema 1.6. Entonces
la funcion z — |p(2)| tiene una extension analitica a todo A(zy) y satisface

[p(fCDI = lo(2)[", vz e A=)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 es un punto fijo siperatractor.
Entonces las coordenadas de Bottcher estan definidas en una vecindad de 0, U(0).
Como antes, podemos considerar, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, la funcién
inversa ¢, : D, — V(0) C A*(0), donde V(0) es una vecindad de 0. El siguiente
teorema relaciona las cuencas superatractoras y los puntos criticos de f.

Teorema 1.8 (Puntos criticos en cuenca superatractora). Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que 0 es punto fijo superatractor. Sean U(0) y V(0) como
antes. Entonces existe un radio r,, € (0,1] tal que si 1. : D, — A*(0) denota la
inversa local de ¢ : D, — U(0) para € > 0 suficientemente pequeno, entonces . tiene
extension analitica a ¢ : D,,, — V(0) tal que povp = Id|y, .
Si 1y = 1, entonces (D) va biholomorfamente a A*(0) y Crit(f) N .A*(0) = {0}.
Sirm < 1, entonces 0(D,. ) contiene un punto critico de f distinto del origen.

Puntos fijos parabdlicos: A = e>™/4, p/q € Q

Consideremos ahora ¢ una funcién racional de grado d > 2 con un punto fijo en
2o con multiplicador A = €/ p/q € Q y (p,q) = 1. Observemos que el punto
2o también es punto fijo de f = g%, con multiplicador \? = 1. Entonces f se puede
expresar como

f(2)=z+alz —2)"™ +O(|z — 2|"*?),

donde a € C* y n+ 1 > 2 es la multiplicidad del punto fijo parabdlico.
En esta seccion enunciaremos el teorema de la flor de Leau-Fatou. Para ello, nece-
sitamos introducir los siguientes conceptos.

Deﬁnicién 1.12. Un pétalo atractor es un dominio simplemente conexo Py C
C tal que

1. zo = f(z0) es un punto fijo parabdlico y zy € IPy,

2. para todo z € Py, la sucesion {f*(z) : k € N} converge uniformemente en
compactos de Py .

De manera andloga, un pétalo repulsor es un dominio simplemente conexo P_ C C
tal que

1. zo = f(z0) es punto fijo parabdlico y zy € OP_,

7



2. para todo z € P_, existe z, € f~%(2) NP_ tal que z, — 29 cuando k — oo.

Teorema 1.9 (La flor de Lea,u—Fatou). St 2y es un punto fijo de multiplicidad
n+1> 2, entonces dentro de toda vecindad de zy existen pétalos P;, donde j € Z/2nZ
y donde P; es atractor o repulsor de acuerdo a la paridad de j. Mds ain, se pueden
elegir de tal forma que {zo} UP1U---UPa,_1 sea una vecindad abierta de zy. Cuando
n > 1, cada P; intersecta Pj+1 en conjuntos simplemente conexos y ajenos a los Py
restantes.

Como en el caso atractor, repulsor y stiperatractor, para el caso parabédlico podemos
encontrar un dominio maximo contenido en la cuenca inmediata parabélica A*(zp)
de un punto fijo parabdlico z; en donde la funciéon f estd conjugada a la traslacion
z +— 2z + 1, como se verd a continuaciéon. A la funcién de conjugacién, denotada por
a: P — C, se le conoce como coordenadas de Fatou.

Teorema 1.10. Dado cualquier pétalo atractor o repulsor P existe un encaje con-
forme o : P — C, tunico salvo composicion con traslaciones del plano, que satisface
la ecuacion funcional de Abel

a(f(z2) =alz) +1, z€PNfIP.

Lema 1.5. Toda cuenca inmediata de atraccion de z, contiene al menos un punto
critico de f.

Puntos fijos irracionales

Consideremos ahora A = €*™_ donde t es irracional. Como en los casos anteriores,
nos gustaria encontrar una solucién ¢ a la ecuacion funcional

¢(f(2)) = Ad(2).

Sin embargo, es sabido que la soluciéon a esta ecuacion depende fuertemente de qué
tan bien se puede aproximar A por nimeros racionales [Bru65], [Sie42], [Cre33].

Definicion 1.13. Un punto fijo irracionalmente indiferente es llamado punto de
Stiegel si existe linealizacion, y punto de Cremer si no existe linealizacion.

Los siguientes teoremas nos dicen cuando tenemos un punto de Siegel o un punto
de Cremer.

Teorema 1.11 (Linealizacién de Siegel). Sea f analitica en una vecindad
del punto fijo zy con multiplicador \ = e*™, con t irracional. Si para cada k € N se
cumple que 1/|\¥ — 1| estd acotado por una funcion polinomial de k, entonces f es
localmente linealizable y conjugada a z — Az.



Teorema 1.12 (NO linealizacion de Cremer). Dados A\ = €™ con t irracional
1

AP —1]
una funcion racional de grado d con multiplicador X es linealizable.

yd > 2, sila sucesion { @ es no acotada, entonces ningun punto fijo de

Ademas, se sabe que todo punto de Siegel pertenece al conjunto de Fatou, mientras
que todo punto de Cremer pertenece al conjunto de Julia. Como en los casos anteriores,
cuando tenemos un punto de Siegel 2y, podemos encontrar un dominio maximo de
linealizacion al cual llamaremos disco de Siegel alrededor de zy. Todo disco de Siegel
A es simplemente conexo, donde la dindmica es conjugada a la funcion z — Az.

Para finalizar esta seccién haremos mencién de un resultado en particular que
necesitaremos mas adelante.

Definicion 1.14. Sea f una funcion racional de grado d > 2. El conjunto
posteritico de f es

Pr= |J {ffe):keN}.

ce CT’I,t(f)

Teorema 1.13. Todo p-ciclo de Cremer de una funcion racional estd contenido en
Ps. Ademds, si existe un p-ciclo de discos de Siegel < A >, entonces 0A; C Py para
i=1,....,p—1.

Teorema 1.14 (De Shishikura). Si una funcion racional tiene anillo de Her-
man, entonces tiene dos puntos criticos distintos cuyas orbitas se acumulan, bajo ite-
racion, en dos componentes distintas de su frontera.

1.2.3. Componentes de Fatou

En esta seccion presentaremos los diferentes tipos de componentes de Fatou para
una funciéon racional f de grado d > 2. Mencionaremos el teorema de Fatou para
componentes periddicas y el teorema de Sullivan para componentes no errantes.

Definicién 1.15. Decimos que U C F(f) es una componente o dominio de
Fatou si U es abierto conexo mdzimo donde { f"|,, : n € N} es normal.

Decimos que una componente de Fatou U es
1. fijasi f(U)="U.
2. p-periddica si fP(U) = U para p > 0,

3. estrictamente preperiédica si f*(U) es periédica para algin k > 0 pero U
no lo es,



4. errante si f5(U) N f™(U) = 0 para todo k,m > 0, con k # m.

De la definicion se puede observar que si U es una componente de Fatou, entonces
oU C J(f). Algunas propiedades de las componentes de Fatou son las siguientes.

Proposicion 1.7. Si U C F(f) es una componente de Fatou, entonces f(U)
también es una componente de Fatou.

Teorema 1.15. Supongamos que V. C F(f) es una componente de Fatou total-
mente invariante. Esto es, f~'(V) =V = f(V). Entonces OV = J(f) y cualquier
otra componente de Fatou es simplemente coneza.

Teorema 1.16 (Numero de componentes de Fatou). Si f es una funcion
racional de grado d > 2 y F(f) # 0 entonces F(f) tiene una, dos o un nimero infinito
de componentes.

En la seccion anterior vimos tres tipos de componentes de Fatou, a saber, cuen-
cas atractoras y superatractoras, cuencas parabdlicas y discos de Siegel. El siguiente
teorema nos da la clasificaciéon completa de las componentes periddicas de Fatou de
funciones racionales.

Teorema 1.17 (Teorema de clasificacién). Sea f : C — C una funcion
racional de grado d > 2 y sea U una componente periédica de Fatou de periodo p > 1.
Entonces la dinamica de f restringida en U estd descrita por una de las siguientes
posibilidades.

1. U contiene un punto periddico atractor zo de periodo p tal que f™(z) — 2z
cuando n — 00, para todo z € U. Decimos que U es una componente atrac-
tora.

2. OU contiene un punto parabdlico zq tal que f"P(z) — 2o cuando n — 00, para
todo z € U. Decimos que U es una componente parabolica.

3. U es simplemente conexa y fP es conformemente conjugada a una rotacion irra-
cional Ry(z) = €*™z, para algin t irracional. Esto es, U es un disco de Siegel.
El iinico punto fijo bajo fP es un punto fijo irracional con multiplicador 2™ vy se
le conoce como el centro del disco de Siegel o punto de Siegel. Respectivamente,
el numero irracional t se llama nimero de rotacion de U.

4. U es doblemente conexa y fP es conformemente conjugado a una rotacion irra-
cional Ry(z) = €*™ en un anillo redondo, para t irracional. Entonces U se llama
anillo de Herman y el numero irracional t se llama nimero de rotacion del
anillo de Herman.
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Lema 1.6. Si U es un anillo de Herman, entonces todo punto frontera de U per-
tenece a la clausura del conjunto postcritico. La frontera OU tiene dos componentes
conezxas y cada una es un conjunto de cardinalidad infinita.

La existencia de anillos de Herman fue probada por Herman en [Her79], quien
utiliz6 una familia de productos Blaschke de grado 3. Por otro lado, en [Sul85], Sullivan
demuestra que las funciones racionales no tienen componentes errantes de Fatou.

Teorema 1.18 (de Sullivan). Sea f una funcion racional de grado d > 2.
Entonces F(f) no tiene componentes errantes.

1.2.4. La formula de Riemann-Hurwitz

La férmula de Riemann-Hurwitz es muy importante y a menudo utilizada en el
estudio de sistemas dinamicos complejos en una variable. Esta relaciona el grado de
una funcion holomorfa f : U — V, la conectividad de los dominios U y V, y el
nimero de puntos criticos de la funciéon en U.

Definicién 1.16. La conectividad my de un dominio abierto U C C es el niimero
de componentes conexas de OU.

Definicion 1.17. Sea f : Q — Q' una funcidn holomorfa sobre un dominio

Q C C. Decimos que f es una funcion propia si f : §2 LN ', donde k es el grado
topolégico de f.

Teorema 1.19 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sean U y V' dos dominios

conezos de C de conectividad finita my y my, respectivamente. Sea f: U — V una
funcion propia de grado k. Sir = |Crit( f|;)|, entonces

my — 2 = k(my —2) +r.

De esta férmula surgen los siguientes dos corolarios. Uno de ellos nos da el ntime-
ro de puntos criticos de una funcién racional. El otro resulta util cuando se quiere
demostrar que una componente de Fatou es simplemente conexa.

Corolario 1.20. Sea f una funcion racional de grado d > 2. Entonces f tiene
2d — 2 puntos criticos.

Corolario 1.21. Sea f una funcién racional y sea V un dominio simplemente
conexo. Sea U una componente conexa de f~*(V). Si U contiene a lo mds un punto
critico, entonces U es simplemente conexa.

11



1.3. Productos de Blaschke y homeomorfismos del
circulo

En esta seccién introduciremos conceptos sobre homeomorfismos del circulo y algu-
nos resultados que seran utilizados durante el desarrollo de la tesis. Las demostraciones
de los resultados y mas informacion sobre esto pueden encontrarse en [dMvS12].

Definimos el circulo S' = R/Z y 7(z) = z mdd 1 la proyeccién canénica. Iden-
tificamos el circulo con {z € C : |z| = 1} y 7 : R — S dada por 7(z) = €*™*,
Trabajaremos con ambas nociones indistintamente.

Definicion 1.18. Decimos que una funcion continua F : R — R es un levan-
tamiento de una funcién continua f : S' — S! si

mokF = form. (1.1)

Observacion. Cada funcién f : S' — S! tiene una infinidad de levantamientos. De
hecho, si F} y F; son dos levantamientos de f, entonces F; = Fy+k, para algun k € Z.

De (1.1) se deduce que existe m € Z tal que F(z + 1) = F(x) + m, donde m no
depende del levantamiento.

Definicion 1.19. Liamamos grado de f, deg(f), al entero m tal que F(x +1) =
F(x) +m, donde F es un levantamiento de f.

Al conjunto de funciones f tales que f : S' — S!' es un homeomorfismo que
preserva orientacién, lo denotaremos por Hom  (S') . Sea f € Hom (S'). Entonces si
F' es un levantamiento de f, se tiene que F': R — R es un homeomorfismo creciente

y deg(f) = 1.

Teorema 1.22 (Poincaré). Sean f € Hom,(S') y F un levantamiento de f.
Entonces, para todo x € R,
., F'(z)—=x
lim ————
n—oo n

existe y es independiente de x.

Definicion 1.20. Sea F un levantamiento de f € Hom(S'). Definimos el nime-
ro de traslacion del levantamiento F como

p(F) = 1im ) =

n—00 n

En otras palabras, para n € N suficientemente grande, la distancia en la recta real
entre un punto y su n-ésimo iterado por F' es, aproximadamente, np(F').
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Definicion 1.21. Sea f € Hom,(S'). Llamamos nimero de rotacién de f a
p(f) = p(F) méd 1, donde F es un levantamiento de f.

Proposicion 1.8. El nimero de rotacién es invariante por conjugaciones. Es
decir, si f,g € Hom,(S') donde g =h~'o foh, para cierta h € Hom,(S'), entonces

p(f) = p(g)-

1.3.1. Numero de rotacion racional e irracional

En esta subseccién daremos dos resultados referentes a funciones f € Hom, (S')
con numero de rotacioén racional o irracional. Veremos que el comportamiento de éstas
es muy distinto.

Proposicion 1.9. Sea f € Hom, (S). Entonces p(f) € Q méd 1 si, y sélo si, f
tiene puntos periddicos. En este caso, si p(f) = p/q, con (p,q) = 1, todos los puntos
periodicos tienen periodo q.

Observacion. Supongamos que f tiene puntos fijos. Entonces p(f) € Q mdd 1, diga-
mos p(f) = p/q. Luego, todos los puntos periédicos tienen periodo ¢, pero como existe
al menos un punto de periodo 1, entonces ¢ = 1. Por lo tanto, p(f) =p mdd 1 = 0.

Teorema 1.23. Consideremos una familia uniparamétrica de levantamientos de la
forma F,(t) = Fy(t) + a. Entonces el nimero de traslacion crece continua y mondno-
tamente con «, creciendo por +1 mientras a crece por +1. Esta dependencia no es
estrictamente monontona. Existe un intervalo de constancia correspondiente a cada
valor racional del niumero de traslacion, de donde se sigue que Fy es no lineal.

Teorema 1.24 (Herman, Yoccoz). Si f es un difeomorfismo real analitico de
St y su niimero de rotacion p(f) es Diofantino, entonces f es conjugado a la rotacion
r+— x+ p(f) méd 1.

1.3.2. Productos Blaschke

En esta ultima subseccion hablaremos sobre productos Blaschke, qué son y qué
propiedades tienen. Mds informacién sobre éstos se puede encontrar en [GMRI15] y
[Mil06].

Definicion 1.22. Un producto Blaschke finito de grado d > 1 es una funcion
de la forma

d
B(Z) _ eQTriaH a; — 2

! 1—@2‘2’

i>1
donde o« € R y |a;| < 1 para todo i. Decimos que B es un producto Blaschke
generalizado si a; € C\ S'.
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Algunas propiedades de los productos Blaschke son

Proposicion 1.10. Sea B un producto Blaschke y sea Z(z) = 1/z. Entonces el

producto preserva S', y por lo tanto es simétrico respecto a la inversion a través de
S*. Es decir, B(z) =Z o BoZ(z).

Lema 1.7. Una funcion racional de grado d > 1 manda el circulo en si mismo si,
y solo si, se puede escribir como un producto Blaschke generalizado.
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Capitulo 2

Plano dinamico

Para d > 1, consideremos la familia de productos Blaschke de grado 2d+1 dada por
Baa(z) = €24 (z — q)?/(1 — az)? con a € C. Como todos los productos Blaschke,
B, deja invariante el circulo unitario. Ademas esta familia tiene dos puntos criticos
libres. Si éstos estan en el circulo unitario entonces sus érbitas son independientes una
de la otra, lo cual puede llevar a diferentes dindmicas. Por otro lado, si los puntos
criticos libres no pertenecen al circulo unitario, sus 6rbitas son simétricas con respecto
al circulo unitario y por lo tanto B, , tiene exactamente una érbita critica libre.

El objetivo de este capitulo es dar una visiéon general del plano dindmico de la
familia de productos Blaschke B, ,.

2.1. La familia Blaschke.

Consideremos la familia de productos Blaschke generalizado de grado 2d + 1 dada
por

d
Ba,a(Z) = €2mazd+1 (—12_ aaz) (21)

donde a € C, o € [0,1) y d > 1. Como todos los productos Blaschke, B, , deja
invariante a S!, por lo que

Boo(2) =T 0 B,q0Z(2), (2.2)
donde Z(z) = 1/% es la refexién respecto a S*, Mds atin, Z es una involucién y su
conjunto de puntos fijos es todo S'. No es dificil ver que la accién de B, , en C\ S! es

simétrica con respecto a S'.
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2.1.1. Propiedades de B, .

A continuaciéon mostraremos algunas propiedades de B, ,, de las cuales algunas se
heredan al ser productos Blaschke y otras mas debido a la simetria mencionada en
(2.2). Claramente cada B, , es una funcién racional, y composicién de dos productos
Ba.a y Bgp es un producto Blaschke. Ademds, si z € S, entonces |B,.(2)] = 1.

Puesto que nos interesa iterar la funcién B, ,, la siguiente proposicién es relevante
ya que nos permite encontrar una simetria entre las érbitas de z € C* y 1/2z.

Proposiciéon 2.1. Sea B, como en (2.1). Entonces para todon € N y todo z € C
tal que By, ,(z) # 0, ¥n € N, se cumple

Bi.(2)- B, (1/2) = 1.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. Para n = 1 tenemos

- a+1
Boal7 = ety ()

_\ d+1
_ - 2mia (1/zd+1) <1 - za)

z—a
1

Boa(2)

Por lo tanto, Ba(2) - Baa (1/2) = 1.
Supongamos ahora que Br3!(z) - Bi,' (1/Z) = 1. Entonces

. 1
B (2) = Baa(B'N2)) = Bao | =— | =
ha(?) « (Baa'() (st,zl <1/Z>> Baa <B;<1/>)

a,a

1 1

Baa (Brg' (1/2)) B, (1/%)

Concluimos asi que B7,(z) - By, (1/2z) = 1, para todo n € Ny todo z € C tal que
Bualz) #0, ¥n € N. O

Proposiciéon 2.2. Sea B, , como en (2.1). Entonces

By —a(2) = =B (=2),

a,—a

para todo n € N y todo z € C.
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Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. Paran =1,

d
Ba_o(z) = e2miaydtl ( < +_a )
’ l+az

- e ()

d
_ 2mioy_ _\d+1 —Zz—a
e ()
= —Bya(—2).
Supongamos ahora que Bl _\(z) = —B,'(—%). Tenemos entonces que
Bg,fa(z) = Ba,*a (Bg;la(Z))
_BOMI <_BZ,_—1a(Z))

= _Boc,a (BZ,_—la(_Z))
= _Bg,a(_z)

Concluimos asi que By _,(z) = =B} ,(—z), para todo n € N y todo z € C. O
Corolario 2.1. Sea B, como en (2.1). Entonces

By (2) — p e By _,(=2) — —p,
para todo z € C.
Demostracion. Observemos que por la proposicién 2.2 tenemos

1Baa(z) —pl = | = By _o(=2) —pl = [By __o(—2) + pl,

de donde la conclusién se sigue inmediatamente. O
Corolario 2.2. Sea B, como en (2.1). Entonces

B1.(2) — p & BL(1/5) — 1/p.

Demostracion. Por propiedades de limite, la continuidad de f(z) = Z y la proposicién
2.1 tenemos lo siguiente

Bz,a(z) —p < Bg,a<z) — D
& 1/Bau(1/2) — p
~ Ba,a<1/§> — 1/257

de donde se concluye lo deseado. O
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El siguiente lema nos muestra que dado cualquier a € [0,1) podemos encontrar
una conjugacion que lleva B, , a By, para algun b € C. Es decir, el siguiente resultado
nos permite trabajar con a = 0.

Lema 2.1. Sean t € R y n(z) = e ?™2. Entonces n conjuga las funciones Ba.q Yy
Bgy, donde = o+ 2dt y b= ae™?™. En particular, B, es conjugado a Bo 2rit .

Demostracion. La prueba es un calculo directo, como mostraremos a continuacion.

Consideremos t € R y n(z) = e ?™2. Entonces n~!(z) = €™z, de donde
2mit d
-1 _ omia  2mit(d+1) d+1 [ € 2 — @
UOBa,aOU (Z) - 7](6 € z (1_a627ritz
—2mit d
_  p2mi(—tratdititdt) ,d+1 ¢ a
1 — aae?itz

—2mit d
zZ—e€ a
6a+2dt2d+l < >

1 — ae?mity

En particular, si ¢ = —a/2d entonces f = 0, de donde se sigue directamente la con-
clusién. 0

2.2. Orbitas criticas

Para tener una idea de la dindmica estable que podria tener B, ,, es tutil conocer
los puntos criticos y tener control sobre sus 6rbitas. En esta seccién estudiaremos los
puntos criticos y sus propiedades.

Corolario 2.3. Sea B, como en (2.1). Entonces
Bl,(c) =0 B, _(~0)=0.
Demostracion. En la proposicién 2.2 probamos que
By —a(2) = —Baa(—2)
para todo z € C, por lo que

B, a(2) = —Bi.(=2)(-1)
- B;z,a(_z>‘

Ast, By, _,(c) =0si, y sélosi, B, ,(—c) = 0. 0
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Proposiciéon 2.3. Sea B,, como en (2.1). Entonces
Bl (w) =0 B, (1/0) = 0.
Demostracion. De la proposicion 2.2 tenemos para z € C* y B, o(z) # 0, 00,
Baa(2)Baa (1/2) = 1.
Asi, al derivar la expresion anterior nos queda

Bl,o(#)Bau (1/2) + Baa(2)Baa (1/2) =0

Ademés, por regla de la cadena y dado que B, (2)/ = B/, (z) se sigue

—/ — _ 1 N
Baa(1/2) =B, (1/2) (1/2) = — 2B (1/2),
entonces 1
B, o(2)Baa (1/2) — _gBa,a<Z)Bz/x . (1/2) = 0.
b Z b
Luego,

Blu(w) =0 &~ Bou(uw) By (/1) =0
& Baa(w)=0 o m: 0.
Pero B, .(w) # 0, por lo tanto
B;’a(w) =0& B('m(w) =0.
0

Como B, , tiene grado 2d+1, de acuerdo al corolario 1.20, entonces tiene 4d puntos
criticos, contando multiplicidad. La derivada de (2.1) es

B/ (Z) _ _627ri042d(2 o CL)d_l
aa (1 — az)ér

-h(2) (2.3)

donde
h(z) =a(d+1)2* — (2d+ 1+ |a*)z + a(d + 1). (2.4)
Los puntos fijos 2 = 0 y z = 0o son puntos criticos de multiplicidad d y por lo tanto

puntos fijos siuperatractores de multiplicidad d + 1, para d > 2. El cero zyp = a y el
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20

(a) la| < 1 (b) 1< |a < 2d+1

Cy 20

(c) |la| >2d+1

Figura 2.1: Bosquejo de la posicién de los puntos criticos ¢t de acuerdo al valor de |a|. Los
puntos representan el circulo unitario.

polo z,, = 1/a son puntos criticos de multiplicidad d —1 [Chul8]. Los otros dos puntos
criticos estan dados por los ceros de (2.4),

(2d +1+af”) £ /(la]* — (2d + 1)*)(la* — 1)

Ctr =20a:- 2’@|2(d n 1) (25)

y su posicién en el plano complejo depende de |a|, como se muestra en la figura 2.1.
Si 1 < |a] < 2d + 1 entonces los puntos criticos estdn dados por ¢y = a-k'y

c_ =a -k, donde

(2d + 1+ |af?) + i/ ((2d + 1)2 — |a]?)(]a|? — 1)‘

k= 2al2(d + 1)

En este caso, c;, c. € S' y por tanto, sus érbitas no son simétricas respecto a St,
puesto que en caso contrario habria dos puntos criticos maés.

Por otro lado, si |a| < 1 o |a] > 2d + 1 los puntos criticos ¢y satisfacen |c;| > 1,
lc_| <1,y ¢, =1/c_. Por tanto, sus 6rbitas son simétricas respecto a S.
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Si|a| > 2d + 1, entonces B, es un difeomorfismo del circulo y por lo tanto, el
nimero de rotacién de B, 4|s1 estd bien definido.

Si |a| < 1, ambos puntos criticos ¢+ se encuentran en el rayo que contiene al
pardmetro a. Ademds, |c| > 1y |c_| < 1. El tnico polo z,, = 1/a se encuentra en el
complemento del disco unitario cerrado. Mas atin, tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.2. Si|a| <1, la cuenca inmediata de atraccién A*(0) =D y, por simetria,
A*(00) = C\ D. Luego, el conjunto de Julia de By, es J(By,) = S

Demostracion. Sabemos que z = 0 es un punto fijo superatractor. Ademds, como
la| < 1, entonces 1/a € C\ D. Luego, B, no tiene polos en D y asf Boalp : D — D
es holomorfa. Por el lema de Schwarz, dado que B, ,(0) = 0y |Basa| < 1 para todo
z € D, tenemos que B, , es una rotaciéon o una contraccion.

Supongamos que B, , es una rotacién. Es decir, que existe z € D tal que | B, .(z)| =

|z|. Entonces
d d
1 & (Ildlia]) =1

dlEl =

Z—a Z—a

|d+1
1—az

|z

1—az
Z—a
1—az

Como z € D, entonces < 1. Luego, lo anterior se cumple si, y sélo si, |z] > 1,

1—az
lo cual es una contradiccion.
Entonces B, 4|, es una contraccién y asi By ,(z) — 0, para todo z € D, de donde

A*(0) = D. Por simetrfa de la proposicién 2.1, concluimos que A*(co0) = C\ D.
Por lo tanto, J(B,,.) = S'. O

Si |a] = 1 entonces de (2.1) notamos que c;, c_ y las preimagenes de cero e infinito,
20V Zeo, COlapsan en z = a, donde la funcién no esta definida dindmicamente. Ademas,
para todo z # a tenemos la siguiente igualdad,

d
. z—Q
o 2mio d+1
Boa(2) = ™% (—1 — %>
a

4 ala —z)\*
— e27r7,azd+1 (_ )

a—z
= e2miaydtl(_gyd, (2.6)

Entonces la ecuacion de punto fijo estda dada por

y = e27rio¢zd—|-1(_a)d

Y
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—2mix

(—a)®’

y |w| = 1. Como estas raices son distintas de z = a, por (2.6) tenemos

cuyas soluciones son zy = 0, 2; = 00y z; raiz d-ésima de w = conj =2,...d+1

Bl .(z) = —(d+1)e¥™(z)"
= —(d+ e w,
de donde
|Bl(z;)] =d+ 1.

Como d > 1, por la clasificacién de puntos fijos de la definicién 1.8 concluimos que z;
es repulsor, con j = 2,...,d 4+ 1. Por lo tanto, éstos pertenecen al conjunto de Julia.
Con lo anterior podemos enunciar el siguiente resultado.

Lema 2.3. Para |a| = 1 y todo a € [0,1) se cumple que el conjunto de Fatou de
B, estd dado por

F(Baa) = | (Bi2(A(0) U B (A () -
neN

FEs decir, cualquier punto en el conjunto de Fatou de B, , converge al origen o a infinito
bajo iterados positivos.

Si |a| = 2d + 1 los puntos criticos ¢, y c¢_ colapsan en uno sélo ya que de (2.3)
tenemos
627riazd<z o a)d—l
(1 —az)d+!

B, (2)=—(d+1) (a2 —2(2d+ 1)z +a) , (2.7)

a
2d+1

Para el caso 1 < |a| < 2d + 1 tenemos que los puntos criticos cy € S'. Luego,
no es posible garantizar que B, q|q: siga siendo homeomorfismo, por lo que se pueden
presentar casos para los cuales existan intervalos de rotacion y no niimeros de rotacion
bien definidos (ver [Boy86]). Ademads sabemos que la dindmica varfa de acuerdo a los
valores que tome a y de la paridad de d.

de donde ¢y =

2.3. Conectividad del conjunto de Julia

Como pudimos ver en el lema 2.2, el conjunto de Julia es conexo cuando |a| < 1.
De manera natural podemos preguntarnos por la conectividad del conjunto de Julia
para |a| > 1. El propésito de esta seccion es dar condiciones sobre los valores de
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la| para obtener un conjunto de Julia conexo. Recordemos la proposicién 1.6 que
establece que un conjunto de Julia conexo si y solo si todas sus componentes de Fatou
son simplemente conexas. Como un anillo de Herman es por definicion doblemente
conexo, veamos primero bajo qué condiciones B, , exhibe un anillo en su conjunto de
Fatou.

Proposiciéon 2.4. Sea B, como en (2.1). Si |a] < 2d+ 1 entonces By no tiene
anillos de Herman.

Demostracion. De acuerdo al teorema 1.14, si una funcién racional tiene anillos de
Herman, entonces tiene dos puntos criticos distintos cuyas orbitas se acumulan en dos
componentes distintas de su frontera.

Si |a] < 1, hemos visto que J(B,,) = S, por lo que B,, no tiene anillos de
Herman. Si 1 < Ja| < 2d + 1, los dos puntos criticos estdn en S! y en consecuencia, no
puede haber anillos de Herman. O

Observacion. Si |a| > 2d + 1 entonces B, , si puede tener anillos de Herman, puesto
que |e_| < 1, |ex| > 1y por lo tanto, B, 4lst es un difeomorfismo. Luego, de acuerdo
al teorema 1.23 podemos ajustar p = p(B,q|s1) para que sea la constante de nuestra
eleccion. Si por ejemplo, el niimero p es Diofantino, de acuerdo al teorema 1.24, en-
tonces existe un difeomorfismo real analitico de S' que conjuga a B, con la rotacién
2 s iy,

Lema 2.4. Si 2y es un punto fijo siperatractor tal que Crit(B,.) N A*(20) = {20},
entonces ezisten d puntos fijos en 0A*(2p), sin contar multiplicidad.

Demostracion. Como no hay puntos criticos distintos de zp en A*(zp), entonces las
coordenadas de Béttcher, ¢ : A*(zy) — D, se extienden a toda la cuenca inmediata
A*(20), y de manera continua a A*(zp), donde B, , es conjugada a la funcién z — 2¢.
Puesto que f(z) = 2¢ tiene d puntos fijos en S' = 9D, entonces B, , tiene d puntos

fijos en A*(2). O

Teorema 2.4. Sea B, como en (2.1). Entonces para todo a € C, B, no tiene
discos de Siegel.

Demostracion. Si |a] < 1, por el lema 2.2, sabemos que las tinicas componentes de
Fatou son A(0) y A(o0). Por lo tanto, no hay discos de Siegel.

Si 1 < |a| < 2d+ 1, entonces los puntos criticos libres c4 pertenecen a S'. Si existe
un disco de Siegel A, entonces la érbita de alguno de estos puntos criticos libres se
acumula en la frontera de A (ver teorema 1.13). Como S' es invariante bajo B4,
entonces OA = S'. Luego, A =D o A = @\ﬁ En cualquiera de los dos casos tenemos
una contradiccion puesto que 0 € Dy oo € C \ D son puntos fijos stiperatractores.
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Si |a| > 2d + 1 entonces los puntos criticos libres cumplen |c_| < 1y |cy| > 1, por
lo que B, : S* — S* es un difeomorfismo analitico de S' que preserva orientacién.
Por lo tanto, el niimero de rotacion p(Ba..|g:) existe y esta bien definido.

Notemos que un disco de Siegel A no puede intersecar a S!', pues por definicién,
Baala €s conjugado a una rotacién irracional mientras que por la invarianza de S,
los puntos en ANS' se mantienen en el circulo unitario bajo iteracion de B, 4, lo cual
implicarfa S! C A y esto es imposible.

Supongamos ahora que existen dos discos de Siegel A, y A_, cuyas fronteras estan
asociadas a los puntos criticos libres ¢, y c¢_, respectivamente. Claramente A, y A_
no intersecan S', por lo que A, estd contenido en C — D y por simetria, A_ C D.
Denotemos por p+ los puntos fijos que son centros de los discos de Siegel.

La funcién racional B, , tiene 2d 4+ 2 puntos fijos sobre la esfera de Riemann.
Dos de ellos, a saber oo y 0, son superatractores y dos son los puntos Siegel, p..
Por lo tanto, los 2d — 2 puntos fijos restantes deben ser repulsores, de lo contrario
tendrian un punto critico asociado, pero no hay més puntos criticos libres. Por otro
lado, A*(0) N Crit(Ba.) = {0} y A*(00) N Crit(B,,) = {oo}, y por el lema 2.4
obtenemos la existencia de d puntos fijos en 0.A*(0) y d puntos fijos en 0.A*(c0), sin
contar multiplicidad. En consecuencia, existen al menos dos puntos fijos repulsores
que pertenecen a la intersecciéon 9.4*(0) N 9.A*(c0). Por la simetria descrita en el lema
2.2, se sigue que estos puntos fijos pertenecen a S!.

Ya que existen al menos dos puntos fijos de B, , en S', la proposicién 1.9 implica
que p( Baalg) = 0.

Finalmente, S! es un conjunto compacto positivamente invariante bajo la accién
de B,.. Dado que todo punto fijo de B, , en S' es repulsor, entonces cualquier punto
z € S — Fix(B,,,) tiene una érbita positiva asintética a un punto fijo repulsor, lo cual
es imposible. O

Lema 2.5. Si U es una componente periédica de Fatou tal que UNS* # (), entonces
ZWU)=U, conZ(z)=1/z.

Demostracion. Notemos primero que si U es una componente de Fatou fija atractora,
stiperatractora o parabdlica, entonces contiene un punto fijo p € St, pues UNSt # 0 y
el circulo unitario es invariante bajo B, ,. Luego, por la proposicién 2.1 y el lema 2.2,
dado 2z € C se sigue que By, ,(2) — p si, y s6lo si, B, (1/2) — 1/p. Y como p € St,
entonces p = 1/p. Es decir, z € U si, y sélo si, 1/z € U. Por lo tanto, Z(U) = U.

Si U es un anillo de Herman, entonces S! C U y U es simétrico respecto a S* pues
c+ se acumulan en sus fronteras y éstos son simétricos.

Finalmente, si U es una componente periédica atractora, siperatractora o parabdli-
ca entonces existe & € N tal que Bfm(U ) = U y asi, por el mismo argumento anterior
z € Usi, ysolosi, Z(z) € U. O
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Proposiciéon 2.5. Sea B,, como en (2.1). Entonces para todo |a] > 2d + 1, B,,
no tiene cuencas superatractoras distintas a A(0) y A(co).

La demostracién es esencialmente la misma que para el caso |a| > 2d + 1 en el
teorema 2.4.

Proposiciéon 2.6. Si|a| > 1 entonces ¢, & A*(00) (y por lo tanto, c_ ¢ A*(0)).

Demostracién. Sil < |a| < 2d+ 1, entonces los puntos criticos libres pertenecen a S?,
y por ser este conjunto positivamente invariante, se sigue que {cy, c_} no pertenecen
a A*(00) U A*(c0).

Supongamos |a| > 2d + 1 y procederemos por contradiccién. Supongamos que
cy € A*(00). Sabemos que 0 e 0o son puntos fijos stperatractores para B, ,. Entonces
existe un abierto méximo Uy C A*(00) que contiene al punto oo, donde las coordenadas
de Bottcher estdn definidas y ¢ € 9Uy. Sea Uy = B, 4(Up). Claramente co € Uy y
vy € 0U;. Como ¢4 es un punto critico simple, tenemos que B;jl(Ul) = Uy UV, donde
Vh es un disco topologico y ¢, € 0UyNAVy. Ademas, Vj debe contener un polo, puesto
que 0o € Uy = B, a(Vp). Como el tnico polo de B,, es 2z, = 1/a € D, entonces
Vo NS # (. Es decir, A*(0c0) N'S! # . Por lo tanto, A*(c0) es simétrica respecto a
S!, conteniendo asi al cero zy = a, lo cual es una contradiccién, pues A*(0) y A*(o0)
son disjuntas. Por lo tanto, ¢y # A*(c0), para todo a € C. Por simetria con respecto
a St, se sigue que c_ ¢ A*(0). O

La siguiente proposiciéon demuestra que toda componente preperiodica a las cuencas
inmediatas siperatractoras de 0 y de co son simplemente conexas.

Proposicion 2.7. Cada componente de Fatou de las cuencas A(0) y A(co) es
simplemente conezxa.

Demostracion. Por simetria, las componentes conexas de A(0) son simplemente cone-
xas si, y sélo si, lo son las componentes conexas de A(oc). Entonces nos enfocaremos
solamente en estudiar las componentes U C A(00).

Por la proposicién 2.6 tenemos que c; ¢ A*(c0) y por la invarianza de S' tenemos
que c— ¢ A*(00). Asi, como B, , : A*(00) LN A*(00) v es propia, de la férmula de
Riemann-Hurwitz tenemos que, si m es el nimero de conectividad de A*(o0), entonces

m—2=2(m-—2)+1,

lo que implica m = 1. Por lo tanto, A*(co) es simplemente conexa. Sea ahora U C
B . (A*(00)). Tenemos dos posibilidades:

1. Si U NCrit(Baa) = 0, entonces By, : U — A* actua propiamente con grado 1.
Por la Formula de Riemann-Hurwitz, se sigue que la conectividad de U es 1.
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2. Si U contiene un punto critico (necesariamente libre), entonces B,, : U — A*
actua propiamente con grado 2. De nuevo se obtiene my — 2 = 2(—1) + 1, esto
es my = 1.

Ambos casos implican que si U es una componente de B} (A*(c0)), entonces U es
un disco topolégico. Para cada n > 1, las componentes de B_ 7 (A*(00)) vuelven a ser
disjuntas de S! y tienen a lo més un punto critico. Argumentos similares muestran que
cada una de estas preimagenes son discos topologicos, por lo que hemos demostrado

lo deseado.
O]

Corolario 2.5. Sia € [0,1) y |a| > 1 son tales que los puntos criticos libres de
B,.a pertenecen al conjunto de Julia, entonces J(Ba,a) €s simplemente conezo.

Proposiciéon 2.8. Sea B, , como en (2.1) con |a| > 2d+1. Sea U una componente
en F(Baa). Si U no es un anillo de Herman entonces U es simplemente coneza.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos primero que U es una com-
ponente fija. Si U es siperatractora, entonces por la proposicion 2.5 se sigue que U es
la cuenca inmediata de 0 o de co. Y por la proposicién 2.7, U es simplemente conexa.

Por hipotesis, U no es un anillo de Herman y del teorema 2.4, U no puede ser un
disco de Siegel. Por lo tanto, queda asumir que U es una cuenca inmediata de un punto
fijo zg atractor o parabdlico. Por los resultados del capitulo 1, U contiene al menos un
punto critico libre. Tenemos dos casos:

1. Si U sdlo contiene un punto critico, se sigue de la férmula de Riemann-Hurwitz
que my —2 =2(my — 2) + 1, esto es my = 1.

2. Si U tiene dos puntos criticos (necesariamente ¢, ) entonces por su simetria con
respecto al circulo unitario, se sigue que U N'S' # (). En consecuencia, 2, € St
Supongamos primero que U es una cuenca inmediata de atraccion. Sea U, C
U el disco topolégico mas grande donde las coordenadas de Koenigs son un
biholomorfismo y dUj contiene al menos un punto critico. Luego, por simetria
con respecto a S!, la frontera de Uy contiene a ambos puntos criticos, c; y c_. Si
Uy es la componente de B (Up) que contiene a z, se sigue que By, : Uy — Up es
propia de grado 3y, por la formula de Riemann-Hurwitz, my, —2 = 3(1 —2) + 2,
esto es, my, = 1. Como las siguientes preimagenes de U; que contienen a 2z
vuelven a contener solo dos puntos criticos y el grado topolégico no cambia, se
sigue que cada componente U, C B~"(Uy) con zy € U, es un disco topoldgico.
Hemos obtenido una sucesién anidada de discos topoldgicos {U, }n>o que define
una extenuacion simplemente conexa de U. Se concluye que U es simplemente
conexa.
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Por otro lado, si U es una cuenca inmediata parabdlica, definimos U, como el
pétalo atractor maximo en U donde las coordenadas de Fatou definen un encaje
conforme. En consecuencia U, contiene en su frontera un punto critico, y por
simetria, contiene a ambos criticos libres. Como Uj es un pétalo atractor, es por
definicién simplemente conexo. El resto de la demostracion es similar al caso de
punto fijo atractor.

Ahora si U es una componente periddica de periodo p, entonces consideramos al
accion de BY , sobre U, lo cual se reduce al caso de componente fija y no hay nada
mas que demostrar. Sea ahora U una componente de Fatou preperiédica a un ciclo de
componentes Uy, Us, ..., U, de tipo atractor o parabdlico. Por los resultados de Fatou,
el ciclo contiene al menos un punto critico. Esto implica que U contiene a lo méas un
punto critico, por lo que B,, actua de U a su imagen propiamente y a lo mas con

grado 2. La férmula de Riemann-Hurwitz implica que U es simplemente conexa. [

Concluimos este capitulo con el resultado principal de conectividad del conjunto
de Julia, el cual se sigue de los resultados anteriores.

Teorema 2.6. Sea a € [0, 1) arbitrario. Las condiciones suficientes sobre el pardme-
tro a que implican la conectividad de J(Ba,a) son:

1. |a| <1.

2.1 < |a| < 2d+ 1 y ninguna componente de Fatou contiene mds de un punto
critico.

3. la] > 2d +1 y el conjunto de Fatou de B, , no contiene anillos de Herman.

Conjetura 2.1. El conjunto de Julia de B, es conexo si, y sdlo si, B, no tiene
anillos de Herman.
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Capitulo 3

Espacio de parametros

En este capitulo nos concentraremos en el estudio del espacio de parametros de la
familia

1—az

Ba(z) = 2! < S )d (3.1)

para valores de a, z € C. En virtud del lema 2.1, esta familia hereda todas las propie-
dades de B, , con a € [0,1) que se vieron en el capitulo 2.

3.1. Simetria del espacio de parametros.

En la figura 3.1 se muestra el espacio de parametros de B, con d = 3. Lo que
vemos es el resultado de iterar el punto critico ¢,. Mirando con atencién, podemos
identificar algunas simetrias. Por ejemplo, parece que el espacio de pardmetros es
simétrico respecto a la conjugacién compleja y respecto a la rotacion por raices sextas
de la unidad. El siguiente teorema establece estas simetrias.

Teorema 3.1. Sean a,b € C\S'. Entonces B, y By son conformemente conjugados
st, y solo si, b= wa o b = wa, donde w es una raiz 2d-ésima de la unidad.

Demostracion. Supongamos que B, es conformemente conjugada a otro producto
Blaschke Bj. Entonces existe una transformacién de Mébius n(z) = (cz — d)/(ez — f)
tal que B, =n"toB,on,dondec, d, e, f € Cyecf—de#0.

Como n manda puntos fijos superatractores en puntos fijos stiperatractores preser-
vando el grado local, entonces concluimos que existen dos opciones. La primera opcion
es que 1(0) = 0 y n(co) = oo, mientras que segunda opcion es 1n(0) = oo y n(oco) = 0.
En el primer caso concluimos que 7(z) = wz y en el segundo, n(z) = w/z, con w € C*,
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Figura 3.1: Espacio de parametros de By, con d = 3. El pardmetro a se colorea de gris si
la érbita de ¢y tiende a cero, de azul si la érbita de ¢y converge a un ciclo siperatractor,
atractor o parabdlico de S', de negro si ambas érbitas criticas son acotadas y de amarillo si
c+ pertenece al conjunto de Julia.

Supongamos que 7(z) = wz. Entonces

1\ d

B —nloB, _ 2d d+1 Z—aw
y(2) =1 o Byon(z) = wz T—72us

Notamos asi que By, pertenece a la familia de nuestro interés si, y sélo si, se cumple
w? =1yaw™ =b=aw, de donde aw—! = aw y asi w = w~!. Es decir, B, pertenece
a la familia si, y sélo si, w es una raiz 2d-ésima de la unidad y b = wa.

Supongamos ahora que 7(z) = w/z. Entonces
Z—aw

Bb(Z) = 7]71 e} Ba o} 77(2) = 'LU72dZd+1 m

De nuevo, Bj pertenece a la familia de nuestro interés si, y sélo si, se cumple w?? = 1
y aw = b = aw~!, de donde w = w~!. Es decir, By, pertenece a la familia si, y sélo si,
w es una raiz 2d-ésima de la unidad y b = wa. O]

Corolario 3.2. Sea B, como en (3.1). Entonces B,(z) = Ba(%).
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3.2. Lineas parabdlicas

En la figura 3.1 podemos notar regiones color azul que estan delimitadas por las
rectas z = (t +i)w, con w?? =1y ¢t € R\ {0}. En esta seccién se explicard un poco
sobre el comportamiento dindmico de B, cuando a se encuentra en estas rectas.

Lema 3.1. Sia =t +i cont > 0, entonces z = i es punto fijo parabdlico con
multiplicador +1, para todo d > 1.

Demostracion. Sean t > 0y a = t 4 i. Primero veamos que z = ¢ es punto fijo. En

efecto,
ill) = (1 (- i)i) ! (—ti) !

Por lo tanto, z = 7 es punto fijo. Calculemos ahora su multiplicador. Al sustituir o = 0,
a=t+1iy z=r1en (2.3) obtenemos lo siguiente

h(i)

B/ -d (Z — t — i)d_l
21

t+i(i) =1 (1 — (t _ i)i)d+1 ’ (Z) =—t W

- h(i) = —
con

h(i) = 2i(d+ 1) — 2di — i — t*i — i = —t%,
por lo que By (i) = 1. O

El teorema 3.1 nos permite generalizar el lema 3.1 como veremos a continuacion.
Al multiplicar a y z = i por una raiz 2d-ésima de la unidad, digamos w, obtenemos un
punto fijo parabdlico también. Es decir, 2z’ = wi es punto fijo parabdlico de B,/, donde
a’ = aw. En otras palabras, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3 (Lineas parabdlicas). Sia = (t+i)w, conw? =1yt € R\ {0},
entonces z = 1w es punto fijo parabolico de B, con multiplicador +1, para todo d > 1.

Para dar una idea mas clara del teorema 3.3 consideremos a = 1 + ¢. Entonces
para d par, los puntos zp = ¢ y z; = 1 son puntos fijos parabdlicos, cada uno con
multiplicador +1. Ademas, alrededor de zy = i tenemos

B(z) = =1+ z(z — 2i) + R;(2),
donde R; — 0 cuando z — i. De igual forma, alrededor de z; = 1 tenemos
B(z) =14 z(z — 1) + Ry(2),

donde Ry — 0 cuando z — 1.
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Luego, por el teorema 1.9, cada uno de ellos tiene un tinico pétalo atractor con un
unico punto critico. Si consideramos ahora a = 1,261 + i, entonces zy = ¢ sigue siendo
punto fijo parabdlico, pero el punto z; = 1 bifurca a una orbita atractora de periodo
3, asociada a c_.

Figura 3.2: En todas las figuras d = 2. En (a) se muestra el espacio de pardmetros de B,.
Los colores como en la figura 3.1. En (b) se observa el plano dindmico a = 144 y en (c)
para a = 1,261 + .

3.2.1. Bifurcacién parabdlica

Denotaremos al conjunto de puntos fijos de B, , por Fix(B,,). Para d > 2 par, y
a = (z,y) € C, |a| # 1, consideremos la familia dada por (3.1). Cuando a = (1,1),
Fix(B1,1)) = {0,00, 1,4}, donde oo y 0 son puntos fijos stiperatractores mientras que
1y 1 son puntos fijos parabdlicos con multiplicador +1. Bajo un cambio de variable
conforme T} : z+— z+1y a = (1+¢, 1), con |¢| suficientemente pequeno, consideremos
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Fa(Z) = Tl_l ©) Ba ¢) Tl(Z)

= (z+ )™ (1 - (13—_6 E—_z')i(z+1)) - (3:2)

Si e = 0, entonces Fix(F(; 1)) = T (Fix(B(,1))) = {—1,00,0, =1 44}, y la estabi-
lidad de los puntos fijos se mantiene, pues 7' es una transformacién de Mobius . En
particular, 0 y —1 4 ¢ son parabdlicos con multiplicador +1.

Queremos perturbar el punto fijo parabdlico de F{; 1) en el origen, por lo que
estudiaremos los puntos fijos de F; con a = (1+¢, 1) para |¢| suficientemente pequeno.
De la ecuacion del punto fijo para la ecuacién (3.2) obtenemos

. d
L)+ Z—€—1 _ ]
(z+1) (—e+i—(1+e—i)z “rh

que se factoriza como

(z+1) ((z 4 1) (_EHZ__(i;i - Z,)ZY - 1) ~0.

Podemos observar entonces que {—1,00} C Fix(F3). Los otros puntos fijos son solu-
ciones a la ecuacién

(z+1D%z—e—i)l=(—e+ti—(14+e—1)2)% (3.3)
Como d > 1 es par, podemos considerar dos casos particulares:
1. Si 1Y/4 =1, la ecuacién (3.3) se reduce a
24201 —d)z—2i= (2~ (=1+1))? =0,
de donde —1 + i € Fix(Fj).

2. Si 14 = —1, entonces la ecuacién (3.3) se reduce a z? — 2ez — 2¢ = 0 cuyas
soluciones estan dadas por

2F = e+ Ve 4 2,
con |e| pequeno.
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Anilisis de 2*

Primero observemos que para €| pequeno, los nuevos puntos fijos permanecen en
una vecindad del origen. Ahora estudiaremos su localizacién y estabilidad como una
dependencia directa de e.

Caso € > 0

En este caso, ambos puntos fijos son reales y satisfacen z- < 0 < zF. Un cdlcu-
lo directo muestra que si € — o0, entonces z — oo mientras que z; — —1.
Numéricamente podemos ver que tanto z* como z_ son repulsores.

En términos del correspondiente producto Blashcke, obtenemos que para ¢ > 0 y
suficientemente pequeno, el punto fijo parabdlico en z = 1 para B ;) bifurca en dos
puntos fijos repulsores reales, llamémoslos

(F=1+etVe+2¢

para B(i4.1). Ver figura 3.3.

Figura 3.3: A la izquierda, el punto fijo parabdlico zgp = 1 para a = 1 + i. A la derecha, zg
bifurca en dos puntos fijos repulsores Cei para € > 0 pequeno y & = 14 €+ . Los puntos fijos
estan en rosa. La linea real estd en blanco.

Caso e < —2

En este caso, el pardmetro perturbado @ = (1 + ¢, 1) se puede reinterpretar como
una perturbacién real de a = (—1,1) por § > 0. En cualquier caso, 2= son de nuevo
puntos fijos reales repulsores, y su posicion respecto al origen es z; < —1 <z < 0.

Maés aun, si € — —o0, entonces z7 — —1y 2z — —o0.
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Caso —2<e<0

Podemos escribir las expresiones de los puntos fijos como

F=etiy/—(2¢+€2).

Luego, los puntos fijos son niimeros complejos en una vecindad del origen. Mas aun,
numéricamente se puede ver que si —1 < € < 0, entonces 2z es atractor, mientras que
z_ es repulsor. Ver figura 3.4.

Figura 3.4: A la izquiera, el punto fijo parabdlico zg = 1 para a = 1 4+ 4. A la derecha, z
bifurca a dos puntos fijos, ¢ atractor y ¢ repulsor, para € > 0 pequenio y @ = 1 + € + i.
Los puntos fijos estan en rosa. La linea real y el circulo unitario estan en blanco.

3.3. Ciclos repulsores, atractores y parabdlicos

En el capitulo anterior se mencion6 que la paridad de d afecta la dindmica de la
familia (3.1). En esta seccién mostraremos un ejemplo de ello.

Proposicion 3.1. Sea B, como en (3.1). Sia = ti, cont € R\ {£1} y d es
par, entonces el punto z = 1 es punto fijo, mientras que d impar genera un 2-ciclo
<i>={i,—1}.

Demostracion. En efecto, tenemos que

S d : d
(N adt L=t o (A =D\ g
Buli) = (1—(—ti)i> - <1—t -

2d+1 74k+1 Ak

Asi, si d = 2k para algun k € N, entonces 7 =1 = ¢*¥ - ¢ = 1, mientras que si
d = 2k +1 para algtin k € N, entonces 124+1 = j4+3 = 4% .3 — —j Un calculo anslogo
muestra que By;(—i) = ¢ cuando d = 2k + 1 para algun k € N. O
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Nos concentraremos en el caso impar, pues el caso par es consecuencia del teorema
3.1 y de un corolario que veremos en la siguiente seccién. Entonces tenemos el siguiente
lema.

Lema 3.2. Consideremos B, como en (3.1), con d impar, a =ti yt € [0,1)U(1,00).
Entonces el ciclo < i >= {i,—i} es

1. superatractor & t=2d+1,

2. atractor <t € (vV2d? +2d +1,00) \ {2d + 1},

3. parabdlico de multiplicador —1 & t = /2d? +2d + 1,
4. repulsor & t€[0,v/2d2+2d+ 1)\ {1}.

Demostracion. Ya vimos que en efecto < i, —i > forma un ciclo para d impar. Veamos
ahora la expresion de su multiplicador. Para ello debemos conocer la derivada de By; en
cada punto del ciclo. De acuerdo a (2.3), al sustituir & = 0, @ = ti y z = i obtenemos

! __Z'M. Z__Z'Q—lﬂ. i——iﬂ
Bit(z) - d(l + 252'2)0H-1 ( ) - I (1 _ t)d-i—l h< ) - (1 _ t)z:
donde
h(i) = (d+1)(—ti)i* — (2d + 1+ t*)i + ti(d + 1)
= 2t(d+1)i— (2d+ 1 +t%)i
= i(t—(2d+1))(t—1).
Asi, ‘
BL(i) = L (t — 1()15(15_—15361—1- 1)) _ t—t(2_d1+ 1)'
De manera similar, para z = —¢ tenemos
a (—i—ti)"! L+ h(—)

Bjy(—i) = =(=i)

) A e A ez R Ak e A

donde

h(i) = (d+1)(—ti)(—i)* = (2d + 1+ t*)(—i) + ti(d + 1)
= 2(d+1)i+ (2d+ 1+ )i
= i(t+(2d+1)(t+1).
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Asi,

B P+ D)+ (2d+1))  t+(2d+1)
(=) = (t+1)2 T

Luego, el multiplicador del ciclo es

(t+2d+1)(t — 2d — 1)

A= By(i)By(—i) = — (t+1)(t—1)

Observemos que A € R, para todo t € R\ {£1}. Nos interesa entonces conocer los
valores de t para los cuales el ciclo < ¢ > es atractor, superatractor, parabdlico o
repulsor. Entonces, al resolver los sistemas de desigualdades respectivos, obtenemos lo
siguiente,

N =0 & [t+2d+1]-]t—2d—1]=0
& t=2d+ 1,

N <1l & [t+2d+1]-[t—2d—1| < [t+1]|t—1]
& te (V22 +2d+1,00) \ {2d + 1},
AN=1 & |[t+2d+1|-|t—2d—1=|t+1] |t —1]

& =242+ 2d+1,
AN >1 & |[t+2d+1|-|t—2d—1] > |t+1]-|t —1]
o e, VAP +2d+ 1)\ {1},

Ahora veamos que el multiplicador del ciclo parabdlico es —1. En efecto, para < ¢ >

parabdlico, t = v/2d? + 2d + 1. Por lo tanto,

\_ PR+ 2474241 —dd? —dd -1 2+ 1)
-1 22 +2d+1—-1 e+l
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Figura 3.5: Plano dindmico con d = 3y a = ti con t = /2d? + 2d + 1 = /25 = 5. En blanco
el circulo unitario. En amarillo la cuenca de atracciéon de 0, en gris la de co y en negro la
cuenca parabdlica de < 7 >. Cada punto del ciclo tiene asociados dos pétalos atractores.

El teorema 3.1 nos permite generalizar el lema 3.2 como veremos a continuacion.
Al multiplicar a y z = 7 una raiz 2d-ésima de la unidad, digamos w, obtenemos un
2-ciclo, cuya naturaleza depende igualmente de ¢. Es decir, < wi >= {wi, —wi} es un
2-ciclo de By, donde @’ = aw. De esta manera tenemos lo siguiente,

Teorema 3.4. Sid > 1 es impar y a = wti, con w* =1yt € [0,1) U (1,00),
entonces el ciclo < wi >= {wi, —wi} es

1. superatractor < t=2d+ 1,

2. atractor &t € (V2d2 +2d +1,00) \ {2d + 1},

3. parabdlico de multiplicador —1 <t = /2d% +2d + 1,
4. repulsor &t €[0,v/2d2 +2d+ 1)\ {1}.

La figura 3.6 muestra un esbozo del espacio de parametros, y de manera resumida,
lo que sabemos del mismo hasta el momento.
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.

(a) Plano de pardametros para d = 1. (b) Esbozo de plano de pardmetros.

Figura 3.6: Los colores de (a) como en la figura 3.1. En (b), los pardmetros correspondientes
a ciclos parabdlicos se colorean de verde, los atractores de morado, los siperatractores de
anaranjado y los repulsores de rojo. El circulo rayado es S! y los punteados son los circulos
de radio 2 y 3.

3.4. Elipses repulsoras, atractoras y parabdlicas

En la figura 3.1 se observan una regién azul conformada por curvas parametrizadas
por

1 . -1 .
a(t) = 7"; et + e, (3.4)

con t € [0,27r) y r € R\ {1}. En esta seccién veremos que para cada a = a(t), el
punto z = e es un punto fijo, cuya naturaleza cambia de acuerdo al pardmetro .

Proposicion 3.2. Sia es como en (3.4) con r € R\ {1}, entonces para todo
t €[0,27) y todo d > 1, el punto z = €™ es punto fijo de B,.
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Demostracion. La prueba es un calculo directo, como se mostrara a continuacién.

Ba(eit)

it r+1it T_l—it ’
e — e — e
ot 2 2
1 r—l—l_At_i_r—l.t ”
— e K3 el €Z
2 2
1—7"_7’—16_% d
ot(2d+1)i 2 2
1—7r r—1 0t
J— e’L
2 2
1 4 1\ ¢
2T621t T2
it
e
1—7‘_7" 16%
2 2
1— -1 ..\
ror 162”
oit 2 2
1—r r—1 _.
_ 621t
' 2 2
ezt

]

El siguiente teorema nos muestra cémo cambia la naturaleza de z = e en funcién

de 7.

Lema 3.3. Sia es como en (5.4) conr € RT \ {1}, entonces para todo t € [0,27)
y todo d > 1, el punto fijo de B,, z = €" es

1. superatractor <

2. atractor &

3. parabolico de multiplicador —1 &

4. repulsor <

r=2d+1,

re(d+1,00)\{2d+ 1},

r=d+1,

relf0,d+1)\{1}.

it

Demostracion. Ya vimos que en efecto z = e" es punto fijo de B,. Veamos ahora
la expresién de su multiplicador. De acuerdo a (2.3), con un célculo directo (pero
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cuidadoso) de cada uno de los términos que conforman B/ (e), obtenemos

1—7\* 2it\d—1 it
5 (14" e

d+1

Bu(2) = —% (2) = —

- h(e™)

eith(eit)
1 - T 2 . 27
5 (1 + e2it)

donde, de nuevo calculando con cuidado y término a término las expresiones que
conforman a h(e"), se obtiene

h(e") = (d+1)ae* — (2d + 1+ |a|*)e” + a(d + 1)
dr+r—r*—=3d—2+(d+1)(r +1) it 2d—r+1)(r—1) 4
e e

2 4
(D0 -) e
2 4
_ 2dr+2r - 2d —r* — 16it N (2d+1—r)(r— 1)63it
2 4
2 1— )
4
Asi, el multiplicador de z = e® estd dado por
it (it
P B;(eit):— € h(e )

(1 . T)Q (14 e2it)?

2r—1)(2d +1—r)e* + (2d+1—7r)(r — )e* + (r —1)(2d+1—7r)
(1—r)2(1+ 62“)2
(r—1)2d + 1 —r)(2e%" 4 ¥ 4 1)
(I—r)2(1+ €2it)2
(1—7)2d + 1 —7r)(1 + e2*)?
(1 —7)2 (1 + e2it)?

2d+1—r

1—7r

Observemos que A € Rt \ {1}, para todo r € R. Nos interesa entonces conocer los
valores de r para los cuales el punto z = e es atractor, siperatractor, parabélico o
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repulsor. Entonces, al resolver los sistemas de desigualdades respectivos, obtenemos lo
siguiente,

AN =0 < [2d+1—-7|=0
& r=2d+1,
AN <1l & [2d+1—7r|<|1—r|
& re(d+1,00)\ {2d + 1},
AN=1 & [2d+1—r|=1—r7
S r=d+1,
A >1 < [2d+1—7|> |1 -7
& rel0,d+1)\{1}.

Ahora veamos que si 7 = d + 1, entonces el multiplicador de e es +1. Tenemos

que
2dd+1—d—1 d
A= —d-1 -4 "

]

De nuevo, el teorema 3.1 nos permite generalizar el lema 3.3 como veremos a
continuacién. Al multiplicar @ y 2 = e una raiz 2d-ésima de la unidad, digamos w,
obtenemos un punto fijo, cuya naturaleza depende igualmente de t. Es decir, 2’ = we®
es un 2-ciclo de B/, donde a’ = aw. De esta manera tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. i d’ = aw, donde a es como en (3.4) conr € RT\ {1} y w?? =1,
entonces para todo t € [0,27) y todo d > 1, el punto fijo de By, z = we™ es

1. superatractor < r=2d+1,

2. atractor < re (d+1,00)\ {2d + 1},

3. parabolico de multiplicador —1 < r=d+1,

4. repulsor < rel0,d+1)\{1}.

El siguiente corolario se refiere a situaciones cuando a € R.

Corolario 3.6. En el teorema 3.5 cont = 0 se tiene que z = 1 es punto fijo de B,
cuya naturaleza cambia de acuerdo a r.

Proposicion 3.3. Sia = re?™® y z = te?™?, entonces B,(z) = 224+ (t).
Mds aiin, B.(2) = e ™ ?B.(t).
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(b)d =3y a=1,5072+i0,65628 (c)d =3y a=41414+i0,56021

Figura 3.7: Plano dindmico de B, con los valores de d y a indicados en cada figura. En
blanco el circulo unitario. En amarillo la cuenca de atraccion de 0, en gris la de co y en azul
(a) la cuenca parabdlica, (b) atractora y (c) siperatractora de z = e’ para cada caso.

Demostracion. Un calculo directo muestra que

Bu(z) = 2 (d+1)igyd+1 te*me — re?me — 2r(2d+1)id t—r
“ 1 — re—2midte2mio 1—rt

627r(2d+1)i¢BT (t)

De igual manera, al calcular directamente las derivadas (2.3) para B,(z) y B.(t),
obtenemos

e2midypd (y _ )d—1
Bl(2) = — a _(tr)d?l (d+1D)(r* + Dt — (2d + 2 + 1)r),
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mientras que

rd(r —t)d-1

B(t) = T =)

(d+1)(r* + 1)t — (2d + 2 + 1)r),

lo cual prueba lo deseado. [

3.5. Parametros hiperbdlicos

Consideremos el conjunto

1 . -1 .
H:{a(t):r—g e”—i—r2 e’t:|a\>2d—|—1},

el cual define una de regién abierta, conexa, que contiene al rayo (2d 4+ 1,00) y esta
acotada por las rectas parabdlicas r — r 417 y 7 — r — i. Enseguida estudiaremos la
regiéon H, recordando que, en virtud del teorema 3.1, el resultado obtenido también
corresponde a las regiones wH, donde w es una raiz 2d-ésima de la unidad.

Sea a = a(t) € H. De acuerdo al lema 3.3, el punto zy = € es punto fijo atractor
de B,.

Lema 3.4. Sean a = a(t) € H y 20 = € punto fijo atractor de B,. Entonces
ct € A(Z()).

Demostracion. Sean a y 2z, como en el enunciado. Entonces la cuenca A*(zp) tiene
asociado un punto critico. Es decir, uno de los puntos criticos libres, llamémoslo c,
cumple ¢ € A*(z). Por lo tanto, Bl (c) — 2. Por el corolario 2.2 y teniendo presente
que 29 € S, tenemos que B"(1/¢) — zy. Como |a| > 2d + 1, entonces ¢, = 1/c_ y
asi, ambos puntos criticos c+ son atraidos por el mismo punto fijo z. ]

Proposicion 3.4. Sia € H, entonces B, no tiene anillos de Herman.

Demostracién. Sea a = a(t) € H. Entonces el punto e es punto fijo atractor o
superatractor para B,. Tenemos entonces dos casos de acuerdo a la norma de a:

1. Sil < |a] <2d+1, entonces por el teorema 2.4 sabemos que B, no tiene anillos
de Herman.

2. Si|a] > 2d+1, el lema 3.4 nos indica que ¢+ € A(z), por lo que no existen més
puntos criticos libres para asociar a un anillo de Herman.

En cualquier caso, concluimos que B, no tiene anillos de Herman para a € H. O
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Definicion 3.1. Una funcién racional f es hiperbdlica si todos sus puntos criticos
son atraidos por ciclos atractores. Una componente hiperbolica es una componente
conexa del espacio de las funciones racionales donde cada elemento de la componente
es una funcion hiperbolica.

Corolario 3.7. El conjunto H es una componente hiperbélica del espacio de pardme-
tros de B,.

Demostracion. En el capitulo 2 vimos que los puntos criticos de B, son Crit(B,) =
{0, 00, ¢4, ¢}, donde oo y 0 son puntos fijos siperatractores. Por lo tanto, éstos per-
tenecen a sus propias cuencas de atraccién. Los puntos criticos restantes, de acuerdo
al lema 3.4, son atraidos por el punto fijo atractor e. Luego, todos los puntos criticos
de B, son atraidos por ciclos atractores, para todo a € H*. Concluimos entonces que
H™* es una componente hiperbdlica de B,. O

Corolario 3.8. Sea a € H. Entonces todo punto en el conjunto de Fatou de B,
converge a 0, 0o o e bajo iterados positivos de B,.

La figura 3.8 muestra el espacio de pardmetros para d = 1 y un esbozo de éste, don-
de podemos observar las elipses que describimos anteriormente, junto con lo estudiado
en las secciones anteriores.

(a) Plano de pardmetros para d = 1. (b) Esbozo de plano de pardmetros.

Figura 3.8: En (a) los colores son como en la figura 3.1. En (b), los pardmetros correspon-
dientes a ciclos parabdlicos se colorean de verde, los atractores de morado, los siperatractores
de anaranjado y los repulsores de rojo. El circulo rayado es S' y los punteados son los circulos
de radio 2 y 3.
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