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Resumen

El objetivo general del presente trabajo es estudiar propiedades ergédicas de la di-
fusién de Cox-Ingersoll-Ross con saltos (JCIR), que es una extensién del conocido
proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR). Sus saltos son descritos por un subordinador.
Se elabor6é un documento autocontenido que estudia la teoria de los procesos de
Lévy y su estructura de saltos, asi como los procesos de ramificacién continua. Am-
bas familias de procesos estdn relacionadas con los procesos CIR y JCIR. Ademas
se estudia la estabilidad de procesos de Markov; tema que es indispensable para
la problemética en estudio. Como resultado fundamental, se prueban condiciones
suficientes sobre la medida de Lévy asociada a los saltos del proceso JCIR que deter-
minan si este dltimo es ergddico o exponencialmente ergddico. Ademds, se prueba
una caracterizacién de la existencia de los momentos truncados de la difusion JCIR,
intimamente relacionada con la medida de Lévy del subordinador asociado. A su
vez se mejor la metodologia de algunos trabajos previos, en el sentido de que pre-
sentamos demostraciones alternativas.
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Introduccion

El estudio matematico del comportamiento promedio a largo plazo de un sistema
dindmico aleatorio, cuyo estado evoluciona con el tiempo, es un aspecto fundamen-
tal en la teoria ergédica y la teoria de procesos estocasticos. En este trabajo estamos
interesados en un modelo en particular, el proceso de difusién de Cox-Ingersoll-Ross
(CIR) con saltos, el cual se puede interpretar como un modelo de dindmica de po-
blaciones y que ha sido usado en el drea de finanzas para modelar tazas de interés y
volatilidad. Véase por ejemplo Cox, Ingersoll Jr y Ross [10], Duffie y Garleanu [13] y
Filipovi¢ [14].

Intuitivamente, la difusién CIR con saltos se puede ver como un proceso que
toma valores en [0, ), que cumple la propiedad de Markov y la propiedad de rami-
ficacion y cuyos saltos se pueden interpretar como la inmigracion, en otras palabras,
la incorporacién de nuevos individuos a la poblacién de forma independiente.

Una aplicacién directa de esta difusiéon la podemos encontrar en Barletta y Ni-
colato [5], donde la volatilidad del precio de los activos de ciertas opciones es mo-
delado a través de dicha difusion. Por otra parte, un asunto de trascendencia en las
aplicaciones y comprensiéon del modelo CIR con saltos es la estimacién de sus pa-
rametros. En Xu [46] y Barczy, Alaya, Kebaier y col. [4], se propusieron estimadores
no paramétricos y de maxima verosimilitud, respectivamente, y se mostré que el
estudio de las propiedades ergédicas del modelo en cuestién, es fundamental para
lograr buenas estimaciones. Por tanto, la ergodicidad del proceso CIR con saltos se
establece como un tema de importancia en la actualidad, debido a las aplicaciones
que encuentra y al propio desarrollo de su teorfa.

Existen varios resultados previos relacionados a la ergodicidad de la difusiéon
CIR con saltos. En Jin, Riidiger y Trabelsi [22] se encontraron condiciones sobre los
saltos que garantizan la ergodicidad exponencial del proceso en estudio. Por otro
lado, en Jin, Kremer y Riidiger [21] se fue un poco més lejos, y se estudiaron condi-
ciones mds generales, de igual forma relacionadas a los saltos, bajo las que se tiene
ergodicidad, ergodicidad exponencial y la existencia de momentos.

Nuestro trabajo tiene como objetivo estudiar las propiedades ergddicas del pro-
ceso CIR con saltos, siguiendo basicamente las ideas desarrolladas en Jin, Riidiger
y Trabelsi [22] y Jin, Kremer y Riidiger [21]. Especificamente, se persigue establecer
condiciones sobre los saltos que aseguren que el proceso sea ergddico, en otras pa-
labras, que en promedio la ley del proceso converja a una medida invariante para
dicha ley. También estamos interesados en determinar la velocidad de convergencia
para la ergodicidad, por lo que queremos establecer condiciones sobre los saltos que
garanticen que la difusién es exponencialmente ergddica, es decir, que es ergédica
y que la convergencia se tiene a una velocidad exponencial. De esta forma, pode-
mos establecer una relacioén directa entre los saltos del proceso y sus propiedades
ergoddicas.

Con estos propositos, se desarrollé un documento autocontenido que estudia di-
versos objetos de manera formal. A su vez se procuré mejorar la metodologia de va-
rios trabajos previos sobre este tema como Jin, Riidiger y Trabelsi [22] y Jin, Kremer
y Ridiger [21]. En el desarrollo de esta tesis se consultaron varios libros como son



2 Introduccion

Kyprianou [29], Sato [42] e Ikeda y Watanabe [18]. Ademads se consultaron diversos
articulos de investigacién, entre los que destacan Li [31], Fu y Li [15] y Meyn y Twee-
die [36]. Todo esto con el propésito de recopilar informacién y analizar la teoria ne-
cesaria para entender y desarrollar el problema y la estructura de los preliminares
tedricos. A continuacién describimos el esquema en que el que esta desarrollado el
trabajo.

En el capitulo 1 introducimos a las medidas aleatorias de Poisson y realizamos la
construccion de las mismas y vemos algunas de sus propiedades més significativas.
También se estudian algunas martingalas importantes asociadas a dichos objetos. Es-
tas medidas constituyen herramientas fundamentales en la descripcién de los saltos
del modelo CIR.

El capitulo 2 se centra en los procesos de Lévy, los cuales estdn estrechamente
relacionados con los procesos de ramificaciéon y con la estructura de inmigracién
de la difusiéon CIR con saltos. En particular, mostramos que esta clase de procesos
satisface la propiedad de Markov y estudiamos la descomposicion de Lévy-Ito, la
cual establece que cualquier proceso de Lévy se puede descomponer como la suma
de tres procesos independientes, un movimiento Browniano con deriva, un proceso
de Poisson compuesto y una martingala cuadrado integrable que proviene de los
saltos del proceso de Lévy con magnitud menor a uno. Por dltimo se profundiza en
dos clases de procesos de Lévy, el caso no decrecientes (subordinadores) y el caso en
el que solo hay saltos positivos.

El capitulo 3 trata sobre los proceso de ramificacién continua, donde estudiamos
el comportamiento a largo plazo de este tipo de proceso, el fendmeno de extincién y
cuando el proceso es conservativo. Finalmente presentamos el caso de inmigracién.
Este capitulo proporciona muchas de las propiedades y caracteristicas del proceso
CIR con saltos que son utilizadas en la obtencién de los resultados.

En el capitulo 4 estudiamos la estabilidad de procesos de Markov, donde pre-
sentamos las nociones de recurrencia, explosién e irreducibilidad y estudiamos los
criterios de Foster-Lyapunov para determinar cuando el proceso es recurrente, ergé-
dico y exponencialmente ergédico.

Finalmente, en el capitulo 5 nos centramos en el problema de este trabajo, que es
el estudio de propiedades ergédicas del proceso de Cox-Ingersoll-Ross con saltos. En
este apartado se usa toda la teoria desarrollada en los capitulos previos, y explicamos
a detalle la aplicaciéon de los resultados del capitulo 4 para esta clase de procesos.
Para ello, es necesario estudiar la la transformada de Laplace de dicho proceso, su
generador infinitesimal, sus momentos y probabilidades de transicion.



Capitulo 1

Medidas aleatorias de Poisson

En este capitulo haremos un andlisis detallado sobre las medidas aleatorias de
Poisson, las cuales estan estrechamente relacionadas con la estructura de saltos de
muchos procesos estocasticos. Vamos a introducir funcionales de medidas aleatorias
de Poisson y estudiar algunas martingalas importantes asociadas a las mismas.

1.1. Motivacién y definicién

Para entender bien la relacién entre medidas aleatorias de Poisson y la estructura
de saltos de un proceso estocéstico, vamos a comenzar su estudio con el caso més
sencillo, los procesos de Poisson compuestos.

Un proceso de Poisson compuesto con deriva X = (X; : t > 0) tiene la siguiente
forma

M;
Xp=6t+) &, t>0,
i=1

donde 6 € Ry {¢;}i>1 son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d) con funcién de distribuciéon F y M = (M; : t > 0) es un proceso de
Poisson con intensidad A > 0. Denotemos por {T;};>1 a los tiempos de saltos de M,
los cuales son independientes de {&;}i>1.

Vamos a construir una familia de variables aleatorias intimamente relacionadas
a la estructura de saltos del proceso X. Para cada conjunto A € B0, o) x B(R\{0}),
definamos la siguiente variable aleatoria

N(A) =#{i >1:(T;,&;) € A} =Y _1y1.)en}- (1.1)
i=1

Por construcciéon del proceso de Poisson compuesto, X tiene casi seguramente un
numero finito de saltos sobre un intervalo finito. Esto se debe a que la cantidad
de saltos estd determinada por el proceso M, los cuales son finitos sobre interva-
los finitos casi seguramente. Esto implica que N(A) < oo casi seguramente cuando
A C B[0,t) x B(R\{0}),t> 0.

A continuacién enunciamos un lema relacionado con las variables aleatorias Pois-
son, que muestra tres resultados que serdn de mucha utilidad en la comprensién de
la familia de variables aleatorias {N(A) : A € B[0,00) x B(R\{0})}.

Lema 1. Sea {M,};>1 una sucesion de variables aleatorias independientes definidas sobre
(Q), F, P) que se distribuyen Poisson con pardmetro A;, parai = 1,2,..., respectivamente.
Ademds sean S, = Y 1 M;, S = Y51 My, 0 = YLy A, 0 = Y51 Ay, entonces

(i) Sy se distribuye Poisson con pardmetro oy,

(ii) si o < oo, S se distribuye Poisson con pardmetro o, en particular, P(S < c0) =1,
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(iii) sic =00, P(S = o0) = 1.

Demostracion: (i) Probemos por induccién sobre n € IN. Para n = 1, tenemos que
S1 = M; por definicién, lo que implica que S; se distribuye Poisson de pardmetro
A1. Supongamos ahora que S, se distribuye Poisson de parametro ¢, y probemos
que se cumple para n + 1, es decir, probemos que S, se distribuye Poisson de
pardmetro 0,1 1. Usando independencia, tenemos

IP(SH+1 :k) :P(Sn+Mn+1 :k) = ZIP n —T,Mn+1 :k—f’)
r=0
B_U” /\k V e Ant1

k 0.?1;
= L (k—r)!

r=0

—(on+Aus1) k
e n k—r
g

(Un + )\n+1)k37(‘7n+/\n+1)
k!
(o'n+1)ke_(‘7n+1)

con lo que queda probado (i).
(ii) Por otra parte,

P(Sy <r) =) P(S, =k).

Notemos que los eventos {S, < r} decrecen cuando n crece para un  fijo, y ademads
Np>1{Sn < r} ={S < r}, por tanto

r r
P(S<r) = ImP(S,<r)= T}%ZP(sn = k) =} lim P(S, = k)
r k,—0y, r k —0
Y im 2 oy @
P k! P

con lo que se concluye que P(S =r) = (U);fig, y por tanto S es finita con distribucién
Poisson de pardmetro o, para o < co.
(ii) Ahora, si 0, se va a oo,

Unk —0y r
o ;

k=0

cuando 7 tiende a co. Por lo que IP(S > r) = 1. Dado que esto ocurre para toda r, S
diverge con probabilidad 1. O

Estudiemos ahora algunas de las propiedades interesantes que cumple la varia-
ble aleatoria N(A), para A € B[0,00) x B(R\{0}), definida en (1.1).

Lema 2. Sea k > 1y sean Ay, ..., Ay conjuntos disjuntos de B]0,00) x B(R\{0}). En-
tonces N(A1),...,N(Ay) son mutuamente independientes y se distribuyen Poisson con
pardmetros A; 1= A / A dt X F (dx) respectivamente. Ademds, para P-casi toda realizacion

de X, N : B[0,00) X B(IR\{O}) —{0,1,2,...} U{oco} es una medida.
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Demostracion: El Teorema 24 del Apéndice A, nos dice que laley de {Ty, ..., T,} con-
dicionado al evento { M; = n} es la misma que la ley de una muestra independiente
y ordenada de tamaro n de la distribucién uniforme en [0, t], para t > 0. Notemos
que las variables aleatorias {; } <, son independientes e idénticamente distribuidas
con funcién de distribucién F, y son independientes de {T;};>1. Entonces, la ley con-
junta de los pares {(T;, {;) }i<n condicionado al evento { M; = n}, es la de n variables
aleatorias bivariadas { (U, §;) }i<, independientes y ordenadas temporalmente, con
distribucién comtn ds x F(dx) sobre [0, t] x (R\{0}).

A partir de lo anterior, tenemos que paracadai > 1,1 {(U,&)eA) tiene distribucién
Bernoulli con pardmetro p = [, t~'ds x F(dx). Entonces la variable aleatoria N(A),
para A C B[0,t) x B(R\{0}), condicionada a {M; = n}, es una variable aleatoria
binomial con probabilidad de éxito p. Esto se debe a que

P (N(A4)|M; =n) =P (21{@,@@} = kM, = ") =P (Z;, Hwizeay = k) :

Vamos a generalizar esta idea para (N(A;1),...,N(Ax)), donde A, ..., A; son
mutuamente disjuntos y pertenecientes a 5[0, t) x B(IR\{0}). Supongamos que Ay =
{[0,] x R\{A1U...UA I}, T ni <myng=n—Y5  niy Ao = on Ads x F(dx) =
At —Aq — ... — Ay, entonces (N(A1),...,N(Ax)) tiene la siguiente ley multinomial,

n! kA"
P(N() = e N =i =) = S TT ()
i=

Esto implica que:

A onl K AN
P(N(Ay)=ny,...,N(Ay) = = e ) Py =
(an=mNa)=m) = T M lI(5) Pea=n
=1 "
I s U ﬁ(AZ)”I
WS nt nglm!---myl 53 \ At

poyt (1= Mg m)!
k A

= I, (1.2)
i=1 i

con lo que se muestra que N(A1),..., N(Ax) son independientes y se distribuyen
Poisson, como se queria.

Ahora, necesitamos probarlo para conjuntos arbitrarios disjuntos Ay, ..., Ak. Pa-
ra hacerlo, vamos a escribir a A;, para cadai = 1,...,k, como una unién numerable
de conjuntos disjuntos cada uno perteneciente a B[0,t) x B(R\{0}), para alguna
' > 0. En otras palabras, para cada i = 1,...,k hacemos A; = U]'21 Aj; , donde
{A;;}j>1 son disjuntos y pertenecen a B[0,t') x B(R\{0}), para alguna t' > 0. Lue-
go

N(Al) = Z 1{(Term)EAi} = Z Zl{(Tm'gm)GAi,j}

m>1 m>1j>1

= Y ) Yuenea,) = ;N(Ai,j)-
1=

>1m>1
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Dado que cada N(A;;) se distribuye Poisson, usando directamente el Lema 1 obte-
nemos que N (A1), ..., N(Ax) son independientes y se distribuyen Poisson.

Finalmente, que N sea una medida [P-casi seguramente se sigue de su propia
definiciéon en (1.1). Para ilustrar esto notemos que N(®) = 0y que si Aj, A, ... es
una sucesion de conjuntos disjuntos en 5[0, o) x B(R\{0}), entonces

Nl U4 | =) N@A4).

j>1 j>1
Con esto queda probado el resultado. O

Motivados por los resultados del lema anterior, vamos a definir ahora riguro-
samente las medidas aleatorias de Poisson. Se puede observar que la variable N :
B[0,00) x B(R\{0}) — {0,1,...} U{co} cumple dicha definicion.

Definicién 1 (Medidas Aleatorias de Poisson). Sea (S, S, 1) un espacio de medida o-
finita y sea (Q), F,IP) un espacio de probabilidad. Sea N : O x § — {0,1,2,...} U {oo}
de tal forma que {N(A) : A € S} es una familia de variables aleatorias definidas sobre
(Q), F, P). Entonces N es una medida aleatoria de Poisson sobre (S, S, 1) (o puede ser lla-
mada una medida aleatoria de Poisson sobre S con intensidad 1) si

(i) para A, ..., A, conjuntos mutuamente disjuntos en S, las variables aleatorias N (A1),
.., N(Ay) son independientes,

(ii) para cada A € S, N(A) se distribuye Poisson con pardmetro 11(A) (donde tenemos
0<n(A) <o),

(iii) N(-) es una medida P-casi sequramente.

Observemos que en la condicion (ii) de la definicion anterior, si 7(A) = 0, en-
tonces se entiende que N(A) = 0 con probabilidad 1 y si #(A) = oo entonces
N(A) es infinito con probabilidad 1. Observemos ademds, que si trasladamos el
contexto de esta definicién al caso de (1.1), tenemos que S = [0,0) x R\{0}, S =
B[0,00) x B(R\{0}) y dy = Adt x dF.

Hasta ahora, hemos definido rigurosamente las medidas aleatorias de Poisson y
hemos dado posiblemente el ejemplo més basico, un proceso de Poisson compuesto,
para ilustrar la relacién de dichas medidas con la estructura de saltos del proceso.

1.2. Construccién y propiedades

En esta seccién queremos probar que las medidas aleatorias de Poisson existen.
Vamos a probarlo por construccién, haciendo uso del Lema 2.

Teorema 1. Existe una medida aleatoria de Poisson N (-).

Demostracion. Primeramente consideremos el caso en que 0 < 77(S) < oo. Existe una
construccion estdndar de un espacio producto infinito, digamos (Q2, F, P), sobre el
cual las variables aleatorias independientes M y {v;};>1 se definen tal que M tiene
una distribucién Poisson con pardmetro 7(S) y cada una de las variables v; tiene
distribucién 1 (dx)/#(S) sobre S. Para cada A € S, sea

M
N(A) =) 1geay
i=1
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de forma tal que M = N(S). Paracada A € Sei > 1, las variables aleatorias 1(,,c 4
y M son F-medibles, por lo que N(A) también lo es.
Si razonamos andlogamente a la prueba del Lema 2, encontramos que para A €

S la variable aleatoria 1(,,c 4} se distribuye Bernoulli con pardmetro p = [, 'Z;&x)).

Luego, N(A) condicionado al evento { M = n} sigue una distribucién Binomial con
probabilidad de éxito p, pues

P (N(A) - k’M - n) —P (éqviefl} - k) .

Al igual que el la demostracion del Lema 2, vamos a generalizar esta idea para
A}(, ..., Ay conjuntos disjuntos de S. En otras palabras, si Y5_;n; < nymny = n—
Zi:l n; para enteros no negativos ny, ny, ..., N, tenemos que

P <N(A1),‘ . '/N(Ak)’M - n) - nO!Tl.!.le ﬁ (137((1;1)))”1

Siguiendo el mismo procedimiento que en (1.2), de la igualdad anterior obtenemos
que

k . Al n;
IP(N(A1) =ny,...,N(A) = nk) — HE—W(AI)’?(W) ’ (1.3)
i=1 i

para enteros no negativos 1y, 1y, ..., ng. Ahora, regresando a la definicién de medi-
das aleatorias de Poisson, podemos ver de (1.3) que N(-) cumple las condiciones
(i) — (iii). Andlogamente al caso tratado en el Lema 2, la tercera condicién es inme-
diata pues N(-) es una medida numerable por definicion.

Por otra parte, consideremos el caso en que (S,S,7) es un espacio de medida
o-finita. Existe una sucesién numerable de conjuntos disjuntos By, By, . . . cuya unién
es todo S tal que 0 < 7(B;) < oo, para toda i > 1. Ahora, para cada i > 1, definamos
7i(+) = (- N B;). Vamos a probar que para cada i > 1, existe algtin espacio de pro-
babilidad, digamos (Q;, F;, IP;), sobre el cual podemos definir una medida aleatoria
de Poisson, digamos N;(-), en (B;,S N B;,#;), donde SNB; = {ANB; : A € S}.

Mostremos entonces que
N(-) =) _ Ni(-nBy),
i>1
es una medida aleatoria de Poisson sobre S, con pardmetro #, definido sobre

(Q,f,ﬂj) = H(Qi,j‘.j,ﬂj».

i>1

Tenemos, por definicién, que N(-) es una medida P-casi seguramente. Entonces,
para conjuntos disjuntos A, Ay, ..., usando el teorema de Fubini, obtenemos

N(U Aj) - ZN,(U Aiji) - ZZN(AjﬁBi)

j>1 i>1 j>1 i>1j>1

= Y. Y N(A;NB)

>1i>1

— Y N(4)).

=1
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Luego, para cada i > 1, tenemos que N;(A N B;) se distribuye Poisson con inten-
sidad 7;(A). El Lema 1 nos dice que bajo I, la variable N(A) se distribuye Poisson
con parametro 77(A) pues es suma de variables aleatorias Poisson. Para completar
la prueba, basta mostrar que para conjuntos disjuntos Ay, ..., Ay en S, las variables
N(A1),...,N(Ax) son independientes bajo IP. Pero esto se sigue de que el conjunto

{Ni(Aj N Bi) biz11<j<k
es también una sucesién de variables aleatorias independientes. ]

De la construccion de la medida aleatoria de Poisson anterior, se pueden deducir
los siguientes corolarios, que serdn de mucha utilidad en lo adelante.

Corolario 1. Supongamos que N(-) es una medida aleatoria de Poisson sobre (S, S, 7).
Entonces, para cada A € S, N(- N A) es una medida aleatoria de Poisson sobre (SN A, SN
A n(-NA)). Ademds, si A, B € Sy ANB = @, entonces N(-N A) y N(- N B) son
independientes.

Demostracion. Tenemos que N(-) es una medida aleatoria de Poisson sobre (S, S, 77).
Sea A € S fijo y sean Ay, ..., A, conjuntos mutuamente disjuntos en S. Entonces,
los conjuntos A1 N A, ..., A, N A son mutuamente disjuntos y pertenecen a S. Co-
mo N(-) es medida aleatoria de Poisson, entonces N(A1 N A),...,N(A, N A) son
independientes. Ademads, para B € S, como BN A € S, tenemos que N(BN A) se
distribuye Poisson con parametro 7(B N A). Por tltimo, como N(-) es una medida
IP-casi seguramente, entonces N (- N A) también lo es.

Ademas, si A, B € Sy AN B = @, entonces para conjuntos Ay, Ay € S, N(A1 N
A) y N(Az N B) son independientes por ser N(-) una medida aleatoria de Poisson.
Esto implica que N(- N A) y N(- N B) son independientes. O

Corolario 2. Supongamos que N(-) es una medida aleatoria de Poisson sobre (S,S,1).
Entonces, el soporte de N (-) es IP-casi sequramente numerable. Si ademds, 1 es una medida
finita, entonces el soporte es IP-casi seguramente finito.

Demostracién. En el contexto de la demostraciéon del Teorema 1, tenemos que

M
N(S) = Zl{v,-es}/
i=1

para 17(S) < oo. Sabemos que M se distribuye Poisson con pardmetro #(S) < oo, por
lo que M < oo, IP-casi seguramente. Ademas P(v; € A) = n(A)/n(S), parai > 1
y A € S. Luego, el conjunto {v;}1<;<y tiene una cantidad finita de elementos casi
seguramente y se cumple que N(S\{v;}1<i<n) =0y N({v;}) = 1paral <i < M,
asi N(S) = Y1<j<m d(,) con M finito IP-casi seguramente. Esto prueba el caso finito.

Para el caso de que (S, S, 1) sea o-finito, al igual que en la prueba del Teorema 1,

podemos escribir
N(-) =) Ni(:NBy),

i>1

donde N;(- N B;) es una medida aleatoria de Poisson sobre (B;, S N B;, ;) para cada
i>1yni(-) =n(-NB;) conn(B;) < oc. Debido a que para cada i > 1, #; es finita, las
variables aleatorias N;(- N B;) tienen soporte IP-casi seguramente finito. Esto implica
que el soporte de N(-) es la unién numerable de soportes finitos IP-casi seguramente,
y por tanto, el soporte de N(-) es IP-casi seguramente numerable. ]
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Observacién 1. Notemos que si 1 es una medida con un dtomo en un singulete s € S
y {s} € S, entonces se sique de la construccién de la medida aleatoria de Poisson que
P(N({s}) > 1) > 0. Por otro lado, si 1§ no tiene dtomos entonces P(N({s}) = 0) =1
para todos los singuletes s € S tal que {s} € S.

1.3. Funcionales de medidas aleatorias de Poisson

Vamos a estudiar ahora integrales con respecto a medidas aleatorias de Poisson.
Sea N(-) una medida aleatoria de Poisson sobre (S, S, 7). Teniendo en cuenta que
N(-) es una medida IP-casi seguramente, podemos escribir

[ fN(ax), (14

como un variable aleatoria bien definida en [—oc0, 0], donde f : S — [—o00,00] es
una funcién medible. A continuacién enunciamos como lema un resultado de teoria
de la medida (ver Ejercicio 2.3 de Kyprianou [29]) que usaremos en el estudio de
funcionales de medidas aleatorias de Poisson.

Lema 3. Sea 17 una medida sobre (S,S)y f : S — [0, 00) una funcion medible. Entonces
/(1 — e~ ®))y(dx) < oo, para todo a > 0
S

si y solo si

/5(1 A F(x))5(dx) < co.

Teorema 2. Supongamos que N es una medida aleatoria de Poisson sobre (S,S,n). Sea
f S — R una funcién medible. Entonces

(i)
X = /S F(x)N(dx),

es casi seguramente convergente si y solo si
LRI () < oo (1.5

(ii) Bajo la condicion (1.5), se tiene

E[¢#X] = exp {— /S (1- eiﬁf<X>)q(dx)} , (1.6)

para p € R.
(iii) Ademds
EX| = [fen(dx) si [If@lpdn) <., @)

B0 = [ ftoian + ([ o)

si

/S;f(x)zﬂ(dx) <oy /Slf(x)In(dx) < 0. (1.8)
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Demostracion. (i) Vamos a probarlo primero para funciones simples, o sea, de la for-
ma f(x) = Yi" 1«14 (x), donde a; es constante para cada i, y {A;}1<i<, son disjun-
tos en S y ademés (A1 U...UA,) < co. Para estas funciones, se tiene que

n
X =) aN(A;)
i=1

es finito casi seguramente pues N(A;) se distribuye Poisson con pardmetro 77(A;) <
0. Luego, para 6 > 0, tenemos

E [e—é‘X] — H E [E—GaiN(Ai)]
i=1

= Texe {~(1—c"n(a]

- exp{—éu—e-“f)nmi)}.

1

Dado que 1 — e~ %) = 0, sobre S\(A; U...U A,), podemos decir que

Ele %] = exp {— /5(1 - egf(x))iy(dx)} .

Ahora, vamos a probar la igualdad anterior para el caso de funciones medibles po-
sitivas f. Para este tipo de funciones, existe una sucesién crecientes de funciones
simples, {f,},>1, tal que lim,; f, = f puntualmente. Como N es una medida o-
finita casi seguramente, el teorema de convergencia mondétona garantiza que

lim/sfn(x)N(dx) = /Sf(x)N(dx), P —cs.

ntoo

Aplicando el teorema de convergencia dominada y teorema de convergencia monoé-
tona encontramos que, para 0>0,

Ele ] = E [exp{—@/f(x)N(dx)H

= limE [exp{—@ / fn(x)N(dx)H
= limexp {— /5(1 — egf"’(x))n(dx)}

ntoo
= exp {— /5(1 - e_ef(x))n(dx)} . (1.9)

Observemos que la integral del lado derecho de la ecuaciéon anterior es, o infinita
para todo € > 0 si X = oo casi seguramente, o finita para todo 6 > 0si X = oo con
probabilidad menor que 1. Supongamos que [, (1 —e~%/™))y(dx) < copara® >0y
notemos que para todax € Sy 0 < 6 < 1se cumple que (1 —e %)) < (1 — ¢~ f(¥)),
donde 1 — e~/(*) es integrable con respecto a 7. Entonces podemos aplicar el teorema
de convergencia dominada para obtener

{ e 0f(x) —
lgil}’)lt S(1 e )y (dx) =0, para0 <0 < 1.
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Ademés, bajo el supuesto de que [;(1 — e~ %))y (dx) < co para § > 0, se sigue de
(1.9) que E[e %X] < oo para # > 0. Esto nos permite aplicar el teorema de conver-
gencia dominada nuevamente a la ecuacién (1.9) cuando 6 decrece a 0, con lo que
obtenemos que IP(X = o) = 0. Entonces, tenemos que X < oo casi seguramente si
y solosi [¢(1— e~y (dx) < co, para todo 8 > 0. Ademés, del Lema 3, se verifica
que esto pasa si y solo si

LA s < .

Notemos que ambos lados de (1.9) son continuos para 6. Ademas, si reemplazamos
0 por 6 —if para B € R, nos queda

Ele¢~FX] = exp {_ /s(l _ e(@iﬁ)f(x))q(dx)}.

Entonces ambos lados de la ecuacién anterior son analiticamente continuos, pues
vienen dados como composicién de funciones continuas de la expresion ¢/—F, 1a
cual a su vez es continua en todo el plano complejo. Entonces, tomando limites en
ambos lados cuando 6 decrece a 0, obtenemos (1.6).

Ahora, consideremos f una funcién medible sin la restriccién de ser positiva.
Podemos escribir f = f* — f~, donde f* y f~ son ambas medibles. Entonces X =
X4+ —X_,donde

Xo= [f@Ne@dr) X = [ FN-(dx)

yNy = N(-Nn{x € S: f(x) >0})yN. = N-Nn{x € S: f(x) < 0}). Del
Corolario 1, N1 y N_ son medidas aleatorias de Poisson con intensidades respectivas
n(-N{f >0}) yn(-N{f < 0}). También son independientes y por tanto, X y X_
también lo son. Luego tenemos que, casi seguramente, X converge absolutamente
si y solo si X, y X_ son convergentes. Pero, el anélisis realizado para el caso de
f positiva puede usarse para las sumas de X, y X_, y obtenemos que X converge
absolutamente si y solo si

LAnIF)n(d) <

con lo que queda probado (i).

Para realizar la prueba de (ii), supongamos que la desigualdad anterior se cum-
ple. Como X y X_ son independientes, al igual que en la conclusién de la prueba
de (i), tenemos que para § € R,

E[efX] = E[ePX+]E[e X

= o= [ A= anlxep{=[ | a-e O]
_ exp{—/s(l—efﬁﬂx))q(dx)},

con lo que completamos la prueba de (ii).
Para la prueba de (iii), en la expresioén (1.6),

B[] = exp { - [(1- ¥ )y(an |,
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vamos a diferenciar en ambos lados. Si suponemos que |5 |f(x)[7(dx) < oo pode-
mos aplicar el teorema de convergencia dominada para diferenciar bajo el signo de
la integral, con lo que obtenemos

Bl ) —exp { = (1= P ytan | (= [ (<ires =) yian).

Luego, evaluando en B = 0 se sigue que

= [ Fx)n(ds)

Ademas, diferenciando nuevamente, usando la hipétesis (1.8) y aplicando el Teore-
ma de Convergencia Dominada para diferenciar bajo el signo de la integral, obtene-
mos que

E[_Xzeiﬂx]:exp{_/s(l_eiﬁf( }(/ (zf )elBf(x ) dx))2
-l-exp{ /(1—€lﬁf( }( sf 2¢iPf(x )>,

y evaluando en = 0, obtenemos que

)= (@) + [ rernan

como se queria. O

1.4. Martingalas cuadrado integrables

En general, vamos a usar mucho las identidades del Teorema 2 para medidas
aleatorias de Poisson, N(+), sobre ([0,00) x R, B[0,00) x B(R),dt x I1(dx)), donde
IT es una medida concentrada en R\{0}. Estamos interesados en integrales de la
forma

/[Oﬂ /BxN(ds x dx), (1.10)

con B € B(R). Las integrales que trabajamos en el Teorema 2, de la ecuacioén (1.5) a
la (1.8), poniendo f(x) = x, para la medida aleatoria de Poisson de arriba, se pueden
reescribir como

/[O,t}xB(l Alx|)ds x T(dx) = t/B(l A |x)II(dx),
/[o,t]xB(l —eP)ds x I(dx) = t/B(l — ePII(d),
/[O,t]xB |x]ds x IT(dx) = t/B |x[T1(dx),

/ x?ds x TI(dx) = t/ x°TI(dx),
[0,{]xB B

donde t aparece multiplicando a cada una, como consecuencia de la implicacién de
la medida de Lebesgue A(-) sobre [0,0) en la intensidad de N, pues A([0,t]) = t. A
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continuacion probaremos dos lemas fundamentales para entender el contexto en el
cual usaremos expresiones del tipo (1.10).

Lema 4. Supongamos que N(-) es una medida aleatoria de Poisson sobre el espacio de me-
dida ([0,00) x R,B[0,00) x B(R),dt x I1(dx)), donde I1 es una medida concentrada en
R\{0} y B € B(R) tal que 0 < II(B) < oo. Entonces

X; = / / xN(du x dx), t>0,
04 /B
es un proceso de Poisson compuesto con intensidad T1(B) y distribucion de saltos dada por
I1(B)~'I1(dx)|.

Demostracién. Por hipétesis I1(B) < oo, entonces del Corolario 2, tenemos que, para
t > 0, X; puede ser escrito como la suma sobre una cantidad finita de puntos casi
seguramente. Como este tipo de funciones son continuas por la derecha con limites
por la izquierda, se deduce que X = (X; : t > 0) es cadlag (ver también Teorema 2
(i) para finitud). Luego, notemos que para 0 < s < t < oo,

Xi—Xs = / / xN(du x dx),
(st] /B

y es independiente de {X, : u < s} pues sobre regiones disjuntas N(-) tiene la
propiedad de independencia. De la construcciéon de N(-), en el Teorema 1, y del
hecho de que su medida de intensidad tiene la forma dt x IT(dx), se sigue que X; —
X tiene la misma distribucién que X;_;. Ademds, usando nuevamente el Teorema
2, parte (ii), se tiene que, paratodad € Ryt > 0,

E[e®%] = exp {—t/B(l - eiex)H(dx)} . (1.11)

La funcién caracteristica anterior corresponde a la de un proceso de Poisson com-
puesto con distribucion de saltos y tasa de llegada dadas por IT1(B)'TI1(dx)|p y
I1(B), respectivamente. O

Lema 5. Supongamos que N(-) es una medida aleatoria de Poisson sobre el espacio de me-
dida (]0,00) X R, B[0,00) x B(R),dt x I1(dx)), donde T1 es una medida concentrada en
R\{0} y B € B(R) tal que 0 < II(B) < oco. Supongamos que B cumple [, |x|TI(dx) < co.

(i) El proceso de Poisson compuesto con deriva
M; = / / xN(ds x dx) — t/ xI1(dx), t>0
0t /B B

es una P-martingala con respecto F = {F; : t > 0}, la filtracién generada por X.
(ii) Siademds [, x*T1(dx) < oo, entonces es una martingala cuadrado integrable.

Demostracion. (i) Notemos que el proceso M = {M; : t > 0} es adaptado a la filtra-
cién F, pues M; = X; — t f B xIT(dx). Notemos ademads que, para t > 0,

‘/[o,ﬂ JyxivGas x dn| + | L rican,
/[o,t]/B’xW(dS x dx) +t/B |x|TI(dx)

| M|

IN

IN
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que implica que

E[|M,]] < E [/M/Bmz\f(ds ><dx)+t/B|x\H(dx)},

la cual, del Teorema 2 (iii), es finita pues [, |x|II(dx) lo es. Luego, usando el hecho
de que M tiene incrementos estacionarios encontramos que, para 0 <s < t < oo,

E[M; — Ms|Fs] = E[M;_
E [/(S,t] /BxN(du X dx)} —(t—s) /BxH(dx) =0,

donde usamos el Teorema 2 (iii) nuevamente.
Para probar (ii), necesitamos ver que M es cuadrado integrable. Usando el Teo-
rema 2, la propiedad de martingala de E[M;] = 0y que [, x*TI(dx) < oo, podemos

deducir que
{Mt+t/3xn(dx)}2] :t/szn(olx)H2 (/an(olx)>2

Entonces, desarrollando la parte izquierda de la ecuacién anterior se tiene

E

E[M2] = t /B X2T1(dx) < oo

como queriamos.
]

Observacion 2. Notemos que en este caso estamos trabajando con integrales de la forma

/[O,t] /Bf(x’S)N(dS x dx),

para f(x,s) = x. Sin embargo, el Lema 5 se cumple para funciones medibles f en general.
En otras palabras, si B cumple [ |f(x,s)|TI(dx) < co, entonces

Mt:/[O,t]/Bf(x,s)N(dsxdx)—/[Olt]/Bf(x,s)dsH(dx),

es una martingala cuadrado integrable cuando |, 0, f3 f(x,5)?dsIT(dx) < co. Ver Lema
3.1y pdgina 62 de lkeda y Watanabe [18] para mds detalle.

En el contexto del Lema 5, hemos considerado conjuntos B que cumplen lo si-
guiente

/B|x|n(dx) < oo,

esto se debe a que existen casos en que esta integral se va a co. Consideremos, por
ejemplo, el caso de TT(dx) = T,-ox~ ) dx + 1y<o|x|” ¥ dx para « € (0,1) y
B = (—1,0) U (0,1). En este caso, tenemos que [ |x|II(dx) = oo mientras que
[z x*T1(dx) < oo. Por tanto existen conjuntos B € B(R) para los cuales no nece-
sariamente se cumplen las hipétesis del lema. Sin embargo, resultard fundamental
en la comprension de la descomposicion de Lévy-Itd entender el limite de la mar-
tingala en el Lema 5 para conjuntos de la forma Be cuando € | 0. Para atacar esto,
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probaremos un teorema, que muestra que existe un proceso con ciertas caracteristi-
cas, al cual converge uniformemente las martingalas del tipo considerado en el Lema
5.

Antes de enunciar este resultado, que es fundamental en esta seccién, necesita-
mos establecer una serie de hechos generales sobre las martingalas cuadrado inte-
grables. Fijemos un horizonte temporal T > 0. Asumamos que (Q), F, F;, P) es una
espacio de probabilidad filtrado, donde la filtracién (F; : t € [0, T]) satisface las
condiciones naturales.

Definicién 2. Sea T > 0. Definamos a M3 = M%(Q, F,{F; : t € [0,T]},IP) como el
espacio de las P-martingalas cuadrado integrables real valuadas, de media cero, casi segu-
ramente continuas por la derecha, con respecto a la filtracion dada sobre un intervalo finito
[0, T].

Gracias a los supuestos hechos sobre F;, tenemos que cualquier martingala cua-
drado integrable con media cero con respecto a esta filtracién tiene una modificaciéon
continua por la derecha, que también pertenece a M3. Ademds, sabemos que el es-
pacio M2 es un espacio vectorial sobre R con elemento nulo M; = 0, para t € [0, T]
y todo w € (). Mds atin, es conocido que definiendo el producto interno

(M,N) = IE[MTNT],
donde M, N € M2, tenemos que MZT es un espacio de Hilbert.

Teorema 3. Supongamos que N(-) es una medida aleatoria de Poisson sobre el espacio
([0,00) xR, B[0,00) x B(R),dt x II(dx)), donde ITes una medida concentrada en R\ {0}
y f(fl,l) x?T1(dx) < 0. Para cada € € (0,1) definamos la martingala

M; = /[ ] / xN(ds x dx) —t [ xII(dx), t>0.
J10,t] JBe B.

Entonces existe una martingala M = (M; : t > 0) con las siguientes propiedades:

(i) para cada T > 0, existe una subsucesion {€l},>1 con €l | 0 tal que

n1e0 0<s<T

p el 2
p <hm sup (M;" — M;)” = 0) =1,

(ii) es adaptada a la filtracion F,
(iii) tiene trayectorias cadlag casi sequramente,

(iv) tiene, a lo mds, una cantidad numerable de discontinuidades sobre [0, T casi segura-
mente,

(iv) tiene incrementos independientes y estacionarios.

En otras palabras, existe un proceso, que es también una martingala, con una cantidad nu-
merable de saltos a la cual, para un T > 0 fijo, la sucesion de martingalas (M§ : t < T)
converge uniformemente sobre [0, T| con probabilidad 1.
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Demostracion. (i) Sea0 < n < € < 1, fjemos T > 0 y definamos M¢ = (M§ : t €
[0, T]). Realizando un calculo andlogo al hecho en el Lema 5 (ii) obtenemos

2
E[(M$—M])?] = E { </[0,T} /WSIXI<€ xN(ds x dx) — T e xH(dx)) }
_ 2
= T/’7§x<€x IT(dx).

Notemos que la parte derecha de la igualdad anterior es igual a || M€ — M"||?, donde
| - || es la norma inducida por el producto interior sobre M32. Por hipétesis,

/ x°TI(dx) < oo,
(=11)

por tanto obtenemos que
lim |M® - M| =0,
enl0

lo que significa que (M¢)p<c<1 es una sucesién de Cauchy en M3. Ahora, como M3
es un espacio de Hilbert, existe una martingala continua por la derecha M = (M; :
s €0, T)) € M2 tal que

lim | M — M¢|| = 0.

€l0

Aplicando la desigualdad maximal de Doob encontramos que

IimIE
el0

sup (M; — M§)2] < 4lim | M — M€ =0, (1.12)
€

0<s<T

de donde podemos deducir que el limite (M : s € [0,T]) no depende de T. De
hecho, supongamos que si depende y reajustemos nuestra notaciéna (M : s < T),
que representa este limite. Entonces, a partir de (1.12), vemos que para cualquier
0<T <T,

IimE
€l0

sup (M — M, 7)?| < limE
0<s<T' €l0

sup (Mg — MS,T)ZI = 0.

0<s<T

Por tanto, usando que para dos sucesiones reales {a, } y {b,}, sup,,(a,)* = (sup,, |a,|)?
y que sup,, |a, + b,| < sup,, |a,| +sup,, |b,| y la desigualdad de Minkowski, tenemos
que

1/2

< IimE
el0

E | sup (Msp — MS,T)2

0<s<T’ 0<s<T’

1/2
sup (Mg — Ms,T’)2]

+1limE

1/2
sup (MS — MS,T)ZI =0,
€l0

0<s<T’

lo que muestra que los procesos M.t y M. 1 son uniformemente iguales sobre [0, T’
casi seguramente. Pero, dado que T y T’ puede ser elegidos arbitrariamente, pode-
mos hablar de una martingala limite bien definida M = (M; : t > 0).

Por otra parte, del hecho de que la convergencia en L? de una sucesién de varia-
bles aleatorias implica convergencia casi segura de una subsucesién determinista, y
de la ecuacién (1.12), deducimos que existe una subsucesion determinista (€]),>0
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tal que
T
lim sup (Ms* — M;)? =0,
€nl00<s<T
casi seguramente.

(ii),(iii) Dado que, para cada T < oo, {M; : s € [0,T]} € M2, es inmediato de
la definicién de este espacio de martingalas que M es adaptado a la filtracién F con
trayectorias continuas por la derecha. Falta probar entonces que las trayectorias de
M tienen limites por la izquierda. Para ello, notemos que las trayectorias de M€ son
continuas por la derecha con limites por la izquierda. Luego, convergencia uniforme
casi segura a lo largo de una subsucesion sobre intervalos finitos implica que el pro-
ceso limite, M, también tiene trayectorias continuas por la derecha con limites por la
izquierda.

(iv) Usando el Corolario 2, hay a lo mds una cantidad numerable de puntos en el
soporte de N, donde N es una medida aleatoria de Poisson. Ademas, usando la Ob-
servacion 1, como la medida df x I1(dx) no tiene d&tomos, la medida aleatoria N(-)
es necesariamente {0, 1}-valuada sobre el espacio de los singuletes. Por tanto, cada
discontinuidad en {M; : s > 0} corresponde a un tnico punto en el soporte de N (-).
Lo que implica que M tiene a lo mds una cantidad numerable de discontinuidades.

(v) Para cualquiern ¢ IN,0 <51 <t < ... <5, <t, <T <ooyby,...,0, €,
el teorema de convergencia dominada y convergencia uniforme casi segura a través
de una subsucesién {€! };>0 nos dan

E

ntoo

n .
[1e” (Mff‘MSf)] — limE

T T
B i (M7 — M)
| | e J /

j=1 j=1
T
ie,-Mf.”s.]
e J 7%

= limﬁlE

ntoo =1

n .
= TIE "],
j=1

lo que prueba que M tiene incrementos independientes y estacionarios. O
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Capitulo 2

Procesos de Lévy

En este capitulo vamos a definir y caracterizar a los procesos de Lévy. Vamos a
explorar brevemente su relaciéon con las distribuciones infinitamente divisibles, lo
cual nos permitird probar la descomposicion de Lévy-Itd. Dicha descomposicién es
imprescindible para obtener muchos de los resultados fundamentales de gran parte
de este trabajo. Finalmente, vamos a visualizar a los procesos de Lévy como procesos
de Markov fuerte y vamos a introducir como caso particular de procesos de Lévy a
los subordinadores y a los procesos espectralmente positivos.

2.1. Definicién y propiedades

Antes de definir formalmente los procesos de Lévy, consideremos el modelo de
la caminata aleatoria. Esta se construye a partir de la suma de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) ¢1, &>, . . ., de la siguiente forma

t
Xi=Y¢, Xo=0t=12....
j=1

Este proceso esta caracterizado por los incrementos ¢;1 = X;11 — X}, que son inde-
pendientes e idénticamente distribuidos. Una pregunta natural es: ;cudl es la version
continua de la caminata aleatoria?

Una primera idea podria ser el movimiento Browniano, sin embargo, podemos
pensar en una clase de procesos mucho més general: los procesos de Lévy. Esta clase
es muy variada y en los dltimos afios se ha vuelto muy popular por sus aplicaciones
en diversas ciencias y porque son analiticamente "tratables". Veamos su definicién
formal.

Definicién 3 (Proceso de Lévy). Un proceso (X : t > 0), definido sobre un espacio de
probabilidad (Q), F,P), es un proceso de Lévy si satisface las siguientes condiciones:

(i) Para0 <s <'t, X; — X, es igual en distribucién a X;_.
(ii)) Para 0 <s <t, X; — X; es independiente de 0 {X,, : u < s}.
(iii) P(Xo=0) =1.

(iv) Las trayectorias de X son IP-casi sequramente continuas por la derecha con limites por
la izquierda.

El proceso de Lévy mads simple es la "funcién lineal", vista como proceso deter-
minista. El movimiento Browniano es otro ejemplo, que ademads tiene trayectorias
continuas. Los procesos de Poisson y procesos de Poisson compuestos son también
ejemplos importantes de procesos de Lévy.
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En lo adelante, vamos a asociar a X la filtracion {F; : t > 0}, donde, para cada
t > 0, F; es la filtracion natural de la o-dlgebra generada por {X; : s < t}. Dado
que los procesos de Lévy tienen trayectorias IP-casi seguramente continuas por la
derecha, esto asegura que para cada t > 0, F; es continua por la derecha, i.e F; =
Ns>tFs. Estudiemos algunas de las propiedades de los procesos de Lévy.

Lema 6. La suma finita de procesos de Lévy independientes es un proceso de Lévy.

Demostracién: Probemos para la suma de dos procesos de Lévy, el caso general se
muestra por induccién usando el mismo argumento. Sean X y Y dos procesos de
Lévy independientes. Probemos que Z = (Z; : t > 0), donde Z; = X; + Y; es un
proceso de Lévy.

(i) Sean 0 < s < t, entonces X; — X5 ~ X;_s y esindependiente de Y; — Y5 ~ Y;_,
por ser procesos de Lévy independientes, donde ~ significa que se distribuyen igual.
Luego,

Zy —Zs = (Xt + Yt) - (Xs + Ys) ~ Xt s+ ths =Zis.

(ii) Sean 0 < s < t, entonces X; — X; es independiente de 0 {X,, : u < s}y Y; — Y;
es independiente de o{Y, : u < s}, por ser procesos de Lévy. Como X y Y son
independientes, tenemos que Z; — Z; = (X; + Vi) — (Xs + Ys) = (X — Xs) + (Vi —
Y;) es independiente de 0{Z, = X, + Y, : u < s}.

(iii) P(Zo = 0) = P(Xo + Yo = 0) = 1 pues Xp y Yp son cero casi seguramente.

(iv) Como las trayectorias de X y de Y son continuas por la derecha con limite
por la izquierda casi seguramente, las trayectorias de la suma tienen la misma pro-
piedad. Esto se debe a que la suma de funciones continuas por la derecha es continua
por la derecha. Ademas, el limite de la suma de funciones es la suma de los limites.

U

Con el propésito de caracterizar a los procesos de Lévy y explorar la gran varie-
dad de procesos que representan, vamos a introducir las distribuciones infinitamen-
te divisibles.

Definicién 4 (Distribuciones infinitamente divisibles). Una variable aleatoria real ©
tiene una distribucion infinitamente divisible si, para cadan = 1,2, .. ., existe una sucesion
de variables aleatorias independientes i.i.d @y, ..., @y, tal que

@g®1’n+...+®n,n,

donde £ significa iqualdad en distribucion.

Alternativamente podemos expresar la Definicion 4 en términos de leyes de pro-
babilidad: la ley # de una variable aleatoria en los reales es infinitamente divisible
si, para cada n = 1,2,..., existe una ley u, tal que p = u;"*, donde y;" denota la
n-ésima convolucion de p;,.

También podemos tratar la definicién en términos del exponente caracteristico.
Supongamos que © tiene exponente caracteristico ¥ (u) := — logE[¢™®], definido
para todo u € IR. Entonces, © tiene distribucién infinitamente divisible si, para n >
1, existe un exponente caracteristico ¥,, de una distribucién de probabilidad, tal que
Y(u) =n¥,(u), paratodo u € R.

Una forma adecuada de caracterizar una distribucién infinitamente divisible es a
través de la forma que tiene su exponente caracteristico ¥, como muestra el siguiente
teorema, que enunciaremos sin demostracion. Una demostracién detallada de este
resultado podemos encontrarla en Sato [42].
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Teorema 4. (Férmula de Lévy-Khintchine) Una ley de probabilidad y de una variable alea-
toria real es infinitamente divisible con exponente caracteristico ¥ si y solo si existe una
tripleta (a,0,11), donde a € R, o € Ry IT una medida concentrada en R\ {0} que satisface
Jr(AAXH)TI(dx) < oo, tal que

. 1 ; .
Y(6) = iad + E(7292 + /JR (1 — 0% 4 19x1{|x|>1}) I1(dx),

para cada 0 € R. Ademds, la tripleta (a,c?,11) es tinica.
Definicién 5. La medida 11 es llamada la medida de Lévy.

Entre las propiedades mdas importantes de los procesos de Lévy se encuentra
su relacién con las distribuciones infinitamente divisible, que se puede ver en los
siguientes lemas.

Lema 7. Sea X = (X; : t > 0) un proceso de Lévy , entonces X; es infinitamente divisible
para cadat > 0.

Demostracion: De la Definicion 3, tenemos que parat >0,y n > 1,
Xt = Xiyn + (Xotyn — Xin) + -+ (Xt = Xpp—a)/n), 2.1)

usando que X tiene incrementos independientes y estacionarios y que Xy = 0 c.s,
queda probado el resultado. O

Lema 8. Sea X = (X; : t > 0) un proceso de Lévy , entonces para cada t > 0, se tiene la
propiedad

4

E [eiBXf] — eft‘Y(O)

donde ¥ (0) es el exponente caracteristico de Xq. Llamaremos a ¥ como el exponente carac-
teristico del proceso de Lévy.

Demostracion: Para € Ryt > 0, sea
¥:(0) = —logE[e%].
Usando (2.1), tenemos, para enteros positivos m y n, que
mY1(0) =¥u(0) = n¥p/n(0).
Luego, para cualquier racional t > 0, se cumple
¥i(0) = t¥1(0).

Para t > 0 real, podemos tomar una sucesién decreciente de racionales {t, },>¢ tal
que t, | t cuando n tiende a infinito, por ser Q denso en R. Ademds, como X es
continuo por la derecha casi seguramente por definicién, implica que e~ ¥(?) también
lo es, debido al teorema de convergencia dominada. Deducimos que ¥;(0) = t¥1(0)
paratodot > 0. O

2.2. Descomposicion de Lévy-Ito

Hasta ahora sabemos que cada proceso de Lévy puede ser asociado con una dis-
tribucién infinitamente divisible. Sin embargo, no sabemos si esto se tiene en el sen-
tido opuesto, i.e si dada una distribucién infinitamente divisible podemos construir
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un proceso de Lévy X tal que X; tiene esa distribucion. La respuesta la encontramos
en la descomposicion de Lévy-Itd, que nos permitira realizar un anélisis riguroso de
la estructura de las trayectorias de un proceso de Lévy.

Usando el Teorema 4, podemos reorganizar la expresion general del exponente
caracteristico de una distribucién infinitamente divisible de la forma

¥(6) = {iae * 30292} " {H(]R\(_l'l)) /{x|>1}(1 - eiex)TI(]Rr{((d—xl),m}

+ {/ (1— e + in)H(dx)} ,
{0<|x|<1}

para todo 0 € R, donde 4,0 € R y II es una medida concentrada en R\ {0} que
satisface [ (1 A x?)I1(dx) < co. Vamos a denotar los tres sumandos de la ecuacién

(2.2)

(2.2) como Y1) (9), ¥ (0) y ¥ (8) respectivamente. La descomposicion de Lévy-
Itd muestra que ¥V (), ¥12) () y ¥ (6) corresponden a los exponentes caracte-
risticos de tres tipos diferentes de procesos de Lévy. Esto implica que ¥ se puede
ver como el exponente caracteristico de la suma independiente de estos tres pro-
cesos, que es también un proceso de Lévy, gracias al Lema 6. Las expresiones de
¥ y ¥(2) corresponden, respectivamente, a un movimiento Browniano con deriva

XM = (Xt(l) :t > 0) donde
XV =B, —at, >0, (2.3)

y a un proceso de Poisson compuesto X(?) = (Xt(z) :t>0) donde
2)
XP=Yya =0 (24)
i=1

con (N; : t > 0) proceso de Poisson con intensidad IT(R\(—1,1)) y {;}i>1 una suce-
sion de variables aleatorias i.i.d con distribucion IT(dx) /TI(IR\(—1,1)) concentrada
en{x:|x] >1}.

Por tanto, el peso de la descomposicién de Lévy-Itd, que enunciamos y proba-
mos a continuacioén, cae sobre la existencia del proceso X©®), donde usaremos los
resultados del Capitulo 1.

Teorema 5 (Descomposicion de Lévy-Itd). Dados a,o € R y Il una medida concentrada
en R\ {0} que cumple

/ (1 A 22)T1(dx) < oo,
R

existe un espacio de probabilidad sobre el cual existen tres procesos de Lévy independientes,
XM, X2 y XO); donde XM es un movimiento Browniano con deriva dado por (2.3), X() es
un proceso de Poisson compuesto dado por (2.4) y X®) es una martingala cuadrado integrable
con una cantidad numerable de saltos casi seguramente sobre un intervalo finito, que son de
magnitud menor que 1, y con exponente caracteristico dado por ¥3), como en (2.2). Ademds,
tomando X = XM + X@) + XO), existe un espacio de probabilidad sobre el cual se define
un proceso de Lévy con exponente caracteristico

Y (0) = aif + 30292 + /]R (1— e +ifx1)y o )T1(dx), (2.5)

para 6 € R.
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Demostracion: Tomemos X1 el movimiento Browniano con deriva (2.3), definido
sobre un espacio de probabilidad (), /,IP’). Usando el Teorema 1 del Capitulo 1,
dada la medida I1 con las hipétesis del enunciado, sabemos que existe un espacio de
probabilidad (Q*, F*,IP*) sobre el cual podemos construir una medida aleatoria de
Poisson N sobre ([0,c0) X R, B[0,0) x R, dt x IT(dx)). El soporte de N se interpreta
como puntos en R\ {0}. Definamos

Xt(z) = / / xN(ds x dx), t>0,
[0,4] J{|x|>1}

y usando el Lema 4 del Capitulo 1, dado que IT(R\(—1,1)) < oo, tenemos que Xt(z)

es un proceso de Poisson compuesto con intensidad IT(R\(—1,1)) y distribucién de
saltos dada por TT(R\(—1,1))'T1(dx) IR\(=1,1)-

Sin pérdida de generalidad vamos a asumir que IT(R\(—1,1)) > 0, pues en otro
caso podemos tomar el proceso X(?) idénticamente cero.

Luego, vamos a construir un proceso de Lévy con saltos "pequefios", i.e para cada
0 < € < 1, definamos el proceso de Poisson compuesto con deriva,

Xt(3'€) — / / xN(ds x dx) — t/ xI1(dx), t > 0. (2.6)
[0,4] J{e<|x|<1} {e<|x[<1}

Asumiremos nuevamente sin pérdida de generalidad que IT({x : |x| < 1}) > 0,
pues en otro caso podemos tomar a X(®) como idénticamente cero. Ahora, usando el
Teorema 2 (ii) del Capitulo 1, podemos calcular el exponente caracteristico de X(3),

T@dw%:/ (1 — € + i0x)TI(dx).
{e<|x|<1}

De acuerdo con el Teorema 3 del Capitulo 1 y usando la Definicién 3, existe un pro-
ceso de Lévy que es ademds una martingala cuadrado integrable, definido sobre
(Q*, F*,P*), al cual X(3e) converge uniformemente sobre [0, T] a lo largo de una
subsucesion en €, donde hemos usado que f (—11) xzﬂ(dx) < o0. Evidentemente, el
exponente caracteristico converge a

¥0)(g) = / (1 — € 4+ igx)TT(dx),
{xl<1}

que es precisamente el exponente caracteristico de dicho proceso de Lévy.

Del Corolario 1 del Capitulo 1, sabemos que para cada t > 0, N realiza conteos
independientes sobre los dominios [0,¢] x {R\(—1,1)} y [0,¢] x (—1,1), por tanto
Xy X©®) son independientes.

Para terminar la prueba, definamos el proceso

X =xV4+xP+x%,  t>o 2.7)

Este proceso esta definido sobre (Q), F,P) = (O, F/,P’) x (QF, F*,IP*), tiene incre-
mentos estacionarios e independientes, tiene trayectorias continuas por la derecha
con limites por la izquierda y tiene exponente caracteristico

¥O) = YUO)+¥2 () +¥C)(0)
= iaf+ 1(7292 —|—/ (1—e® + i0x1 ¢ <1y)T1(dx),
2 R
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como se queria probar. O

2.3. Propiedad de Markov fuerte

Ahora, queremos analizar otra de las propiedades importantes de los proceso de
Lévy, la propiedad de Markov fuerte. Vamos a definir, para cualquier tiempo de paro
T, la o-dlgebra generada por T como

Fr={ACQ:An{T <t} e F,teR}.

Lema 9. Sean X = (X; : t > 0) un proceso de Lévy y T un tiempo de paro. Parat > 0,
definamos Y; = Xt — Xt. Entonces, bajo el evento {T < co}, el proceso Y tiene la misma
distribucion que el proceso X y es independiente de Fr.

Demostracién: Vamos a probar que, param € N, ty,...,t, € Ry, toda funcién aco-
tada f : R” — Rytodo A € Fr

E [1an(rccopf (Y, --, Y2,)] = PIAN{T < 0o }JE[f(Xy,..,x,,)]-

Haciendo uso del teorema de clases monétonas (ver Teorema 25 del Apéndice A), es
suficiente probar la identidad anterior param = 2,y f(y1,y2) = fi(y1)f2(y2) donde
f1, f2 : R = R son funciones continuas y acotadas.

Definamos, para cadan > 1,

y paracadan > 1yt € Ry, definimos Y}" = X7nyy — X1n. Tenemos que casi se-
guramente T" | T cuando 7 tiende a infinito. Como el proceso X es continuo por
la derecha y fi, f» son continuas y acotadas, se tiene que fi(Y{!) — fi(Y},) casi se-
guramente, cuando n tiende a infinito, para i = 1,2. Luego, usando el teorema de
convergencia dominada se obtiene:

im E [1anreceoyy 1 (YE) 2(Y5)] = E [Lanir<co} 1Y) 2(Ys,)] -

n—oo

Denotemos por Ay = {k{nl <T< % }, parak > 1. Luego, para A € Fr, usando que
X tiene incrementos independientes y estacionarios, tenemos

Eflangr<eopfiiy) 2(05)] = E

Z Lanayfi (XQ%H] - X%)fZ ( kg T XL)

k>1

= E[E| Y omsfi (X, X)X g =Xy |7 “
k>1
= E El{AﬂAk}IE [fl(th)fz(th)]

=1
= P[AN{T" < o}HE[f1(Xy)f2(X1,)],

donde hemos usado la propiedad de incrementos independientes y estacionarios y
el hecho de que parak > 1y A € Fr, el evento AN Ay € Fi . Tomando limite
27’
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cuando 7 tiende a infinito en ambos lados de la ecuacién anterior, queda probado
nuestro resultado. 0

Teorema 6. Todo proceso de Lévy es proceso de Markov fuerte.

Demostracién: Sea T tiempo de paro, queremos mostrar que para toda funcional aco-
tada f, se cumple

E[f((Xeyr,t = 0))[Fr] = E[f (X1, t = 0))|X7].

SeaY = (Y; : t > 0) definido como Y; = Xr4; — Xr. Observemos que Xji7 =
Y; + X7, por tanto E[f ((X¢11,t > 0))|Fr] = E[f((Y: + X1,t > 0))|Fr]. Usando el
Lema 9, Y; tiene la misma distribucién que X; y es independiente de Fr. De esta
forma,

E[f((Xeer,t > 0))|Fr] = E[f((Yi + X, t > 0))|Fy]
= E[f((Yi + X1, t > 0))|X1]
E[f((X¢ + X1, t > 0))|X7],

Pero, dado X7, la variable aleatoria X; + Xt tiene la misma distribucién que X; .
Con esto queda probado el resultado. O

2.4. Subordinadores y procesos espectralmente positivos

Retomando la descomposicién de Lévy-Ito, se puede ver que la presencia del
movimiento Browniano X1 implica que el proceso de Lévy tiene trayectorias de
variacion no acotada. Sin embargo, si consideramos el caso de o = 0, las trayectorias
podrian ser de variacién acotada. Dado que el proceso X(?) es de variacién acota-
da puesto que es un proceso de Poisson compuesto, entonces solamente el proceso
limite X(®) determina si el proceso de Lévy es de variacién acotado o no. Esto nos
conduce a plantear el siguiente lema.

Lema 10. Un proceso de Lévy con exponente de Lévy-Khintchine correspondiente a la terna
(a,0,I1) tiene trayectorias de variacién acotada si y solo si

c=0 |y /]R(l/\|x\)H(dx)<oo. 2.8)

Demostracién: Retomando la definicién de X(®), particularmente en la expresion (2.6)
del proceso de Poisson compuesto con deriva, es natural preguntarse bajo qué con-
diciones existe el limite

lim/ / xN(ds x dx).
el0 Jjo,1] Jie<|x|<1}

Para responder esta interrogante, nos remontamos al Teorema 2 (i), donde obtene-

mos que .
/ / x| N(ds x dx) < oo,
04 J{x1<1}
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siysolosi |, (Jx|<1} |x|TI(dx) < co. Con esta informacién, podemos identificar enton-

ces el proceso X(®) como

Xt(a) = / / xN(ds x dx) — t/ xIT(dx), t>0,
[0,4] J{]x[<1} {Ix[<1}

de donde obtenemos que el proceso X®) es de variacién acotada si y solo si

/ Ix|TT(dx) < oo,
{Ixl<1}

lo que implica el resultado. O

Usando el Lema 10, en particular que la integral (2.8) sea finita, nos permite rees-
cribir el exponente de Lévy-Khintchine de estos proceso de variaciéon acotada como

Y(0) = —id6 + /IR (1 — e®)T1(dx) 2.9)

donde la constante 6 € R esigual a — <a + [ {x|<1} xH(dx)). Para este caso, el pro-
ceso de Lévy toma la forma

X, = 5t+/ / ¥N(ds x dx),  t>0. 2.10)
[0t JR

En (2.10) el término é se conoce como deriva.

Queremos estudiar ahora una clase particular de procesos de Lévy, los cuales
tienen trayectorias no decrecientes y que son llamados subordinadores, que es un
caso particular del Lema 10.

Definicién 6 (Subordinadores). Un subordinador es un proceso de Lévy que tiene trayec-
torias no decrecientes.

Observacién 3. Equivalente a la definicion anterior, un subordinador es un proceso de Lévy
de variacion acotada, deriva positiva & > 0 y medida de saltos concentrada en (0, 00).

Veamos algunos resultados relacionados a los subordinadores.

Teorema 7. Un proceso de Lévy es un subordinador si y solo si I1(—o0,0) = 0, [ (0,00) (1A
x)II(dx) < 00,0 =0yd =— (a + f(o,l) xH(dx)) > 0.

Demostracion: Supongamos que II(—o0,0) = 0. De la prueba del Teorema 5, obtene-
mos que el proceso de Lévy correspondiente tiene saltos no negativos. Si ademas,
tenemos que |, (0,00) (1 Ax)II(dx) < oo, 0 = 0y, en la representacion (2.9) del expo-
nente caracteristico, 6 > 0, entonces de (2.10) se puede ver que el proceso de Lévy
tiene trayectorias no decrecientes.

Por otro lado, si un proceso de Lévy tiene trayectorias no decrecientes, entonces
necesariamente tiene variacion acotada. Por tanto, |, (0,00) (IAx)II(dx) < 00,0 =0
y entonces en la representacion (2.9) del exponente caracteristico, necesariamente se
tiene 6 > 0. O
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Notemos que, para el caso particular de los subordinadores, la férmula de Lévy-
Khintchine en (2.9) se puede escribir como

Y(0) = —id6 + o )(1 — e II(dx). (2.11)

Lema 11. Sea S un subordinador, entonces su exponente de Laplace tiene la forma

—log E[e™%1] = 66 + ( )(1 — e ) I1(dx),
0,00

para todo 6 > 0.

Demostracion: Un subordinador toma valores no negativos, por tanto su exponente
de Laplace existe para todo & > 0. Poniendo 6 = ig, con ¢ > 0 en la férmula de
Lévy-Khintchine dada por (2.11), obtenemos

—logE[e %] = 56 + ( )(1—6’9")H(dx).
0,00

O

Por otra parte, si II(—o0,0) =0 y X no tiene trayectorias monétonas, es decir,
que no es un subordinador ni una deriva lineal de saltos negativos, nos referimos a
este tipo de procesos como procesos de Lévy espectralmente positivos. Un proceso
de Lévy X es espectralmente negativo si —X es espectralmente positivo. Este tipo de
proceso puede tener variacién acotada o no acotada. En el caso de tener variaciéon
no acotada, puede o no tener una componente Gaussiana. En particular, veamos que
cuando ¢ = 0, es posible que atn tengamos variacién no acotada para este tipo
de procesos. Ademds, un proceso de Lévy espectralmente positivo con variacién
acotada X debe tomar la forma

Xy = —0t+ Sy, t>0,

donde (S; : t > 0) es un subordinador de saltos puros y, necesariamente, § > 0,
pues, si 6 < 0, X seria un subordinador.

Ahora, queremos definir una clase un poco mas general que subordinadores, los
subordinadores matados. éstos son subordinadores que son enviados a un estado
cementerio, i.e un punto adicional que no esta en [0, c0), en un tiempo independiente
que sigue una distribucién exponencial.

Definicién 7. Sea S un subordinador y e, una variable aleatoria exponencial e independien-
te para alguna n > 0. Entonces un subordinador matado se define como el proceso

G — Sy si t<ey,
F7 1o si t>e,

donde 9 es un estado cementerio.

También nos podemos referir a S* como S matado con intensidad #. Como caso
particular, si hacemos ¢, = oo para 77 = 0, entonces la Definicién 7 incluye la de
subordinador.
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El exponente de Laplace de un subordinador matado S* se define para todo 6 > 0
por

®(6) = — log Ele *5i] = —log Ele "1, )] =y — log Ele *] = + ¥(6),

donde Y es el exponente de Laplace de S. Podemos deducir la forma de & usando
el Lema 11, con lo que obtenemos

®(0) =1+ 50+ o )(1 — e )II(dx),
dondeé >0y f(O,oo)(l A x)TT(dx) < o
Por otra parte, usando el teorema de convergencia dominada, es facil ver que ®
es infinitamente diferenciable y estrictamente concava. Ademas, ®'(07) = E[S;] €
(0,00], ®(0) = 57y P(0) = —logP(S5; = 0), que es finito solo en el caso en que
S sea un subordinador de Poisson compuesto. Esto serd de utilidad en el préximo
capitulo.

2.5. Integracién estocastica con saltos

En esta seccién vamos a introducir la férmula de cambio de variable para proce-
sos de Lévy de variaciéon acotada, una herramienta del célculo estocéstico que sera
de utilidad en lo adelante.

Supongamos que X = (X;,t > 0) es un proceso de Lévy de variacién acotada. De
la seccién anterior, sabemos que su exponente de Lévy-Khintchine se puede escribir

como
= —idf + / )T (dx),

donded € Ry [R(1A |x|)II(dx) < co. En consecuencia, las trayectorias de X pode-
mos identificarlas de la forma

Xt:5t+/ / ¥N(ds x dx), £ >0,
0,4 Jr

donde N es una medida aleatoria de Poisson asociada a los saltos de X.

Teorema 8. Sea C1(]0,0) x R) el espacio de funciones f : [0,00) x R — R que son
continuamente diferenciables sobre cada variable (en el caso de la derivada de la primera
variable en el origen, se entiende como derivada por la derecha). Si f € CY1([0,0) x R)
entonces, parat > 0,

taf
£t X)) = £(0, Xo) +/ s—|—5/ 9 (s, X,)ds
0 O0x
+/ / (s, Xo + %) — (s, X, ))N(ds x dx).
[0, /R

Demostracién: Vamos a definir, para todo € > 0,

= t+/ / xN(ds x dx), t>0.
[0,4] J{|x|>€}

Como II(R\(—¢,€)) < oo, tenemos que N(-) cuenta un namero finito casi segu-
ramente de saltos sobre [0, ] x {R\(—¢,€)}. Ademds, X¢ = (X{ : t+ > 0) es un
proceso de Poisson compuesto con deriva. Supongamos que la coleccion de saltos
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de X¢ hasta el tiempo t > 0 es descrita por {(T;, ;) }1<i<m, donde M = N(]0,t] x
{R\(—¢€,€)}).Sea Ty = 0. Entonces una suma telescopica sencilla nos da que

M
f(6X5) = £(0,X5) + ;(f(Ti, X7) = f(Tic, X1,)))

+ (f (& X) = f (T, XT,,))-

Ahora, notando que X€ es lineal y que f es una funcion suave, tenemos
LX) = 0X)
0
"X </ (5000 + 8355, s 4T, X5, 40 — (T X5, )

s [ (Fexrsfexn)as

= F0x9) + [ (Fx0) 4056 x9)) ds
/[O,t] /]R\{O}(f(S, X; + x) _f(S, Xsef))l{‘x‘ZS}N(dS X dx). (2.12)

Por otra parte, notemos que X se puede escribir como la diferencia de dos subor-
dinadores independientes, X; = Xt'Ir — X, ,donde

Xt = 5v0t+/ / N(ds x dx), t>0,
[0,¢] /(0,00)

_:|c5/\0\t—/ / *N(ds x dx),  t>0.
[0,t] J(—0,0)

Ahora, denotemos por

X = 5v0t+// N(ds x dx), >0,

|5/\0|t—/[ / N(ds xdx),  t>0.
0,t] 00,€)

y observemos que por teorema de convergencia dominada casi segura, cuando €
decrece a 0, para cada t > 0 fijo, X;* 1 X;*. Dado que X¢ = Xt(+’€) — Xt( =), podemos
ver que, para cada t > 0 fijo, tenemos lim. o X{ = X; casi seguramente. Ademas,
reemplazando [0, t] por [0, f) en los limites de integracion de las definiciones arriba
dadas, es también claro que, para cada t > 0 fijo, lim, o Xj = X;- casi seguramente.

Ahora, definiendo la region B = {0 < x < |X§| : s < tye > 0}. Veamos que B
es acotado casi seguramente en R pues estd contenido en el conjunto

fo<x<x{M:is<pufo>x>-x{":s<t},

el cual es la unién de dos conjuntos acotados casi seguramente, gracias a la continui-
dad por la derecha de las trayectorias de X. Ademads, debido a la suposiciéon de que
f es suave, ambas derivadas de f son uniformemente acotadas (por un valor aleato-
rio) sobre [0, t] X B, donde B es la cerradura de B. Usando el comportamiento limite
de X€ en € y que las derivadas de f estan acotadas en [0, ] X B junto con teorema de
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convergencia dominada casi segura, vemos que

lim Ot (2];(5, X6 +0 s, X§)> ds — /Ot @{(s, x)+02 s, Xs)> ds.

Nuevamente, usando que df /dx es uniformemente acotada, pero esta vez sobre
[0,t] x {x+ B : |x| < 1}, notamos que, gracias al teorema del valor medio, para todo
e>0yse|[0,t],

|(f(s, X5 4 %) = f(5, X&) Lgezvj<1y| < ClxlLx<1y,

donde C > 0 es una variable aleatoria, independiente de s, € y x. La funcién |x| es
integrable con respecto a N(-) sobre [0,t] x (—1,1), gracias a la suposicién de que
X tiene variacién acotada. Luego, usando nuevamente el teorema de convergencia
dominada casi segura, tenemos que

lfm /[0 t] /( Ly 05X 420) = (5, XS )Tz N(ds x )

40 (2.13)
- / / (F(s, X, +x) — f(s,Xo ))N(ds x dx).
[0,4] J(-1,1)
Si en la integral la integral doble anterior, los limites de integracién son reemplaza-
dos por [0, t] x {R\(—1,1)}, obtenemos un limite similar al de la ecuacién anterior
dado que a lo més, hay un ntiimero finito de d&tomos en el soporte de N(-) en este do-
minio. Entonces, tomando limites en ambos lados de (2.12), tenemos lo que se queria
probar. O

Para finalizar esta seccién vamos a enunciar sin demostracién la férmula de It
para un proceso de Lévy en general, que abarca los casos que no se contemplan en
el Teorema 8.

Teorema 9. Sea C'2(]0,0) x R) el espacio de funciones f : [0,00) x R — R que son
continuamente diferenciables en la primera variable (en el caso de la derivada de la primera
variable en el origen, se entiende como derivada por la derecha) y dos veces continuamente
diferenciables en la sequnda variable. Entonces para un proceso de Lévy X con coeficiente
Gaussiano o > 0y f € CY*([0,00) x R) tenemos

£(t, %) = £(0,Xo) +/Ot?)£(s,Xs)ds+/otg£(s,Xs)dXS
t 2
—i—/o ;Uzg;;(S,Xs)dS

_|_/[0’ﬂ/]R (f(s,Xs+x)—f(5,Xs)—xgj;(s,Xs)> N(ds x dx).
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Capitulo 3

Procesos de Ramificacion Continua

En este capitulo vamos a estudiar a los procesos de ramificacién continua, que
denotaremos por CSBP por sus siglas en inglés. Vamos a mostrar que estdn estre-
chamente relacionados con los procesos de Lévy espectralmente positivos, a través
de un cambio de tiempo aleatorio. Para ello es fundamental el estudio de la trans-
formacion de Lamperti. Ademads, vamos a estudiar el comportamiento a largo plazo
de los CSBP, en particular, los eventos de absorcién y extincién. Finalmente, vamos
a introducir a los CSBP con inmigracién y veremos algunas de sus propiedades.

3.1. Definicion

El conocido proceso de Bienaymé-Galton-Watson (BGW) es una cadena de Mar-
kov discreta con espacio de estados N U {0}, que es descrita por la sucesion {Z, } >0,
la cual satisface

Zn—l
Z0>0 y  Z,=)Y ",
i=1

paran > 1, donde {51(")}1'21 son variables aleatorias sobre N U {0} independientes
e idénticamente distribuidas. En este modelo Z, se interpreta como el tamafio de la
n-ésima generacion de una poblacién inicial Zy de individuos que se reproducen in-
dependientemente, con la misma distribucién que su descendencia. Esta propiedad
reproductiva se conoce como propiedad de ramificaciéon. Notemos que si Z,, = 0,
entonces para todo k > 1, Z,,;x = 0. Ademas, una consecuencia de la propiedad de

(1) (2)

ramificacion es que, si Zy = a + b, entonces Z, es igual en distribuciéon a Z,,’ + Z,,”/,

donde Z,(ll) y Zy(lz) son copias independientes de Z,, que inician con una poblacién de
a 'y b individuos respectivamente.

Una interesante modificaciéon que podemos hacerle al proceso de BGW es con-
siderarlo a tiempo continuo, asignando a cada individuo un tiempo de vida que se
distribuye exponencial con cierto pardmetro A > 0, los cuales seran independientes.
Los individuos se reproducen en el momento de su muerte de la misma forma en que
se describio en el caso discreto. Si (Y; : t > 0) es un proceso con valores en N U {0}
que describe el tamafio de la poblacién, entonces por la propiedad de pérdida de
memoria de la distribucién exponencial tenemos que, para todo 0 <s <,

Ys .
Yt = ZYt(i)S’
i=1

donde, dado o{Y), : u < s}, las variables aleatorias {Yt(i)s}lgigys son independientes,
con la misma distribucién que Y;_s condicionado a Yy = 1. En este caso, podemos
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ver a Y como una cadena de Markov a tiempo continuo sobre N U {0}, con probabi-
lidades (P, : ¥ > 0), donde P, eslaley de Y dado Yy = y. Evidentemente, el estado 0
es absorbente, i.e si Y; = 0 entonces Y;;, = 0 para toda u > 0. Ademas, la propiedad
de ramificacion para Y puede entonces formularse como sigue.

Definicién 8 (Propiedad de ramificacion). Para cualquier t > 0y vy, y2 en el espacio de
estados de’ Y = (Y; : t > 0), la variable aleatoria Y; bajo Py, +y, es igual en distribucion a

la suma independiente Yt(l) + Yt(2), donde la distribucion de Yt(i) es igual a la de Y; bajo Py,
parai=1,2.

Luego, estamos en condiciones de definir formalmente a los procesos de ramifi-
cacion continua.

Definicién 9 (CSBP). Un proceso de Markov fuerte Y = (Y; : t > 0) con valores en [0, oo
y con probabilidades (P : x > 0) es un proceso de ramificacién continuo si sus trayectorias
son continuas por la derecha con limites por la izquierda y su ley cumple la propiedad de
ramificacion dada en la Definicidon 8.

Una forma muy dtil de escribir la propiedad de ramificacién es, para todo 6 > 0
yxy =0,
Eviyle "] = Ex[e "B, [e~]. (3.1)

Ahora, usando la igualdad anterior reiteradamente, obtenemos que, para cada
x>0,
Ex[e_eyf] = Ex/n[e_eyf]”, (3.2)

lo que muestra que Y; es infinitamente divisible para t > 0 fija.
Ademas de la divisibilidad infinita, los CSBP tienen propiedades interesantes,
como vemos en el siguiente lema.

Lema 12. Sea u; el exponente de Laplace de un proceso CSBP'Y = (Y; : t > 0), i.e

ut(0) = — log Eq[e~"t). Entonces u; satisface la propiedad de semigrupo, i.e
upys(0) = up(us(6)). (3.3)
Demostracion: Sea f(t,0,x) = —logE, [e=0Y1], definido para 6,t > 0. Entonces, (3.2)

implica que, param € IN,
f(t,0,m)=nf(t,0,m/n) y f(t,0,m)=mf(t,0,1),
lo que muestra que para x € Q N[0, o),
f(t,0,x) = xu(6), (3.4)

donde u;(0) = f(t,6,1) > 0. Por otra parte, de (3.1) vemos que, para 0 < z < y,
f(t,0,z) < f(t,6,y), que implica que f(t,6,x~) existe, donde x~ = lim, |, y, y es
menor o iguala f(t,60,x"), donde x™ = limwx y, el cudl existe. Luego, gracias a (3.4),
éstos limites son iguales, por tanto, para x > 0

E.[e 0] = ¢7¥u(0), (3.5)

Finalmente, la propiedad de Markov fuerte junto con (3.5) implican que, para todo
x>0yts,02>0,

o) = By [Bele " )] = Bfem (0] = ),
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que implica la propiedad de semigrupo. ]

A continuacién enunciamos el primer resultado que relaciona a los procesos de
Lévy con los CSBP. La prueba que aqui presentamos se basa en las proposiciones 2
y 3 de Caballero, Lambert y Bravo [9].

Teorema 10. Para t,6 > 0, suponga que u;(6) es el exponente de Laplace de un CSBP.
Entonces es diferenciable con respecto a t y satisface

aut

o (0)+p(u(9) =0, (3.6)

con la condicién inicial uy(6) = 6, donde para A > 0,

1 —Ax
P(A) = =g —ar+ 5077 + o (e Mgy AxII{Kl}) I(dx),  (3.7)

cong >0,a €R, o > 0y Il unamedida con soporte en (0,00) que satisface
/( an W) (dx) < co.
0,00

Demostracién: Vamos a excluir el caso en que el CSBP es una constante c.s., de esta
forma u(0) # 6 excepto cuando t = 0. Primero vamos a diferenciar en ambos lados
de (3.5) para obtener
aut(G)
a0

donde podemos diferenciar bajo el sigo de la integral porque Y;e =% es integrable.
Esto tltimo gracias a que la funcién h(s) = se~% alcanza su maximo globalen's = %

y h(}) es integrable. De esta forma, encontramos que la funcién 6 — 1;(6) es conti-

nuamente diferenciable sobre (0, ) y estrictamente creciente pues a”éée) es positiva.

= xEx[Yte’GYf]e’x“f(e),

Ademés t — u;(0) es continua, debido a que — log E,[e "] es continua en ¢.
Usando (3.3) podemos escribir
ou (0
Upen(0) —up(0) = ue(uy(0)) = 5((9 ) (0") (up(6) —0), (3.8)

para alguna 6’ € [6,u;,(0)]. Por tanto el incremento u;,;(6) — u;(0) tiene el mismo
signo que uy(0) — 6. Luego, para una particién uniforme {¢;}; de [0, ¢] con distancia
h entre los t;, tenemos

D gy, (0) — ur, (0)| = sign(uy(0) — 0) Y (uy,,, (0) — ur,(0)) = |ur(0) — 6.

i

De aqui deducimos que t — u;(6) tiene variacién finita y por tanto, es diferenciable
casi dondequiera. Gracias a (3.8), tenemos

o upyp(0) —ue(0) _ du(0)
i RN () S R I

donde el lado derecho de la expresién anterior es diferente de cero. Asi, tomando
t donde t — u;(0) es diferenciable, su derivada por la derecha existe en 0. Esto,
junto a la tltima ecuacion garantiza diferenciabilidad en todas partes y se obtiene lo
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siguiente
aut(G) . aut(e)
L

donde F(0) = 8”559) o Haciendo h decrecer a 0 en (u;(uy(6)) — ut(6))/h, encon-

- F(9),

tramos que
aut (9)
ot

Ahora probemos que = (—F) es el exponente de Laplace de una distribuciéon
infinitamente divisible con soporte en [0, %), la cual puede corresponder a un pro-
ceso de Lévy espectralmente positivo o un subordinador. Debido a que para toda
x > 0,60 — e (9 es la trasformada de Laplace de una medida de probabilidad so-
bre [0, 00|, entonces 0 — u;(0) debe ser el exponente de Laplace de un subordinador.
Por tanto, para toda € > 0, la funcién

= F(u,(0)).

0 (60— uc(0))/e (3.9)

es el exponente de Laplace de un proceso de Lévy espectralmente positivo de varia-
cioén finita. Ahora, notemos que
0 — ue(0) . ue(0) —u(0) _ dur(0)

€li>%1+ € - _elg(I)1+ € - ot ‘t:O - _F(e) - IIJ(Q)

Sea G¢ laley de la distribucion infinitamente divisible sobre (—co, 00| cuyo exponente
de Laplace estd dado por (3.9) y sea {e€ }x>1 una subsucesion positiva que converge a
0".Debido a que (0 — u¢(0)) /e converge a (0) cuando € tiende a 0", obtenemos que
Ge, converge débilmente a la ley de una distribucién infinitamente divisible cuyo
exponente de Laplace estda dado por () y cuya medida de Lévy estd concentrada
en [0, ). Esto se tiene gracias al Teorema 26 del Apéndice A, el cual muestra que la
convergencia débil de distribuciones infinitamente divisibles es cerrada. Por tanto,
P es el exponente de Laplace de un proceso de Lévy espectralmente positivo o de un
subordinador, y por consiguiente tiene la forma (3.7). O

Observacion 4. Notemos que, a partir de la teoria desarrollada en el Capitulo 2, sabemos que
para A > 0, (1) = log E[e=**1], donde X es un proceso de Lévy espectralmente positivo
o un subordinador, ambos posiblemente matados en un tiempo exponencial de intensidad
q > 0. Ademds, usando los resultados de la iiltima seccion del Capitulo 2, sabemos que 1
es convexa, infinitamente diferenciable sobre (0,00), p(0) = gy ¢'(0") € [—o0,00). Mds
aiin, si X es un subordinador matado, entonces (oo) < 0; en otro caso tenemos 1p(o0) = oo.

Ahora, para cada 6 > 0, la solucién de (3.6) se expresa de forma tinica por la
relacion

/ MO ey (3.10)
o (&) '
Esto se ve diferenciando la expresion anterior con respecto a t en ambos lados:
1 o0
"t ) = 1.

p(ui(9)) ot

Ademds, notemos que haciendo f tender a 0, tenemos 1 (6) = 6.
Luego, de lo explicado anteriormente, vemos que si un CSBP existe, entonces es-
ta asociado con una funcién particular ¢ : [0,00) — R dada por (3.7). Formalmente,
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se conocen a todas las funciones ¢ con respecto a la definicién (3.7) como "mecanis-
mos de ramificacién". A partir del Teorema 10, encontramos que el mecanismo de
ramificaciéon de un CSBP es el exponente de Laplace de un proceso espectralmente
positivo o de un subordinador, ambos posiblemente matados. Esta relaciéon se hace
mucho mas fuerte con la transformacién de Lamperti, que enunciamos a continua-
cion. Entre otras cosas, muestra que cada mecanismo de ramificacién i puede ser
asociado a un CSBP y que este tltimo puede ser identificado como como un cam-
bio de tiempo de un proceso de Lévy espectralmente positivo o de un subordinador
a través de una trasformacion aleatoria. Para una prueba detallada ver Caballero,
Lambert y Bravo [9].

Teorema 11 (La transformaciéon de Lamperti). Sea ¢ un mecanismo de ramificacion da-
do.

(i) Suponga que X = (X; : t > 0) es un proceso de Lévy espectralmente positivo o
un subordinador, matado, con estado cementerio +oo, en un tiempo exponencial con
pardmetro g > 0. Ademds, P(A) = log E[e~**1]. Definamos, para cada t > 0,

Yy = Xet/\r(;/

dondety =inf{t>0:X; <0}yb = inf{s >0: 5 %’ > t}. Entonces bajo Py,
para x > 0, el proceso Y = {Y; : t > 0} es un CSBP con mecanismo de ramificacién
Y y valor inicial Yy = x.

(ii) Inversamente, supongamos que Y = (Y; : t > 0) es un CSBP con mecanismo de
ramificacion , tal que Yo = x > 0. Definamos para t > 0,

X[ = Y¢t’

donde .
<pt:inf{s>0:/ Yudu>t}.
0

Entonces X = (X; : t > 0) es un proceso de Lévy espectralmente positivo o un
subordinador, con valor inicial Xo = x y matado, con estado cementerio 400, en
un tiempo independiente y exponencial con pardmetro g > 0. Si IP es la ley de X
condicionada a Xo = 0, entonces {(A) = log E[e=*%1], A > 0.

3.2. Comportamiento a largo plazo

Para el andlisis del comportamiento a largo plazo, serd ttil la definicién de proce-
so de Bienaymé-Galton-Watson dada al inicio de este capitulo. Sin especificar nada
acerca de la distribucién comun de la descendencia, hay dos eventos importantes
relacionados a esta cadena de Markov: explosién y absorcién. Para el caso de explo-
sion, no es claro si el evento {Z, = co} tiene probabilidad positiva para algtn n > 1
0 no, pues esto tltimo podria pasar si, por ejemplo, la distribucién de la descenden-
cia no tiene momentos. Ahora, cuando Py[Z, < o] = 1, para todan > 1, se dice que
el proceso es “conservativo", i.e el proceso no explota. Por otra parte, para el caso de
la absorcién, notemos de la definicién de Z que si Z, = 0 para algtin n > 1, entonces
Zy+m = 0 para toda m > 0, lo que significa que 0 es un estado absorbente. Dado que
Z, se interpreta como el tamafio de la n-ésima generacién de una poblacién que se
reproduce de forma asexual, el evento {Z, = 0, para algin n > 0} se conoce como
“extincion”.
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Es natural considerar el andlogo del comportamiento conservativo y de la extin-
cién para el caso de un CSBP.
3.2.1. Procesos conservativos

Definicién 10. Un CSBP Y = (Y; : t > 0) es conservativo si, para todat > 0, Y; < oo
con probabilidad 1.

A continuacién, damos una caracterizaciéon de los procesos conservativos.

Teorema 12. Un CSBP con mecanismo de ramificacion i es conservativo si y solo si

1
b w@e ==

Por lo tanto, una condicion necesaria es que ¥(0) = 0 y una condicion suficiente es que
$(0) =0y |9/ (0+)| < oo (equivalentemente g = 0y f[l o) XTI (dx) < 00).

Demostracion: Por la forma de 1;(6), un CSBP es conservativo siy solo silimg g u:(0) =
0, pues, para cada x > 0,

1 -0 _ Y
P.(Y; < ) 1913)1]3;([8 ] exp{ x%ﬁ)wt(g)}'

donde el limite se obtiene del teorema de convergencia monétona. Sin embargo,
veamos de (3.10) que cuando 0 decrece a 0, como t es independiente de 6,

0 1 dz 0 1 dz
t — _/ + 7
limg,0 8 P($) timyo uy(6) P()
donde tomamos ¢ suficientemente pequeio y positivo. Esto se traduce en
o1 0 1
t=— | —=di+ ——dc¢.
v 9@ i) PO

Del hecho de que el segundo sumando de la parte izquierda de la ecuacién anterior
se convierte en — [, ﬁdéj para limg o u;(0) = 0, concluimos que limg o u¢(6) = 0

siy solo si
1
0 9@ T
Notemos que se toma el valor absoluto en la integral porque () puede ser negativa
en una vecindad del cero.

Por otra parte, si ¢ estd acotada en una vecindad del origen pero alejada del ce-
ro, entonces 1/ || es localmente integrable. Por tanto, una condicién necesaria para
ser conservativo es que 1(0) = 0. Ademas, si (0) = 0 y ¢ es localmente lineal en
una vecindad del origen, entonces 1/|¢| no es localmente integrable. Luego, recor-
dando que ¥ es una funcién suave sobre [0,0), una condicién suficiente para ser
conservativo es que ¥(0) = 0y |¢'(0+)] < oo. O

De ahora en adelante, asumiremos que el proceso no explota (y en particular que

q=0).
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3.2.2. Probabilidad de extincion

Si consideramos la representacion de CSBP dada en el Teorema 11 (i), se observa
que cumplen la propiedad de que si Y; = 0 para algtin t > 0, entonces Y;;s = 0
para s > 0. Otra forma de ver esta propiedad es de la expresion (3.1), tomando
x =y = 0, vemos que Py es la medida que asigna probabilidad 1 al proceso que
es idénticamente cero. Luego, por la propiedad de Markov, una vez que el proceso
llega al estado cero, nunca sale. Si definimos { = inf{t > 0 : Y; = 0}, entonces el
evento {{ < oo} = {Y; =0, paraalgun t > 0} es conocido como extincion.

Usando el teorema de convergencia dominada, en ambos lados de (3.5), tene-
mos que u;(0) es continuamente diferenciable en 6 sobre (0, o). Entonces, aplicando
nuevamente el teorema de convergencia dominada, diferenciando en ambos lados
de (3.5) con respecto a 6, encontramos que para cada 0, x,t > 0,

E.[Yie Y] = £t pmxu(0), (3.11)

00
Notemos que podemos diferenciar bajo la integral pues la expresién Yie =" es inte-
grable. Esto se sigue del hecho de que la funcién h(s) = se % alcanza su maximo
globalens = %, y h(%) es integrable. Luego, tomando limite en ambos lados cuando

0 decrece a 0, obtenemos

. aut
E.[Y)] = x5 (07). 3.12)

Ademas, derivando en ambos lados de (3.6) con respecto a 6, encontramos que para

0 >0, a
! Ut
5 59 () + ¥/ (1 (6)) 55 (6) =0,

i J allf __ 0 aut . . .
donde aqui usamos que 35 5 (0) = 554 (0), pues ambas derivadas mixtas son en si

mismas diferenciables, lo que asegura la igualdad. Luego, resolviendo esta ecuacioén
diferencial de primer orden, obtenemos que

%(9) = cexp {— /Ot l/J’(us(G))ds} , (3.13)

para cierta ¢ > 0. Pero, si analizamos (3.11) cuando t decrece a 0, podemos ver que
necesariamente ¢ = 1.

Por otra parte recordemos que, por definicion, P es convexay ' (07) € [—o0, 00).
Luego, tomando limites en (3.13) cuando 0 decrece a 0, y usando el teorema de con-
vergencia dominada en la integral cuando ¢’ (0") < ooy el teorema de convergencia
mondtona cuando ¢’ (01) = —oco se puede deducir de (3.12) y de (3.13) que

E.[Y{] = xe V(O (3.14)

donde se observa que la esperanza es infinita siempre que ¢’ (07) = —o0. Aqui to-
memos en cuenta que para s > 0, u;(6) decrece a 0 (pues excluimos la posibilidad
de que explote).

Los resultados anteriores nos conducen a la siguiente clasificacion de un CSBP.

Definicién 11. Un CSBP con mecanismo de ramificacion i es:
(i) subcritico, si ' (07) > 0,

(ii) critico, si ¢’ (07) =0y
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(iii) supercritico, si ' (07) < 0.

En la definicion anterior, subcritico, critico y supercritico significa que el proceso,
en promedio, va a decrecer, mantenerse constante y crecer respectivamente confor-
me al tiempo. Para el caso discreto, el resultado anédlogo a la Definicién 11 corres-
ponde a que la media de la distribucién de la descendencia sea estrictamente menor
a 1, igual a 1 o estrictamente mayor a 1, respectivamente. Entonces, haciendo una
analogia, podriamos pensar que en el caso continuo hay extinciéon con probabilidad
1 siy solo si ¢'(07) > 0. Sin embargo, no es asi. Por ejemplo, vamos a tomar en la
representacion del Teorema 11 de la transformacion de Lamperti al proceso de Lévy
X; =1—1t,t > 0. Entonces

T, =inf{t>0:X; <0} =inf{t >0:1-t<0} =1, y

S
Ot:inf{s>0:/ ;1;[>t}:inf{s>0:—log(1—s)>t}:1—et.
0 u

Esto corresponde a Y; = X, At = e !.Como X = (X; : t > 0) es proceso de Lévy y
X; =1—t,entonces (1) = log E[e **1] = A. Asf, ¢/ (07) = 1 > 0, pero Y; > 0 para
todo t > 0.

A continuacién presentamos un resultado que caracteriza completamente a la
extincion de un CSBP.

Teorema 13. Supongamos que Y es un CSBP con mecanismo de ramificacién . Para toda
x >0, sea p(x) = Py({ < ).

(i) Sip(o0) < 0, entonces para toda x > 0, p(x) = 0.

(if) Cuando (o0) = oo, p(x) > 0 para algiin (y por tanto, para toda) x > 0 si y solo si
© 1
——d¢ < oo, (3.15)
/ $(8)

en cuyo caso, p(x) = e~ (0%, donde ®(0) = sup{A > 0: ¢(A) = 0}. En otro caso
p(x) = 0 para toda x > 0.

Demostracion: (i) Sipara A > 0, p(A) = logIE[e_Axl], donde X es un subordinador;
entonces de la representaciéon dada en el Teorema 11 (i), el proceso se extingue con
probabilidad 0. De la Observacion 4, el caso en que X es un subordinador es equiva-
lente a (A) < 0 para todo A > 0.

(ii) Dado que {Y; = 0} C {Y;4s = 0}, paras,t > 0, tenemos por monotonia de la
medida P, que, para cada x > 0,

P.(Y; = 0) 1 p(x) (3.16)

cuando ¢ tiende a co. Luego, p(x) > 0siy solo si Px(Y; = 0) > 0 para alguna t > 0.
Dado que P, (Y; = 0) = e *"(*®), tenemos que p(x) > 0 para algtn, y entonces para
toda, x > 0 siy solo si u;(c0) < co para alguna t > 0.

Ahora, fijemos un ¢ > 0. Tomando el limite cuando 0 se va a oo, en ambos lados
de (3.10), vemos que si u;(c0) < oo, entonces

© 1
——d& < oo. (3.17)
/ ¥(S)
Por otra parte, si se cumple (3.17), entonces, nuevamente tomando el limite en ambos
lados de (3.10) cuando 6 tiende a oo, necesariamente se tiene que u(o0) < oo.
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Finalmente, vamos a asumir que se cumple (3.17). Sabemos que

e 1
4=+ 3.18
Lo 5% =" 615

Tomando limites cuando f tiende a o en ambos lados de la identidad anterior, obte-
nemos

®© 1
——d¢ = oo. (3.19)
/ﬁmraoo ur(eo) P(E)
En (3.16) vimos que f +— P,(Y; = 0) es una funcién creciente, y por tanto t —
up(oo) = —x~1 log P, (Y; = 0) es decreciente. Entonces, gracias a (3.19) vemos que a

medida que ¢ tiende a oo, necesariamente u; (oo) decrece a una constante C, tal que

Luego, usando (3.17) y que ¢ es convexa y suave, la constante C tiene que correspon-
der necesariamente a una raiz de ¢ en [0, %), pues de otra forma [ 1/9(&)d¢ < co.
Dado que ¢ es convexa y continua (pues es diferenciable), y que (0) = 0, hay a lo
mas dos raices de i, puntos donde f 1/(&)d¢ va a explotar. La mayor de ellas es
precisamente C = sup{A > 0: (A) = 0} = ®(0) € [0, 0). De esta forma,

—1i —xuy (o0
p(x) lim e

como se queria. dJ

Teniendo en cuenta que ¢ es una funcién convexa y usando el Teorema 13 (ii)
probado anteriormente, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3. Para un CSBP con mecanismo de ramificacion i que cumple fp(c0) = ooy

/ —d(§<

tenemos que p(x) < 1 para algiin (y por tanto para toda) x > 0 si y solo si ' (07) < 0.

Podemos entonces resumir los resultados que tenemos sobre la probabilidad de
extincion p(x).

| Condicién | p(x) \
P(c0) <0 0
OECH MGt 0
(o) = < 0, [~ (¢)~'dE < oo | e *Ox € (0,1)
l/’(oo):“”/] ) >0, [Ty(E)Tdg <o |1

CUADRO 3.1: Resultados sobre probabilidad de extincién

3.3. Inmigracién

Para entender mejor la inmigracién, vamos a comenzar estudiando este feno-
meno para procesos de Bienaymé-Galton-Watson.
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Consideremos un proceso de BGW estandar Z = {Z, : n > 0}. De forma in-
tuitiva, podemos ver a un proceso de BGW con inmigracién como una variante de
Z, en el cual hay un flujo de inmigrantes en cada generacién; y donde cada inmi-
grante comienza una copia independiente del proceso Z iniciando en 1. Formalmen-
te, se define a un proceso de BGW con inmigracién como una cadena de Markov
Z*={Z;:n>0}donde Z; =z € {0,1,...} y

n
Zn="Zn+ E Zfllcjk, paratodan € N, (3.20)
k=1
donde paracadak € {1,...,n},lavariable aleatoria Z ;Sli)k es independiente e igual en
distribucién al ntimero de individuos de la (n — k)-ésima generacion del proceso Z
que inicia en 7;; y donde {7y }>1 es una sucesion de v.a.ii.d con distribucién comtn
{pf : k > 0} y representan el flujo generacional de inmigrantes. Cada uno de estos
inmigrantes comienza una copia independiente de Z que inicia en 1.
Podemos generalizar esta idea para el caso continuo. Supongamos que S = (S; :
t > 0) bajo IP es un subordinador de saltos puros con exponente de Laplace ¢(6) y
medida de Lévy A concentrada en (0, o0) y que satisface

/ (1A x)A(dx) < oo
(000)

Vamos a definir al proceso
Yr =Y+ / / N(dsxdx), >0, (3.21)
[0,¢] J(0,00)

donde N es la medida aleatoria de Poisson asociada con los saltos de S, Y = (Y; :
t > 0) es un CSBP con ley P, cuando Y = x y para cada (s,x) en el soporte de N,

Yt( ?S es una copia independiente del proceso Y al tiempo t — s. Debido a que S tiene
una cantidad numerable de saltos, la integral (3.21) estd bien definida.

Para las ideas que vamos a desarrollar en lo adelante es conveniente reescribir la
expresion de Y} de la forma siguiente

=Y+ Y v, (3.22)

u<t

donde AS, = S, — S,-. De esta forma, AS,, = 0 excepto un una cantidad numerable
de u € [0,t]. Claramente, se puede ver a partir de (3.22) que Y* = (Y} : t > 0) es un
analogo continuo natural de (3.20), donde ahora el subordinador S cumple el papel
de Y' 1 17, que representa la cantidad total de inmigrantes en Z* hasta la n-ésima
generacion. Ademads, es importante notar que de la definiciéon de las trayectorias en
(3.22), obtenemos que Y* es un proceso de Markov. De hecho,

R e
t<u<t+s
donde Ys(y ) es una copia independiente de Ys(y ), lo que muestra que la tinica depen-
dencia sobre (Y, : u < t) viene a través de Y/, en el primer término del lado derecho
de (3.22).
Calculemos el exponente de Laplace de Y. Si P} es la ley de Y* cuando Y; =
Yy = x entonces, asumiendo que E} es la esperanza asociada a P} y que E, es la
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esperanza asociada a Py, para toda 6 > 0 tenemos

* (ASU)
E;[e*"yf] =E; [eerHEAsv [e’eytfv

o<t

s]] , (3.23)

donde podemos cambiar el producto y la esperanza condicional gracias al teorema
de convergencia monétona. Para ver esto, notemos que para € > 0, de la descompo-
sicion de Lévy-Ito se tiene que

(ASv)
X -y,
Exs, |1— H Iips,>e1e 7 00

o<t

(ASy)

5] =1—][1as,>c)Ens, [e_GY*"“

<t

d

debido a que hay un ntimero finito de saltos independientes més grandes que €. Si
tomamos limite cuando € decrece a 0 en la expresién anterior y aplicamos el teorema
de convergencia monétona, obtenemos (3.23).

Luego, tenemos que

Ei[e®7] = EJfe™E

o<t

ITEss [}]

— e—xut(G)IE He—ASvut_v(G)]

| o<t

= ¢ OE |exp {— Y ASyur—y(6) }]

o<t

= oOE | —[ [ xu(@)N(dsxd H
e _exp{ Joi Jiow) xup—s(0)N(ds x dx)

- exp{—xut((?)— /M /(O,oo)(l—e‘x”f-s(e))dsA(dx)}
_ exp{—xut(G)—/Otgb(uts(9))ds},

donde la pentltima igualdad se obtiene del Teorema 2 (ii) del Capitulo 1. De esta
forma hemos construido el CSBP con inmigracion, y a su vez, probamos su existen-
cia.

A continuacién definimos formalmente a los procesos de ramificacién continua
con inmigracidn, a partir de los desarrollos previos de esta seccion.

Definicién 12 (CSBP con inmigracién). Un proceso de Markov Y* = (Y : t > 0) con
probabilidades (P} : x > 0) es un CSBP con mecanismo de ramificacién  y mecanismo
de inmigracién ¢ si toma valores en [0, 00| y tiene trayectorias continuas por la derecha con
limites por la izquierda y para todo x,t > 0y 6 > 0

Eile ] = exp {—xut(Q) - -/Ot ¢(uts(9))ds} , (3.24)

donde u;(0) es la inica solucién a (3.6) y ¢ es el exponente de Laplace de un subordinador.

Observemos que, para 6 > 0,

P(0) = 560 + o )(1—6’9")A(dx),
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donde A es una medida concentrada en (0, c0) que satisface

/ (1A x)A(dx) < co.
(0c0)
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Capitulo 4

Estabilidad de procesos de Markov

En este capitulo vamos a estudiar la nocién de estabilidad de procesos de Markov
continuos a través de desigualdades de Foster-Lyapunov. Los resultados estudiados
se basan fundamentalmente en la teoria desarrollada por Meyn y Tweedie [34]-[36],
la cual fue adaptada a nuestros propdsitos.

4.1. Preliminares

A lo largo de este capitulo vamos a suponer que X = (X; : t > 0) es un proce-
so de Markov fuerte continuo por la derecha con limites por la izquierda (cadlag),
homogéneo en el tiempo con espacio de estados (R, B(R)). Vamos a denotar por Py
a la ley del proceso X que inicia en x y por (P : t > 0) a la funcién o kernel de
transicién de X. El operador P; acttia sobre funciones f, medibles y acotadas, y sobre
medidas o-finitas y sobre R de la siguiente forma

Pf(x) = [Plodn)f(v),  wh(A) = [u(d0P(x4),  AcBR).
De esta manera, la propiedad de Markov se puede escribir como
IEX[f(Xt+s)|fs] = Ptf(XS)f s <t < oo (4.1)

donde F; = o{(X, : 0 < u < s)}. Vamos a suponer ademds que X es un proceso
de Feller, en otras palabras, que su semigrupo es un operador que envia elementos
del espacio de funciones continuas que se anulan en infinito a si mismo, que cumple
la propiedad de contraccién y que es continuo sobre un espacio de Banach, ver la
Definicién 33 del Apéndice B para més detalle.

Ademas, definimos al primer tiempo de entrada al conjunto A y al tiempo de
ocupacion del proceso en A por

TAa=inf{t>0:X; € A}, na = / Lix,caydt,
0

que serdn de suma importancia en este capitulo.

4.1.1. Recurrencia e irreducibilidad

A continuacién vamos a definir algunas propiedades trayectoriales de los proce-
sos de Markov las cuales estdn estrechamente relacionadas con el concepto de esta-
bilidad.
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Definicién 13 (Irreducibilidad). Sea ¢ una medida o-finita. Diremos que el proceso de
Markov X es @-irreducible si

p{A} > 0= E,[na] >0, para todo x € R, A € B(R).

La medida ¢ es llamada medida irreducible para el proceso X.

Veamos un ejemplo de una cadena de Markov irreducible. Consideremos el mo-
delo de la caminata aleatoria en [0, 0), la cual se construye a partir de la suma de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) {,3»,. .., de
la siguiente forma

t
Xp=) ¢, Xo=0t=12,....
j=1
Sea P ={P(x,A),x e NU{0}, A CNU{0}}lafunciéon de transicién de X y sea
Py, k € Z definida por Py = [ =14 (x) y Px = PP;_;. Consideremos una medida ¢
sobre [0, c0) tal que ¢((0,00)) =0y ¢({0}) = 1y supongamos que P(¢; < 0) > 0.

Esto significa que existen constantes J,¢ > 0 tales que IP(§; < —e) > 4. Por tanto,
paratodan >1,si £ < n,se tiene

Py(x,{0}) > ¢" > 0. (4.2)

Luego notemos que el tnico conjunto con A tal que ¢(A) > 0 es {0}. Entonces,
gracias a (4.2), tenemos

]Ex[q{o}] = [, I:/OOO 1{Xte{0}}dt:| = /000 E, [1{Xt€{0}}} dt = /000 Il'—’x(Xt c {0})dt
S ILCAUIES W TAUIETS

lo que implica que X es ¢-irreducible.

Definicién 14 (Harris recurrente). Diremos que el proceso de Markov X es Harris recu-
rrente si para alguna medida o-finita @,

p{A} >0=Pyns =00] =1, Vx € R, A € B(R).
Observacion 5. Equivalentemente, el proceso es Harris recurrente si para alguna medida
o-finita ¢,

p{A} >0=Pyty <oo| =1, Vx € R, A € B(R).

Este criterio suele ser mds 1itil que la definicién 14, una prueba del mismo la podemos encon-
trar en el Teorema 2.4 de Tweedie [45].

Es claro que un proceso Harris recurrente es ¢-irreducible, pues Py[74 = o] =
1= E\[na] > 0.

Definicién 15 (Medida invariante). Decimos que una medida o-finita 7t sobre B(R) es
invariante si tiene la siguiente propiedad

7T(A) = P(A) = / 7(dx)P(x,A), A€ B(R),t>0.

El Teorema 29 delApéndice B muestra que si el proceso X es Harris recurrente,
entonces existe una tnica medida invariante 7. Si ademds 7t es finita, puede ser
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normalizada para convertirla en una medida de probabilidad; lo cual nos conduce a
definir a los procesos Harris recurrentes positivos.

Definicién 16. Diremos que el proceso de Markov X es Harris recurrente positivo si es
Harris recurrente y su vinica medida invariante 7 es finita.

Los conceptos presentados en esta seccion son indispensables en el estudio de la
ergodicidad de los procesos de Markov, como veremos mds adelante.

4.1.2. Explosividad

Vamos a denotar O = {O,, },>0 una familia fija de conjuntos abiertos precompac-
tos tales que O, T R cuando 7 tiende a co. Vamos a entender por precompacto a que la
cerradura de O, es un conjunto compacto de R para cada n. Denotemos T" = ¢

el tiempo de llegada a OS, y sea el tiempo de vida del proceso, i.e

¢ = lim T".

m—»o0
Entonces podemos definir la propiedad de no explosividad.

Definicién 17. Decimos que el proceso X no explota si P, ({ = o0) = 1 para toda x € R.
Llamaremos a { el tiempo de explosion.

Con el objetivo de desarrollar criterios para la no explosividad y recurrencia,
necesitamos considerar las truncaciones del proceso X. En otras palabras, para m >
0, sea Ay, un estado fijo en O, y definamos a X™ por

Xy t<T™
Ny t2>T7

Es claro que este proceso es cadlag y no explosivo. Entonces, podemos considerar al
proceso X™ como un proceso que no explota con la propiedad de que X}* = X;, para
t< T

4.1.3. Cadena esqueleto y conjuntos petite

En nuestro andlisis del proceso X, es ttil considerar una muestra del mismo, la
cual serd una cadena de Markov a tiempo discreto. Vamos a considerar el proceso
de Markov X en los tiempos {t; : k € Z. }, formandose asi una cadena de Markov a
tiempo discreto { Xy, }x>0, cuyas propiedades de recurrencia estdn intimamente rela-
cionadas al proceso original.

El ejemplo mds simple es el A-esqueleto, que corresponde a considerar el proceso
en los tiempos A, 2A, 34, . . .. El kernel de transicion de esta cadena es Pa(x, A).

Supongamos ahora que p es una medida de probabilidad sobre R, y definamos
la siguiente funcion de transicién mas general K, como

K, = /}R Pip(d). 4.3)

Entonces, si p es la distribucién de los tiempos {#; } >, tenemos que K|, es la funcién
de transicién para la cadena {th}k20~ Para una funcién de transicién arbitraria K,
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llamaremos a la cadena de Markov asociada K-cadena.

Queremos definir ahora la nocién de conjuntos petite, que también serd funda-
mental en lo adelante.

Definiciéon 18. Un conjunto no vacio C € B(R) es petite si existe una medida de proba-
bilidad p sobre (0, 00) y una medida no trivial v, sobre B(R) tal que para toda x € Cy
B € B(R) se cumple

K,(x,B) > v,(B). (4.4)

Cuando se cumple (4.4) decimos que C es v,-petite.

La definicién anterior establece que los conjuntos petite son aquellos conjunto C
para los cuales la funcién de transicién mas general K, de la cadena esta acotada por
debajo por una medida no trivial, siempre que partimos del conjunto C. En general
esto nos dice que las transiciones de elementos del conjunto petite a otros conjun-
tos son positivas. En este capitulo vamos a establecer una caracterizacién de Harris
recurrencia en funcién de la nocién de conjuntos petite. Ademads, vamos a mostrar
que cuando se cumple la propiedad de que los conjuntos compactos sean petite para
alguna cadena esqueleto, podemos probar la ergodicidad del proceso de Markov X.

4.2. Generador extendido

El objetivo fundamental de este capitulo es dar condiciones sobre la estabilidad
del proceso X en funcién del generador extendido del proceso, que definimos a con-
tinuacion.

Definicién 19 (Generador extendido). Sea D(.A) el conjunto de las funciones V : R x
R — R para las cuales existe una funcién medible U : R x Ry — R tal que t — U(X;)
es P, integrable para toda x € Ry el proceso MV = (M} : t > 0), donde

MY = V(X t) — V(Xo,0) — /Ot U(Xs,s)ds, (4.5)

es una martingala con respecto a la filtracién (F; : t > 0). Escribimos AV = U y llamamos
a (A, D(.A)) el generador extendido del proceso X.

De la definicién anterior tenemos que E[M}'| = E[M/}] = 0 por la propiedad de
martingala, lo cual implica que

t
E[V (X, t)] = V(x,0) + E, [/ U(Xs,s)ds] . (4.6)
0
Ademas, el hecho de que M" sea martingala también garantiza que

/0 "EL(|U(X,,5)||ds < . 4.7)

Vamos a denotar por A,, al generador extendido de X”. En general, para una
funcién arbitraria f, no es facil mostrar que f estd en el dominio de A.

Definicién 20 (Norm-like). Una funcion V : R — R es norm-like si V(x) — oo cuando
x tiende a .



4.2. Generador extendido 47

La definicién anterior significa que si V es norm-like, entonces los conjuntos
{x : V(x) < b} son precompactos para cada b > 0. Vamos a denotar por |- | a la
norma euclideana en R, entonces x — |x| y las funciones monétonas y acotadas de
| - | son ejemplos de funciones norm-like.

A continuacién enunciamos la férmula de Dynkin, la cual es una consecuencia
del conocido teorema de paro opcional.

Teorema 14 (Férmula de Dynkin). Sea T un tiempo de paro acotado para el proceso X
cadlag, y supongamos que V : R x Ry — IR estd en el dominio del generador extendido
Ay Sea T" = min{t, T™} = T A T™. Entonces

E.[V(X", )] = V(x,0) + Ex [/OT AmV(Xt,t)]dt] ,  xeR.  (48)

Demostracion: Por hip6tesis, dado que V esta en el dominio del generador extendido
Ay, se tiene que MV (m) = (M} (m) : t > 0) es una martingala, donde M/ (m) esta
dado por

MY (m) = V(X;,t) — V(Xo,0) / AnV (X, s)ds.

Ademas ™ > 0 es tiempo de paro acotado debido a que T también es tiempo de paro
acotado por hipétesis. Por tanto, aplicando el teorema de paro opcional, tenemos que
Ey[MY,(m)] = Ex[MY (m)] = 0. Con lo que queda probado (4.8). O

Una consecuencia de la férmula de Dynkin es el siguiente teorema.

Teorema 15 (Teorema de comparacioén). Supongamos que X es no explosivo y que V, g+
y §— son funciones medibles y positivas. Si para cada m > 0, A,V < g4 — g sobre Oy,
entonces para cada x € R, s € Ry,

+/ Pg_(x)ds < V(x +/ Pyg. (x)ds. 4.9)

Demostracion: Sean t € R, fijoy T = t A T". Aplicando la férmula de Dynkin
tenemos que para x € Oy,

E[V(X™)] = V(x)+Es [ /OTmAmV(XS)ds}

< VO HE [ [ g0~ (g Am(x)as|, @10

donde (g— A m)(x) es el minimo entre g_(x) y la constante m. Tomamos el minimo
con el objetivo de no tener elementos negativos infinitos en la desigualdad. Usando
(4.10) y que " < t, obtenemos que para x € O,

m

E[V(X")] + Ex [/O (g/\m)(Xs)ds]

m

V(x) + Ex UO g+(Xs)ds]
V(x) + Ey [/Otg+(Xs)ds] .(4.11)

IN

IN

Ahora, gracias a la no explosividad, T 1 t cuando m tiende a co. Luego, podemos
usar el lema de Fatou para obtener

PV(x) = [hm inf V(X" )} < liminf B, [V (X™)].

m—oo m—00
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La desigualdad anterior, la desigualdad (4.11) y el teorema de convergencia moné-
tona junto con el hecho de que g y g— son positivas, implican que

PtV(x)+/0tPSg(x)ds — PtV(x)—k/OtlEx[lim (g A m)(Xs)]ds

m—o0
m

= PV(x)+ lim E, [/OT (g A m)(Xs)ds]

m—r 00

= PV(x)+ linl)inf]Ex [/T (g= A m)(Xs)ds}
m—o0 0

Tm

m—oo

< lminf B, [V(X2)] + liminfE, [/ (g_/\m)(Xs)ds}
m—»00 0

< V(x)+E, [/Othr(Xs)ds]
= V) + [ Edge (X)]ds
= V(x)+ /Ot Psg(x)ds,

con lo que queda probado el resultado. O

Vamos a enunciar a continuacién una condicién que llamaremos condicién de
Foster-Lyapunov con deriva (FLD), la cual usaremos para mostrar un criterio para
que la cadena sea Harris recurrente positiva, independientemente de la estructura
de V.

(FLD) Existen constantes c,d > 0, una funcién f > 1, un conjunto medible C y
una funcién V > 0, tales que

AV (x) < —cf(x) + dlc(x), para toda x € O, m > 0.

El siguiente lema muestra que las cotas sobre los tiempos de entrada de conjuntos
petite serd fundamental en la caracterizaciéon de Harris recurrencia positiva. Este
resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 30 y Teorema 31 del Apéndice
B, por lo que podemos verlo como corolario de los mismos. A partir de este lema,
vamos a encontrar una forma de desarrollar estas cotas a través del criterio FLD de
Foster-Lyapunov.

Lema 13. Sea C € B(R) un conjunto petite y cerrado, supongamos que Py(1c < c0) =1
y que para alguna 6 > 0

1 (9)
sup E {/ f(Xt)dt} < 00, (4.12)
xeC 0

donde 1c(8) = 6 + 0s7c y f > 1. Entonces X es Harris recurrente positiva y 7t(f) < oo.

Observacion 6. Aqui 05 es un operador de desplazamiento, i.e paras,t > 0 cumple 6:0; =
Ot+s y Xi0s = Xiys, ver pdgina 8 de Sharpe [43] para mds detalle. Ademds, podemos inter-
pretar a Tc(6) como el primer tiempo de llegada a C después de 0.

Probemos ahora un tltimo lema, que nos permitird encontrar un criterio sobre
Harris recurrencia basado en la condicién FLD.
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Lema 14. Supongamos que X es no explosivo y que se cumple la condicién FLD. Entonces
paratodax € Ry >0,

E, [ /O o f(Xt)dt] <Y (V(x) +dé), (4.13)

donde V, f, c y d son elementos de la condicion FLD.

Demostracién: Probemos primero para el caso § = 0. Usando la férmula de Dynkin
y la condicién FLD tenemos

Tm

0< IEx[V(XI’%)] < V(x) — Ey [/0 ‘ cf(Xt)dt] , parax € O, NC,

lo que implica que

m

E, [/ c cf(Xt)dt} < V(x), parax € O,, N C".
0

Aplicando el teorema de convergencia dominada, la propiedad de no explosividad
y que P, (7c = 0) = 1 para x € C, tenemos

E, [/OTC cf(Xt)dt] — lim E, [/Org cf(Xt)dt] <V(x), paraxeR. (4.14)

m—r00

De esta forma, se cumple (4.13) para 6 = 0.
Supongamos ahora que § > 0. Teniendo en cuenta la propiedad de Markov y
(4.14), obtenemos

E, [ /O o cf(Xt)dt] _ / Ps(x, dy)E, { /0 * cf(Xt)dt} < PV (x).

Ahora, si tomamos g = cf y g+ = dlc, usando el teorema de comparacién nos
queda

PsV(x) + Eq M cf(Xt)dt} < V(x) +E; [/05 dl{Xtec}dt] .

Si combinamos las dos desigualdades anteriores concluimos que
CE, VOTC((S) f(Xt)dt} ~ E. [/OTC((S) cf(Xt)dt}

PsV(x)

PsV(x) + Ex UO& cf(Xt)dt}

IN

IN

1
< V(x)+dE; [/ 1{X[ec}dt]
0
J
< V(x)+ dE, [/ dt}
0
< V(x)+ds,

con lo que se completa la prueba para é > 0. O
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Estamos en condiciones de probar una caracterizacion de Harris recurrente posi-
tiva en funcién de la propiedades de no explosividad, el concepto de conjunto petite
y la condicién FLD.

Teorema 16. Supongamos que el proceso de Markov X no explota y que se cumple la condi-
cién FLD para X, tomando a C como un conjunto cerrado petite, y a V(x) acotada sobre C.
Entonces el proceso es Harris recurrente positivo y la medida invariante 7t(f) es finita.

Demostracién: Gracias a la no explosividad y al Lema 14 vemos que 7¢c < oy que

sup E, [/OTC(é)f(Xt)dt] < supc H(V(x)+dd) < o,

xeC xeC

pues V esta acotada sobre C por hipétesis. Luego se cumplen las hipétesis del Lema
4.12 y por tanto, el proceso X es Harris recurrente positivo y 77(f) < . ]

4.3. Criterios de ergodicidad

En esta seccién vamos a estudiar criterios para la ergodicidad del proceso de
Markov X. Estamos interesados en la ergodicidad bajo la norma de la variacion total,
que vamos a denotar por ||-||7v, definida de la siguiente manera

[ullrv = sup {|p(A)[}.
AeB(R)

Ahora, vamos a definir formalmente el concepto de ergodicidad.

Definicién 21. El proceso de Markov X es ergddico si existe una medida invariante 7t tal
que
tlim||Pt(x, ) —7tllrv =0, x e R. (4.15)
—00

Teorema 17. Supongamos que el proceso X es Harris recurrente positivo con medida de
probabilidad invariante 7t. Entonces X es ergddico si y solo si alguna cadena esqueleto es
irreducible.

Demostracién: Probemos primero la necesidad. Por hipoétesis X es Harris recurrente
positivo y por consecuencia irreducible. Por lo tanto, alguna cadena esqueleto X® =
{Xya }n>1 es irreducible.

Probemos ahora la suficiencia. Supongamos que la cadena esqueleto dada por
XA = {Xua }n>1 con kernel P, es irreducible. Esto significa que 7t es invariante para
XA, y por tanto la cadena esqueleto es positiva recurrente. Debido a que la cadena
esqueleto es irreducible y recurrente podemos usar el Teorema 32 del Apéndice By
encontramos que existe un conjunto H absorbente, i.e iniciando en x

Py(Xya € H, paratodan > 1) =1, paratodax € H;

tal que X* restringida a H es Harris recurrente.

Por otra parte, si 7T es una medida invariante, entonces el Teorema 33 del Apéndice B
dice que la funcion n,(t) = || Pi(x, -) — 7t|| v es decreciente sobre t > 0. Gracias a es-
to, para probar el resultado basta mostrar que alguna subsucesion de n,(t) converge
a cero. Esta convergencia se tiene para x € H para la cadena esqueleto X* Harris re-
currente sobre H, siempre que dicha cadena sea aperiddica. Esto lo muestra el Lema
34 del Apéndice B, con lo que se concluye la prueba. O
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El Teorema 17 asegura que si el proceso X es Harris recurrente positivo, entonces
la ergodicidad y la propiedad de alguna cadena esqueleto de X sea irreducible son
equivalentes.

Lema 15. Supongamos que existe una funcion norm-like V que cumple FLD y que los con-
juntos compactos son petite para alguna cadena esqueleto, entonces esta cadena esqueleto es
Harris recurrente.

Una prueba detallada de este lema los encontramos en el teorema 5.1 de la pagina
559 de Meyn y Tweedie [34]. Con los resultados anteriores, estamos en condiciones
de probar el teorema fundamental de este capitulo.

Teorema 18. Sea X un proceso de Markov cadlag y no explosivo. Supongamos que todos los
conjuntos compactos son petite para alguna cadena esqueleto y que se cumple la condicién
FLD para algiin conjunto compacto C con V acotada sobre C, entonces X es ergddico.

Demostracién: Del Teorema 16 vemos que X es Harris recurrente positivo, y del Lema
15 sabemos que alguna cadena esqueleto es Harris recurrente, pues por hipétesis
todos los conjuntos compactos son petite para alguna cadena esqueleto. Entonces
la cadena esqueleto es irreducible, pues la propiedad de Harris recurrencia implica
irreducibilidad. Luego, usando el Teorema 17, como el proceso es Harris recurrente
positivo y alguna cadena esqueleto es irreducible, se obtiene que X es ergédico. [

4.3.1. Velocidad de convergencia

Queremos ahora realizar un andlisis para la ergodicidad exponencial. Para ello,
necesitamos definir el concepto de f-norma ||| . Para cualquier funcién f > 1 me-
dible positiva y cualquier medida con signo u sobre B(IR) se define

ey = sup \/gdﬂ\- (4.16)
gl<f /R

Supongamos ahora que el proceso de Markov X es Harris recurrente positivo con
medida invariante 77 y vamos a definir la ergodicidad exponencial.

Definicién 22. Para una funcion f > 1, decimos que X es f-exponencialmente ergodica si
existe una constante p < 1y una funcion finita B(x) tal que

|P:(x,-) — 7| ¢ < B(x)B', parat € Ry, x € R.

Ahora, recordemos que ||-||7v denota la norma de la variacién total para medidas
sobre R, definida por

[#llry = sup {[u(A)]}-
AeB(R)

Notemos que la norma de la variacién total es un caso particular de la norma |||
para funciones f > 1 sobre R. Ademas, es claro que ||u|/rv < [|u||r para f > 1. Esto
significa que si probamos la ergodicidad o ergodicidad exponencial para la norma
|||l también se va a cumplir para la norma |||y

Enunciemos la segunda condicién de Foster-Lyapunov que denotaremos por
FLD’, sobre la cual trabajaremos para estudiar la velocidad de convergencia.

(FLD’) Existe una funcién V norm-like, tal que para constantes ¢ > 0, d < oo, se
cumple

A V(x) < —cV(x)+d, para toda x € Oy, m > 0.
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Antes de pasar a los resultados de esta seccién, necesitamos introducir el con-
cepto de aperiodicidad fuerte para una cadena de Markov, el cual fue adaptado de
la definicién 2.2 de Athreya y Ney [2].

Definicién 23 (Aperiodicidad Fuerte). Una cadena de Markov Y = {Y; },>1 es fuerte-
mente aperiodica si existe un conjunto C C R, una medida de probabilidad v que cumple
v{C} =1, y una constante § > 0 tal que

(i) Py(Y, € Cparaalgunan > 1) > Oparatoda x € Ry
(ii) Pr(Y; € A) > ov{A}, parax € C, A € B(R).

A continuacién enunciamos un lema que usaremos para probar la ergodicidad
exponencial, la prueba del mismo se pueden encontrar en el teorema 6.3, pagina 564
de Meyn y Tweedie [34].

Lema 16. Sea Y una cadena de Markov discreta fuertemente aperiodica, donde todos los
conjuntos compactos son petite. Sea P = {P(x,A),x € Ry, A € B(Ry)} la funcion de
transicion de Y y sea Py, k € Z . definida por Py = I =14 (x) y Py = PPy_1. Supongamos
que { Fi }>1 es la filtracion candnica de Y y que existe una funcion V- > 0 norm-like tal que

Ey[V(Yer1)|Fr] <AV(Yi) + L, Px, —c.s.

para constantes A < 1y L < oco. Entonces, existen constantes B < co y B < 1 tales que
|Pa(x, ) — 7lly < Bf(x)B",  nmEZixER,

donde f(x) = V(x) + 1.

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado relacionado con la ergo-
dicidad exponencial del proceso X.

Teorema 19. Supongamos que X es un proceso de Markov Harris recurrente positivo cadlag
que no explota, y que todos los conjuntos compactos son petite para alguna cadena esqueleto.
Supongamos ademds que FLD" se cumple, entonces existen p < 1y B < oo tal que

|Pi(x,-) — 7t|| s < Bf(x)B", teR,,x €R,
conf=V+1.

Demostracion: Comencemos aplicando el generador extendido A, a la funciéng(x, f) =
V(x) exp(ct). Teniendo en cuenta la condicién de integrabilidad (4.7) y que el gene-
rador extendido es un generalizacién del generador infinitesimal , podemos usar la
regla del producto para derivar; y usando la condiciéon FLD’, obtenemos

Ang(x,t) = exp(ct)AnV(x)+ cexp(ct)V(x)
= exp(ct)[AnV(x) 4+ cV(x)]
< dexp(ct).

Tomemos ahora t" = t A T™. Debido a que el proceso no explota, t" — t cuando m
tiende a oo, por tanto, usando el lema de Fatou, tenemos

exp(ct) PV (x) = Ey[g(Xy, )] < iminfE,[g(Xn, t")].

m—»00
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Por otra parte, usando la férmula de Dynkin para el tiempo de paro ", obtenemos

t‘m

Ey[g(X2, )] = V(x) + Eq [ O Amg(Xt,t)dt] .

Teniendo en cuenta que t" < t, podemos escribir para todot € Ry y x € IR,

m—00

exp(ct) PV (x) = Ex[g(X, t)] < V(x)+lminfE, [ Otm Amg(Xs,s)ds}
< V(x)+ d/otexp(cs)ds
< V(x)+ iexp(ct).
Esto que implica que
PV (x) < exp(—ct)V(x)+ i (4.17)

Recordando que para una medida de probabilidad p sobre R;, con p({0}) < 1,
definimos a K, = [ Pip(dt), e integrando sobre la medida p en la expresion (4.17)
encontramos que

K,V (x) = / PV(x)o(dt) < / exp(—ct)V(x)p(dt) + / %p(dt)
_ (/Ow exp(—ct)p(dt)) v+ 2

Mas especificamente, tenemos que

K,V <AV + g, (4.18)

donde A = [;” exp(—ct)p(dt) < 1.

Por otra lado, bajo las hipétesis enunciadas, tenemos que para para algtn A, la
cadena A-esqueleto con ley de transicion Py es Harris recurrente positiva e irreduci-
ble y todos los conjuntos compactos de IRy son Pp-petite y es fuertemente aperiodi-
ca. Haciendo K, = P, en (4.18) obtenemos que PAV < AV + %. Entonces, usando la
propiedad de Markov reescrita en (4.1), obtenemos que

d
Ex[V(Xaks1)|Fakl = PV (Xak) < AV(Xar) + =

Por lo tanto, podemos aplicar directamente el Lema 16, y obtenemos que existen
constantes f < 1y B < oo tales que

||PAn(x,-)—7r||f§Bf(x)ﬁ”, neZ,.,x€eR,

donde f(x) = V(x) + 1.
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Para un t € Ry arbitrario, podemos escribir t = nA +s, cons € [0,A), para
estimar

1) =7l = sup [Purieg — [ sdn
IgI<f

/ Py(x,dy) | Paa(y, -) — 75

< BB"Psf(x)

< BB"(V(x)+ g +1).

IN

La tltima desigualdad se sigue de (4.18). Para ver esto, tomemos p = J;, la medida
delta de Dirac de s. Entonces K; V = [ P;Vés(dt) = PV, que implica que

Pf(x) = Po(V(x) +1) = P.V(x) +1 < AV(x) + i 1< V() 4+ ’Z b1,

dado que A < 1. Por tanto, queda probado el resultado. O
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Capitulo 5

Momentos y ergodicidad del
proceso JCIR

5.1. Preambulo

En esta seccién vamos a estudiar el proceso de difusién CIR con saltos (JCIR), el
cudl es una extension del proceso de Cox-Ingersoll-Ross estudiado en Cox, Ingersoll
Jr y Ross [10]. Vamos a denotar por (Q), F,P) el espacio de probabilidad canénico,
sobre el cual se trabajarad en todo este capitulo, y denotaremos por [E la esperanza
asociada a IP. Se define la difusién JCIR como sigue:

Definicion 24 (Proceso JCIR). El proceso JCIR X = (X; : t > 0) se define como la tinica
solucion fuerte a la ecuacion diferencial estocdstica (SDE)

dX; = (a — bX;)dt + o/ X;dB; +dS;,  t>0, Xo>0 cs, (5.1)

dondea > 0,b > 0, 0 > 0 son constantes, (B; : t > 0) es un movimiento Browniano
estandar unidimensional y (S; : t > 0) es un proceso de Lévy no decreciente de saltos puros
con medida de Lévy T1 concentrada en (0, c0) que cumple

/O "1 A x)TI(dx) < oo, (5.2)

donde vamos a asumir que Xo, (Bt : t > 0) y (S : t > 0) son independientes. Vamos a
denotar al JCIR con estos pardmetro de la forma (X,a,b,0,B, S).

Observacion 7. Una solucion fuerte X de la SDE (5.1) es un proceso estocdstico (X : t >
0) continuo por la derecha con limites por la izquierda, que satisface (5.1) y que es adaptado
a la filtracion generada por B y S con las hipdtesis usuales, i.e completa (contiene a todos los
conjuntos de medida cero) y continua por la derecha.

En el Capitulo 2 estudiamos a los subordinadores, que son procesos de Lévy
no decrecientes. Dado que IT estd concentrada en (0,0), no tiene deriva ni parte
Browniana, entonces el proceso S = (S; : t > 0) es un subordinador. Ya estudiamos
la forma de la transformada de Laplace de un subordinador, que estd dada por

Ele %] = exp {t/ooo(e_)‘z - 1)H(dz)} , LA >0,

donde IT satisface (5.2). Ademds, sabemos que el subordinador S siempre se puede
escribir como

t )
S = / / ZN(ds,dz), t>0, (5.3)
0 JO
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donde N(dt,dz) es una medida aleatoria de Poisson sobre R, donde Ry = {x €
R : x > 0}. Esto significa que (5.1) se puede reescribir en su forma integral como

t t t [
X; = Xo + / (a— bX;)ds + / o/ XodBs + / / zN(ds,dz), parat>0. (5.4)
0 0 0 JO

Ahora veamos que la difusién JCIR satisface la propiedad de ramificaciéon. Sean
(X,a,b,0,B,S) y (X,a,b,0,B,5) procesos JCIR y definamos al proceso W = (W; :
t > 0) de la forma siguiente W; = X; + X;. Entonces, usando la forma integral (5.4)
tenemos que

~ ~ t ~
Wy=X,+X = (X0+X0)+/O(2a—b(Xs+Xs))ds
t ~ ~ ~
+ 0 [ VB, 4/ RedBert 51+ 5)
0

= (Xo+ Xo) + /t(Za —b(Xs + X;))ds

+ (7/ ( ° dBs+ \/7 ) (\/Ws) Tow, 201 + (St + .gt)

VW Vi

Notemos que el proceso

VW; VW;

es progresivo, y por tanto es una martingala local. Ademas cumple (B); = t, para
todat > 0. Del teorema de caracterizacién de Lévy tenemos que ; es un movimiento
Browniano. Luego se obtiene que:

B = /(mst \/ZdBS>

t t
Wt:W0+/ (a*—bWs)ds—HT/ dBsv/Ws + S; t>0,
0 Jo

donde ax = 2ay (Sf : t > 0) es un proceso de Lévy no decreciente de saltos puros,
con lo que queda probada la propiedad de ramificacion. Es importante resaltar que
la prueba que acabamos de dar muestra ademads que el proceso tiene inmigracion,
puesto que la parte de inmigracién en el proceso W; corresponde a la suma de las
partes con saltos de los procesos X; y X;.

Gracias a esto, el proceso JCIR se pude interpretar como un proceso de Markov
fuerte y podemos encontrar explicitamente su generador infinitesimal. De la Defini-
cién 24 es evidente que el proceso depende de su valor inicial que vamos a asumir
constante de la forma Xp = x > 0. Por tanto, vamos a denotar por P la ley del
proceso JCIR X que inicia en un punto x > 0, y vamos a denotar por [E, la esperan-
za asociada a esta ley. Sea la funcién f dos veces continuamente diferenciable y con
soporte compacto. Usando la férmula de It6 dada en el Teorema 9 para la funcién f
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encontramos que

00 - f@) = [ ex)pxgas+ G [ X
+a/t VXof'(X,)dB
+// (X, +2) — F(X.))N(ds, dz)
(5.5)

Ahora reorganizando los términos y denotando N (ds, dz) = N(ds, dz) — I1(dz)ds,
se tiene para t > 0 que:

fX) - f(x) = /(a—bXs)f (X,)ds + T / Xof(X,)ds
[ TG0+ 2) - 06 )T + M)

donde hicimos

Mt(f):a/othf’ dB+// (X, +2) — (X, ))N(ds, dz).

Notemos que la expresion anterior es martingala local por definicién de integral de
Itd. Sea 7, = inf{t > 0 : X; > m}, para cierta constante m > 0. Luego M, (f)
es martingala gracias a que es acotada, y por tanto E,[M;x+, (f)] = 0. Aplicando el
lema de Fatou y notando que 1, se va a infinito cuando m tiende a infinito obtenemos
que

0 < Ey[Mi(f)] = Ex[lim Myc, ()] < lim Ey[Myo, (£)] = 0.

m— 00

Por lo tanto, E,[M;(f)] = 0 y obtenemos que:
B0 -0 = B[ (@-x)re0+ S [ X
+/ F(Xo +2) f(Xs))l’I(dz)> ds] (5.6)

Si en la expresion (5.6) dividimos entre ¢ y hacemos el limite cuando ¢ tiende a
infinito encontramos que:

(.Af) _ tli%l IEx[f(Xfi] _f(x)
' 2
_ E, ngéli/o ((a—bXs)f’(XsH—z/O Xof"(X.)

+/ (X, +2) — f(X. NI (dz))ds]
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donde usando el lema fundamental de calculo se obtiene que el generador infinite-
simal (ver Definicion 29 del Apéndice B) esta caracterizado por

2
(AN = (a0 L 22 PO 4 [y - popias), 67)

donde x € R} y f es dos veces continuamente diferenciable y con soporte compacto.
Luego, si hacemos

2
(Df)(x) = (a— bx)aj;(;) N %(,zxa afx(;c),

(THE) = [ (Flx+2) = F)TIEs),

podemos escribir

Af =Df + Jf. (5.8)

5.2. Transformada de Laplace

Vamos a encontrar explicitamente la transformada de Laplace del proceso JCIR.
En la seccién anterior encontramos que el JCIR es un CSBP con inmigracién y tiene
generador infinitesimal dado por (5.7). Por tanto, usando la Definicién (3.24) del

Capitulo 3 sobre CSBP con inmigracion, sabemos que la transformada de Laplace
del JCIR debe ser de la forma

Ey e %] = exp {—xut()\) — /O t 4)(us(A))ds} , (5.9)

donde u;(0) es la tinica solucién a la ecuacién diferencial (3.6) del Capitulo 3 dada

por
W)+ 9urA) =0, wo(A) = A 5.10)

y ¢ es el exponente de Laplace de un subordinador, véase Definicién 3.24 para mds
detalle.
Derivando en la expresién anterior obtenemos que

Bl = exp {oxmn(h) = [ plu(A)ds | (~xpn(0) — plan(1)),

y evaluando la derivada en t = 0 y teniendo en cuenta que 1o(A) = A se tiene

d

apExle | = e {=xA} (—xp(A) — p(A)). (5.11)
Por otra parte, usando la expresion (5.7), para la funcién f(x) = e~** encontramos:
A = (0= bx) (=2 TR [T (20— o) i)

_ <Ab+ )‘22”2> +e—“< )uz+/ 1)H(dz)>.
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Ademas, por definicién, sabemos que

Ae ™™ = lim Bule ] —e ™ _ 0

IE —AX;
t—0+ t at [ ]

t=0

Uniendo la expresién anterior con (5.11) se puede observar que

e M =ap(A) = p(V)) = —xe ( b—w) <A“+/ dz))

Gracias a esto, podemos identificar al mecanismo de ramificacién y de inmigracién
del JCIR de la siguiente forma:

P(A) = %02)\2 + DA, = a)\ + / —AZ I1(dz).

Ahora podemos resolver la ecuacién diferencial (5.10). Notemos que para cada A >
0, la solucién de esta ecuacion se expresa de forma tinica por la relacién

-/ SRR S (5.12)
A y(s) T '
1.2.2

Por tanto, basta resolver (5.12). Dado que §(s) = 50°s* + bs, tenemos que (5.12) se
reescribe como

. /ut(/\) ds _/ut(/\)( (72) ds +/”f(/\) (1> ds
A ‘77252—1—195_ A 2b %Zs—i—b A b) s
<1> ur(A) d (%254—})) 1 ur(A) ds
L
b) Ja Zs+b b) Ja s

donde en la segunda igualdad hicimos la descomposicién en fracciones simples. De
lo anterior se deduce que la solucién estd dada por

4

2
wA) d(SGs+Db ur(A)
—bt = _/ M _|_/ %
A A

%zs—kb §

donde integrando obtenemos que

(72

>A+Db

log UZ ALAGY = —bt.
u(A)+b A

En la igualdad anterior, despejando u;(A) mediante manipulaciones algebraicas, se
obtiene que
Ae~bt

(5.13)
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Por otra parte, usando la solucién (5.13), podemos encontrar facilmente la si-
guiente expresion:

/Ot‘l’(”s()\))ds = /Ot [aus(A) +/000(1 —e‘Z”S(A))H(dZ)} ds

t d Meibs t poo
_ a2/ (% )bs+// (1 — e 2M)1(dz)ds

2 2
cJo 1422 %e*

2 t poo
= %711 log <1 + %(1 — ebt)> —|—/ / (1 — e #M)I1(dz)ds.

Ya encontramos la forma de u;(A) y de ¢(A), por lo que podemos encontrar la trans-
formada de Laplace del proceso JCIR, la cual estd dada por

2a
o2 T2 —xAe bt
Ey[e %] = <1 + A1 - ebt)> exp < )
2b 1+ ZA(1—e ) (5.14)

t
X exp </0 /(0 “ (e*Z“S(A) - 1) H(dz)ds) ,

para A > 0.

A partir de la expresién (5.14) vamos a mostrar que la ley de X; iniciando en x
se puede representar como la convolucién de dos medidas de probabilidad. Una de
ellas es la distribucién del conocido proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), introduci-
do en Cox, Ingersoll Jr y Ross [10]. Veamos esto en detalle.

Consideremos la tinica solucion fuerte Y = (Y; : t > 0) de la siguiente ecuaciéon
diferencial

dY; = (a — bY;)dt + /YidBy, t>0, Yo=x>0 cs (5.15)

dondea € Ry, y b,c > 0. Es conocido que Y es el proceso CIR. Evidentemente este
proceso dado por (5.15) es el caso particular cuando Sy = 0 en (5.1), que corresponde
all = 0en (5.14). Vamos a denotar por Py la ley del proceso Y que inicia en x sobre
(R4, B(R4)) y Ex su esperanza asociada. Luego tenemos que

2 _% —xA —bt
E e\ = (1 + 21—t ) ex xAe ) 5.16
e =) e (e o 5.16)

paratodot >0y A > 0.
Por otra lado, sea Z = (Z; : t > 0) la tnica solucién fuerte de la ecuacién
diferencial estocédstica

dZ; = —bZ,dt + o/ZidB: +dS;, t>0, Zo=0 cs, (5.17)

donde ¢ > 0. Claramente (5.17) es un caso particular de (5.1) cuandoa = x = 0.
Vamos a denotar por P la ley del proceso Z sobre (R;,B(R;)) y E su esperanza
asociada. Luego, usando la expresion de la trasformada de Laplace del JCIR (5.14),
obtenemos

t
E[e %] = exp (/0 /(O . (e—zusm) _ 1) n(dz)ds> , t,A>0. (5.18)
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Entonces, de (5.14), (5.16) y (5.18) se tiene que
Ey[e %] = B [e M E[e%], Vt>0, A>0.

Lo que significa que
Py =P, xP, (5.19)

donde el simbolo * denota la convolucién de medidas.

5.3. Momentos

5.3.1. La distribucién de Bessel

Para analizar el comportamiento de los momentos del proceso JCIR necesitamos
estudiar la distribucién de Bessel, ver Jin, Riidiger y Trabelsi [23] y Grigelionis [17].
Comencemos definiendo la funcién de Bessel modificada de primer tipo.

Definicién 25. Llamamos a la funcion I,(y), para y € Ry b > 0, funcién de Bessel
modificada de primer tipo si tiene la forma

(1)’
I — \3v J 00
oy (2 ) Zk'l‘b+k+1)
donde T denota la funcién gamma dada por T'(z) = fooo t?~le~tdt para z > 0. En particular
I'(n) = (n — 1)! para n entero positivo.
Ahora podemos definir a la distribucién de Bessel.

Definicién 26. Sea « y B constantes positivas. Llamamos a una medida de probabilidad
My g sobre (R, B(R 1)) una distribucién de Bessel con pardmetros a y B si

mep(dx) = e “dp(dx) + pe* P¥y/a(Bx) 111 (21/apx)dx, x€Ry, (5.20)

donde dy es la medida de Dirac en el origen e I es la funcion de Bessel modificada de primer
tipo tomando b = 1 en la Definicion 25, i.e

00 1,2\k
Yy (3v°)
=< R. .
h =3 Lagsnr Y€ .21)
Denotemos por 1, (A f]R e~ M, p(dx), para A > 0, a la transformada de

Laplace de m, g.

Lema 17. Para A > 0, tenemos
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Demostracién: Si A > 0, entonces aplicando el teorema de Fubini, tenemos
/Ooo e’)‘xm“,ﬁ(dx) = /Ooo e e *dp(dx) + /Ooo e M Be P, Ja(Bx) 111 (2+/aBx)dx
= e “+e" /OOO Be Fx. e_)‘x\/; vV apx) - i i o;fj_c i
= e‘“+e_‘"/ aBel AP iklo;cﬁil
= ot hapet 2 / " iﬁj)l) o

B . zx,B k+1 1
= e te Z(/%+A> k1)

k=0

- L) e ()

O]

Para estudiar los momentos del proceso JCIR, es fundamental estudiar el siguien-
te lema relacionado con los momentos de orden x > 0 de la distribucion de Bessel.

Lema 18. Sean x > 0y 6 > 0 constantes positivas. Entonces
(i) existe una constante positiva C; = Cy(x) tal que para todaa > 0y p > 0,

1+ ak
ﬁ 7

/ xXmgp(dx) < Cy
R+
(ii) existe una constante positiva Cy = Cy(x, ) tal que paratodaaw > 6y B > 0,

| dx) > C
/Hhx My, 5(dx) zﬁ"

Demostracién: Probemos primero (i). Para ello vamos a separar la prueba en tres ca-
sos: cuando 0 < ¥ <1,cuandox > 1,x € Nycuandox > 1,x ¢ IN.

Si0 < x <1, entonces usando la desigualdad de Jensen obtenemos

/1R+ X p(dx) < </]R+ xm“,ﬁ(dx)>K = <_£tm“’ﬁ(A)‘A_o>K

a\® 14+ af
_ [« , 5.2
(ﬁ) <P (522
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Ademéds, parax = n € IN, con n > 2, de la Definicién 26 y del teorema de Fubini,

tenemos que para todo «, 8 > 0,

K n(,—ua —a—p 2 x
/H{+x ma,ﬁ(dx) = /H{+X (e (50(dx)+,8€ \/a(“T \/7];)(”(\{7_’_1))

— n —uo —,Bx - (‘Xﬁx)
/]R+x «fBe Zk'(k—f—l) dx
o) k+1
e Z k$0‘;6) / anrkefﬁxdx
et T (n+k+1)
pr = k(k+1)!
e & (n k)
pr = k'(k+1)!
e af  (n 4+ k)!
pr = Kkl(k+1)!
e " &2 =4 k) (k1) - k!
pr K+ 1 —n)l(k+2—n)---(k+1)
e v n—2 [xk+1 (Tl + k)!
pr = kl(k+1)!

e " i Wt (g k) (k1)
pr e hrl-ml kt2-n) - (k+1)

+

_|_

dondeI'(z) = fooo t?~le~tdt es la funcién gamma. Pero, observemos que

sup 7(11—’_]()! < o0 y sup (ntk)---(k+1) <
0<k<n— 2 kl(k+1)! k>n—1 (k+2—mn)---(k+1) ’

debido a que
] (n+k)---(k+1)
o ) (k1)

Entonces existe una constante positiva c; = ¢1(n) tal que

=1, para # fija.

w (n+k)!<c o (1K) (k4 D)
ocren oK+ = Y P 2wy k1) T

C1.

Luego, usando (5.23) obtenemos que

—u ok
/ xXmyp(dx) < clen a+a2+...+a”’1+a”2a—'
R, B = k!
DCn

— e (DC+0€+ 4 1>+c1'3n

[Bn

< o <'Bln—|—;n>, paraa,ff >0,

)

(5.23)

(5.24)
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donde la tltima desigualdad se obtiene del hecho de que existe una constante posi-
tiva cp = cp(n) tal que

cre (zx +a 4.+ zx”’1> <y y c1 < oo
Falta probar (i) para k € {x € Ry : x > 1,x ¢ IN}. Para este caso, podemos

encontrar n € Ny € € (0,1] tal que 2x = n + €. Luego, aplicando la desigualdad de
Holder y usando (5.22) y (5.24) obtenemos, para a, f > 0

» ; ;
/1R+ X"y p(dx) = /IR+ x2 amy g(dx) < (/Ilh x”ma,ﬁ(dx)> (/IR+ xem,x,ﬁ(dx))

(5 ()

donde c3 es una constante positiva que depende de x y que se obtiene de (5.24). Pero

IN

como « > 0, se cumple que (1 + a")z < 1+ a?, entonces

1 € € nte

1+a™\2 (a2 w2 +u 2z

xX*m, g(dx) <c -] <gg—m8.
fo o <o (55)" (5) <ot

Por ultimo notemos que existe ¢4 = c4(k) constante positiva tal que 2c3 < ¢4, y
usando que ar <14 «*, obtenemos que

X2 + oz 14 2a" 1+ a" 14 a"
x'myp(dx) <c c <2 <c ,
/]R+ ap(dx) < c3 e g ST Sag

con lo que queda probado (i).

Vamos a probar (ii). Separemos la prueba en dos casos: cuando ¥ > 1y cuando
0<x<l

Sik > 1, usando nuevamente la desigualdad de Jensen, obtenemos que

/]R+ X p(dx) > (/]R+ xma,ﬁ(dx)>K _ (Z)K_

Solo basta probar el caso de 0 < k¥ < 1. Vamos a introducir ahora una variable
aleatoria 7 y vamos a calcular sus momentos. A partir de estos tltimos vamos a
acotar los momentos de m,4. Sea = 1 —x € (0,1) y sea # la variable aleatoria
positiva cuya funcién de densidad esta dada por

(1—e ) Hmyp —e “b0), (5.25)

donde notemos que la funcién dada en (5.25) es densidad porque

[ee]

e mypld) —e %) = A—e ) [ mypldn)—e [ o)
0 0 0

= 1-e'(1-e?) =1
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Luego, para A > 0, tenemos

Ele] = (1—e ™) (igp(A) —e™)

Por otra parte, notemos que podemos diferenciar bajo la integral la expresién E[e =],
pues e~ es integrable. Esto se sigue del hecho de que la funcién h(s) = se™*
alcanza su méximo global en s = 1, y h(}) es integrable. Luego, tenemos que
SIE[e~M] = E[-ne~]. Luego, aplicando el teorema de Fubini y haciendo opor-
tunamente el cambio de variable v = Az en la integral que va de 0 a o, obtenemos
que

/ %E[e*AW]A"*ldA - / E[— e M]A%~1dA
0 0
- _E [ / ne_MAG_ldA}
0

- _E [7719/0 evveldv]

= —E[r(6)7'),

dondeI'(0) = fooo t0=1e~*dt es la funcion gamma; lo cual implica que

1 ® 9
1-67 _ _ —A1 2601
Eln ] @) Jo aA]E[E JAYT AL
Dado que x = 1 — 0, se sigue que
L [0 o appy6-1
Kl = — U]
E[y"] @) Jo a)\]E[e AR dA

= _1“(19) /Ooo aa)\ [(1 - e’“)*1 (exp {ﬁ__’/}nj\} — e"‘)] AT1dA
= w0 (o ) ¢

_ ap o0 “\a 201
N W/o eXp{5+A} @i gt (5.26)

Ahora, usando la funcién de densidad de 77 dada en (5.25), encontramos que

By = [ 21— ) mp(dn) - e 00(d) = (1 -0 ) [ xmg (),

que implica para A € R4

) _ 0—1
/]R+ xXmyp(dx) = (1 —e ")E["] = %/O exp {,3 ﬁo/c\} (oc/\+ ’B)zd)\. (5.27)
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Vamos a hacer el cambio de variable w = aA/p en (5.27), para obtener

0 pwy—x
/]R+ Xy p(dx) = ;Eg)/o exp {—zx+ ,Biﬁﬁ;”} (;j‘_%})z‘idw
= w0 (5) o lae ) armr
_ r(le) (;) I(a). (5.28)

—aw w—* 5 4
wtw ) (Trw/a)? dw pues la expresién solo depende

de «. Entonces, usando el lema de Fatou, obtenemos

liminfI(a) > /oo liminfexp { — o w’ dw
X—00 - 0 X—>00 p X+ w (1 +ZU/0C)2

donde denotamos I(x) = [;~ exp {

= / exp{—w}w *dw
Jo
= T'(1—x)>0,

lo que implica que existe un M > 0 grande, tal que para toda « > M se tiene I(x) >
w > 0. Por otro lado, la funcién a — I(«), con a € (0,00), es positiva y continua
en a pues es una integral continua de funciones continuas en a € (0, 00). Por tanto,
usando los argumentos anteriores, obtenemos que para J > 0, 3 c6(6,x) > 0 tal que
I(a) > c¢ > 0, para todo « > ¢. Finalmente, tomando ¢; = c6ﬁ y usando (5.28)
concluimos que para § > 0, existe una constante positiva c; que depende de « y de

6, tal que paratodoa >4y B >0,

K [XK
dx) > ¢cr—,
/R+x malﬁ( x) > C7,B"

con lo que queda probado el lema. O

5.3.2. Existencia de los momentos

Queremos probar un teorema de caracterizacién de la existencia de los momen-
tos del JCIR a través de la medida de Lévy. Antes de hacer esto, necesitamos estudiar
algunas definiciones y resultados que seran de utilidad para la prueba.

Definicién 27. Una funcién f(x) sobre R es submultiplicativa si es no negativa y existe
una constante ¢ > 0 tal que

flx+y) <cf(x)f(y), para x,y € R. (5.29)

Ademas, llamaremos a una funcién acotada sobre todo conjunto compacto local-
mente acotada. Para mas detalle ver Sato [42].

Lema 19. La funcion f(x) = (|x| V1), para x € Ry x > 0, es submultiplicativa y
localmente acotada. Ademds, para toda ¢ > 0, existe ¢’ > 0 al que f(x) < c’exp(c|x|),
x € R

Demostracion: Es claro que la funcién f es acotada sobre todo compacto pues |x| y 1
lo son. Por tanto f es localmente acotada.
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Probemos ahora que f es submultiplicativa. Sea h(x) = x V 1 y notemos que h
es creciente para x € R. Consideremos x,y € R y vamos a diferenciar tres casos. El
primer caso es cuando x,y > 1. Esto implica que x,y < xy. Luego

hix+y) =x+y < 2xy =2h(x)h(y).
El segundo caso es cuando x,y < 1. Por ser h creciente, tenemos que
h(x+vy) <h(14+1) =2 =2h(x)h(y).

El tercer y dltimo caso es cuando uno de los nimeros es menor que 1 y el otro no.
Supongamos sin pérdida de generalidad que x > 1y y < 1. Por la monotonia de i y
usando el primer caso, tenemos que

hix+y) <h(x+1) <2h(x)-1=2h(x)h(y).

Por tanto, para x,y € R, existe una constante c = 2 > 0 tal que h(x +y) < ch(x)h(y).
Finalmente, usando de nuevo que & es creciente, obtenemos

fx+y) =h(x +yD)* < h(lx[+yD)* < "r(lx) Ry )" = " f(x) f(y),

con lo que queda probado que f(x) = (|x| V 1)* es submultiplicativa.

Finalmente, veamos que si |x| < 1, entonces f(x) =1 < eclxl pues c|x| > 0. Por
otro lado, si |x| > 1, existe n € N tal que |x| < 1, que implica que |x/n| < 1 < ecl*,
Luego

f(x) = |x|* = n¥|x/n|* < n*el,

Esto significa que para todo ¢ > 0, existe ¢’ > 0 al que f(x) < ’exp(c|x|), x € R;
con lo que queda probado el lema. O

Los siguientes lemas son fundamentales en la caracterizacion de la existencia de
momentos. Para una prueba del primero ver Proposicién 3 de Ben Alaya y Kebaier

[7].
Lema 20. Sea x € (0, 00), tenemos
(i) parab =0,

sup E,[(Y:)"] < suth < o0
0<t<1 >1

(ii) parab > 0,
sup E;[(Y))"] < oo.
>0

El siguiente resultado se prueba en el Teorema 25.3 de Sato [42].

Lema 21. Sea f una funcion sobre R submultiplicativa, localmente acotada y medible. Sea
L = (L;:t > 0) un proceso de Lévy sobre R con medida de Lévy A. Entonces

E[f(L)] < o paracadat>0 < / F(2)[A]z(o13 (d2) < o0,

donde [A]{|;>1) es la medida A restringida al conjunto {|x| > 1}.

Antes de probar el resultado principal de esta seccion, es necesario probar un
altimo lema .
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Lema 22. Sea I1es la medida de Lévy asociada al subordinador S dado en (24) de la definicién
del proceso JCIR. Sea

: )
A:// ~2s(M) _ 1) [I(dz)ds, A >0,
A ) dz)ds

donde us(A) estd dada en (5.13) por

e —bs

Us(A
W= 1+ ZA(1—ebs)

Entonces e® es la trasformada de Laplace de una distribucién Poisson compuesta con pard-
metro Ay = fo ({z > 1})ds.

Demostracion: Vamos a reescribir

—z)\ebs < —al >
ex = ex , 5.30
p<1+g;A(1—ebs)> P2 (5:30)
donde )
2bz 2be?’
= ——— >0, B
o2(ebs — 1) P o2(ebs —1)

Podemos ver, del Lema 17, que la parte derecha de (5.30) es la trasformada de Lapla-
ce de la distribucién de Bessel m, g con pardmetros « y . Vamos a denotar a dicha

transformada de Laplace como 7, g(A) = exp ( Bt A) Luego:

t
A = // (1t 5(A) — 1)IT(dz)ds
{z>1}
= // 1ty 5 (A)I1(dz) ds—// I1(dz)d
{z>1} {z>1}
s /{m}mﬁ (@2)ds
= < // U dz)ds—l)
{z>1}

donde denotamos

A= /Ot /{Z>1}H(dz)ds - /Otn({z > 1})ds < co.

Ahora, dado que a y B son funciones de z y s, podemos definir una medida p; sobre

R+ como sigue
— A7 / / 1y, p(-)T1(dz)ds.
{z>1}

Veamos que p; es de probabilidad pues

ot t
0r(Ry) = A1 /0 /{ Ly e (R dz)ds = 4, /O /{ Ly T(de)ds =270 =1
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Ademés, la transformada de Laplace de p;, para A > 0, tiene la forma

pr(A) = /]R+ e Mpoi(dx) = A / /{z>1} </]R+ maﬁ(dx)> I1(dz)ds

— A /0 /{Dl}ma,ﬁ()\)n(dz)ds.

Por tanto, A = A;(p¢(A) — 1), que significa que ¢® es la transformada de Laplace de
una distribucién Poisson compuesta. O

Estamos en condiciones de probar el teorema de caracterizacién de los momentos
del JCIR, el cual es el resultado principal de esta seccién.

Teorema 20. Sea (X;,t > 0) el proceso JCIR definido en (5.1) y sea x > 0. Entonces la
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Ex[XF] < coparatodox € Ry yt >0,
(ii) Ex[X[] < coparaalgunax € Ry yt >0,
(iii) [\, 2" T1(dz) < oo.

Demostracion: (iii) = (i). Sea x > 0. Sean x € Ry y t > 0 arbitrarios y supongamos
que se cumple || (z>1} Z"T1(dz) < oo. Vamos a descomponer la medida IT de la forma

H(dz) = 1{Z§1}H(dz) + 1{Z>1}H(d2).
Entonces, a partir de (5.18) tenemos que para todo t,A > 0,

Ele™*] = exp (/t /000 e’z’“()‘) — 1) H(dz)ds)
= exp </ /000 —2us(A) _ 1) 1{Z<1}H(dz)ds)
- exp (/ /Ooo —zus(A) _ 1) 1{Z>1}H(dz)ds) (5.31)

Sean ahora S(!) = (St(l) (> 0)yS? = (ng) : t > 0) subordinadores de saltos
puros con medida de Lévy 1,1,11(dz) y 1;,-1,11(dz), respectivamente. De forma

anédloga a como se hizo en (5.17), para i = 1,2 vamos a definir a Z() = (Zt(i) :£>0)
como la tinica solucién fuerte de

dz!) = —bz{dt + 0\/7dB, +as{?, t>0,7z" =0 cs.
Vamos a denotar por P() a la ley del proceso Z) sobre (R, B(R;)) y EU) la es-

peranza asociada a P(i), para i = 1,2. Utilizando (5.18), encontramos para t,A > 0
que

(1) [,-AzMy /t/ —zus(A) _
EW]e ] exp( 0 Jiom) (e 1) 1p,<yI1(dz)ds |, y
ot
E@ 2] Z exp ( /0 /(000) (3_2”5(/\)—1) 1{Z>1}H(dz)ds>. (5.32)

Luego, de (5.31) y (5.32) se tiene que

P =P % p@), (5.33)
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Consideremos la funcion f(y) = (|ly| V1)*, y € R. Por el Lema 19 f es sub-
multiplicativa y localmente acotada, por tanto existe ¢; > 0 tal que f(y1 +y2) <

c1f(y1)f(y2), parayy, y2 € R. Ademas, para c > 0 existe c; > 0 tal que f(y) < coecl™],
paray € R. Entonces, a partir de (5.19) y (5.33) obtenemos que

Ef(X)] = E[f(%+2" +22)|Y = 2] < SELF(IED [F(ZM)E@[£(Z))]
< BB f(Y)EV A EQ[£(Z?)). (534)

Vamos a mostrar que E,[f(X;)] < oo, para ello probemos que las esperanzas del la-
do derecho de (5.34) son finitas. Gracias al Lema 20, E+[f(Y})] = Ex[|Y;|[*1{y,]51}] +

Ey[1(}y,|<1}] < 0. Ademds, dado que S tiene solamente saltos “pequefios", se sigue

EM [eCZt(l)] < co del teorema 2.14 (b) de Keller-Ressel y Mayerhofer [26], el cual pode-

mos encontrar en el Apéndice D como Teorema 37. Basta probar que E?)[f (Zt(2) )] <
co.

Veamos que del Lema 22, Zt(z) tiene una distribucién Poisson compuesta, por

tanto, existe una medida de probabilidad p; sobre IR tal que
E@ 227 = Me)-1) 50 A >0,

donde §; denota la transformada de Laplace de p; y 0 < A; < co. Usando también el
Lema 22, tenemos que

t [eS)
Pt() - ()‘t)il/o /0 mzx(z,s),ﬁ(z,s)(’)1{z>1}n(dz)dsf

donde 1, 5 p(»,) €s la distribucion de Bessel dada en la Definicion 26, con pardme-

tros
2bz 2bebs

a(z,s) = m y B(z,s) = m.

Como Zt(z) sigue una distribucién Poisson compuesta, es infinitamente divisible y su
medida de Lévy estd dada por A;p; (ver Capitulo 1). Aplicando el Lema 21, podemos
ver que f{y>1} f(y)Api(dy) < oo implica que E[f(Z;)] < oo; pues f es submultipli-
cativa, localmente acotada y medible no negativa.

Aplicando el teorema de Fubini, obtenemos que

/{y>1}f(y))\tpt(dy) — /Ot /0°° <Ay>1}f(y)ma(z,s),ﬁ(zls)(dy)> 1.-1yT1(dz)ds
- /ot /{z>1} (/{y>1}f Y )m"‘(zrs)/ﬁ(zfs)(dl/>> I1(dz)ds.

Pero, debido al Lema 17, tenemos

My(2,5),8(z,s d < My(z5) Blzs d
/{y>1}f(3/) (25)B(z) (AY) MELOLNGEVERICT)

< (1 + yK)mtx(z,s),ﬁ(z,s) (dy)
1+ a(z,s)"
B(z,s)
14 C102(2b) (1 — e~ ") 4+ Cre 2", (5.35)

IN

1+CG
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Entonces, por hipétesis, podemos obtener

/{y>1}f WApe(dy) = /ot /{z>1} (/{y>1}f (y )mvf(zrs)ﬂz,s)(dy)) I1(dz)ds
< /t/{ o1} (1 + C10'2K(2b)7’((1 — eibs)" 4 Cleﬂcbszx) I1(dz)ds

t
— T({z > 1})/ (1+Cro™(@b) (1 —e7)") ds
0
t
+/ Cle”‘bsds/ Z"T1(dz) < oo.
0 {z>1}
Luego, E,[f(X;)] < oo, por tanto

Ex[(X)"] < Br[f(Xi)] < o0

(i) = (ii). Es inmediato.
(ii) = (iii) Supongamos ahora que E,[(X;)*] < oo para alguna x € R} y t > 0.
Por (5.19) tenemos

Eo[(X)"] = /R [ (y+2)PaY € dy)P(Zs € dz) < o0

Por tanto f]R+ (y+2)"P(Z; € dz) < oo para alguna y € R, que implica que

El(Z)] = [

Ry

Z"P(Z; € dz) < /]R (y+z)P(Z; € dz) < o
+

Dado que P = PV x P?) y que E[(Z;)*], razonando de forma analoga a lo anterior,
podemos obtener que E@[(Z?)¥] < oo. Luego, E?[£(Z*)] < 1+ E@[(zP)¥] <
oo. Nuevamente, del Lema 22, tenemos que Zt(z) tiene una distribucién de Poisson
compuesta, por tanto, existe una medida de probabilidad p; sobre R tal que

E@ 27 = Me)-1 p5 0 A >0,

con 0 < A; < co. Ademas,

t
:A_l// alzs 2 Hd d.
*Jo {z>1}m(r)/ﬁ(,)() (dz)ds

Aplicando el Lema 21, obtenemos que E?)[f (Zt(z))] < oo implica

/{y>1} fy)Ape(dy) < oo

Por tanto, usando teorema de Fubini, vemos que
t (e
/O /0 < k. y"ma(z,sm(z,s)(dy)) [I(dz)ds = /IR Y Awpr(dy)
= /{ Y Aipr(d / Y Aipr(dy)
y<

< Avor(dy) / YAspi(d
< /IR tor(dy) + o) f(y)Api(dy) < oo
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que implica que
/ < mezx(z,s),/S(z,s)(dy)> H(dz) < ©o0.
. 0 1R+

Ademas, notemos que para s € [0,f] y z > 1, se cumple

2b 2b

o2(ebs —1) = o2(ebs —1) o(t).

a(z,s) =

Luego, por el Lema 18, podemos encontrar § = §(f) > 0y ¢3 = c3(6) > 0 tales que

a(z,s)\" b
‘ dy) > = c3ze ™, e0,t, z>1.
]R+3/ Me(z,5),6(zs) (dY) = c3 (,B(z,s)) c3z'e s€0,t], =z

Esto implica que

—xbs K ”
' H d < / ®\z,s z,8 d H d
C3€ AZ>1} z ( Z) - . {Z>1} < 1R+ y m ( ’ )/;B( ’ )( y)) ( Z)

7 vmaesspes (@ ) i) <o

con lo que queda probado el teorema. O

IN

5.4. Densidades de transicion del JCIR

En esta seccion vamos a probar que las densidades de transicion del proceso JCIR
son positivas. Para ello nos vamos a apoyar en la representacién de este proceso
como la convolucién de dos medidas de probabilidad, como vimos en (5.19). Este
resultado es imprescindible para probar la ergodicidad del proceso JCIR.

Teorema 21. Supongamos que a > 0. La variable aleatoria X} tiene funcion de densidad
pe(x,y) para x,y € Ry y t > 0, absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue. Ademds, la funcion de densidad p;(x,y) es estrictamente positiva para todo y > 0.

Demostracion: De (5.19) tenemos que la ley de X; iniciando en x es la convolucién
de Y; iniciando en x y de Z;. Es conocido (ver Cox, Ingersoll Jr y Ross [10]) que el
proceso CIR (Y; : t > 0) tiene funcién de densidad absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue dada por

q
2

7i(x,y) = e (=) [y (2(0)?) (5.36)

parat,x > 0yy > 0, donde

K= 2b u = kxe ¥
To2(1—e bty o ’
o _ 2a
V= KY, q.—ﬁ—l.

Aqui I; es la funcién de Bessel modificada de primer tipo de orden g, i.e

A (1”2)1(
0= Q) Bty
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Luego, dado que una de las dos medidas de la convolucién es absolutamente conti-
nua, entonces [P, es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
y tiene densidad dada por

p(x,y) = /]R+ q:(x,y — z)P(Z; € dz).

La funcién de densidad g:(x,y) > Oparay > 0y g:(x,y) = 0 paray < 0 ( ver
Férmula 18 de Cox, Ingersoll Jr y Ross [10], Proposicién 6.3.2.1 de Jeanblanc, Yor
y Chesney [19] y pagina 222 de Ikeda y Watanabe [18]).

Seant > 0yy > 0.Para 0 < § < y suficientemente pequefia, tenemos que

pe(x,y) = /IR qe(x,y —2)P(Zy € dz) > /[05} q:(x,y — 2)P(Z; € dz).
+ ¢

Probemos que f[0,<5] q:(x,y — z)P(Z; € dz) > 0. Notemos que g;(x,y — z) > 0 para
todo z € [0, 6], con lo que basta probar que IP(Z; € [0,4]) > 0. Veamos que

P(Z; € [0,6]) =P(Z; =0) +P(Z € (0,0]).
Hay que probar que P(Z; = 0) + P(Z; € (0,4]) > 0.
SilP(Z; = 0) > 0, ya queda probado el resultado. Vamos a suponer entonces que
IP(Z; = 0) =0, (5.37)

y probemos que necesariamente se tiene que P(Z; € (0,6]) > 0.
Vamos a denotar

t poo
Ar(A) = / / (=M — 1) T1(dz)ds, A >0, (5.38)
0 Jo
donde u5(A) esta dada por (5.13). Entonces, usando (5.37), obtenemos
E[e™#—0] — Ee™" 01, _)] = ¥ (Ele™#] - E[e™*1(7,}))
S <6At(/\) —P(Z = 0))
— e)\éeAt()\) — eA&/ZeAt()L)+)L(5/2‘ (539)

Por otra parte, veamos que para todo A € [1,00) y s € [0, t], se tiene

0 0
—zus(A) _ _ _ —zus(A)
oA (e 1) Z(aA( ”S(’\)))e

—bs o —bs
= - ze 5 €Xp { UZAZ/\e 0 } . (5.40)
(1+ 521 —et)) 1+ % (1 —eb)

Notemos que como A € [1,00), tenemos que —‘TZZT)‘ (1—e7%) < 0y por tanto

oA b —zAe b8
1+ —(1—-e")>1 ex < 1.
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Luego,

—bs —bs
ze —zAe e
ex 1 < ze se clzl ,
(1 + A1~ e—bs))z P { 14 S22 (1 —e ) } {z>1} = {(z>1}

—Me~bs

| tante c 0 tal S w—
para alguna constante c; > 0 tal que 1+ 2 (1e )

< —c1. Ademds veamos que

ze_bsl{zsl} < (zA 1)e_b51{2§1} < (zA1)e7 P, y

-1 -1

—bs ,—c1z e —bs _ € —bs
R | <—e 7 =—¢e "(zA1
=1 = ¢ @A),
pues la funcién g(z) = ze “* estd acotada por —ec dado que alcanza su méximo

global en z = 1/¢;. Usando esto y (5.40), obtenemos que

—bs o —bs
% (e‘zus(?t) — 1) = ze 5 eXp { UZAZM — }
<1+"2"(1—e—b5)) 1+ 5 (1—e™)

bs

< ze ™t "1<cqy +2ze e Ly
-1
< (zA1)e s+ ec—e’bs(z A1)
1
< e ®(zA1), (5.41)

para alguna constante ¢, > 0.
Entonces, tenemos que

’;A <e—zus(A) _ 1)‘ < e (2 A1)

/Ot /0°° (cae (2 A1) ) TI(d2)ds = o /Otebsds /Ow(zm) < oo

Usando el lema de diferenciacién (ver Apéndice A o el Lema 16.2 de Bauer [6]),
podemos ver que A¢(A) es diferenciable en A € [1,00) y que

A)) = /0 t /O m% (=M —1) Ti(dz)ds, A€ [1,00). (5.42)

También notemos a partir de (5.40) que = (exp{—zus(A)} —1) > 0 paraz > 0,
A € [1,00) ys € [0,¢]. Esto implica que la funciéon A;(A) es estrictamente creciente
para A € [1,00). Més atn, tenemos
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Entonces, haciendo uso de (5.41), (5.42) y del teorema de convergencia dominada,
encontramos que

lim 2 A / / lim = (e —1) =
A IA Avos aA
Por tanto, & (A¢(A) +4) = Z(Ay(A)) + 3 — $, cuando A tiende a oo. Esto implica
que para A suficientemente grande la funcién A;(A) + 42 es monétona creciente y
por tanto
lim /2D NFA8/2 — 15 ¢19/2 Tim oM M+A/2 —
A—00 A—o0 A—o0

A6/2

— o, (5.43)

pues lim)_,, € = coy eM(M)H+19/2 5 creciente para A suficientemente grande.
Luego, de (5.39) y (5.43) se tiene que

lim (E[fe™% 0] — E[e#7915,_q)]) = o0

A—ro0

Ahora, como supusimos que IP(Z; = 0) = 0, debemos tener que IP(Z; € (0,4]) > 0,
pues en otro caso

lim (E[e~(#~9)] - E[ef”zf*“l{ztzoﬂ)

A—o0
= lim (BP0, ]+ b Mg )|+ BP0 g, ) —EP 4015, )
= Jm (Ele™ #9119 z,c5)) + El“17,.5)])

lo cual es una contradiccion.
Por tanto, si IP(Z; = 0) = 0, entonces debemos tener IP(Z; € (0, 4]) > 0. Con esto
queda probado el teorema. O

5.5. Ergodicidad

En esta seccién vamos a probar que la condicién

/ log 2T1(dz) < oo, (5.44)
{z>1}

sobre la medida de Lévy, implica la ergodicidad del proceso JCIR. Nos basamos en
la teoria desarrollada en el Capitulo 4 sobre estabilidad de procesos de Markov y en
las ideas de Jin, Kremer y Riidiger [21]. El método que utilizaremos es encontrar una
funcién de Foster-Lyapunov en el sentido de la condicién FLD dada en la seccién
4.2 del Capitulo 4, luego usaremos el Teorema 18 del mismo capitulo para el proceso
JCIR, que en particular es un proceso de Markov.

Aligual que en Jin, Kremer y Riidiger [21] proponemos como funcién de Foster-
Lyapunov a V(x) = log(1 + x) para x € R4, por su estrecha relacién con la condi-
cién (5.44). Primeramente, vamos a probar un lema que muestra que la funcién V
estd en el dominio del generador extendido de el proceso JCIR X. Denotemos por
(Ft : £ > 0) la filtracién candnica generada por el proceso X.
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Lema 23. Supongamos que se cumple
log zI1(dz) < co.
/{Z>1} gzI1(dz)

Sea V(x) = log(1 + x), para x € R. Entonces para todot > 0y x € Ry, V estd en el
dominio del generador extendido de X.

Demostracién: Siguiendo la Definicién 19 del Capitulo 4, debemos probar que el pro-
ceso

V(X) = V(Xo) — /Ot AV(Xs)ds

es una martingala con respecto a la filtraciéon (F; : t > 0) y que la funcién t —
AV (X;) es Py-integrable.
: t .
Vamos a primero que V (X;) — V(Xp) — [, AV(X;)ds es martingala. Tenemos que

1 mey L
1+x y V (X)— (1+x)2r

Vi(x) =
que implica que la funcién V es dos veces continuamente diferenciable, para x € R

Sea x € Ry fijo y supongamos que Xy = x c.s. La version integrar de (5.1) esta
dada por

t t
X =x+ / (@ — bX)ds + (7/ V/XdB; + S,
0 0
de donde usando la descomposicién de Lévy-Itd6 dada en (5.3), obtenemos que

t t ot [}
Xy =x +/ (a —bXs)ds + 0'/ v/ XsdB; +/ / zN(ds,dz), t>0.
0 0 0 Jo

Ahora, usando la férmula de Itd dada en el Teorema 9 para la funcién V, la expresioén
(5.7) y denotando N(ds,dz) = N(ds,dz) — I1(dz)ds, encontramos que

V(X)) - V(X)) = /Ot(a—bxs)v/(xs)derf/otxsv”(xs)ds
+a/t VX V'(Xs)dBs
+// V(X, +z) - V(X,-))N(ds,dz)
_ /(a—bX)V’(X)ds—|— /XV”X)ds
+ / / V(X +2) = V(X,-))II(dz)ds
to / VXV (X,)dBs
+// V(X, +z)— V(X.))N(ds,dz)
— /O (AV)(Xo)ds + Mi(V), >0, (5.45)

donde hicimos

V) = a/ot VXV (X.)dB, +/Ot /OOO(V(XS +2)— V(X ))N(ds,dz).
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Si denotamos por

M=o /0 VX V'(X,)dBs,  M? = /O /{Z<1}(V(Xs+z)—V(Xs)) (ds, dz)

y
M3 = /0 /{ Ly (Ve 2) = V(X )N(ds dz),

entonces podemos escribir M;(V) = M} + M? + M;. Hasta ahora hemos probado
que

V(X)) — V(Xo) = /Ot(AV)(XS)ds + My(V).

Entonces, para probar que V(X;) — V(Xp) — fot AV (X;)ds es martingala con respec-
to a la filtracion (F; : t > 0) hay que probar (M;(V) : t > 0) es también martingala
y que fOt(AV)(XS)ds es finita para toda t > 0.

Vamos a proceder a probar que (M;(V) : t > 0) es una martingala con respecto
a la filtraciéon (F; : t > 0). Primeramente mostremos que (M} : t > 0) es una
martingala con respecto a la filtracion (F; : t > 0). Veamos que

t X
_ 42 s _
_U/OIEX|:<1+X5)2:|dS

t 1 t
< UZ/]E ds<02/ds:tc72<oo,
- 0 x[1+Xs] - 0

por tanto, por definicién de integral de It6 con respecto al movimiento Browniano,
(M} : t > 0) es una martingala cuadrado integrable.

Ahora probemos que (M? : t > 0) es martingala. Por el teorema del valor medio,
existe un y* < oo tal que

EM)Y] = E, (a /Otmv%xs)ows)z

1
V(y+2) =Vl =2V (yx)| <zsup [VI(y)| =z sup |;-—[ <z yzeRs
yE]R+ yE]R+ +y
(5.46)

Esto implica que

t
E, { / / (V(X, +2)— V(XS))ZH(dZ)ds} <t 22T1(dz < o),
JO J{z<1} {z<1}
lo cual, utilizando el Lema 5 y la Observacién 2 del Capitulo 1 (ver también pédgina
62y 63 de Tkeda y Watanabe [18]), implica que (M? : t > 0) es martingala cuadrado
integrable.
Por otro lado, siy > 0y z > 1, entonces

Y+ -Vl = o ()

Z
= log(1+-—"—
Og<+1+y>

< log(1+z) <log(2z) =log(2) + log(z). (5.47)
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Luego parat > 0

B[ [ [, VX +2) = VXOIN@)ds| < o[ (log2+log2)ri(ds)

= tlog(2)II({z > 1})
+t /{Z>1} log(z)I1(dz) < oo,

y nuevamente, usando el Lema 5 y la Observacién 2 del Capitulo 1 (ver también
péagina 62 y Lema 3.1 de Ikeda y Watanabe [18]), tenemos que (M; : t > 0) es
martingala. Por tanto, (M;(V) : t > 0) = (M} + M? + M} : t > 0) es una martingala
con respecto a la filtracién (F; : t > 0).

Entonces basta probar que fot AV (X;)ds < oo para t > 0 para finalizar esta parte
de la prueba. De (5.8) tenemos que AV = DV + JV. Notemos que

o2

sup [DV(y)| = sup |(a—by)(1+y) ™ + 5 (=) (1+1) 7
yeR, yeR,
1 y a2y
< b —
R <“‘1+y‘+ ‘1+y‘)+5§m e

2

(%

Ademas, usando (5.46) y (5.47) obtenemos
TVl < | [ e v+ [ (v - v)ne)
< /{z<1} zI1(dz) +log(2)II({z > 1}) + /{Z>1} log(z)I1(dz) < oo,

paray € R.. Entonces, obtenemos que | AV| estd acotada sobre R, lo que implica
que

t
/O AV (Xs)|ds < oo,

paratodat > 0.

Ademas, el hecho de que | AV | esté acotada sobre R, implica que [E[| AV (X;)|] <
co, para toda f > 0, lo que muestra que la funcién t — AV (X;) es Py integrable.
Con esto se concluye la prueba. O

Estamos en condiciones de probar la ergodicidad del proceso JCIR (X; : t > 0)
bajo la condicién 5.44. Para ello vamos a hacer uso del Teorema 18 del Capitulo 4.

Teorema 22. Sea (X; : t > 0) el proceso JCIR con pardmetros a, b, o y I1, donde 1 es la
medida de Lévy de (S : t > 0). Si

log zI1(dz) < oo,
/{z>1} ogzIl(dz) < oo

entonces X es ergddico.

Demostracion: Haciendo uso del Teorema 18, para probar que (X; : t > 0) es erg6di-
co debemos probar tres cosas:
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(a) que (X;:t > 0) es un proceso de Feller;

(b) que todos los conjuntos compactos del espacio de estado R son petite para
alguna cadena esqueleto;

(c) y que se cumple la condicién FLD, i.e, existen constantes positivas ¢, M tales
que
(AV)(x) < —c + M1g(x), x € Ry, (5.48)

para algun subconjunto compacto K € R, donde V(x) =log(1+x), x € R;.

Probemos (a). Como vimos en la primera y segunda seccién de este capitulo, el
proceso JCIR es un proceso de ramificacién continua con inmigracién y por tanto, es
un proceso de Feller. Véase Apéndice D para mds detalle o seccién 1y seccion 2 de
este capitulo.

Probemos (b). Sea 6 > 0 y consideremos la cadena esqueleto 77, = X5, n €
Z . El proceso de ramificaciéon continua X es un proceso de Markov, por tanto 17 =
{#n : n € Z} es una cadena de Markov sobre el espacio de estados R.. Veamos
que la cadena 7 es irreducible con respecto a la medida de Lebesgue sobre R, que
denotaremos por A. Sea A € B(R.) tal que A(A) > 0, entonces del Teorema 21
obtenemos que

P(m € Ao =x) =P(Xs € A) = /A pe(x,y)dy > 0,

ya que las densidades de transicion del JCIR son estrictamente positivas para todo
x € Ry yy > 0. Hemos probado que la medida de Lebesgue sobre R, que de-
notamos por A es irreducible para 5. Probemos ahora que todos los subconjuntos
compactos de R son petite para la cadena 7 = {7, },,>1. Debido a que el proceso
JCIR tiene la propiedad de Feller, la cadena 7, iniciando x > 0 también posee la pro-
piedad de Feller. Por tanto, usando la irreducibilidad, de acuerdo al Teorema 3.4 de
Meyn y Tweedie [34], todos los subconjuntos compactos de R ; son petite para 7.

Probemos (c). Primeramente probemos que lim,_,. AV (x) existe y es negativo,
usando que AV = DV + JV. Veamos que

o2
lim (DV)(x) = lim (a — bx)(1+ x)~! — lim Ex(l +x)2=-b

X—r00 X—r00 X—00

Ademads, veamos que

lim (V(x+z) — V(x)) = lim log <1 + = ) =0,

x—r00 x—00 1+ x
y que a partir de (5.46) y (5.47) se obtiene
[V(x+2z) = V(x)| < z11,<1) + (log2 +logz)1.~13,

donde z1y. <1y + (log 2 +1ogz)1.-1, es integrable. Entonces podemos aplicar el teo-
rema de convergencia dominada a la funcién V(x 4+ y) — V(x) para obtener

lim (V) (x) — /0°° lim (V(x + ) — V(x))TI(dz) = 0.

X—00 X—r00

Esto muestra que limy_,., AV (x) existe y es negativo. Luego, existen constantes
¢, xo > 0 tales que, para x > x, se tiene que (AV)(x) < —c.
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Por otra parte, de la demostracion del Lema 23 vemos que | AV| es acotada en
R+. Luego, existe My > 0 tal que

(AV)(x) <My=My+c—c=—-c+M,
donde M = M) + c. Luego, para toda x € K, donde K = [0, xo] es compacto, se

cumple que
(AV)(x) < —c + M1g(x), x>0,

con lo que finalizamos la prueba. O

5.6. Ergodicidad exponencial

En esta secciéon vamos a estudiar la velocidad de convergencia con la que se la
ergodicidad.

Lema 24. Supongamos que para algiin k > 0 se cumple
/ 2T1(dz), (5.49)
{z>1}

ysea V€ C*(Ry,R) una funcién no negativa que cumple V(x) = x*! para x > 1.
Entonces existen constantes positivas c, M tales que

(AV)(x) < —=cV(x)+M  paratodox € Ry. (5.50)
Demostracién: Supongamos que ¥ > 1, lo que implica que V(x) = x, para x > 1. De

la expresion 5.8 tenemos que AV = DV + J V. Probemos primeramente que J V(x)
estd acotada sobre [1, ). Notemos que para x > 1

TV(x) = /0 T(V(x+2) = V(x)TI(dz) = /0 " 2T1(dz)

- T1(d T1(d
/{Zgl}z (d2) + [ #Ti(e)

/ zI1(dz) + Z"T1(dz) < oo
{z<1} {z>1}

IN

Luego, encontremos una cota para DV (x). Puesto que V'(x) = 1y V”(x) = 0, para
x > 1, vemos que

DV(x) = (a—bx)V'(x) + U;xV"(x) =—bx+a=-bV(x)+a, x>1. (5.51)

Ahora, supongamos que 0 < k¥ < 1, 1o que implica que V(x) = x*, para x > 1.
Acotemos nuevamente 7 V(x) sobre [1, c0). Veamos que para x > 1

(V(x+2)=V(x)) = ((x+2)"-x")

IN

IN
R

“(
K<1+K§—1)

I

=
A
—~

A

Il
=
<
N
A\
N
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donde usamos que para todoa > —1y 0 < x < 1, se cumple (1+a)* < 1+ ka,
conocida como desigualdad de Bernoulli. Luego, para x > 1, se tiene

TV(x) = /Ooo(V(x+z)—V(x))H(dz)§ /OOOZH(dz)

_ T1(d / T1(d
/{Zgl}z () + | #T(e)

< / zI1(dz) —i—/ Z"T1(dz) < oo.
{z<1} {z>1}

Ademds, para x > 1, se tiene
V/(x) = xkx*71, V" (x) = x(x —1)x" 2.

Luego, dado que 0 < k¥ < 1, tenemos para x > 1 que

Zx
DV(x) = (a—bx)V/(x)+%V”(x)

U’Z(K—l))

= —xx* gt <a + >

—bxx* +dy
= —bxV(x)+dy, (5.52)

con dy constante positiva.

A partir de (5.51) y (5.52) y teniendo en cuenta que JV(x) estd acotada sobre
[1,00), i.e existe My > 0 tal que JV(x) < M para todo x > 1, podemos concluir
que

AV (x) <DV(x)+ My < —b(k A1)V (x) + (a Vdy) + My, para toda x > 1.
Finalmente, usando que V € C?(R,,R), obtenemos que

sup |V (x)] < oo,
xe(0,1]

y por tanto, existe Ny, tal que

sup |AV(x)] < Ny < oo,
x€[0,1]

Esto implica que

AV(JC) AV(X)l{xgl} +AV(X)1{X>1}

sup |AV(x)|+ —b(xk A1)V (x) 4 (aVdy) + My
x€[0,1]

—b(k A1)V (x)+ (aVdy)+ My + Np.

IN

IN

Luego, tomando ¢ =b(k A1) y M = (aVdy) + Mp + N, se obtiene que
AV (x) < —cV(x)+ M, para toda x € Ry,

con lo que concluye la prueba. O
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Lema 25. Supongamos que para algiin x > 0 se cumple (5.49) y sea V € C>(R;,R) una
funcién no negativa que cumple V(x) = x*! para x > 1. Entonces existen constantes
positivas c, M tales que

M
E,[V(X:)] <e “V(x)+ — para todo (t,x) € R2. (5.53)
Demostracién: Supongamos que k > 1. Del Teorema 20, tomando tenemos que

IEX[Xt] = Ex[Yt] + E[Zt] < 0

Ademas, usando las expresiones (5.18) y (5.38) y siguiendo las mismas ideas de la
prueba del Teorema 21, vemos que

bs

d [ _au(n) ze~ —zAe b8
— (e s —1) = ex s
oA ( ) (1-{-‘72/\(1_6415))2 p 1+ Zh(1 — e ts)

y que
Lo o —us(A)
e _ S — > .
/0 /0 = (e 1) [I(dz)ds, A >0
Por tanto,
A/(O) _ /t/ i (efzus(/\) _ 1) ) H(dz)ds _ /t/ bSH(dz)ds
! —Jo Jioee) 07 A=0 ~Jo S0
1—e 0t
= I1(d
b Jiow (dz)
Luego
— i _ —AZy _ At(O) / _ /t/ —bs
Elz] = oA ( Ele ]) ’A:O = e TA(0) = 0 J(0,00) ze”"I(dz)ds
1—e?t

= p /(O,oo) zI1(dz),

donde fo 2I1(dz) = [(y,)211(dz) + [, ) 211(dz) < oo, por hiptesis.
Por otro lado, de (5.16) tenemos que

-5 —bt
—AYi] bty ) —xAe
Exle™™] <1+ Zb/\(l )> P (14—‘272/\(1—317;&)) ’

y razonando andlogamente al caso de E[Z;], obtenemos que

d

EdlYi] = o (—Ex[e—“f]) ‘A:O - %(1 ) 4+ xe b,

Esto implica que existe 0 < M; < oo tal que

E.[Xi] = Ex[Vi]+E[Z]
= (1-¢") (Z + W) + xe

< M;+ Xefbt,
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parat >0y x > 0.
En este caso, como V(x) es no negativa, se tiene

x=xlpen + 01y < (0 DIgsn + (V(X) + D)1
= (V(x) + D1pen + (V(x) + 1)1y
= V(x)+1

Luego, tenemos que

E[V(X1)] = Bx[V(Xt)1{x513] + Bx[V(Xt)1ix, <1y

Ey[Xt] + sup [V(y)|
ye(0,1]

xe % 4 My + sup |V(y)|
ye(01]

< (V(x)+ 1)e_bt + M+ sup |V(y)|
ye(o,1]

IN

IN

= V(x)e’bt + M,

donde la constante M, = e~ + M + SUP, ¢ (o,1] |V(y)| < oo.Por tanto, para x > 1se
cumple (5.53).

Supongamos ahora que 0 < x < 1. Vamos a definir g(t,x) = ¢V (x), con ¢ > 0.
Notemos que

ketx1 x> 1

sit0) = Sg(t0) = c'V(x),  gultx) = gltx) = {
etV'(x), x€][0,1],

Podemos aplicar la férmula de Itd para g(t, x) y se obtiene
8(6,X) —g(0,X0) = [ (P (AV)(X) +.(5, X)) ds+ Milg),  £20, (659
donde
Mi(g) =0 /0 '/ Xoge(s, X,)dB: + /O t /0 (g(s, X +2) — g(s, X ))N(ds, dz),

donde N(ds,dz) = N(ds,dz) — I1(dz)ds. Luego, con un procedimiento muy similar
al realizado en la prueba del Lema 23 donde mostramos que M; (V) era martingala,
encontramos que M;(g) es martingala con respecto a la filtraciéon (F; : t > 0) (ver
prueba de la Proposicién 6.1 de Jin, Ridiger y Trabelsi [22]).

Entonces, usando (5.54), el Lema 24 y que (M;(g) : t > 0) es martingala, obtene-
mos para toda (x,t) € R% se cumple

eEx[V(X)] - V(x) = Ex[g(t,X;) —g(0,Xo)]

~ E, / (S (AV)(X) + ce“V(Xs))ds}
1o

IN
es}
=

_ /O (S (e (X)) + M) + ceCSV(Xs))ds]

ot
= E, /eCSMds} < MeCt.
/o c
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Esto implica que se cumple (5.53), con lo que completamos la demostracion. O

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién, donde
usaremos el Lema 16 y nos basaremos fundamentalmente en la prueba del Teorema
19 del Capitulo 4.

) el proceso JCIR con pardmetros a, b, o y I, donde I1 es la

Teorema 23. Sea (X; : t > 0
:+>0).Si

medida de Lévy de (S : t
/ Z"TI(dz) < oo paraalgiinx > 0,
{z>1}

entonces X es exponencialmente ergodico.

Demostracién: Para probar este resultado vamos a utilizar la misma metodologia de
la demostracién del Teorema 19 del Capitulo 4.

Sea > 0y consideremos la cadena esqueleto 1, = X,;5, n € Z. El proceso de
ramificacién continua X que inicia en x es un proceso de Markov, por tanto 7 = {1,, :
n € Z.} que inicia en x es una cadena de Markov sobre el espacio de estados R ¢
con kernel de transicion Py (X5 € -).

Sea V € C?(R;,R) una funcién no negativa que cumple V(x) = x* para x > 1.
Usando el Lema 25 y la propiedad de Markov obtenemos para t, x > 0 que

KA1

EIVOm)l Bl = [ VP (X € dy) < V) + 50 (559)

+

donde ¢, M son constantes positivas.

Ahora, probemos que la cadena = {1, },>1 iniciando en x es irreducible con
respecto a la medida de Lebesgue, que es fuertemente aperiodica y que todos los
subconjuntos compactos de R+ son petite para la cadena 7.

Para ver que la cadena 7 que inicia en x es irreducible con respecto a la medida
de Lebesgue sobre R, la cual denotaremos por A, tomemos A € B(R;) tal que
A(A) > 0. Entonces del Teorema 21 obtenemos que

P(ni € Al = x) = Ps(Xs € A) = [ ps(xy)dy >0,

ya que las densidades de transicion del JCIR son estrictamente positivas para todo
x € Ry yy > 0. Esto muestra la irreducibilidad.

Probemos ahora que la cadena 7 que inicia en x es fuertemente aperiédica (ver
Definicién 23 del Capitulo 4). Tenemos que encontrar un conjunto B € B(IR; ), una
medida de probabilidad y tal que y(B) =1, y € > 0 tal que

P(17, € B para algunan € N|py = x) > 0, x € Ry, (5.56)

y
P(m € Alno =x) > €-u(A), xeA, AeB(Ry). (5.57)

Vamos a tomar B = [0,1] y sea g(y) = inf,c[01) 95(x, ¥), paray > 0, donde la funcién
g5(x,y) es la densidad del proceso CIR y fue dada en la expresion (5.36). Dado que
gs(x,y) es estrictamente positiva para un y > 0 fijo y es continua en x € [0,1],
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tenemos que ¢(y) >0y 0 < f[o,l] ¢(y)dy < 1. Vamos a definir

1

n(A) = T 2)dy /Am(o,l} g(y)dy, A€ B(Ry).

018 (

Ademas, de la prueba del Lema 21, vemos que P(Z; = 0) > 0y que para A € B(Ry)
se cumple

Pi(4) = [ (A y)P(Z € dy)

| PA=yP(Z € dy)
{0}

v

> Py(A—{0})P(Z € {0})
> P(Z = 0)Py(A)
> P(Z=0) [ axy)dy. (5.58)

Debido a que A € B(R.) es arbitrario, de (5.58) obtenemos que

pi(x,y) > P(Z = 0)q:(x, y), (5.59)

paratodat >0y x,y > 0.
La expresion (5.59) implica que para todo x € [0,1] y A € B(R,) tenemos

P(1 € Alno=x) = Py(Xs€A)

> P(Z; = 0) /A %5 ))dy 2 P(Zs=0) | g(y)dy
= P(Z=0)u(4) [ )y

Por tanto, tomando € = P(Z; = 0) |, (0.1] <(y)dy, se cumple (5.57). Ademds, del Lema
21 tenemos

P(#7, € [0,1] para algunan € N|yy = x) > P(11 € [0,1]|70 = x) = P»(X; € [0,1]) > 0,

para toda x € R, con lo que probamos (5.56).

Probemos ahora que todos los subconjuntos compactos de R son petite para
la cadena #7 = {#,}n>1 que inicia en x. Hemos probado que la medida de Lebes-
gue sobre IR que denotamos por A es irreducible para 7 iniciando en x. Ademas,
debido a que el procesos JCIR es un proceso afin y tiene la propiedad de Feller, la
cadena 77 que inicia en x, para x > 0 también posee la propiedad de Feller. Por tanto,
de acuerdo al Teorema 3.4 (ii) de la pagina 553 de Meyn y Tweedie [34], todos los
subconjuntos compactos de IR son petite para 7 iniciando en x > 0.

Entonces, se cumplen todas las hipétesis del Lema 16 del Capitulo 4. Esto signi-
fica que existen constantes B < coy B < 1 tales que

Py (X5 € ) — 7tllvs1 < B(V(x) +1)B", neZixeR

Ahora, procediendo como en la prueba del Teorema 19 del Capitulo 4, obtenemos
que para un t € R, arbitrario, podemos escribir t = né +s, con s € [0,6), para
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estimar

[Py (Xt € -) = |lvia

IN

[Pa(x € dp)lIPy(Xs € ) = wllvn
BB"P,(V(x) +1)

_ M
BB"(e ¢V (x) + -+ 1)

AN

IN

IN

BB"(V(x) + % +1)

La penultima desigualdad se sigue de (5.53) y la tltimna del hecho de que e~ < 1.
Por tanto, queda probado el resultado. O
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Conclusiones

El estudio de la ergodicidad y los momentos del proceso de difusién de Cox-
Ingersoll-Ross con saltos se establece como un tema de importancia en la actualidad,
por sus aplicaciones en finanzas y biologia, y por el propio interés teérico.

En este trabajo realizamos un estudio de la ergodicidad del proceso de difusién
de Cox-Ingersoll-Ross con saltos. Especificamente, estudiamos condiciones bajo las
cuales el proceso JCIR es ergédico y analizamos la velocidad de convergencia de di-
cho proceso a la medida invariante. También estudiamos condiciones que aseguran
la existencia de los momentos de la difusién JCIR. Todas las condiciones antes men-
cionadas fueron dadas sobre la medida de Lévy v la cual estd asociada a los saltos
del proceso.

El desarrollo de esta tesis consistié en la creaciéon de un documento autocon-
tenido que estudia la teorfa de los procesos de Lévy y su estructura de salto, los
procesos de ramificaciéon continua y la estabilidad de procesos de Markov. Como
resultado fundamental, se prob6 que la condicion |, (z>1) log(z)v(dz) < oo asocia-
da a los saltos del proceso JCIR es suficiente para que este sea ergddico, y que la
condicion |, (21} z*v(dz) < oo para algtin ¥ > 0, asegura que el proceso es exponen-
cialmente ergédico. Ademads, se demostré que esta tltima condicién se cumple si y
solo si existen todos los momentos de la difusiéon JCIR. Estos resultados se pueden
encontrar en Jin, Kremer y Riidiger [21], sin embargo, en este trabajo se presentan
demostraciones alternativas y con un enfoque propio. A su vez, se mostré que la er-
godicidad, la velocidad de convergencia y la existencia de los momentos del proceso
JCIR son propiedades que estan intimamente relacionadas a los saltos de dicho pro-
ceso, pues todas las condiciones presentadas estdn dadas en funcién de la medida de
Lévy v. Por tanto, esta tesis contribuye en una mejor compresién de las propiedades
trayectoriales a largo plazo del proceso JCIR.
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Apéndice A

Vamos a enunciar algunos resultados que son de utilidad en los capitulos 1,2 y 3.

Teorema 24. Sea M = (M; : t > 0) un proceso de Poisson con intensidad A > 0. Sean
{T;}i>1 los tiempos de llegada de M. Entonces, laley de {Ty, ..., T, } condicionado al evento
{M; = m} es la misma que la de una muestra independiente y ordenada de tamafio m de la
dsitribucion uniforme en [0, t], para t > 0.

Teorema 25 (Teorema de Clases Monétonas). Sea S un conjunto y sea S una coleccion
de funciones real valuadas y acotadas sobre S que es cerrada bajo el producto,i.esi f,g € S
entonces fg € S, y sea 0(S) la sigma-dlgebra generada por S. Sea £ D S un espacio
vectorial de funciones real-valuadas y acotadas sobre () tal que

(i) & contiene las funciones constantes, y

(ii) si{fn}n>1 C & es una sucesion de funciones positivas y crecientes, tales que cumplen
sup, sup,, |fu(w)| < oo, entonces f = lim, f, € €.

Entonces, £ contiene a todas las funciones real-valuadas y acotadas o (S )-medibles sobre S.

Teorema 26. Sean p y {yy}n>1 medidas de probabilidad infinitamente divisibles sobre R
con tripletas dadas por (a,b,I1) y {(an, by, I1,) }n>1 respectivamente y fijemos un h > 0
con TT(|x| = h) = 0. Entonces p,, converge débilmente a y si y solo si alt — a", bl — by
I1,, converge débilmente a 11, cuando n tiende a oo.

Observacién: En muchas de las aplicaciones, encontramos el caso en que b, = 0 para toda
ny por tanto b, — 0. Esto significa que la ley infinitamente divisible y no tiene componente
Browniana. Para solucionar esto y lograr que p si posea componente Browniana con b > 0,
podemos escribir las medidas de Lévy 11, de la siquiente:

IT,(dx) = 1g,.1,11(dx) + bn?6_1(dx),
donde 6_1,, es la medida de Dirac en —1/n. De esta forma, una sucesion de distribucio-

nes infinitamente divisibles sin componente Browniana puede converger a una distribucién
infinitamente divisible con componente Browniana.

Teorema 27 (Lema de Diferenciacién). Sea I un intervalo en R, que contenga mds de un
punto, y sea f : I x Q) — R una funcion que cumple

(a) w— f(x,w) es u-integrable para cada x € I,

(b) x — f(x,w) es diferenciable sobre I para cada w € Q, la derivada en x la denotamos

por f'(x,w),
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(c) existe una funcion h > 0 sobre ) que es y-integrable tal que

|f'(x,w)| < h(w), para todo (x,w) € I x Q.
Entonces la funcion ¢ definida sobre I por

o(x) = [ flxw)p(dw)

es diferenciable. Ademds, para cada x € I la funcion w — f'(x,w) es p-integrable y

¢ (x) = /f’(x,w)y(dw), para cada x € 1.
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Apéndice B

Procesos de Feller y generador infinitesimal

Vamos a introducir los conceptos de proceso de Feller, generador infinitesimal
de un proceso de Markov y derivada fuerte, y vamos a enunciar algunos resultados
relacionados con estos conceptos.

Definicién 28 (Semigrupo). Sea (T; : t > 0) una familia de operadores lineales acotados
en un espacio de Banach L, esta familia se llama semigrupo si para toda s > 0, t > 0 se tiene

Tsyt = T5Ty.

Definicién 29 (Operador Infinitesimal de Semigrupo). El operador infinitesimal de un
semigrupo Ty se define como

. Lf—f
Af =1
f h1>151+ h

si dicho limite existe. Vamos a denotar por D(A) al conjunto de vectores f € L para los
cuales este limite existe y llamaremos a este conjunto dominio del operador infinitesimal.

A continuacién introducimos al semigrupo de Feller, el cual nos permite definir
adecuadamente un proceso de Feller.

Definicién 30 (Semigrupo de Feller). Sea Co(E) el espacio de las funciones continuas
sobre € que se anulan en infinito. Un semigrupo de Feller en Co(E) es una familia (Ty : t >
0) de operadores lineales positivos en Co(E) tal que

(i) Tof € Co(E),

(i) Si f € Co(€)y0 < f <Tentonces0 < Tif <1,
(iii) To =1y Ttys = Ty Ts paras,t > 0,
(iv) Paratoda f € Co(E), imy_.o+|| T:f — fI| = 0.

Vamos a denotar por Ly al conjunto de todos los vectores f € L para los cuales se cumple

lim T,f = f.

t—0t

Vamos a definir la nocién de derivada fuerte, seguida de un teorema que expresa
la relacién que tiene con semigrupos y generador infinitesimal.

Definicién 31 (Definicion de derivada fuerte). Sea f : [a,b] — L, donde L es un espacio
de Banach. Decimos que f(t) es diferenciable en t € (a,b) si el siguiente limite existe
d flt+h) - f()

qf(t) = Jim I
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o existe g € L tal que para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que |h| < 6 entonces

s Rt

Teorema 28. Sea f € D(A). Entonces Ty f € D(A) para cada t > 0, y se tiene
d

Demostracion: Fijemost > 0. Para h > 0 pequefia se tiene

Tonf —Tef - Tuf—f _ Th—1
h ey

donde si aplicamos limite cuando h tiende a 0™, gracias a la continuidad de T, se
cumple que

h—0+t

Este limte existe y por lo tanto tenemos que T;f € D(A) y ademas

Amf) =Tiap) - T

Ahora tomemos /1 < 0 de manera que t + h > 0. Entonces

Pt -map] = s (P ) -]
< W - T\h\(Af)H
< W_AfH+HAf—Th(Af)H.

Si hacemos tender / a cero vemos que

pim H Tthh_ oo

(af)|| =0,

con lo que queda probado el teorema. O
Ahora enunciemos una proposicién que muestra que se puede asociar una tinica

funcién de transicion a cada semigrupo de Feller.

Proposicién 1. A cada semigrupo de Feller Ty sobre £, podemos asociar una vinica funcién
de transicion homogénea (P; : t > 0) tal que

Tif (x) = Pif(x)
para cada f € Co(E), y cada x € E.

Observacion: Una prueba de este resultado se puede encontrar en la Proposicion 2.2 de la
pdgina 88 de Revuz y Yor [41].
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Definicién 32 (Funcién de Transicion de Feller). Una funcion de transcicién asociada a
un semigrupo de Feller es llamada una funcién de transicién de Feller.

El siguiente resultado es una caracterizacion de las funciones de transiciéon de
Feller.

Proposicion 2. Una funcion de transicion es de Feller si y solo si
(1) PtCO(g) C Co(g),'
(ii) Paratoda f € Co(E) y toda x € &€, limy o Pif(x) = f(x).

Observacion: Una prueba de este resultado se puede encontrar en la Proposicion 2.4 de la
pdgina 89 de Revuz y Yor [41].

Finalmente definimos formalmente a un proceso de Feller.

Definicién 33 (Proceso de Feller). Un proceso de Markov que tiene una funcion de tran-
sicion de Feller es llamado un proceso de Feller.

Harris recurrencia

Sea X un proceso de Markov a tiempo continuo y homogéneo con funcién de
transicion (P : t > 0) y easpcio de estados R, B(IR) y supongamos que X es Harris
recurrente como en la Definicon 14 del Capitulo 4, i.e si para alguna medida o-finita

?,
P{A} > 0= Py[g =] =1, Vx € R, A € B(R).

Vamos a introducir el concepto de resolvente y su relacién con la medida inva-
riante. Ademds vamos a enunciar un resultado que asegura que la propiedad de
Harris recurrencia implica la existencia de una tinica medida invariante.

Definicién 34 (Resolvente). Para cada A > 0 el resolvente o operador resolvente U, se
define como la transformada de Laplace de P;. i.e para cada f € Co(E),

WHE = [~ eMmp@at

Proposicién 3. Una medida 7t es invariante para X si y solo si 7t es mUy = 71, donde Uy
es el resolvente para Py y donde

U, (A) = /Ow e M(P)(A)dL, A€ B(R,).

Observacién: Esta proposicion muestra que una medida invariante para Py es invariante
para el operador resolvente con A = 1, es decir para Uy. Una prueba de este resultado la
podemos encontrar en la proposicion 2.1, pagina 26 de Azéma, Duflo y Revuz [3].

Teorema 29 (Existencia de una medida invariante). Si X es Harris recurrente, entonces
existe una tinica medida invariante para la funcion de transicion Py, la cual es equivalente a
la medida U, donde U, es el operador resolvente.

Onservacién: Una prueba de este resultado la podemos encontrar en el teorema 2.5, pagina
28 de Azéma, Duflo y Revuz [3].
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Vamos a enunciar algunos resultados que relacionan directamente el concepto
de Harris recurrencia con los conjuntos petite.

Teorema 30. El proceso X con ley P, cuando Xo = x es Harris recurrente si y solo si existe
un conjunto petite C tal que Py (tc < 00) = 1, donde 1c = inf{t > 0: X; € C}.

Observacion: Una prueba de este resultado la encontramos en el teorema 1.1 de Tweedie
[45].

Teorema 31. Supongamos que X es Harris recurrente con medida invariante 7ty sea f > 1
una funcion medible sobre R, entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) Existe un conjunto cerrado petite C tal que
c(9)
sup Ey [/ f(Xt)dt] < o0
xeC 0
donde tc(0) = 6 + 057¢ para algiin 6 > 0.
(i) X es Harris recurrente positivo y mt(f) < oo.

Observacion: Aqui 05 es un operador de desplazamiento, i.e para s,t > 0 cumple 0,05 =
Or+s ¥ Xi0s = Xiis, ver pdgina 8 de Sharpe [43] para mds detalle. Ademds, podemos in-
terpretar a Tc(6) como el primer tiempo de llegada a C después de 6. Una prueba de este
resultado la encontramos en el teorema 1.2 de Tweedie [45].

El siguiente resultado es una caracterizaciéon de la propiedad de Harris recurren-
cia.

Teorema 32. Supongamos que la cadena de Markov X = { Xy },>1 es irreducible. Entonces
X es recurrente si y solo si existe una conjunto H absorbente, i.e iniciando en x

Py(Xya € H, paratodan > 1) =1, paratoda x € H;

tal que X restringida a H es Harris recurrente.

Observacion: Una prueba de este resultado la podemos encontrar en el Teorema 3.7 de
Nummelin [38].

Vamos a mostrar que la norma de la variacién total de P;(x, ) — 7 es una funcién
decreciente de f.

Teorema 33. Si 7 es invariante para Py, entonces la funcion
ny(t) = |[Pe(x, ) = 7tl|v

es decrecienteen t > 0.
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Demostracién: Sea 0 < s < t, entonces podemos escribir t = s + u, para cierta u > 0.
Por tanto

n(t) = [[P(x,) = 7llrv = [|Psyulx, ) — 7llv
= sup |Psru(x,A)— n(A)‘
AeB(R)
< sup / Py(x,dy)P,(y, A) — n(A)‘
AcB(R) ' /R
< sup / Ps(x,dy) — N(A)‘
AcB(R) ' /A
< sup |Ps(x,A)— n(A)‘
AeB(R)

= IPs(x,-) = 7tllrv = nx(s).
Con esto queda probado el resultado. O

Vamos a mostrar ahora algunas condiciones suficientes para la ergodicidad de
una cadena de Markov.

Teorema 34. Sea X = {X,, },>1 una cadena de Markov con kernel P, irreducible y Harris
recurrente sobre H. Entonces para x € H la cadena es aperiodica y se tiene

Jim 1Py () = ey =0,

Observacion: Una prueba de este resultado la podemos encontrar al final de la demos-
tracion del teorema 6.1 de la pdgina 509 de Meyn y Tweedie [35].
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Apéndice C

Ecuaciones diferenciales estocasticas de los CSBP

En este apédice vamos a establecer la forma que tiene un proceso de ramificacion
continua con inmigracién como solucién una ecuacién diferencial estocastica (SDE).

Sea W = (W; : t > 0) un movimiento Browniano estdndar y sean Ny(ds, dz, du)
y Ni(ds, dz) dos medidas aleatorias de Poisson sobre (0, 00)3 y (0, %0)? con intensida-
des dsvy(dz)du y dsv;(dz), respectivamente. Sea Ny(ds, dz,du) = No(ds,dz,du) —
dsm(dz)du la medida compensada de Ny(ds,dz, du). Supongamos ademds que W,
Np y Nj son independientes. Vamos a considerar la SDE

t topoo pXo t
X, =Xo + / V2R dW, + / / / 2No(ds, dz, du) + / (a — bX,)ds
0 0 Jo 0 0
t )
+ / / 2Ny (ds, dz), (5.60)
0 JO

donde Xj es independiente de B, Ny y Nj.

Teorema 35. Existe una inica solucion fuerte y no negativa a la SDE (5.60) y dicha solucién
es un CSBP con inmigracién con generador infinitesimal dado por

Af(x) = ex e f +/ (x+2) ~ f(x) ~ 2 f()]xvo(d2)
—i—(a—bx —|—/ (x+z) — f(x)]ni(dz), (5.61)

dondec > 0,a > 0y b son constantes, y vo(dz) y v1(dz) son medidas o finitas sobre (0, c0)
que satisfacen

/Oo(z A 22)vo(dz) + /°°(1 Az)1(dz) < oo
0 0

Observacién: Una prueba de este resultado la podemos encontrar en el corolario 6.2 de la
pdgina 23 de Fu y Li [15]. Véase también teorema 5.1 y teorema 5.2 de Dawson y Li [11]
para otra prueba.
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Apéndice D

Relacién entre los CSBP y los procesos de Feller

En este apéndice vamos a mostrar la conexién entre los CSBP y los procesos de
Feller. En particular vamos a mostrar que todo proceso regular y afin es un CSBP y
viceversa. Ademds mostramos que todo proceso ain regular es un proceso de Feller.

La clase de procesos afines introducida por Dulffie, Filipovi¢ y Schachermayer
[12] consiste de todos los procesos de Markov a tiempo continuo que toma valores
en R o R4, para los cuales el logaritmo de la trasformada de Laplace es una funcién
afin de Xy = x. Definamos esta concepto formalmente.

Definicién 35 (Proceso afin unidimensional en R.). Un proceso de Markov (X; : t >
0) homogéneo en el tiempo con valores en R es llamado afin si la transformada de Laplace
es exponencialmente afin en Xo = x. En otras palabras, existen funciones v(t,A) y u(t,\)
definidas sobre R, tales que

Ey[e %] = exp{—0v(t,A) — xu(t,\)}, (5.62)
para toda x € Ry y (t,A) € R3.
Vamos a introducir la nocién de regularidad para un proceso afin.

Definicién 36. Un proceso afin es regular si las derivadas

d d
() at”(’ )t:O y R@A) ot t=0
existen y son continuas en A = 0.
Ahora vamos a establecer que todo proceso regular afin es un proceso de Feller
y que ademds estd completamente caracterizado por las funciones F y R bajo las
anteriores condiciones de regularidad.

Teorema 36. Supongamos que X es un proceso regular afin. Entonces X es un proceso de
Feller con generador infinitesimal dado por

2
Af() = ermsfx) + (@ —bx) o () — (d 4+ q)f()

[ (2 - 0 - 2@ A2)) (e + 1),

donde las medidas vy y v1 sobre (0, 00) satisfacen

/00(1 Az)vi(dz) + /Oo(l A 22)1p(dz) < oo.
0 0
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Ademds, se cumple (5.62) para todo (t,A) € R2, donde v(t,A) y u(t, ) son soluciones de
las ecuaciones de Ricatti generalizadas siguientes,

{ o(t,A) = [{ F(u(s,A))ds,  ©(0,A) =0,

oru(t,A) = R(u(t,A)), u(0,A) =A2>0,

(5.63)

y las funciones F y R estdn dadas por

R(A) = —cA2 —bA+q + /Ow (1-e A1 A2)) w(de)

FA) =d+ <a’ - /O°°(1 /\z)v1(dz)> A+/O°° (1 _e—Az> 1 (dz).

Observaciéon: Una demostracion de este resultado la podemos encontrar en el teore-
ma 4.3 de la pagina 7 de Filipovi¢ [14]. Para una versién mds general de este resul-
tado y su prueba véase el teorema 2.7 de la pagina 7 de Duffie, Filipovi¢ y Schacher-
mayer [12].

Ahora, haciendo uso del teorema anterior, mostremos la relacién que tienen los
procesos regulares afines con los CSBP con inmigracién. Si retomamos la Definicién
3.24 de CSBP con imnigracién del Capitulo 3, y en el contexto de dicha definicién
hacemos u;(A) = u(t,A), p(A) = F(A) y p(A) = —R(A), encontramos que, gracias
al teorema anterior, el proceso regular afin X es un CSBP con inmigracién con me-
canismo de ramificacién igual —R(A), mecanismo de inmigracion igual a F(A) tal
que

Eyfe %] = exp {—xut(/\) — /OtF(us(/\))ds} .

Esto se puede expresar como corolario del Teorema 36, que se puede encontrar como
corolario 2.10 de la pagina 8 de Duffie, Filipovi¢ y Schachermayer [12].

Corolario 4. Sea X un proceso regular afin, entonces X es un CSBP con inmigracion con
mecanismo de ramificacion igual —R(A) y mecanismo de inmigracién igual a F(A). En
sentido contrario, cualquier CSBP con inmigracion es un proceso de Markov regular afin.

Teorema 37 (Momentos de un proceso afin). Sea X un proceso afin sobre R y sea T > 0
constante. Entonces E[e"XT] < co paray > 0.

Observacién: Una prueba de el resultado anterior se puede encontrar en el teorema
2.14 (b) de la pagina 8 de Keller-Ressel y Mayerhofer [26].
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