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Introduccién VI

Introduccion

Dos de los resultados mas sobresalientes en la matematica del siglo XX
son el teorema de punto fijo de Brouwer, que establece que cualquier funcién
continua definida sobre la bola unitaria de un espacio euclideo en si misma
tiene un punto fijo y el principio de contracciéon de Banach, que dice que
cualquier contraccion de un espacio métrico completo en si mismo también
lo tiene.

Ambos teoremas hacen referencia a la existencia de puntos fijos de funcio-
nes, esto es, a la solucién de la ecuacién f(z) = x sobre un cierto subconjunto
C de un espacio X, pero son de naturaleza diferente, el primero de ellos es
una consecuencia de las propiedades topoldgicas de ciertos espacios, mientras
el segundo involucra la nociéon de una métrica y el comportamiento de las
funciones con respecto a ésta. Cada uno de estos resultados suele considerar-
se el punto de partida de lo que actualmente son dos ramas de investigacion
bien definidas en matemaéticas, la teoria topoldgica de punto fijo, que abarca
el estudio de propiedades invariantes bajo homeomorfismo que implican la
existencia de puntos fijos de funciones y la teoria métrica de punto fijo, que
estudia la solucién a la ecuacién f(x) = x en espacios métricos, determinando
como objeto de estudio funciones que tienen un comportamiento especifico
con respecto a la métrica en cuestién, por lo que la mayoria de sus resultados
se verifican sélo salvo isometria entre espacios.

El principio de contraccién de Banach ha tenido muchas aplicaciones no
solo dentro del andlisis funcional sino también en otras areas como las ecua-
ciones diferenciales y la teoria de conjuntos, por esto, desde su formulacién
hubieron muchos intentos por tratar de generalizar este resultado. Gran parte
de los esfuerzos se dedicaron a tratar de debilitar la hipdtesis de contractivi-
dad sobre las funciones, estudiando problemas para funciones de un tipo mas
general como las no expansivas o las Lipschitz, lo que sentaria las bases de un
nuevo campo de investigacién que ha florecido hasta nuestros dias mediante
la introduccién de multiples conceptos, algunos de los mas fructiferos refe-
rentes a las propiedades geométricas de los espacios, estableciendo un fuerte
vinculo entre la teoria métrica de punto fijo y la geometria de espacios de
Banach.
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Introduccién VII

A pesar de que la teoria métrica de punto fijo se enriquece cada dia con
nuevas afirmaciones, ejemplos, conjeturas y aplicaciones que surgen en la in-
teraccion con otras dreas, aun son pocos los resultados que tienen un caracter
general, buena parte de la cosecha se ha basado en el estudio de problemas
sobre un conjunto especifico de espacios con propiedades que en general son
sensibles bajo métricas equivalentes.

Dada una funcién f : C — C donde C' es un subconjunto de un espa-
cio métrico (X, p), en ocasiones es dificil encontrar soluciones al problema
f(z) = x, sin embargo, ain puede convenir estimar alguna solucién, esto es,
encontrar puntos en C' que verifiquen la desigualdad p(f(z),z) < €, donde €
es una cantidad positiva. Muchas aplicaciones se basan en la posibilidad de
resolver esta desigualdad para valores arbitrariamente pequenos de €, gene-
rando sucesiones de puntos casi fijos para f.

La pregunta por las condiciones sobre C' o X que permiten garantizar
la existencia de este tipo de sucesiones cuando f es no expansiva planted
un nuevo problema, en cuya base se definié una propiedad conocida como
propiedad de punto fijo aproximada (AFPP) que, a diferencia de otros con-
ceptos en punto fijo, pudo caracterizarse de modo muy general en el contexto
de espacios métricos hiperbdlicos ([1]), coleccién que contiene a los espacios
de Banach, pero por esta misma razon en los ultimos anos han sido pocos
los resultados nuevos referentes a esta propiedad y méas bien se han aprove-
chado las herramientas construidas durante su proceso de caracterizacion en
la solucion de nuevos problemas.

Una de las hipotesis habituales en los teoremas de punto fijo es la aco-
tacion de los dominios de las funciones. Notable es el hecho de que en la
actualidad ain no se sabe si existe algiin subconjunto convexo, cerrado y no
acotado C' de un espacio de Banach X que tenga la propiedad de punto fijo
(FPP) esto es, que satisfaga que para toda funcién no expansiva f : C' — C,
f tenga punto fijo. Algunos resultados parciales se han obtenido tratando de
esclarecer esta cuestion, entre los que cabe resaltar el trabajo de W. Ray en
2] que establece que no existe tal conjunto si X es un espacio de Hilbert y
los trabajos de T. Dominguez Benavides en [3] y [4] en los que prueba que
tampoco lo hay en el espacio de sucesiones convergentes a 0 (cg) y conjetura
la misma conclusién para el espacio de sucesiones de médulo sumable (¢;),
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Introduccién VIII

mostrando que ningiin dominio no acotado y w*-cerrado en este espacio tiene
la FPP. Sin embargo aun se desconoce si este hecho se verifica en todos los
espacios de Banach.

La propiedad de punto fijo aproximada es el tema principal del presente
trabajo por lo que en el capitulo 2 hacemos un breve recorrido histérico por
los resultados mas importantes obtenidos en teoria de punto fijo referentes a
esta propiedad.

En el anédlisis funcional, uno de los temas de interés son los problemas de
permanencia en sumas de espacios de Banach, esto es, dados dos espacios de
Banach XY indagar por condiciones bajo las cuales el espacio suma directa
X @Y preserve las propiedades de X y Y. En 2003 en [5] Takahashi, Saito
y Kato definieron la 1-suma directa de n espacios de Banach Xy,..., X, y
estudiaron el problema de la permanencia de ciertas propiedades de convexi-
dad en el espacio (X1 ®Xo®- - @ X,,)y. En la seccién 2.2 nosotros estudiamos
algunos resultados referentes a la permanencia de la AFPP en este mismo
contexto. Esto se encuentra motivado por la pregunta central del capitulo 3
en el que, al enfocarnos en el espacio de sucesiones convergentes a 0, pregun-
tamos si existe alguna relacién entre el hecho de que al renormar ¢y con una
norma equivalente la coleccién de conjuntos que satisfacen la propiedad de
punto fijo se preserve y los conjuntos con la propiedad de punto fijo aproxi-
mada también se preserven, cuestién que nos conduce a analizar en la seccién
3.1 una clase de espacios isomorfos a ¢q en la que algunos de los ejemplos son
1-sumas directas entre ¢y y un espacio de dimensién finita.

En 2014 E. Castillo et al. establecieron que es posible renormar ¢y de
manera que la coleccién de conjuntos con la AFPP en la nueva norma difiera
de la respectiva clase en la norma usual de este espacio. En el capitulo 4
analizamos la cuestion de si este hecho se verifica para todos los espacios de
Banach no reflexivos. Empezamos nuestro estudio en la seccién 4.1 conside-
rando el caso particular del espacio ¢; y abordamos el problema en general
en la seccion 4.2.

Uno de los resultados més sorprendentes en la teoria de punto fijo fue
presentado por P.K. Lin en 2010. En [6] este autor probé que es posible
renormar ¢; de modo que tenga la propiedad de punto fijo, respondiendo en
forma negativa a la cuestion de si la FPP en espacios de Banach implicaba
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Introduccién IX

reflexividad. En la seccién 5.1 nos enfocamos en construir el espacio dual
del renormamiento de P.K. Lin de ¢; y con este nuevo conocimiento, en las
secciones 5.3 y 5.4 estudiamos el problema de si existen normas equivalentes
en ¢; o preduales de este espacio distintos de c¢q tales que la coleccion de
conjuntos no acotados y w*-cerrados en ¢, con la AFPP sea no vacia. En las
secciones 5.5 y 5.6 consideramos algunas consecuencias adicionales del estudio
de la AFPP en dominios no acotados en ¢; con algunas normas equivalentes
y en espacios de Banach més generales bajo ciertas restricciones.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y conceptos preliminares

A continuacién introducimos la terminologia, notacién y conceptos bési-
cos en el desarrollo del presente escrito.

Escribiremos R y N para representar el conjunto de los ntimeros reales y
el conjunto de los niimeros naturales respectivamente.

Todos los espacios vectoriales considerados en este trabajo son reales.

En general denotaremos a un espacio de Banach (X, ||-||) simplemente por
X, excepto si consideramos distintas normas sobre el espacio, en cuyo caso
haremos referencia explicita a las normas en cuestion para evitar confusion.

Usaremos la notacién X* para representar al dual del espacio de Banach
X.

Denotaremos por Bx y Sx a la bola y esfera unitaria de X respectiva-
mente, es decir, By ={z € X : ||z]| <1} y Sx ={z € X : ||z| = 1}.

Dos topologias son de especial interés en nuestro estudio. La topologia
débil (w) sobre X, es la topologia generada por la familia de seminormas
{Py+}, z* € X*, donde

P (z) = |(z,27)|, reX

con (z,z*) = z*(x). Cuando una sucesién (z,) C X converge en esta topo-
logia a un elemento x € X, es usual escribir que z,, es (X, X*) convergente
a x 6 tambien que z, — x. Andlogamente, la topologia débil estrella (w*)
en X*, es la topologia generada por la familia de seminormas {P,},z € X,
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donde
P.(z*) = [{x,x")], zt e X",
Cuando (z,) C X* converge en esta topologia a x € X*, a menudo se
dice que x, es o(X*, X) convergente a x 6 que x, — .
Dado un espacio de Banach X que tiene una propiedad P, uno de los
problemas fundamentales en la teoria métrica de punto fijo es determinar si
P es estable, esto es, si esta propiedad es compartida por todos los espacios

de Banach “suficientemente cercanos” a X. Para precisar el problema de
estabilidad utilizaremos la siguiente nocion de distancia:

Definicién 1.1.1. Sean X yY espacios de Banach. La distancia de Banach-
Mazur entre X y Y, denotada d(X,Y'), se define como

dX,Y)=inf {|IT|||T7'|| : T es un isomorfismo de X a Y}
Cuando X y 'Y no son isomorfos decimos que d(X,Y) = co.

De esta forma, en la literatura de la teoria suele considerarse que una
propiedad P de un espacio X es estable, si existe € > 0 tal que si Y es otro
espacio de Banach con d(X,Y’) < ¢, entonces Y también tiene P.

En un espacio normado (X, ||-||), la funcién ||-|| determina su bola unitaria
Bx, que es un conjunto convexo y simétrico con respecto al origen. Puesto
que muchas de las propiedades de X estan determinadas por la geometria de
su bola unitaria, resulta de interés saber qué condiciones sobre un conjunto A,
convexo y simétrico con respecto al origen, permiten garantizar la existencia
de una funcién p : X — R con propiedades similares a las de una norma
y tal que la bola unitaria de X asociada a p sea A. Cuando A es convexo,
absorbente y balanceado, el funcional de Minkowski p4 del conjunto A es
una funcion con estas caracteristicas.

Definicién 1.1.2. [7] Suponga que A es un subconjunto de un espacio vec-
torial X .

» Decimos que A es balanceado si A C A cuando |of < 1.

s Decimos que A es absorbente si, para cada x € X, hay un numero
positivo s, tal que x € tA cuando t > s,.
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Definicién 1.1.3. [7] Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X. Para
cada x € X sea pa(z) = inf{t : t > 0,z € tA}. Entonces ps es el funcional
de Minkowski de A.

Mediante el funcional de Minkowski podemos establecer una correspon-
dencia biunivoca entre la coleccién de conjuntos convexos, absorbentes y
balanceados que contienen al origen y el conjunto de seminormas en X como
se deduce a partir de la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1.1. [7] Supongamos que X es un espacio vectorial.

a) Sea pa el funcional de Minkowski de un subconjunto absorbente A de
X.

(1) La funcion pa es de valor finito, no negativa y positiva homogénea
yAC{re X :pa(x) <1}

(2) Si A es un conjunto convexo, entonces pa es un funcional sublineal
de X y{x € X :pa(z) <1} C A.

(8) Si A es convexo y balanceado entonces ps es una seminorma en

X.

b) Sea p una funcion de valor real en X no negativa y positiva homogénea
ysea A, ={z:z € X,p(x) <1}

(1) El conjunto A, es absorbente y p es el funcional de Minkowski de
A

(2) Sip esun funcional sublineal, entonces A, es un conjunto convexo.

-

(3) Sip es una seminorma, entonces A, es balanceado y convezo.

Muchos de los problemas del analisis funcional estan ligados a la optimi-
zacion de funcionales lineales definidos sobre un subconjunto K de un espacio
de Banach X. En este marco, una de las herramientas fundamentales es el
siguiente teorema probado por R. James, que nos permite caracterizar la re-
flexividad de un espacio de Banach en términos de la soluciéon del problema
de optimizacion para los funcionales del espacio dual.

Teorema 1.1.1. [8] Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si cada
f € X* alcanza su norma.
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En algunas situaciones podemos obtener una informacion mas precisa
sobre la solucién a un problema de optimizacién en un espacio de Banach X.
Recordemos en primer lugar la siguiente definicion:

Definicién 1.1.4. [8] Sea C' un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de

un espacio vectorial topologico. Decimos que xog € C' es un punto extremo de
T+ 2o

C sixzg= con x1,xs € C implica que xog = 11 = X3.

Denotaremos por £(X) al conjunto de puntos extremos de la bola unitaria
de un espacio de Banach X.

Cuando consideramos un subconjunto compacto K de X, para encon-
trar los valores 6ptimos de funcionales definidos sobre K, basta estudiar el
comportamiento de los funcionales en el subconjunto de puntos extremos de

K.

Teorema 1.1.2. [7][Krein-Milman] Sea C' un subconjunto no vacio, com-
pacto y convexo de un espacio vectorial topologico real de Hausdorff local-
mente convexo X y f € X*. Entonces hay un punto extremo x. de C' tal
que f(z.) = max{f(x) : € C}. Consecuentemente max{f(x) : z € C} =
max{f(x): x es extremo de C'}.

En el &mbito de punto fijo se considera una amplia variedad de funciones,
sin embargo, en este trabajo estaremos interesados en una clase especial, las
funciones no expansivas.

Definicién 1.1.5. Sea X un espacio de Banach, K C X un subconjunto no
vacio, T : K — K una funcion. Diremos que T" es no expansiva si
[Tz =Tyl < llz—yl, z.yekK.

En el caso en el que
[T =Tyl <[lz —yl, zyek

decimos que T es contractiva. Ademds diremos que x es un punto fijo para
T si satisface la ecuacion Tx = x.

Al restringir nuestro estudio a esta clase de funciones, el problema fun-
damental en la teoria de punto fijo es determinar condiciones sobre K (o
el espacio X que lo contiene) para las cuales toda funcién 7' : K — K no
expansiva tiene un punto fijo.
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En adelante, supondremos siempre que K es no vacio, considerando habi-
tualmente que es convexo y cerrado. Bajo estas condiciones, si toda funcion
no expansiva 7' : K — K tiene punto fijo, decimos que K tiene la propiedad
de punto fijo (escribiremos FPP para abreviar) y que X tiene la propiedad
de punto fijo, si todo K C X, convexo, cerrado y acotado tiene la FPP.

Si 7 es una topologia en X, cuando cada subconjunto convexo y 7-
compacto K de X tiene la FPP decimos que X tiene la 7-propiedad de punto
fijo (17-fpp). De especial interés son los casos en que 7 es la topologia débil
o (cuando X es un espacio dual) 7 es la topologia w* del espacio.

En varias de las secciones de este trabajo estudiaremos propiedades de
los espacios ¢y y ¢1. Recordemos que:

co ={z = (z(7)) : (i) € R, lim z(i) =0}

1—00

6 ={x=(z(i)) : z(i) € R, Z |z(1)] < oo}

Las funciones || - ||o : co = Ry || - |l1 : 1 — R tales que para x = (x(7)) € co,
y = (y(i)) € b1, ||z]loc = sup|z(2)| y ||z|1 = D ., |(7)|, son respectivamente

ieN
las normas en estos espacios. Al escribir simplemente ¢y (¢; ) sobreentende-
mos que la norma en el espacio es || - || (|| - ||1)-

Es usual tratar de aprovechar las propiedades de ¢y y #; al estudiar es-
pacios de Banach que contienen una copia isomorfa de alguno de estos es-
pacios, es decir, cuando X tiene un subespacio Y tal que existe T': ¢g — Y
(T : {1 —Y) que es isomorfismo. Esto se justifica en el siguiente resultado:

Teorema 1.1.3. [9][Teorema de Distorsion de James] Un espacio de Banach
X contiene una copia isomorfa de 1 si y solo si, para cada § > 0, existe una
sucesion (x,) C X tal que

(1=0) ) |tal <

para todo (t,) € ¢;.
Un espacio de Banach X contiene una copia isomorfa de cy si y solo si, para

) 00
D tawn| < DIl
n=1 n=1
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cada 6 > 0, existe una sucesion (x,) C X tal que

i thTn

n=1

(1 —=9)sup|t,| <

< sup ’tn’

se cumple para todo (t,) € c.

En ocasiones en el estudio de problemas de punto fijo, al considerar el
teorema de distorsién de James resulta conveniente introducir una condiciéon
mas fuerte, permitiendo que en las desigualdades izquierdas dadas en este
teorema, los elementos de la suma estén multiplicados por una sucesién de
escalares que converja a 1, como se propone en la siguiente definicién.

Definicién 1.1.6. [10] Un espacio de Banach X contiene una copia asintdti-
camente isométrica de ¢y si existen sucesiones (€,) C (0,1) con €, — 0 y
(xn) C X tales que

oo oo oo

para toda (t,) € (1.



Capitulo 2

La propiedad de punto fijo
aproximada

Iniciamos este capitulo haciendo un recuento en la seccién 2.1 de algunos
de los hechos mas relevantes referentes a la propiedad de punto fijo aproxi-
mada y su relacién con el concepto de acotacion direccional. En la seccion
2.2 estudiamos algunas de las propiedades de los conjuntos direccionalmente
acotados en el contexto de y-sumas de espacios de Banach, que nos seran
utiles en nuestro desarrollo posterior.

2.1. Conjuntos linealmente acotados y direc-
cionalmente acotados

En muchas circunstancias para obtener informacion acerca de la propie-
dad de punto fijo, en lugar de trabajar directamente con resultados referentes
a esta propiedad, es conveniente estudiar la siguiente condicién “aproxima-

da77

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio de Banach y K C X cerrado y convezo.
Decimos que K tiene la propiedad de punto fijo aprozimada (AFPP) si para
toda funcion no expansiva T : K — K tenemos que

inf{||7z —z|| :x € K} =0.

Observemos que si un subconjunto K no verifica la AFPP entonces de
hecho K no tiene la FPP.
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Recordemos que todo subconjunto convexo, cerrado y acotado en un es-
pacio de Banach X tiene la AFPP. Aunque la prueba de este hecho puede
encontrarse en [11] la incluimos aqui para mayor completitud de la exposi-
cién.

Proposicién 2.1.1. Sea K un subconjunto convexo, cerrado y acotado en

un espacio de Banach X y T : K — K una funcion no expansiva. Entonces
inf{||Tx —z||:x € K} =0.

Demostracion. Sea z € K y € € (0,1) y considere la funcién 7, : K — K
definida por
Tox=ez+ (1 —¢€)Tx.

Observemos que T, es una contraccién pues
[Tex =Tyl < A= ¢)|[Tz - Ty < A —¢)llz —yll, zyekK.

Asi, por el teorema de contraccion de Banach existe x, € K tal que x. = T.x,
y por lo tanto

|lze = Tx|| = ez + (1 — €)Tx. — Tx.||
=¢€|lz — Tz.|| < ediam(K).

La conclusion se sigue puesto que € > 0 fue elegido arbitrariamente. [

La prueba de la proposiciéon anterior depende fuertemente del hecho de
que el conjunto es acotado. El problema de determinar cudles subconjuntos
convexos, cerrados y no acotados en un espacio de Banach tienen la AFPP
fue mucho méas complejo y tuvo sus primeros resultados en [12] en donde K.
Goebel y T. Kuczumow mostraron que si K C /5 es un conjunto bloque, esto
es K ={x € ly:|{x,e;)| <a; i€ N} donde (a;) es una sucesiéon de nimeros
reales no negativos y (e;) es un conjunto ortonormal en /5, entonces K tiene
la AFPP. Posteriormente W. Ray en [2] generalizé los resultados de Goebel
y Kuczumow a ¢, con 1 < p < oo. Para esto introdujo la definicién dada
a continuacién. Recordemos que un rayo en un espacio de Banach X es un
conjunto de la forma {a +tb:a,be X, b#0, t € R, t > 0}.

Definicién 2.1.2. Un subconjunto K de un espacio de Banach X se dice
linealmente acotado, si su interseccion con cualquier rayo en X es acotada.
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Ray probd que todos los subconjuntos convexos, cerrados, no acotados y
linealmente acotados en un espacio £, con 1 < p < oo tienen la AFPP.

Observemos que si un subconjunto C' convexo y cerrado en un espacio de
Banach X contiene un rayo, es decir, existen a,b € X, con b # 0 tales que
{a+th:t € R,t >0} C C al definir T': C — C como una traslacién en la
direccién de b, esto es Tx = x+b, x € C, T es una funcién bien definida ya que
dado z € C, para todot > 1, (1 — %) x4+ (a + tb) % € C por la convexidad de
C. Ademas, como C' es cerrado, al tomar el limite cuando ¢ tiende a infinito
se sigue que z+b € C. Por lo tanto inf{||Tx —z|| : = € C} = ||b]| > 0. Luego,
aquellos conjuntos que no son linealmente acotados no tienen la AFPP.

De este modo es natural considerar la cuestion de si la condicion de aco-
tacion lineal es suficiente para que un conjunto convexo y cerrado tenga la
AFPP. En [13] S. Reich demostré que tal condicién es suficiente si el espacio
es reflexivo.

Teorema 2.1.1. Un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Banach
reflexivo tiene la AFPP si y sélo si es linealmente acotado.

I. Shafrir en [1] estudid el problema de la caracterizacion de la AFPP
sin la hipotesis de reflexividad. Para esto propuso el concepto de acotacion
direccional. No damos aqui la definicién original, pero damos la siguiente
definicion equivalente por ser mas operacional.

Definicién 2.1.3. Sea X un espacio de Banach y C C X convezo y cerrado.
Entonces C' es direccionalmente acotado si para cada sucesion (x,) C C con
lim,, oo HﬂvnH = o0 y para cada punto extremo f € Sx« tenemos que

limsup f (i) < 1.

Observaciéon 2.1.1. Cuando C' no es un conjunto cerrado, para determi-
nar si C' es direccionalmente acotado mediante la definicion anterior, basta
considerar sucesiones en C'.

Demostracion. Sean (w,) C C tal que |lw,| — ooy (x,) C C tal que para
cadan € N, ||z, —w,|| < 1. Entonces lfm, o 1220 =1y | f(2,)— f(w,)] — 0.

[[wnl




2.1. Acotacion lineal y direccional 10

Jwn)

[lwn |l

En consecuencia, como ( > es acotada,

flan) _ fwn)| | flon)  fwn) | f(wn)  flwn)
lznll  llwal lznll Nzl llzall [wnl]
< |[Fn) _ flwn) | ) lenll 2l
[zl [lznll [wnll [ llzall lzn]]

Como para toda (x,) C C tal que ||z,|| — oo se verifica que para cada

punto extremo f € Sx-, limsup,, H < 1, tenemos que:
Tn

lim sup f(wn) = lim sup f (@n)

oo Jlwnllmsee™ [l

< 1.

O

Para nuestros propositos necesitamos el siguiente lema que nos indica que
dado un subconjunto direccionalmente acotado de un espacio de Banach, la
cerradura de la envolvente convexa de la unién de este conjunto y el elemento
0 también es direccionalmente acotada.

Lema 2.1.1. Sea X wun espacio de Banach y C; C X convexo, cerrado
y no acotado. Entonces Cy es direccionalmente acotado si y solo si C =
conv{C, U{0}} lo es.

Demostracion. Si C' es direccionalmente acotado como C C C, C; también
lo es.

Reciprocamente, si C; es direccionalmente acotado, sea (y,) C C' tal
que ||yn|]| — oo y f un punto extremo en Sx:. Para probar que C' es di-
reccionalmente acotado por la observacion 2.1.1 podemos suponer que y, =
S MM donde 2 € ¢, YA <1y A" > 0 Viin € N. Sea
xo € C1 y para cada n € N definamos z,, = vy, + <1 -y )\E")> Zp. Enton-

() )

ces z, € C7 y limsup,,_, Toall = limsup,, , ol
n n
direccionalmente acotado. O

< 1. Por lo que C' es

A través del concepto de acotacion direccional Shafrir logré obtener una
caracterizacién general de la AFPP.

10
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Teorema 2.1.2. Sea X un espacio de Banach y K C X. Entonces K tiene
la AFPP si y solo si es direccionalmente acotado.

También probd el siguiente resultado que establece que la caracterizacion
de la AFPP a través del concepto de acotacién lineal dada en el teorema
2.1.1 sélo es vélida en espacios reflexivos.

Teorema 2.1.3. En un espacio de Banach X los subconjuntos convexos y
cerrados linealmente acotados siempre son direccionalmente acotados si y
solo si X es reflexivo.

En el caso de los espacios de dimension finita puede establecerse que
cada subconjunto convexo y cerrado que es linealmente acotado es de hecho
acotado y por la proposicion 2.1.1 tiene la AFPP. De esta misma afirmacion
y del teorema 2.1.1 se sigue que si un conjunto convexo y cerrado en un
espacio de dimensién finita es no acotado, entonces no tiene la AFPP. Asi,
en un espacio de dimensién finita siempre existen conjuntos con la AFPP y
cada conjunto con esta propiedad es acotado.

Por otra parte, si X es un espacio de Banach reflexivo de dimension
infinita, (x,) C X es una sucesién bésica normalizada y (a,) C RT es una
sucesién no acotada, entonces el conjunto K = {> "7 t,z, : |t,] < a,,Vn €
N} es convexo, cerrado, no acotado y linealmente acotado y por el teorema
2.1.1, K tiene la AFPP. Luego, en cada espacio reflexivo de dimensién infinita
existen subconjuntos no acotados con la AFPP.

Una pregunta que quedaba abierta a partir del trabajo de Shafrir era si
esto mismo se verificaba en espacios de Banach no reflexivos. En [14] S. Reich
y E. Matouskové abordaron esta cuestién y para ello aprovecharon la nocién
de (P)-sucesién y el siguiente lema dados en [1].

Definicién 2.1.4. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Una sucesion (z,,)
en Sx es llamada una (P)-sucesion si para cada f € £(X*), hay un g € Sx-
tal que

lim sup f(z,) < liminf g(x,). (2.1.1)
Lema 2.1.2. Si (z,) es una (P)-sucesion en el espacio (X, || - ||), entonces

C = conv(nz,) es un conjunto direccionalmente acotado y por tanto, C tiene
la AFPP.

Observacion 2.1.2. Aunque por la definicion 2.1.4 una (P)-sucesion (x,,) es
normalizada, si (x,) es tal que lim,,_,, ||x,|| = 1 y satisface que para cada f €

11
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£(X™) existe una g € Sx+ tal que la desigualdad en 2.1.1 se verifica, entonces
C = conv{nz, : n € N} es un conjunto convexo, cerrado, no acotado y
direccionalmente acotado.

Demostracion. Siguiendo el razonamiento en [1, Lema 3.7], si C' no es di-
reccionalmente acotado existe f € £(X*) y (z,) C C, ||za]] = oo tal que
f(zn)
[z
conv{nz, : n € N} es decir, z, = S Aiz;, donde S AW =1, A > 0
y my, — oo. De las hipétesis sobre (z,) deducimos que existen g € Sx-,
no € Ny e > 0 tales que g(z,) > (1 + €)f(z,) si n > ng. Asi, para n
suficientemente grande

lim,, 00 = 1. Por la observacion 2.1.1 podemos suponer que z, C

no Mp,
9(z) = > AMig(z) + Y AVig(a,)
=1

i=ng+1

>3 AV (g(as) — (1+ ) f(22)) + (1 + €) f(20).

Al dividir por ||z,|| ambos lados en la desigualdad anterior y tomar el limite
superior obtenemos que

1 > limsup 9(zn)

lo cual es una contradiccion.

]

Llamaremos también (P)-sucesiones a las sucesiones (x,) que verifican
las hipotesis de la definicion 2.1.4 y en lugar de ser normalizadas satisfacen
que lim,,_, ||z,]] = 1.

Los autores anteriormente mencionados, probaron que un espacio de Ba-
nach es no reflexivo si y solamente si contiene una (P)-sucesién, con lo que
a través del lema 2.1.2 concluyeron que:

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Enton-
ces X contiene un subconjunto convexo, cerrado, no acotado y direccional-
mente acotado.

12
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Dado que la condicién de acotacién lineal es una condicién geométrica que
se preserva bajo isomorfismo, en el caso de los espacios reflexivos, la coleccion
de conjuntos con la AFPP se preserva bajo isomorfismo. Sin embargo, como
establece el teorema 2.1.3, la coleccién de conjuntos linealmente acotados no
coincide con la clase de conjuntos direccionalmente acotados cuando el espa-
cio no es reflexivo. Quedaba entonces abierta la pregunta de si en un espacio
no reflexivo la coleccién de conjuntos con la AFPP también se preservaba
bajo isomorfismo.

En [15] E. Castillo et al abordan esta cuestién, para ello dado o > 0 y
x = (z(n)) € ¢y definen la siguiente norma

||| p, = sup {|z(n) — az(m)| : n # m}
y prueban el siguiente teorema:

Teorema 2.1.5. Sea o« > 0. Euxiste un conjunto direccionalmente acotado
C C ¢y con respecto a la norma ||-||p, que no es direccionalmente acotado
con respecto a la norma ||||o-

De esta manera responden negativamente a esta cuestioén, dando el primer
ejemplo de un espacio no reflexivo para el cual la clase de conjuntos direccio-
nalmente acotados no se preserva incluso bajo renormamientos equivalentes.

2.2. Conjuntos direccionalmente acotados en
-sumas de espacios de Banach

En esta seccién establecemos algunas propiedades de los conjuntos di-
reccionalmente acotados en -sumas de espacios de Banach. En particular
nos interesa probar un resultado de permanencia en el teorema 2.2.5 que nos
ayudara en el estudio de la propiedad de punto fijo en dominios no acotados
en la seccion 3.2. Si bien en dicha seccién trabajaremos con condiciones es-
peciales que nos permitirian verificar la conclusion del teorema 2.2.5 para el
caso especifico considerado, queremos dar este resultado por tener un mayor
grado de generalidad.

Recordemos la siguiente definicién propuesta en [16]:

13
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Definicién 2.2.1. Una norma ||| en C™ se dice absoluta si ||(z1, ..., 2m)| =
(|z1], - -y |zm])|| ¥ normalizada si ||(0,...,1,...,0)|| =1Vie{l,...,m}.

Denotamos por AN, la familia de todas las normas absolutas y norma-
lizadas sobre C™. Seam > 2y

Ap={(s1,.. . 8m_1) ER™ s+ 45, 1<1,85>01<i<m-—1}.

Saito y Kato en [16] definen W, como el conjunto de todas las funciones
continuas y convexas de valor real sobre A,, que satisfacen las siguientes
condiciones:

(Ag) ¥(0,...,0)=0(0,....1,....,0) =1¥ie {1,...,m— 1},

(A) w<sl,...,sm_1>z<sl+--.+sm_1>¢(zggl Sm—1>

) ) m—1 .
i=1 Si 2ty si

y para todoi € {1,...,m — 1}

(B) (st vsm1) = (1= s (£, 0,0, 3250 ) s < 1

y prueban el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1. i) Sea ¢ € V,, y x = (x1,...,2,) € C™, entonces
||l € ANy, donde

2l =

{(|x1| + -z |)Y <Z£f\|m\" e ELT-:'Z\LA) six#0
0

st x =0.

ii) Si ||-|| € AN, entonces la funcion i : A, — R definida por

m—1
V(S50 Sma1) = H((l— Z&) 7517'-'7Sm1>||
i—1

para (S1,...,8m—1) € A, pertenece a Yy, y ||| = ||

Dados ¢ € ¥,,, vy Xi,...,X,, espacios de Banach, en [5] Kato et al defi-
nieron la ¢-suma directa de los espacios X; como el espacio [[}", X; equipado
con la norma ||(z1,...,xn) || = [[(|z1]1, - -, |Zm]lm)]l, para

14
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(21,...,2m) € [[[Z; Xi. Este espacio lo denotamos por Z = (3212, @ X),.-
En [17] Mitani et al definieron la funcién ¢* : A,, — R como

UV (S1, ey Sme1) = sup (1 — i1 ti) (1 — i Sz) + >

(15eestm—1)EAM ¢(t17 .. atm—1>

y probaron que ¢¥* € ¥, y adem4s:

Teorema 2.2.2. El espacio dual de Z = (1", @D Xi), es isométricamente
isomorfo a (322, D X7) .-

Con base en lo anterior establecemos que:

Teorema 2.2.3. Sean X1, ..., X, espacios de Banach, ¢ € ¥, y

Z =L @®X), Siparal < i <m, C; CX; es no vacio, convero y
direccionalmente acotado, entonces C' = {(a1,...,ay) 1 a; € C;, 1 <i < m}
es convexo y direccionalmente acotado.

Demostracion. Claramente C' es convexo. Si para todo i € {1,...,m} se tie-
ne que C; es acotado, la conclusion es inmediata. Asi, resta considerar el caso
en que C' es no acotado.

Sea (aq,...,an,) € R™ que satisface la condicién:

a1<1—2 )—i-zjltajﬂ

sup =1 (2.2.1)
(tla---vtmfl)EAm w(t17 LR 7tm—1)
Veamos que si A = {(aif1,...,amfm) : (aq,...,ay) satisface 2.2.1,

0< o <1, f; € SX; 1 < i < m}, entonces A = Sz«. En efecto, da-
dO (gla7gm) S SZ*) (gla--'7gm) = (a1f1>~"7amfm) donde Q; = ngH y
fiziHSigi#OY@iZO,fiGSXj si g; =0.

ng’

Del lema 4.1 en [16] tenemos que 0 < a; = ||gil| < [[(g1,---,9m)] = 1.

15
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Ademas, por definicién f; € Sx= Vi€ {1,...,m}. Si =" o
L= (g1, gm)l = llgall; - - NgmID Il = [1(eas - s oma)[fuse
Qg 7
:6w* (_7"'7_)
g g
swp (1= ) (LoD ) + X e
_ 6(t17-..7tM71)6Am
Uty tmo1)
o (1 -y tj) + 30 g
= sup
(t1,.stm—1)EAM ¢(t1; cee 7tm—1>
y por tanto (gi,...,gm) € A.

Reciprocamente si (ayfi, ..., &nfm) € A, del célculo anterior deducimos
que [[(arfi, .. amfm)ll = (a1, ..., am)|le = 1y ast (@1 fi,. .., Qmfm) €
Sz«. Luego Sz = A.

Sea ((agn), . .,aﬁ,’?))n una sucesion en C' tal que ||(a1n), . (n))|| — 00
cuando n — o0 y (a1 f1, ..., Qnfm) € Sz+. Pasando a una subsucesmn pode-

11108 suponer que

((arfis . amfn) (@, .. )]

lim sup
e TR
o Mf o) (@, an)))|
s (n) (n)
i TR

y que existe ig € {1,...,m} tal que para todo n € N
max(flay” 1. a2 m) = llagy -

llag™ 1

lagy” g

Puesto que para todan € N, i € {1,...,m}, 0 <

a otra subsucesion podemos suponer también que

n—>oo ”(Z

=w;, it€{l,....,m\{iv} yque

20 H'LO

()]

11 = Wi, -

n—00 ( 0
laig” [liq

16
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Observemos que w;, < 1 ya que Ha Hlo — o0 y C;, es direccionalmente
w;j 1

acotado. De este modo si §; = ———2—— para j # 49, Sy = ————
IS w1 Y J 7 s i ST w1
i#ig i#ig
y t; = sj11 para j € {1,...,m — 1}, tenemos que:

m|mﬁh.cmﬁmm@wna9m

o0 I(af”, ..., %)
ol fi (@) o )]
n=oe (a8 - laS )
m@m%ﬂu+a|m< n+_”+ana|m
SV a1, lai I,
m

‘(m@u,”rwmm>
ot lli ksl

¥
Quwy + oy o Wy,
(ZTI w; + 1) ¢ (tl, e ,tm_l)
i£ig
_a181+"'+a’iosio+"'+amsm
U(S2, ..y Sm)
_Ckl(l—tl—"'—tm,1)+052t1+...+06mtm,1 <1
Yty tmet) -

]

T. Zachariades defini en [18] la 1-suma directa de una sucesién de es-
pacios de Banach generalizando la definiciéon propuesta por Kato et al. Sin
embargo, al considerar la suma de una infinidad de espacios de Banach, el
teorema anterior puede perder su validez. Para ver esto basta considerar la
suma 1 de una sucesion de espacios de Banach como se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Sea (X,,) una sucesion de espacios de Banach y

:(i@XZ)l:{x— ) eHX (I znlln) ell}.

17
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Para cada n € N definimos C,, = {x € X, : ||z|l, <n} yC ={z = (z,) €
Z:x, € C,Vn € N} Six, € X, es tal que |z,|l, =n y (y;) C C estd dada

por
. v, s11<j5<7%

yi(]):{] L

0 St J>1

observemos que |ly;|| = oo. Por el teorema de Hahn-Banach, para cadan € N
existe [, € Sx: tal que fn(xn) = ||Tnlln =n. St f = (fn), f € Bz+ y ademds

lim sup /() = lim sup M =1.
ivoo ||l i—v00 ijl

Asi, C no es direccionalmente acotado.

Nota. Puesto que el conjunto C' en el ejemplo anterior es linealmente acotado,
tal ejemplo permite concluir que Z no es reflexivo independientemente de la
reflexividad de los espacios X,,.

Dados X y Y espacios de Banach, ¢ € Uy y Z = X @w Ysim:Z—X
y 7o : Z — Y son tales que mi(x,y) = x, me(z, y) = y, aunque un subconjunto
convexo y cerrado C' C Z sea direccionalmente acotado, puede suceder que
tanto 1 (C') como w2 (C') no lo sean. Consideramos en primer lugar el siguiente
lema cuya demostracién es sencilla de establecer y posteriormente un ejemplo
que ilustra esta situacion.

Lema 2.2.1. Sea X = (co, ||']|oc) y ¥ € Vo tal que ¥(t) =1 Vt € [0,1]. Si
Z =X @w X, el conjunto de puntos extremos de By« estda dado por

&(Bz+) = {(bhe;,0) : keN, 0, € {1,-1}}U{(0,02¢]) : L € N, 6, € {1,—1}}.

Ejemplo 2.2.2. FExisten espacios de Banach X, Y, v € ¥y y C C Z =
X@®,Y convero, no acotado y direccionalmente acotado, tal que m(C) y
m2(C') no son direccionalmente acotados.

Demostracion. Sean X =Y = (¢, ||"]|l«), ¥ € Yo tal que ¥(t) =1Vt € [0, 1]

vZ=X®,Y.
Sea ((xn,yn)) C Z tal que:

18
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Top_1 = 2" E (1 - 5) 21,81 n > 1,
=1

Zo = €2,
n 1 .

Loy, = NEoy —l—nz 1-— i1 e9i,8i n > 2,
i=2

U1 = €,
n 1 .

Yon—1 = NE€1 +nz 1- 51 ) C2im1,SLT > 2,

=2

Sea C' = conv{(x,,yn)}. Si (21m) C mo(C) es tal que 2z, = Yorm—1-

*
Glem) gy My
m— 00

lim
m—0o0

||Zm||<>o ||ZmHoo

as{ m2(C') no es direccionalmente acotado. Andlogamente vemos que 7 (C)
no es direccionalmente acotado.

Ahora probaremos que C' es direccionalmente acotado. Sea ((u,,v,)) C
C, tal que |[(up,vn)|| = 00y u, = Y0 )\E")xi, vy, = Yoo )\E")yi, con

> )\gn) =1, (m,) C{2k : k € N}, m < mps1 y /\5-") > (. Asi, tene-

mos que
My /2
(D) =D A
j=1
1 Mn /2
_ (n) -
vn(2k —1) = (1 - W) Zk Aoii1d, 811 <k, 2k —1 <my,
j:

Mn /2
1 .
vn(2k) = (1 — ?) D YNy, sil <k, 2k < my,

=k

19
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mn /2
wn(2) = 3 Ay
j=1
1 My /2
u,(2k — 1) = <1 - %) Z )\g;)_127, sil <k, 2k—1<m,,
j=k
1 mp /2
un(2k) = (1 - 2k_1) DAY si 1<k, 2k < my,.
j=k
Veamos que si ||v, || — 00 entonces para toda | € N — {1}
lim sup L) < 1, (2.2.2)
En efecto,
1 Mn, /2
_ jy ()
v, (2k +2) = <1 — 2k+1) > 2l
j=k+1
(1—387) 1
ok+1 k (n)
=P 2k) — (1 = ) 2F)
o e - (1) 28]
de donde
1— o 1
0n(2k) = @ [vn(% +2) + (1 - k+1) 2’%5’,?} .
(1 — z0s1) 2
o (2h) 2k +2) 2
v (2k vp(2k4+2) 2 -2
lim sup ——— = lim sup . < 1.
no Jlvnlle n [on]lee 201 =1
Para k> 1
1 mn/2 y(n)
vn(2k — 1) < (1 - F) (Zj:k /\23'71]) <1 1
ol = A S 2
y asi
(2% — 1
h’msup% < 1.
n Un o0

20



2.2. Acotacién direccional en -sumas de espacios de Banach 21

Andlogamente podemos establecer que si (u,) es tal que ||u,||w — o0 enton-
ces para toda k € N — {2}

k
lim sup tn (K)

<1. (2.2.3)

Para demostrar que C' es direccionalmente acotado probaremos que para

cada f € £(Sz+)
1{m sup F(ttn, vn))
w00
Observemos que basta suponer que f = (e;,0) o f = (0,¢;). Asi, sea f =

(0, ef). Pasando a una subsucesion podemos suponer que

(0, 1) ((n, 00) _ (. (e, 0)( (1, 00)

< 1.

lim sup
n [ (wns vn) | noo || (un, va)|
Y que
— 1 [t | oo Y [t ||
w = lim sup = .

Consideramos a continuacion las siguientes afirmaciones:

*
Afirmacion 1. Si ||up|lee — 00 ¥ h’msupn_mw = 1, pasando a una
/UTZ [e.9]
subsucesion podemos suponer que
lim Monlloe = 0.
=00 [|up [|o
., . ’ 6;(“”)
Afirmacién 2. Si ||[upllec — 00 y limsup,,_, Tl = 1, pasando a una
u’ﬂ oo

subsucesion podemos suponer que

1§ | || 0o
1m ——mF—
n—=00 ||Up || oo

=0.

A continuacion probaremos la afirmacién 1. La demostracién de la afirmacion
2 es completamente analoga.

Pasando a una subsucesion podemos suponer que

lfmsup 6>{</Un) I 4 61((“”) —

nooo  |[Unlloc  m=00 [[Un o
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2.2. Acotacién direccional en -sumas de espacios de Banach 22

Puesto que 55 — 0 cuando j — oo, dado € > 0 existe N > 1 tal que si j > N

J

s <e (2.2.4)
Ya que v,(1) = Z;l"l/ 2 Agj) .J — oo, pasando a una subsucesién de ser

necesario podemos suponer que para cada n € N tal que m,, /2 > N,

ZT:”KE 2j_1)\é?)_1 # 0. Asf de 2.2.4 deducimos que

mn/2 .
Z _/ )\23 1J
mn /2
S

y por lo tanto
mp/2 \(n) .
1 (1 A
lim sup on(1) < lim sup on(1) = lim sup Z =1 2] J
n—00 Hun”oo n—00 Un(1> n—oo Zm"/z 2] 12] 1

<e  VneNtal que m,/2 >N

YD S
2771_11/22] 1)\(”) Zmn/22] 1)(")

=N 7L <, e > 0.

= lim sup
n—00 ZN 123 1>‘$> 1
Zm"/Q 21\
Un(1)

[[tn oo

+1

Haciendo € — 0 obtenemos que lim,, =0

, ||UnHoo_ ) HUnHoo Un(l)
lim ——— .

n—00 HunHoo - n—oo Un(l) HunHoo

=0.

Ahora, st w < 00 ¥ ||vp|lee — 00, de la afirmacién 1 deducimos que

lim sup,,_, Tor (”) < 1y por 2.2.2 tenemos que para toda [ € N

(0, 1) ((un, vn)) _ vn(l) vn(l)

lim = lim < limsup < 1.
n—oo || (tn, vn)|l1 1= |[tnlloo + [Unlloc T nooo [[Unlloo
0, €7)((un, vy,
Si w = oo, se sigue que 1im,,_,, (0, €)((ttn, o)) =0<1.

[Ctns va) 1

Si f es de la forma (e, 0) argumentamos analogamente usando la afirma-
cion 2 y 2.2.3.
O
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2.2. Acotacién direccional en -sumas de espacios de Banach 23

La situacion descrita en el ejemplo anterior no puede presentarse cuando
uno de los espacios es de dimensién finita. Para esto, consideramos el siguiente
teorema establecido por Koliha en [19].

Teorema 2.2.4. Sea f una funcion convexa sobre un intervalo I. Para cual-
quier subintervalo |a,b] de I y cualquier € > 0 existe una funcidn convezra g

de clase C™ definida sobre [a,b] tal que |f(x) — g(x)| < e Vx € [a, b).
Con base en el resultado anterior podemos probar que:

Teorema 2.2.5. Sea F' un espacio normado de dimension finita y X un
espacio de Banach. Sean ¢ € Wy y Z = F@wX. St C C Z es convexo,
cerrado, no acotado y direccionalmente acotado, entonces mo(C) es convezo,
cerrado, no acotado y direccionalmente acotado.

Demostracion. Es sencillo establecer que m(C) es convexo, cerrado y no
acotado. Si m(C') no es direccionalmente acotado existe (x,) C C' con

, x
|znllx — 0oy f € Sx« tal que lim,, f(@n) =
[l x
Sean ((an,x,)) C C'y w = limsup, |||| an”F . Pasando por una subsucesion
Tnl|lx
podemos suponer que w = lim,_, ‘|||an||||F Como (0,f) € Sz+, si w =0
X
tenemos que o
f(@n)
i O z) lznllx
oo [(anll e, llzallx)ll, — neo H(Hgn”F )H
n|| X

lo que contradice el hecho de que C' es direccionalmente acotado.

Si w = oo, por el teorema de Hahn-Banach, para cada n € N existe
gn € Bp- tal que gn(an) = ||ay||r. Ya que dim F' < oo pasando por una
subsucesion podemos suponer que g, — g € Bp«. Como

9(an)  gulan)

lanllr  llanllr

g9(an)

=1.
el

se sigue que lim,,
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2.2. Acotacién direccional en -sumas de espacios de Banach 24

Dado que (gao) € BZ*7

g(an)
lm (9,0)((an, 7,)) _ lim laallr
n—co ||(|lan||r, |Znllx)|ly — noe H (1, \|||anx> H

an||F

lo que contradice el hecho de que C' es direccionalmente acotado. De este
modo podemos suponer que 0 < w < oo.

Vamos a establecer a continuacién que para toda ¢ € C([a, b], R) convexa,
con ¢(t) >n>0,te€[0,1] y 0 <ty < 1, el sistema de ecuaciones en a 'y 3
dado por

pt+(1—t)a
sup —————— =1,
te€[0,1] ¢(t)
a(l — t()) +ﬁt0 —1
o(to) ’

tiene solucion. Supongamos que ¢ es diferenciable. Puesto que ¢ es convexa
vyO0<ty<l,

(2.2.5)

to) — ¢(0 , 1) — o(t
0 — o
Sea [ el intervalo cerrado con extremos x = Dto) — (1 — t0)#(0) y sean
0
y=¢(1)y h:1— Rtal que h(t) = %. Observemos que h es continua
— 1o
() [#1t0) = 60) 6(1) — ott)
to 1— 1
Asi, por el teorema del valor intermedio existe § € I tal que
— t ,
h(B) = —ﬂl _(bioo) = ¢'(to). (2.2.6)

Sil:[0,1] — R es la restriccién al intervalo [0,1] de la recta tangente a

la curva ¢ en el punto (o, ¢(to)), L(t) = ¢'(to)t + ¢(to) — @' (to)te y como ¢ es
convexa, [(t) < ¢(t), t € [0,1]. A partir de 2.2.6 obtenemos

B— ¢<t0)) ‘4 P(to) — Bto

1—t 1—1, < ¢(t), telo,1]

¢ (to)t + o(to) — &' (to)to = (
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2.2. Acotacién direccional en -sumas de espacios de Banach 25

y por tanto
B—o(to) d(to)—Bt
( lft()o )t + loft() : 1
sup =1
t€[0,1] ¢(t)
ty) — Pt
Sia= M, utilizando la ecuacion anterior tenemos que
— 1o
B(to)—pt
a(l —t)+ Bt ( im°>ﬂ-¢)+5t
sup ——————— = sup
te[0,1] P(t) te[0,1] o(t)
B—o(to) (to)—pt
( l—too >t+ lo—to ° 1
tef0,1] o(t)

Asi (a, B) satisface las ecuaciones en (1). Si ¢ no es diferenciable, por el
teorema 2.2.4 existe una sucesién (¢, ) de funciones convexas diferenciables
tales que ¢, = ¢, esto es, ¢, converge uniformemente a ¢. Mas ain, de la
demostracion del teorema 2.2.4 se tiene que ¢, > ¢ > n, VYn € N. Si (ay, B,)
es la solucion del sistema en (1) para ¢, como ¢,, = ¢ se sigue que (a,), (5,)
son acotadas, de este modo pasando por una subsucesion podemos suponer
que o, > a'y B, = By como ¢,(tg) = ¢(ty) > n > 0 tenemos que

, an(l - tO) + ﬁnto o a(l - tO) + BtO
N O O

(1 — by,
Si para cada n € N, g, : [0,1] — R es tal que g,(t) = Put + ( o

Pult)
t 1—1¢

puestoque¢n:§¢277>0,gnz§Wyasi

1 = sup g,(t) = supﬂ + o — sup pi+ 1=t all )a.

t€[0,1] t€[0,1] bn (1) t€[0,1] P(t)
t 1—1

Luego, sup pt+( o = 1, por lo que (a, B) satisface las ecuaciones en

t€[0,1] P(t)
(1) para ¢

Seatozﬁ. Como 0 < w < 00, 0 <ty < 1. Si ¢ € ¥y, ¥ es convexa
y ¥(t) > max(1l — ¢, t) > %, t € [0,1] y por lo anterior, existen ag, Sy que
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satisfacen las ecuaciones

ﬁot + (]_ — t)Oéo .

I(c0, Bo) ||+ = sup =1 (2.2.72)
v t€[0,1] P(t)
1—1t t
ol ~to) £ foto _ | (2.2.7b)
¥(to)
Procediendo como en el caso w = oo, podemos encontrar g € Sp« tal que
lim,, oo ﬁ’;ﬁ&) = w.

Si consideramos el funcional (agg, Bof), por (2a), (aog, Bof) € Sz« y
usando (2b) tenemos que

i (209, Pof)((an, Zn)) _ i aog(an) + Bof(zn)

nvoe|(an, )| oo |[([lanlles [zl ),
Oé() g(an) + /80 f(xn)

o Pl aow By

= 11m =

n—00 H(HCLnHF71>
[E P
_ o1 —to) + oty

¥ (to)

lo que contradice el hecho de que C' es direccionalmente acotado. O]

o ()

=1,

En el resultado anterior, la hipdtesis de que uno de los espacios tenga
dimensién finita resulta fundamental, como vimos en el ejemplo 2.2.2.
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Capitulo 3

La FPP y la AFPP en ¢y con
una norma equivalente

En 1982 Maurey [20] usando la técnica de ultrapotencias probé que cada
subconjunto no vacio, convexo y w—compacto de ¢y tiene la propiedad de
punto fijo y en 1998 Llorens Fuster y Sims [21] conjeturaron que el reciproco
de esta afirmacién era cierto, esto es, si C' C ¢y es no vacio, convexo, cerrado,
acotado y tiene la FPP, entonces C' debe ser w—compacto. Hubieron muchos
intentos por resolver esta conjetura, hasta que Dowling, Lennard y Turett en
[22] y [23] mostraron que de hecho es cierta.

Entonces Gallagher, Lennard y Popescu en [24] definieron una norma
||| - || equivalente en cq y probaron que:

Teorema 3.0.1. Existe K C (co, ||| - |||) convezo, cerrado, acotado y no w-
compacto con la FPP.

De esta manera mostraron que existen renormamientos de ¢y en los cuales
hay conjuntos convexos, cerrados, acotados y no w- compactos que tienen la
propiedad de punto fijo.

Dominguez Benavides en [3] se enfocé en el estudio de la propiedad de
punto fijo en conjuntos no acotados en cy. Probdé que en cada subconjunto
convexo, cerrado, no acotado y direccionalmente acotado de este espacio es
posible encontrar un subconjunto convexo, cerrado y acotado que no es w-
compacto y a partir de esto, utilizando algunas de las ideas desarrolladas en
la caracterizacién de la FPP en conjuntos acotados en ¢y ([23]) estableci6
que:
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3.1. Los espacios Z =Y @& (co, ||-||,) » dimY < oo 28

Teorema 3.0.2. Sea C' un subconjunto convero y cerrado de cy. Entonces
C' tiene la propiedad de punto fijo si y solo si C' es w-compacto.

Como mencionamos en la seccién 2.1, Castillo et al. en [15] probaron
que era posible renormar ¢y de tal manera que la familia D de conjuntos
direccionalmente acotados en la nueva norma, es diferente a la respectiva
familia G en la norma usual de este espacio.

En este capitulo preguntamos si existe alguna conexién entre el hecho de
que en (co, |||l) ¥ en ¢y con una norma equivalente, los conjuntos convexos
con la AFPP sean diferentes, y el hecho de que las familias de conjuntos
convexos y cerrados con la FPP sean diferentes.

Respondemos negativamente a esta pregunta a través de la seccién 3.2
dando un ejemplo de una norma equivalente en ¢y que satisface que un con-
junto convexo y cerrado C' (acotado o no acotado) tiene la FPP siy sélo si C
es w—compacto y sin embargo la familia de conjuntos con la AFPP en esta
norma, no coincide con la respectiva familia de ¢y con su norma usual.

Para lograr nuestro objetivo principal, en la seccién 3.1 damos algunos
resultados acerca de la relacién entre conjuntos que no son w-compactos y la
FPP en una familia especial de espacios en los cuales ¢y tiene codimension
finita. Considerar tal familia resulta conveniente pues nos permite aprovechar
las propiedades de los conjuntos compactos en espacios de dimensién finita
para extender algunos de los resultados conocidos sobre la FPP en ¢y a un
contexto mas amplio.

3.1. Los espacios Z =Y & (¢, ||||,), dimY < oo

Dowling, Lennard y Turett en su estudio de la relacién en ¢j entre los con-
juntos w-compactos y los conjuntos convexos, cerrados, acotados que tienen
la FPP en [22] obtuvieron los resultados que mencionaremos a continuacion.
Para ello primero dieron la siguiente definicién:

Definicién 3.1.1. Sea (x,) una sucesion en un espacio de Banach X. Deci-
mos que (x,) es asintdticamente isométrica a la base sumante de ¢y si eziste
(€,) C (0,1), €, — 0 tal que para toda (t,) € ¢

j=n n=1

sup (1 +&,) "

n>1

< <sup (1+¢,)

n>1

Dt
j=n
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A partir de esta definiciéon probaron que:

Teorema 3.1.1. Sea X un espacio de Banach y K un subconjunto convexo,
cerrado y acotado de X. Sea (e,) C (0,1), tal que €, < 27147 ¥Yn > 2. Si
K contiene una sucesion (x,) asintoticamente isométrica a la base sumante
de ¢y con esta (€,), entonces existe un subconjunto C' C K convezo, cerrado,
acotado y una funcion contractiva T : C'— C' sin punto fijo.

Como consecuencia del resultado anterior deducen el siguiente hecho que
nos servira de base para el trabajo en esta seccion.

Corolario 3.1.1. Sea L > 0 y K un subconjunto de un espacio de Banach X .

Si K contiene una sucesion (x,) tal que (’”f") es asintoticamente isométrica

a la base sumante de cq entonces existe C' C K convezo, cerrado, acotado,
no w-compacto y una funcion no expansiva T : C' — C' la cual no posee un

punto fijo.

En la demostracién del teorema 3.1.1 el conjunto C' considerado es:

C:m{itn%:tnzo, Vn € Ny itnzl}

n=1 n=1

La funcion contractiva T : C — C se define sobre cada elemento de la
sucesién (z,,) como:

o0
T.Z'n = E 27’]xn+j
7=1

y se extiende linealmente a C, de tal manera que para x =y . t,x, € C

Tx = itnTxn = itn iQ‘jxnﬂ.
n=1 n=1  j=1

00
n=1

Asi, dados z,y € C conx =Y °  tuy Yy =
diferencia T'x — Ty se tiene que

Sp,, al considerar la

T:z:—Ty:i(tn—sn)Txn :ianTxn :iﬁnxn
n=1 n=1 n=1

_ 1
donde o, = t, — 5, 51 =0, B, = 2?211 aiﬁ para todo n > 2.
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Observemos que como » .~ a,, = 0 obtenemos

o o n 1 oo
D=2 gy =) on=0.
n=1 n=2 =1 n=1

Como (f,) es la sucesién en ¢ utilizada en la prueba del teorema 3.1.1,
esto significa que en la definiciéon 3.1.1 basta requerir que la desigualdad se
cumpla para todas las sucesiones (t,) € ¢; tales que Y~ ¢, = 0. Nosotros
haremos siempre esta suposicién y nos refereriremos a las sucesiones asintoti-
camente isométricas a la base sumante de ¢y en un espacio de Banach (X, ||||)
como ai-|| - || sucesiones.

En esta seccién queremos ver si los resultados anteriormente mencionados
se verifican también en espacios “similares” a ¢y. Al pensar en este tipo
de espacios, quiza los mas simples son aquellos isomorfos a ¢y de la forma
Z =Y & (co, ||||,) donde || - ||« es una norma de Banach en ¢ y (Y, ||-|ly) es
un espacio normado de dimensién finita. Por esto, este tipo de espacios son
nuestro punto de partida.

Hallamos que existen resultados semejantes al teorema 3.1.1 y el corolario
3.1.1 siempre y cuando exista r € N tal que ||(I — Bz« = [({ — P/)x||w
donde I : ¢y — ¢y es la funcion identidad y P, : ¢ — ¢g es la proyeccién al
subespacio de ¢q generado por {ey, ..., e, }, donde (e;), C ¢y es la base candni-
ca de ¢p. En Z consideramos normas de la forma ||(y, )| = |[|(|y]ly, |z )]l]
donde |||]|| es cualquier norma mondtona en R? a menos que se especifique
de otra manera.

En primer lugar verificamos que las condiciones impuestas sobre la norma
|| ||« nos permiten garantizar que las topologias en (cg, || -||«) ¥ ¢o son iguales,
de modo que la coleccién de conjuntos w-compactos es la misma para ambos
espacios.

Lema 3.1.1. Sean ||- ||« una norma en ¢y yr € N tales que para todo x € cy,
(I = P)x|« = |[(I = P)x|so- Entonces || - ||« es equivalente a || - ||o-
Demostracion. Sea I : (co, ||-]|+«) = (co, ||*||oo) la funcién identidad. Recordan-

do que en un espacio de dimension finita todas las normas son equivalentes,
tendremos que existe C' > 0 tal que:

el < U = Bzl + 1Bl < OBl + |1 = Pr)allo < (C+ D|2]c

Ya que {ey,...,e,_1} es complementado en (co, || - || ), usando el hecho de
que P, y I — P, son continuas y procediendo analogamente, vemos que existe
B > 0 tal que ||z||oo < Bl|z||«. Luego I es un isomorfismo. O
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A continuacién establecemos el siguiente lema el cual nos permite rela-
cionar subconjuntos no w-compactos en Z con subconjuntos no w-compactos
en cy.

Lema 3.1.2. Sea (Y, ||-|ly) un espacio de dimension finita (que puede ser de
dimension 0) y Z =Y @ (co, ||-||,) - Sean w1 : Z =Y ym : Z — ¢y dados
por m (y,z) =y, me (y,z) = x. Si K C Z es convezo, cerrado y acotado,
entonces K es w—compacto en Z si y sélo si my (K) es w—compacto en cy.

Demostracion. Observe que m; y 9 son lineales y continuas, lo que implica
que son w—w—continuas y por lo tanto si K es w—compacto, mo(K') también
lo es.

Reciprocamente, si m (K) es w—compacto y 2z, = (yn,x,) C K, hay
una subsucesion (z,,) de (z,) y 9 € m (K) tal que para cada g € I,
g (a:n]) — ¢ (2). También hay una subsucesién de (ynj), tal que yn;, —; Yo

para algin yo € m; (K) y asi para cada f € Y*, f (ynjk> — f (yo) . Por tanto
para cada F € Z*, F (ank) — F ((yo,0)) y K es w—compacto. O

El siguiente lema es clave en el desarrollo posterior pues al estudiar con-
juntos no w-compactos en los espacios Z, nos permitird restringirnos a un
subespacio de Z en el que ¢ tiene codimensién 1, lo que simplificard muchos
de nuestros calculos y podremos utilizar varios de los resultados de Dowling
et al.

Lema 3.1.3. Sea Z =Y & (co,||||,) con dimY =k y sea r € N. Sea K
C Z un conjunto convexo, cerrado y no débilmente compacto. Entonces existe
Yo €Y,z =Y. ,20(i)e; y un conjunto M C K convezxo, cerrado y no
débilmente compacto tal que para z = (y,x) € M, m (2) = yo, y P, (z) = xo
donde P, : cg — ¢ es la proyeccion P, (32 x (i) e;) =Y i,z (i) e;.

Demostracion. Puesto que K no es débilmente compacto, por el lema previo
79 (K) no es débilmente compacto y por tanto existe una sucesién (a,) C

7o (K) C ¢g tal que a,, —+ a € Iy \co. Pasando por una subsucesién, encon-

tramos una sucesién 27(11) = ( ,gl),an> C K con a, =y a € l\Co ¥ yq(ll) —

yM € m (K). Sea {uy,us, ...,ux} CY unabasede Y y gt = Zle gV (1) uy,
n=20,1,..
Entonces hay una subsucesién de <y7(11) (1)) tal que
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L. yv(i]) (1) =yW (1) para j e N 6

2. ym] 1) > g (1) >y (1) y 2(1/553 (1) =y (1)> > yh) (1) —

(

(1 (1) para j € N (esto es posible puesto que lfm, 2 (yfﬁ} (1) — yfﬁ]).ﬂ (1)>
=2 (yﬁéi (1) - yV (1)) >0) 6

3y (1) < pin () <y ) v 2 (sl ) =il () > 40 (1) -
yfﬁz (1) para j € N.

En el primer caso sea AP = z,(wl,i = (yﬁ,{, amn) para n € N. Observe que

yr(ny)L (1) = yW (1) para cada n € N.
yﬁéi( -y (1)

En el segundo y tercer caso sea t,, = . Entonces 0 < t; <
suneoy 2(u (-4, (D) y
1y lim;¢; = 3. Sea 2P = (1 —t,) 2m, + tnZm,,, € K. Entonces para cada
n €N,

(1= ta) yi) (D) + i), (1) =t (95, (1) =yl (D) +wi) (1)

(v (1) + ) (1)

l\')l»—tg

En los tres casos sea M; = conv{zT(LZ)}. Entonces M; no es débilmente

: (2) w*
compacto, puesto que en el primer caso 7o (2 | = a,, — a 'y en los otros

(2)

dos casos Ty (zn ) = (1 —ty) @, +tpam, LIy

) (am, + a) € loo\co. Observe

que para z = (y,x) € My, y (1) es constante. Aplicando a (zg)) el mismo

. . . 1 .
procedimiento realizado con (zﬁl )> obtenemos un subconjunto convexo, ce-

rrado y no débilmente compacto My de M; tal que para z = (y,z) € Ma,
y (1) y y(2) son constantes. Repitiendo esto, finalmente llegamos a un con-
junto convexo, cerrado y no débilmente compacto M; C K tal que para
z = (y,x) € My, tenemos que y = yo. Ahora, si w, = (yo,bn) € M es
una sucesion en My tal que b, —,« b € 1\ o, pasando a una subsucesion
podemos suponer que P, (b,) — xy. Procediendo como en la primera parte
llegamos a un conjunto convexo, cerrado y no débilmente compacto M C K
tal que si z = (y,x2) € M, y =y y P () = xy. O
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A partir de lo anterior podemos establecer el siguiente resultado analogo
al de Dowling et al para el caso de los espacios Z.

Teorema 3.1.2. Sea Z =Y & (¢, ||-||,) donde dimY =k y ||({ — P.) x|, =
(I — P)z||,, para algin r € NU{0}. Consideremos una norma ||-|| sobre Z
tal que pora (y,3) € Z, ||(3,2)]| = | (lelly » NIl donde ||| es cualguier
norma mondtona en R? que satisface que para b € R, |([(0,0)||| = |b|.
Entonces, st K C Z es convexo, cerrado, acotado y no w—compacto, K
contiene un mailtiplo de una ai -||-|| sucesidn y asi, existe C C K convezo,
cerrado, acotado y sin la FPP.

Demostracion. Por el lema 3.1.3 existe M C K convexo, cerrado, acotado y
no w—compacto y yo € Y, xg € P, (c) tal que si (y,z) € M, entonces y = yo
y P.x = . Sea my : Z — ¢y la proyeccién dada por ms (y,x) = x. Entonces
7o (M) es no w—compacto y en [22] se prueba que existe una sucesion (z,,) C
T (M) y L > 0 tal que (%) es una ai - |||, sucesién. Luego (yo,z,) € M

)‘H 1)

ysi(t,) Clhy Y o2, t, =0, tenemos que
‘H 312

00 T,
Zﬁf

n=1

9

Y

- Yo Tn\| _ - Yo
;t“<f’I>H_ (th

- (0,

T
— I—P)t, =~
( Vi

n=1

n=1

> X
_ n
= anl T

o0 e}

T

’ . sz : Tn — o Yo Zn
La ult}ma ecuacion se verifica puesto que P L Por tanto( ( iR ))n es
una ai - ||-|| sucesion y el resultado se sigue a partir del corolario 3.1.1. [

El resultado anterior nos permite encontrar en cada subconjunto convexo,
cerrado, acotado y no w-compacto K de Z un subconjunto sin la propiedad
de punto fijo, aunque no afirma que K mismo tiene o no esta propiedad. Sin
embargo, con una suposicion adicional en la norma y basados en la demos-
tracién del teorema 1 en [23] podemos probar que:
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Teorema 3.1.3. Sea Z =Y @ (co, ||-||,) con dimY =k,

I =B, = [ =F)ele v llle < Il pare z € co y algin r €
NU{0}. Definamos una norma en Z tal que para (y,z) € Z,
1w &)l = 1l lylly 1=l )I], donde [||-[I] es cualquier norma mondtona en R?

que satisface que |||(0,b)||| = |b|.

St K C Z es convexo, cerrado, acotado y no w—compacto, entonces K
no tiene la FPP.

Demostracion. Como antes, sea M C K convexo, cerrado, acotado y no
w—compacto y yo € Y, g € P, (c) tal que si (y,z) € M, entonces y = yo
y P.x = xy. Sea (x,) C m (M) como en el teorema previo y L > 0 tal que
(%2) es una ai - ||-|| ,, sucesién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que L = 1. Sea u,, = (Yo,2n) € M, wy = 21 y w, = x,, — T3 paran > 1.
Sea z1 = (yo,w1) y paran > 1, z, = (0,w,) € Zy Ky = conv ((yo, z,)) =
{30 [ twzn i 1=t >ty > ... > 0}. En [23] ellos construyen una funcién

S (o [[-llo) = conw ()  (co, |[]l0)
la cual es no expansiva y no tiene punto fijo. Definamos

R:7Z = Ky (3.1.3)

por R (y,z) = (Yo, Sx) .
Entonces, si (u1,v1), (u2,v2) € Z, R (uy,v1) — R (ug,v2) = (0, Sv; — Svg).
Sin embargo, puesto que Svy, Sve € Ty (M), tenemos que

(I — P.)(Svy — Svg) =0y asi

IR ((u1,v1)) — R (ug, v2) || = [[|(0, [|Sv1 — Swa[ )]l
= [[1(0, || Svy — Swval )]
= [|Sv1 = Sva|,
< lor = vall o < flor = val,
< [(lwr = wally , [lor = w2l [ DI

= |[(u1,v1) — (uz,v2)||-

Asi R es no expansiva. Se tiene que R no tiene punto fijo puesto que S no lo
tiene. Finalmente sea T'= R|x. Entonces T': K — Ky C K es no expansiva
y sin punto fijo. O]
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A partir de lo anterior, el siguiente corolario se sigue inmediatamente.

Corolario 3.1.2. Sea Z =Y @ (co, ||-||,) con dimY = k. Suponga que para
z € (co, [I-ll,) v algin r € NU{O}, Lzl < [lz]l, < Mzl y

(I = F)all, = LI =Pzl

Si adicionalmente, para (y,x) € Z, ||(y, )|l = [[(lylly . =[N, donde [ |-
satisface la hipotesis del teorema 3.1.3, entonces, si K C Z es convezo,
cerrado, acotado y no w—compacto, K no tiene la FPP.

Los siguientes ejemplos ilustran algunas de las situaciones tipicas donde
podremos aplicar el teorema 3.1.2 o el 3.1.3 para obtener informacién sobre
la propiedad de punto fijo en subconjuntos convexos, cerrados y acotados en
un espacio dado.

Ejemplo 3.1.1. Sean r,k € N con r > k. En el espacio cq definimos la
norma

]l =) ()] + méx ( Yl (m) | sup{lz(m)| : m > 7"}> :

m=k+1

Bs fcil ver que |lzll. < ol < (r+1) 2], Observe que (co,|l]) es

isométrico a Z = R*® (cy, ||-||,) donde para x € cy,

], = mdx (Z |z (m) |, sup{|z(m)| : m > 7’}>

y la norma en Z estd dada por ||(y, z)|| = |y|l1 + ||z]|«. Puesto que esta norma
satisface las condiciones del teorema 3.1.3, st C C Z es convexo, cerrado,
acotado y no w—compacto, no tiene la FPP.

Ejemplo 3.1.2. En el espacio ¢y, para x = (x(n)) € ¢y considere la norma
[z]|, = sup |z (1) + = (k) |.
k>1
En el espacio Z = (co, || ||;) la norma ||-||; es tal que ||[(I — P)z|; =

A
(I — P) x|, . Asi, esta norma satisface las condiciones del teorema 3.1.2
y por tanto si K C Z es convero, cerrado, acotado y no w—compacto, existe

35
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C C K convexo, cerrado, acotado sin la FPP. Sin embargo en [2]] los au-
tores muestran que existe un conjunto convexo, cerrado, acotado que no es
w—compacto en Z y que tiene la FPP. En consecuencia el teorema 3.1.3 no
se verifica. Observe que en este caso L ||zl < |lzll, < 2|z||l,, v por tanto
las condiciones del corolario 3.1.2 no se satisfacen.

El dltimo ejemplo muestra que en el teorema 3.1.3 no es suficiente su-
poner que Z = (¢, ||||) es isomorfo a ¢y y que para x € Z y algin r € N,
=Pzl = - Pzl

3.2. El espacio (¢, HH(,)

En esta seccion daremos un ejemplo de un espacio X que es un caso
particular de los espacios Z considerados en la seccion anterior, que satisface
que un conjunto convexo y cerrado en este espacio tiene la propiedad de
punto fijo si y sélo si es w— compacto, exactamente como en (co, ||-||..) v &
pesar de esto, la familia de conjuntos con la AFPP en X es diferente a la
familia de conjuntos con la AFPP en (co, [|-|| ) -

Definicién 3.2.1. En el espacio g, para x = (x(n)) € ¢y definimos la norma

[z]ly = [2(1)] 4 sup{|z(m)| : m > 2}.

Es facil ver que [|z] < ||z]|, < 2||z|l v que el siguiente teorema se
verifica:

Teorema 3.2.1. El espacio dual de (co, ||-||s) es el espacio (41, ||-||p+), donde
si (€}) es la base candnica en'ly y f =Y " azel €1
£l = méx {’a1|7z Iai|} :
=2
El conjunto de puntos extremos de S, |.|,-) estd dado por :
{015 + Ose; : k> 1y0;,0, € {1,—1} }.
Demostracion. Sea X = (co, || - ||p). Definamos ¢ : X — R @; ¢ tal que

o(x) = (z(1),y) donde y(i) = z(i + 1), i € N, entonces ||p(z)|[, = |=(1)] +
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3.2. El espacio (co, ||]l,) 37

lylloo = [|]lp, por lo que X ~ R @4 ¢y. Teniendo en cuenta que (R @& ¢o)* =
R & 41, la funcién ¢* : R &, 1 — X* es un isomorfismo isométrico, de
donde se deduce la conclusién sobre la norma de f. Ademads, claramente
{O1e1 + bzep k> 1,y0,,05 € {1,—1}} C &(X*). As, sea f = >0 aef €
£(X™*). Observemos que |a;| = 1y >, |a;| = 1. En efecto, si por ejemplo
0 < |ai] < 1, existe € > 0 tal que 0 < |a;| + € < 1. Si definimos ¢g,h € X*
tales que g(1) = ay — €, h(1) = ay + ey g(i) = h(i) = a;, i > 2 tenemos que
h,g € Sx«,h#gy f= %. Lo que contradice el hecho de que f € £(X*), asi
ay = 0y, con 6; € {1, —1}. Andlogamente vemos que Y .~ |a;| = 1. Si existen
g =32 ber, i =30, cief € Sx- tales que ¢’ £ by Y., azef = CE
al definir g, h € X* tales que g(1) = (1) = a; y g(i) = ¢'(¢), h(i) = h'(3),
1> 2setieneque g # h, g,h € Sx~y f = %, lo que contradice nuevamente
el hecho de que f € £(X*). De este modo Y °, a;ef € &(¢1) y por tanto
Yoy aief = by, donde k > 1y 0y € {1,—1}. Asi, f = 61e} + b2ef con
01,00 € {1,—1}. O

En primer lugar dirigimos nuestra atencién a la FPP en subconjuntos con-
vexos, cerrados y acotados de (cg, ||-]|,) . Recordemos que un espacio de Ba-
nach X tiene la propiedad débil de Banach-Saks ([25]), si cada sucesién débil-
mente nula (z,,) , tiene una subsucesion () tal que la sucesion {2 37" |z, }
es norma convergente. En este caso tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2.2. Si C es débilmente compacto y convezo en (co, |-|,), en-
tonces C' tiene la FPP.

Demostracion. Puesto que (co, ||-||,,) tiene la propiedad débil de Banach
Saks, (co, ||-]|,) tiene esta propiedad también y es claro que la base es fuerte-
mente bimondtona, lo cual significa que si ' C N es un intervalo acotado de

nimeros naturales, entonces || Pr|| = ||/ — Pp|| = 1, donde para x € (co, ||-|,),
Pp(z) = >, cpx(n). Asi por el teorema 3 en [25], este espacio tiene la
FPP. O]

El siguiente resultado nos dice que los tnicos subconjuntos convexos,
cerrados y acotados de (co, ||-|[,) con la FPP son precisamente los conjuntos
convexos débilmente compactos.

Teorema 3.2.3. Si C' es un subconjunto convexo, cerrado y acotado de
(co, |IIl,) que no es débilmente compacto, entonces C no tiene la FPP.
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Demostracion. Observe que (co, ||]|,) es isométrico a Z = R (co, [|-]|,),
donde para = € ¢, |z||, = [|z], ¥ que la norma en Z estd dada por
1w, @)l = 11 (lyl, lell)l| | donde para (a,b) € B2,| (. )| = lal + 5] ¥
esta norma satisface las condiciones del teorema 3.1.3. Por tanto, si C' C Z
es convexo, cerrado, acotado y no w—compacto, C' no tiene la FPP. O

Como una conclusién obtenemos que la familia de subconjuntos convexos,
cerrados y acotados de (co, ||-||,) con la FPP es la misma que en .

Ahora analizamos el caso de conjuntos convexos y no acotados. Para
esto estudiaremos la propiedad de punto fijo aproximada (AFPP) en tales
conjuntos. Recordamos el siguiente lema probado por Dominguez en [3].

Lema 3.2.1. Sea C' un subconjunto convexo, no acotado y direccionalmente
acotado en cy. Entonces existe una sucesion en C' que es 0w, {1)-convergente
a un punto u € Lo/ co.

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. Consideremos el espacio Z = R® (co, ||-||.,) con la norma
|y, )| = |y| + ||z]|. - i C C Z es convexo, cerrado, no acotado y direccio-
nalmente acotado, entonces C' no tiene la FPP.

Demostracion. Por el teorema 2.2.5, mo (C') es convexo, cerrado y direccional-

mente acotado. Por tanto, por el lema 3.2.1, existe una sucesion (z,,) C m (C)

tal que =, = wy € loo\Co. Sea D = conv{x,} el cual no es w—compacto.
w*

Entonces K = 7, ' (D)NC es convexo, cerrado y acotado en Z y por el lema
3.1.2 no es w—compacto. Puesto que la norma en Z satisface las condiciones
del teorema 3.1.3, sea Ky C K C Cy R: Z — K, sea como en el teorema
3.1.3. Puesto que R es no expansiva y sin punto fijo, asi lo es R|¢. O

Finalmente, si restringimos nuestro estudio de la propiedad de punto fijo
en dominios no acotados al caso de conjuntos direccionalmente acotados,
tenemos que:

Teorema 3.2.5. Si C' es convexo, cerrado y no acotado en (cy, ||+||s), entonces
C no tiene la FPP.
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Demostracion. Si C' es no acotado y no es direccionalmente acotado, por
el teorema 2.1.2 C' no tiene la AFPP y por tanto, no tiene la FPP. Si C
es direccionalmente acotado, puesto que (co, || - ||p) es isométrico a (Z, |-]|),
donde Z = R & (co, || - ||o), por el teorema 3.2.4, C' no tiene la FPP. O

Asi, hemos mostrado que la familia de conjuntos convexos y cerrados con
la FPP con respecto a la norma ||-||, en ¢y es la misma que la correspon-
diente familia en (co, ||-]|,,) - En contraste a esto, veremos que las familias de
conjuntos convexos y cerrados con la AFPP son diferentes.

Como en el trabajo de Castillo et al [15] tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2.6. Eziste un conjunto C' C c¢q direccionalmente acotado con
respecto a la norma || - ||y que no es direccionalmente acotado con respecto a
la norma || + || so-

Demostracion. Sea x1 = ey y para n > 2 definamos

1 1 1
$n:n€1+n|:(1—§)€2++(1—F)€k++(1—2n_1>€n:|

Sea C' = conv{z,}. Claramente C no es direccionalmente acotado en
(co: [[-lc) puesto que [[zn]loc =7y

limei( T ) =1
n el

Ahora, sea y, = i)\§")xj con Zn )\5.") =1, my < Mpy1 ¥ )\YL) > 0.
j=1 =1

Supongamos que lim ||y, ||, = co. Entonces y,,(1) = }n: j)\gn)’ para k > m,,
Yn (k) =0y para m, >k > 1,

yn(k):i;jxg") (1— )

Asi, tenemos que |[yn|looc = ¥n (1). Desde la equivalencia de ||-||, ¥ || - [|oc s€

1
2k—1

sigue que i j)\gn) — 00.

Jj=1

39



3.2. El espacio (co, ||]l,) 40

Si k < m,, entonces

> A > A
Yn (k) =k ! (1_ 1 )_ | i I <1_ 1 )
— ma PR mp k—1 | °
=1 =1

Asi, para una k fija con 1 < k,

n(k 1
TG S
n—o0 yn(]-) 2]‘3_1
Observe que puesto que y, tiene soporte finito, para cada n € N existe
k, < m, tal que para cada 1 < k < m,, 0 <y, (k) <y, (k,), esto es:

Mp, ) 1 B mMn ) 1
ap i (15 ) = 2 (1= )
j=k

k>1"— i—kn

Por tanto, para 1 < k < m,,

1> (1 _ 2k3_1> (3.2.1)
Yn (kn) Yn (k>
=) Z )

k—1
> A

I R I R
% A 26—1 )
Fﬂj

(3.2.2)

= |1

Pasando al limite cuando n — oo, puesto que m, — 00, obtenemos que
lfm,, y;((’?)) =1
Recordando que los puntos extremos de la bola unitaria del espacio dual

en este caso son =+ (ef £ e}) para 1 < k. Entonces

h'rrln(ef)( Un >:11f}31yn(1yn(1) (3.2.3)

llyal, )+ Yn (kn)

1
2
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Y 1
h'm(eZ)( Y )zlim Yn (k) = 2
n [yl Yo (1) + yn (kn) 2
Por tanto
11’m(e*+e*)< In >:1—i
AN 2
Asi obtenemos que C' es direccionalmente acotado en la norma |[|-|],. O
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Capitulo 4

Reflexividad es equivalente a
estabilidad de la AFPP

En este capitulo estudiamos la estabilidad bajo renormamientos de la
clase de conjuntos convexos y cerrados con la AFPP. Puesto que la propiedad
de ser linealmente acotado depende sélo de la estructura lineal del espacio,
la clase de conjuntos convexos y cerrados con la AFPP es invariante para
cada norma equivalente en espacios de Banach reflexivos. Sin embargo esto
no sucede necesariamente en espacios de Banach no reflexivos, pues como
mencionamos en la seccién 2.1 en [15] los autores mostraron que ¢y puede
ser renormado de tal manera que las respectivas familias de subconjuntos
convexos y cerrados con la AFPP difieran. Ademas, la nueva norma puede
construirse de modo que su distancia de Banach-Mazur a la norma estandar
de ¢q sea arbitrariamente pequena. Para este estudio proponemos la siguiente
definicion:

Definicién 4.0.1. Decimos que un espacio de Banach (X, | -||) tiene estabi-
lidad de la AFPP si la familia de conjuntos convexos y cerrados con la AFPP
es invariante bajo renormamaientos.

A partir de los hechos descritos en el capitulo 1 sabemos que cada espacio
de Banach reflexivo tiene estabilidad de la AFPP. Nos interesa saber si existe
algin espacio de Banach no reflexivo con esta propiedad. Iniciamos el estudio
de esta cuestion en la seccién 4.1, donde analizamos el caso del espacio /1,
que nos servird de base para un trabajo mas general.

En la seccién 4.2 respondemos negativamente a esta pregunta, esto es,
probamos que para cada espacio de Banach no reflexivo hay una norma equi-
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valente (tan cerca a la original como queramos, en la distancia de Banach-
Mazur) tal que las respectivas clases de subconjuntos con la AFPP son di-
ferentes. Los argumentos distinguiran entre espacios de Banach conteniendo
una copia isomorfa de ¢; y espacios de Banach no reflexivos que no satisfacen
esta condicidn.

Como consecuencia, deduciremos que un espacio de Banach es reflexivo
si y sélo si satisface la propiedad de estabilidad de la AFPP.

4.1. La no estabilidad de la AFPP en (¢4, |-|1)

En esta seccion probamos que el espacio de Banach ¢; puede ser renor-
mado de tal manera que las respectivas familias de conjuntos convexos y
cerrados con la propiedad de punto fijo aproximada difieran. Este particular
caso resultara ser esencial en la prueba de nuestro teorema principal.

Empezamos introduciendo algunas definiciones y resultados bésicos.

Denotamos por P(X) el conjunto de todas las normas equivalentes en un
espacio de Banach X. Si |- |1, |- |2 € P(X), basados en la la definicién 1.1.1
definimos la distancia de Banach-Mazur entre dos normas | - |1, |2 € P(X)
como:

i b
(| - ]1,] - |2) = mf{a soalx)y < zly < blx|y, Vo€ X}.

En muchos de nuestros argumentos utilizaremos la nocién de (P)-sucesién
dada en la definicién 2.1.4 y el lema 2.1.2 para construir conjuntos direccio-
nalmente acotados.

A continuacion probamos nuestro resultado principal para el caso parti-

cular de (¢4, - ||1):

Teorema 4.1.1. Sea 6 > 0. Entonces para 0 < a < ¢ < 1 existe una norma
equivalente | - |, en {1 que satisface lo siguiente:

i) ﬁ”x”l <|zls < ||z||x para cada x € ¢1 y asi d(|| - ||1,]|a) < 14+a <
1+90.

ii) Ezisten conjuntos convexos y cerrados en ({1, | - ||1) con la AFPP que
no tienen esta propiedad en (1, |.).
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iii) Cada conjunto convero, cerrado, no acotado y direccionalmente acotado

en
(01,] - |a) es direccionalmente acotado en ({q, || - ||1). Esto implica que
cada conjunto convexo y cerrado con la AFPP en ({1, - |,) tiene la

AFPP en (01,1 - |1)-
Demostracion. Primero construimos un conjunto convexo y direccionalmente
acotado en (¢1,] - ||1) por medio de una (P) -sucesion.

Tomemos a, A\, € > 0, con a < § < 1y una sucesion (€,),>2 con €, > 0 tal
que:

Zen:e y e+ \<dad’

n>2

Definamos el vector x = ae; + > -, €€, ¥ la sucesion
Un = T — Aey, n € N.

Note que lim,, ||y,|[1 = a + €+ A
Veamos que (y,,/||yn|/1) es una (P)-sucesién en (41, || - ||1). Tomemos f =
(fa)n € b con || f|lco = 1. Entonces para cada n € N,

fyn) = f(x) = Ao
En caso de que f,, > 0 para cada n € N, tenemos que
flpm) <llzlh =a+e

En caso de que exista algin n € N tal que f,, < 0, tomamos ng = min{n €
N: f(n) < 0}. Entonces

f(@) < lzlly = z(n0)[ fro|

flyn) < a+e— ()| fag| + A

L miéx{a+ e a+e—x(ng)|ful + A}, esto prueba que

ate+A

Haciendo ¢ =

limsup f (H;JnHl) <c<l.
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Sin embargo considerando la sucesién (h,,) en £y, donde h, (i) =1sii <ny

hn(1) = —1 si i > n, no es dificil verificar que para cada k > n,
hn(yk) = a+€2+"'+€n71—En—"'—€k71+)\_6k_2;.ik+15i
y por tanto

sup lim sup h,, (i> =1
no ok [ykllx

Lo anterior muestra que (y,/||y.|l1) es una (P)-sucesion y por el lema

2.1.2, el conjunto C' = ¢o (nz,) con z, := II;,nnlll es direccionalmente acotado
en (£, || - l1)-
Considere en R? la norma || - ||, dada por
_ [ul +[v]
sl = i {jul ol 5

Definimos en ¢; la norma equivalente

2l = [ (2(D)], llz — 2(D)erll1) ], = max {\x(l)\, @zl J'i”é} >

donde (Quz)(1) = 0y (Quz)(j) = 2(j) ¥j > 2.

Es facil ver que Fla||x||1 < |z|a < ||z|l1 para cada x € ¢,. Esto implica
que d(|| - [|1,] - |a) < 1+a<1+46.

Mostraremos que el subconjunto C' = ¢o(nz,) no es direccionalmente
acotado en ({1,|-|,) y por lo tanto C' no tiene la propiedad de punto fijo
aproximada cuando consideramos la norma | - |,.

Denotemos por | - |* la norma dual en f, y consideremos u € {,, dado
por u(z) = x(1). Note que |u(z)| = |z(1)] < 1 cuando |z|, < 1. Mas aln,
lerla = 1y u(ey) =1, lo cual implica que |u|f = 1.

Por un lado, lim,, |x—\e, —aei||; = e+ < a?, asf tomemos algiin ng € N

con t, := ||x — Ae, — aeq||; < a® para cada n > ng. Para tal n > ny,
) Hynlll . a+t,
nla = n 5 ,tn, - (= 4.
[Yn] max{ 1Q1(yn)]1 = mix<s a T+a a

Por otra parte, para cada n € N
u(y,) = a
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Lo anterior prueba que

z nzn g yn
limsupu | —— | = limsupu =1
n n|zn|¢1 n ’yn|a

y usando el teorema 2.1.3, C' no es direccionalmente acotado en (¢4, |- |,)
como querfamos probar. Esto prueba i) y ii).

Ahora sea C' un subconjunto no acotado y direccionalmente acotado de
(¢1,] - |a)- Veremos que C' es también direccionalmente acotado en (¢4, ]| - ||1).

Sea (x,) C C tal que ||,]|1 = 00y f € o con || f]leoc = 1. De acuerdo a
la definicion 2.1.3 es suficiente considerar puntos extremos de la bola unitaria
de (U, || - |loo), asi podemos suponer que f = (f(n)) con f(n) = +1 para
cada n € N.

Si hubiera alguna subsucesién (n;) tal que para cada j € N, |z, [, =
u($ng)
|xn]-|a
direccionalmente acotado. Lo mismo sucederia si hubiese alguna subsucesién
(n;) tal que |2y, |, = —an,(1).

Ty, (1), entonces lim;_, =1 lo cual contradice el hecho de que C' es

Asi, pasando por una subsucesién y multiplicando por -1 si es necesario,

lzalle 7 2l

podemos suponer que f(1)z,(1) = |z,(1)|, lim sup,,_,

, [z (D] |zn(1)]
y b = lim sup ————— = lim -
"zl @l
Si para alguna subsucesion (n;), [y, o = [|Q12x, |1 entonces, si g = foQ,
es facil ver que |g|f = 1.

n € N.
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Puesto que 2, = 2, (1)ex + Qutn, v F(1)n, (1) = |, (1),

11 f(mn]) Ry |I‘n](1)| + f(lem)
im lim

B T e = 2, (DT 1@

20, (U], F(Qiz)

1/ HQlwnjH]- ”lenjHl
= lim
Jroo |xnj(1)|
14—
”lenjHl
20, (D] g(zn))
N [P L
i |, (1)) b+1 b+1
1Q10, 1
De otra manera existe ng € N tal que para todo n > nyg, |z,|, = %
a

Entonces, si g = %H f podemos verificar que |g|* = 1 y tenemos que

f(@n
fn) o A

Ay A, el
nlll Tra
9(@n)

= lim < 1.

n—oo |x,,

En consecuencia C' es direccionalmente acotado en ({1, ||-||1) y esto demuestra
iii). O

4.2. Lano estabilidad de la AFPP en espacios
de Banach no reflexivos

Empezamos probando nuestro resultado principal para espacios de Ba-
nach que contienen una copia isomorfa de ¢;.

Primero recordemos el siguiente lema de extension que puede ser consul-
tado en [26, Lemma 2.2]:

Lema 4.2.1. Sean (X, || - ||) un espacio de Banach, Y C X un subespacio
cerrado de X y |- | una norma equivalente en'Y tal que para algin a € (0,1)

allyl <yl <yl  VyeY.
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Entonces eziste | - | € P(X) que satisface lo siguiente:

1. ly|" = ly| para cada y €Y.

2. allz|| < |z < ||lz| VaoelX.

Teniendo en cuenta el teorema 4.1.1 y el lema 4.2.1 podemos deducir que:

Teorema 4.2.1. Sea (X, || -||) un espacio de Banach conteniendo una copia
isomorfa de 1. Entonces X no tiene estabilidad de la AFPP. Mds aun, para
cada € > 0 podemos elegir | - | € P(X) con d(|| - ||,|-|) < 1+ ¢€ y tal que

las respectivas familias de subconjuntos converos y cerrados con la AFPP

difieren.

Demostracion. Supongamos que X contiene una copia isomorfa de /1 y sea
d > 0. Usando el teorema 1.1.3 sabemos que existe una sucesion (y,,) en X

tal que
A=)l < 3 bt
n=1 n=1

para cada (t,) € ¢;. Sea Y el subespacio cerrado generado por la sucesién
(yn), que es una base de Schauder para Y. Definimos sobre Y las siguientes
dos normas equivalentes:

<> Jtl (4.2.1)
n=1

v :Z\tn\, lyl2 = [I(1tals [y = taya )],
n=1
donde y = Z tnUn ¥ || - |la es la norma en R? dada en la prueba del teorema
n=1
4.1.1.
Puesto que (Y, |-]1) y (Y, |]2) son respectivamente isométricos a (¢1, |- /1)

y (¢1,]+|a), donde |-, es la norma considerada en le prueba del teorema 4.1.1,
existe un conjunto convexo cerrado C' C Y con la AFPP para |- |; y sin esta
propiedad con respecto a la norma |-|o. Més atin, usando 4.2.1 y las constantes
de equivalencia en el teorema 4.1.1, tenemos

(1 =30yl <yl < lyl, L=9yla <yl £ 1 +a)|yla

para cada y € Y.
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Por el lema 4.2.1, sabemos que existen |||- ||| ¥ || - |l2 € P(X) las cuales son
extensiones de las normas |-|; y |- |2 en Y respectivamente y en consecuencia
el conjunto C' satisface la AFPP para ||| - ||| pero no satisface esta propiedad
con respecto a || - [|a.

En caso de que el conjunto C' satisfaga la AFPP para la norma original
|| - || en X, deducimos que la clase de conjuntos convexos y cerrados con la

AFPP para || - ||y || - [|2 difieren y d(|| - [|, || - [|2) < 1£2. Si C no satisface la
AFPP para ||-||, tenemos una conclusién similar considerando la norma |||- |||
y en este caso d(|| - ||, ||| - |||) < 15 Tomando a,é > 0 tales que 1% < 1 +¢,

hemos obtenido una norma equivalente en X con distancia de Banach-Mazur
a la norma original menor o igual que 1 + € y tal que la clase de conjuntos
convexos y cerrados con la AFPP difiere de la respectiva clase para la norma
original. [

Con el objetivo de probar nuestro teorema principal, recordamos los si-
guientes resultados que pueden ser consultados en [28]:

Teorema 4.2.2 (Odell-Rosenthal). Si un espacio de Banach separable X no
contiene una copia isomorfa de {1, entonces Sx es w*-secuencialmente densa
en SX** .

Lema 4.2.2. Si cada subespacio separable de un espacio de Banach X es
reflexivo, entonces X mismo es reflexivo.

Como consecuencia del trabajo desarrollado hasta este punto podemos
entonces establecer la no estabilidad de la AFPP para cualquier espacio de
Banach no reflexivo.

Teorema 4.2.3. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach no reflexivo. Entonces
X no tiene estabilidad de la AFPP. Mads aiun, para cada € > 0 existe un
renormamiento (X, |- |) con d(|| - ||,] - ]) < 1+ € y tal que las respectivas
familias de subconjuntos convezros y cerrados con la AFPP difieren.

Demostracion. Si X contiene una copia isomorfa de ¢y, por el teorema 4.2.1,
X no tiene estabilidad de la AFPP y la afirmacién se cumple.

En otro caso, por el lema 4.2.2 existe un subespacio no reflexivo separable
Y de X. Por el teorema 1.1.1 podemos encontrar f € Sy« tal que f no alcan-
za su norma sobre Sy y, por el teorema 4.2.2, hay una sucesién (x,,) C Sy tal
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que T, N f. Afirmamos que (z,,) es una (P)-sucesién. En efecto, si g € Sy~,
puesto que f no alcanza su norma en Sy existe h € Sy~ tal que f(g) < f(h)
y COmo N f tenemos que lim,, ,, g(x,) = f(g) < lim, o h(x,) = f(h).
De este modo C' = conv(nz,) tiene la AFPP para la norma original || - ||.

Sea yg un elemento en Y* tal que f(y5) = 1. Observemos que ||yj|| > 1y
definamos

W ={y e By :|yy)l < 1}.
Es claro que W es un conjunto convexo, balanceado y absorbente para el
subespacio cerrado Y y

1
—By CW C By.
1y
Definiendo | - |y como el funcional de Minkowski del conjunto W, obte-

nemos un renormamiento de Y que verifica que

Iyl < lyly < llwsllllyll, yevy.

A partir de las desigualdades anteriores tenemos que |z,|y > 1 para cada
n € N. Més atn, lim, |z,|y = 1. En otro caso, existiria una subsucesion (z, )
y algin p > 1 con |z, |y > p y por tanto, por la definicién del funcional de
Minkowsky, yg(zn,) > p para cada k € N. Tomando limite cuando £ tiende
a infinito llegamos a la contradiccion

1= fly) = h’,gnyé(xnk) > p.

Ademas, si consideramos a v como un funcional en (Y, |- |y), es claro que
) 0 ) )
para la norma dual, |yg|y < 1. Pero

T ) _lmy, g (e,) .

*ly > limsup v _ —
’yOIY st N P Yo ( hrnn |xn|Y

|xn|Y

y asi y; es un funcional de norma uno sobre (Y, |- |y).

Ahora es sencillo verficar que el subconjunto C' no tiene la AFPP para la
nueva norma |- |y. En efecto, considere la sucesion en C' definida por y,, = nz,
la cual verifica que lim,, |y,|y = +00. Si tomamos el funcional de norma uno

Yo,
, Yn
lim y;, ( ) =1
n |Ynly
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asi C' no tiene la AFPP en (Y, |- |y).
Finalmente, usando el lema 4.2.1 podemos extender la norma |- |y a una
norma equivalente | - | sobre X que verifica que

d([l - [l 1- 1) < llwoll

La prueba concluye notando que para cada € > 0 podemos tomar algin
yo € Y con fyg) =1y llygll <1+ O

A partir del resultado anterior y el teorema 2.1.1 deducimos el siguiente
hecho.

Corolario 4.2.1. Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si tiene
estabilidad de la propiedad de punto fijo aprorimada.
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Capitulo 5

La AFPP en subconjuntos no
acotados en /; y algunos
renormamientos equivalentes

En [29] Karlovitz prob6 que cada subconjunto convexo, acotado y w*-

cerrado en ¢, tiene la FPP. Sin embargo, este hecho depende de la eleccién
de ¢y como predual de ¢; y existen muchos otros preduales para este espacio
([30] ,[31, Corolario 3|,[32],[33]). En [34] se demuestra que si consideramos a
¢, como el dual del espacio de sucesiones convergentes (c¢) entonces en este
espacio existen subconjuntos convexos, acotados, o(¢y,c)-cerrados y sin la
propiedad de punto fijo, conclusién que cabria esperar pues al cambiar de
predual cambiamos la coleccion de conjuntos w*-cerrados como lo muestra el
siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.0.1. Consideremos {1 como el dual de ¢ y el dual de ¢y de tal
manera que para cada f = (f(i)) € by, v = (z(i)) € c yy = (y(i)) € co las
dualidades estdn dadas respectivamente por f(z) = >, f(i + 1)z(i) donde
zo = Mmiee (i) y f(y) = 2205, f(D)y(i). Sea

K, = {fz (F@) €t Y ) =0, 170 < 1}.

Se tiene que K1 es un subconjunto convexo, acotado y o({y,c)-cerrado, pues
es la interseccion del kernel del funcional u € ¢, tal que u(i) = 1, i € N,
con la bola unitaria de {1, que por el teorema de Banach-Alaoglu es o({q,c)-
cerrada. Sin embargo Ky no es o({y,cq)-cerrada, pues si consideramos la
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1 1
sucesion (fn) C Ky tal que fi = e1 y paran > 2, f,(1) = 5 fa(n) = —5
fu(i) =0, i #n, 1, entonces f, 7llgo) 62—1 ¢ K.

Andlogamente podemos ver que

1

Ky = {f:(f(i)) €6:0< Z|f(i)| <1, f(1) :5}

es convezo, acotado y o(lq,co)-cerrado, pero no o(ly,c)-cerrado en (.

Aunque ¢; = ¢ verifica la w*- fpp, no satisface la FPP, pues si conside-
ramos K = {x € {1 : ||z|y = 1, (i) > 0 ,i € N}, al definir T : K — K tal
que Tx =y donde y(1) =0y y(i) = z(i — 1), i > 2, la funcién T es afin y
satisface que para cada x € {4, | Tx||; = ||z]/1, por lo que T es una isometria.
Ademas, no tiene punto fijo, ya que si Tx = x para algin x € K, entonces
r=0¢K.

En 2008 ([6]) P.K. Lin probé que es posible renormar ¢; de tal manera
que tenga la propiedad de punto fijo, respondiendo asi en forma negativa a la
pregunta de si la FPP implicaba reflexividad en espacios de Banach, cuestion
de sumo interés durante anos de investigacién en la teoria.

Ningun resultado sobre la w*-fpp se habia obtenido en ¢; sobre conjuntos
no acotados hasta que T. Dominguez en [4] considerando cf = ¢, establecié
que la coleccién de conjuntos convexos, w*-cerrados y no acotados en este
espacio no tiene la propiedad de punto fijo aproximada y por tanto no tiene
la propiedad de punto fijo. Para esto probd en primer lugar los siguientes
hechos que incluimos aqui para facilitar la referencia al lector dado que los
usaremos en diversas ocasiones.

Lema 5.0.1. Sea C' un subconjunto convexo de {1 que contiene una sucesion
(xn) tal que ||z,]l1 — 00 y (zn/||nll1) converge por coordenadas a un vector
a € cog. Entonces C' no tiene la AFPP.

Proposiciéon 5.0.1. Sea C' un subconjunto convexo, w*-cerrado de un es-
pacio dual X* que satisface la AFPP y (u,) una sucesion en C' tal que
|un|| = 0o. Entonces (u,/||u,||) converge a 0 en la topologia débil estrella.

Observacion 5.0.1. El resultado anterior también se verifica si en lugar de
requerir que C' tenga la AFPP suponemos solo que C' es linealmente acotado.
La demostracion realizada por el autor en [4] utiliza sdlo el hecho de que C
sea linealmente acotado.
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 54

A partir de estos resultados en [4] se prueba que:

Teorema 5.0.1. Sea C' un subconjunto convero w*-cerrado del espacio (1.
Entonces C satisface la FPP siy solo si C' es acotado. Mds ain, si C' es no
acotado entonces C' no tiene la AFPP.

Cabe resaltar el notable hecho de que en ¢; la coleccién de conjuntos
convexos, no acotados y w*-cerrados con la AFPP es vacia.

En este capitulo indagamos sobre la validez del teorema 5.0.1 al considerar
otros preduales de ¢; y normas equivalentes en este espacio. En la seccion
5.1 nos enfocamos en describir el dual del espacio de P.K. Lin, lo que nos
permitird posteriormente en la seccion 5.3 ver que (€1, ||| - |||) es el primer
ejemplo de un renormamiento de ¢ en el que existen conjuntos no acotados y
w*-cerrados con la AFPP, es decir, en el que no se verifica la ultima afirmacion
del teorema 5.0.1. M&s atun, probamos que en tal espacio la colecciéon de
conjuntos convexos, no acotados y w*-cerrados con la AFPP coincide con la
clase de conjuntos linealmente acotados. Resulta interesante resaltar que la
coleccion de conjuntos convexos y w*-cerrados de ¢1, ||| - |||, que es un espacio
con la propiedad de punto fijo, comparte el comportamiento de la AFPP de
los espacios reflexivos descrito en el teorema 2.1.1.

Basados en nuestro trabajo con el espacio de Lin, la seccion 5.2 se dedica
a realizar algunos comentarios y observaciones al articulo “Lindenstrauss-
Phelps spaces and the optimality of a theorem of Fonf” ([35]), cuyos autores
son Dowling y Turett. En la seccién 5.4 estudiamos el componente topolégico
del teorema 5.0.1 y damos un ejemplo de una topologia w* en ¢; en la que
existen conjuntos convexos, no acotados y w* cerrados con la AFPP.

Finalmente, en la seccion 5.5 exploramos algunas propiedades de la AFPP
en dominios no acotados en ¢;.

Agradecemos al profesor Fernando Nunez Medina (Universidad de Gua-
najuato, México) por sus ttiles sugerencias sobre la norma correspondiente al
dual del espacio de Lin y los puntos extremos de los subespacios de dimensién
finita de (co, || - ||pr) estudiados en la seccién 5.2.

5.1. El dual de /; con la norma de Lin

Como mencionamos en la introduccion de este capitulo en 2008 P.K. Lin
di6 el primer ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo con la propiedad
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de punto fijo. Para esto consideré una norma en ¢; de la forma:
o
(|| = supye >l ()]
eN T

donde (v) C (0,1) es una sucesion estrictamente creciente tal que 7, — 1.

Este tipo de norma fue estudiada por P. Dowling, C. Lennard y B. Tu-
rett en [23] donde probaron que el espacio (f1,]]] - |||) no contiene copias
asintéticamente isométricas de ¢1 (Definicién 1.1.6). Los mismos autores en
[36] demostraron que si un espacio de Banach contiene una de estas copias,
entonces no tiene la propiedad de punto fijo. Qued6 entonces abierta la pre-
gunta de si (¢1, || - |||) podria tener la FPP.

Lin en [6] respondié afirmativamente esta cuestién, probando inicialmente
que si v = %, k € N, (4,]|l - |l|) tiene la propiedad de punto fijo y
posteriormente generalizé este resultado en [37] a otros renormamientos de
/1. De este ultimo trabajo se deduce que si en lugar de considerar v, = %
se considera cualquier sucesién (v;) estrictamente creciente en (0, 1) tal que
lim; ooy =1, (€1, ||| - |||) tiene la FPP. Posteriormente se han obtenido otras
generalizaciones de los resultados de Lin ([38], [39]).

Actualmente se desconoce si de igual manera al caso de ¢; es posible
renormar ¢y para tener esta propiedad. Una posible norma en ¢y a considerar
como candidato en el estudio de esta cuestion seria una con respecto a la
cual ¢y sea un predual del espacio de Lin, por esta razén resulta de interés
conocer tanto el predual como el dual de este espacio. En esta secciéon nos
enfocamos en calcularlos.

Sea X = (¢1,]]| - |||)- A continuacién procedemos a calcular los elementos
de £(X), lo que posteriormente nos ayudara a describir X*. Si denotamos por
(X)) el subconjunto de &(X) de elementos con coordenadas no negativas,

puesto que la norma ||| - ||| es absoluta, para conocer {(X) basta determinar
§7(X).
Proposicién 5.1.1. Sean X = ({4, || - |l|]) y * € Sx. Entonces x € {1(X) si

G L
y solo st x = —e; O

M
re S (et

fynj 7”j+1

para alguna sucesion finita 1 =ny < ng < --- < ng en los naturales.
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Demostracion. Sea x = (a;) donde o; > 0, ¢ € N.
De la definicién de la norma ||| - ||| v el hecho de que x € Sx tenemos

que para cada k£ € N, 0 < a5 < —. Mas atn, si existe kg € N tal que
V&

ay, = — entonces o; = 0, 7 > ky. De estos hechos es sencillo concluir que
Vko

1
r=—e € {T(X). Ahora si

g
] L R

’Ynj /y’flj+1 ’ynk

donde ny = 1, veremos que = € {T(X).

En primer lugar observemos que |||z||| = 1. Si existen y, z € Sx tales que

1 1 1
I = Y+ Z’ puesto que |y<nk) + Z(nk>| =, \y(nk)\ < v \z(nk)\ <
tenemos que y(ng) = z(ng) = — = ay, y por tanto, para toda ¢ > ng,

ng

y(i) = z(1) =0 = z(i).

1 1 1 1
Lo anterior implica que |y(ng_1)| < —— v |z(ng—1)| < -
fYTkal f)/nk 1 ’}/nkfl ’ynk
En efecto, si por ejemplo |y(ng_1)| > — — entonces
ng—1 Yru

Nyl = ey (y(e—2)[ + - - + y(ni) ) > 1.

_ _ 1 1
Como [y(ren) + 2(m-)| = — —, se sigue que
2 Tkor o
(nger) = 2(necs) = 2lng) = —— — —
YNg—1) = 2Ng—1) = T(Ng—1) = -
Tne—r T

pero esto implica que para toda ng_1 < i < ny, y(i) = z(1) = z(i) = 0 pues
si por ejemplo y(ig) # 0 para algin n,_; < ip < ng entonces

. 1
|MW2%M(MW1»+“+W%W%“+_J

Yru
1 1 1

= Yo ———+---+yy(¢0)|+~-—> -1
o (7%_1 Yrge Yrge
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Asi, para toda i > ng_q, y(i) = (i) = 2(3).
Si ng_1 = 1 hemos finalizado. En caso contrario, supongamos que para
toda i >mny_; >ny =1conj>1, x(i) = y(i) = 2(4).

1
Veamos que |y(nj_;—1)] < — v z(ng—j—1)] < - :
1 17nk_j_1 ’Ynk_]- ,ynk:—j—l ’Ynk—j

St |y(ng—j—1)| > - entonces
Yrk—j—1 VYnk—;

1 1 1
Yl = Yo, (|y<nk_._1>|+< _ )+...+_) o1
e ’ ,ynk—j+1 ’Ynk—j+2 Yng,

lo que contradice el hecho de que y € Sx, andlogamente procedemos para z.

i i 1 1
Como Y1) + 2| = — tenemos que
2 Vriojor Ve
(hag1) = 2y 1) = (g ) = —— — —
Y Ng—j—1) = 2(Nk—j—1) = T(Nk—j—1) = - .
’ ! ’ ’7nk_j_1 ’Ynk_j

Sing_j—1 < ng—;—1 entonces razonando como en el caso j = 1 obtenemos
que z(i) = y(i) = z(i) = 0. Asi, para toda i > ng_;_1, (i) = y(i) = 2(3).
Puesto que el conjunto de j's tales que nj_; > ny es finito, concluimos que
para toda i € N, y(i) = z(i) = z(i) y por tanto z € £7(X).

Reciprocamente, sea z = » 7 aze; € £7(X). Puesto que 472, aj — 0
cuando k — ooy ||z = 1, existe k tal que v 377, a; = 1. Sea {n;}’", con

ny < ... < ny, el conjunto de nimeros naturales con 7, Z;’in aj; = 1.
1 1 1 .
Mostraremos que n; = 1, a,,, = —, ay, = — — paral <j <m
Tnm /ynj /ynj-',-l

yo; =0sij¢{ng,....,nn}
Siny # 1, puesto que v >~ a; < 1 para 1 < k < n; existe e > 0 tal

que v <Z]°i1 o + e) < 1. Definimos w, z € X tales que

. a;, sig>1, , a;, sig>1,
w(J)Z{ ’ Z(])Z{ ’

ap+e€ sij=1, ap—e€, sij=1.

Z, asl © ¢ £7(X).

Es sencillo verificar que w, 2z € Sx, w # z y x =

En consecuencia n; = 1.
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Observe que a; > 0, en otro caso, sty = 0,72 ) 72,05 > Y1)y = 1,
lo que contradice el hecho de que ||z||, = 1. Andlogamente tenemos que
anp, #0parai=1,...,m.

Puesto que 1 = ~,,, Z;’inm a;, obtenemos que a,,, < —.
Nm
1
Sim=1y0<a; < — existe s > 1 con «; > 0.
g
Sea ip = min{i > 1 : a; > 0} y e > 0 tal que ¢ < vy, € < a1y

Yio <e + D s aj) < 1. Definimos w, z € X como

Qj, s1 j ¢ {17i0}7 Qj, si j ¢ {17i0}7
U)(])Z Oy — €, Sij:i()v Z(]): ai0+€7 Sij:i()’
op+e€  sig=1, ap—e€, sig=1,

1
Z, asf x ¢ £7(X). Por lo tanto oy = —
g

entonces w,z € Sx,w # zyx =

yo; =0,5>1
Si1<i<m,puesto que Yn, D72, O = Yy 2ojep,,, @ = 1 entonces

oo ni+1—1 0o
1:%%204]':7% Zaj+2&j
Jj=ni J=n; J=nit1
ni+1—1 1
=Y | D i+ (5.1.1)
J=n; Tnisa
y por lo tanto
1 1
Yng  Ynigr
Singyp =n;+1paraalgini=1,...,m — 1, entonces
[e.e] o0
Tn Z QO = Tnipa Z o = 1.
Jj=ni J=ni+1
1 1 1 1
Se sigue que a,,, = — — SSingg >+ 1ly — — =
Y, Tria VY, Triga
27:*;3_1 a;j > ay, (ver 5.1.1 ), entonces existe n;, < j < n;4q tal que o; > 0.
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 59

Sea jo = min{j : n; < j < nj41 y o > 0}. Definimos w, z € X como

o, sij & {ni,jo}, o, sij ¢ {ni,jo},
w(j) = O5]'0_67 Sij:j07 Z(j): CY]'o—+—€7 Sij:j[b
o, +€, slj=n;, Qpn, —€, slj=n,,

donde € > 0 satisface que € < min{o,,, %} ¥y v (e +> &j) < 1. Es

facil ver que |lwljp = ||zl =1L, w# zy x = wT—l—z7 luego x ¢ £1(X). En

consecuencia oy, = i — 1 y aj = 0 para n; < j < n41.
Tn, Tnita
Andlogamente vemos que «a,,, = — y «; = 0, j > n,,. Esto finaliza la
prueba de nuestra afirmacion. o O
Observacién 5.1.1. SiN e Ny Xy ={x € X = (01, - |||) : z(4) > 0,7 >

N} razonando como en la proposicion anterior podemos ver que £(Xy) =

{reé(X):z(i)=0,i> N}.

Nuestro trabajo de determinar los puntos extremos de la esfera unitaria
del espacio de Lin inicié de forma independiente al trabajo de Dowling y
Turett en [35]. En este articulo los autores afirman que el conjunto de puntos

extremos de X = (¢1,]|| - |||) estd conformado por los puntos = € Sx de la
forma
1 1 .
+— — , osil <k <ny,
\ Ve o Vk+l
v(k) = +— sik=mny,
Tk
0, si k> ny,

para algiin n; € N.

Al contrastar esto con nuestros resultados, observamos que los puntos da-
dos por estos autores se corresponden con los puntos calculados en la propo-
sicion 5.1.1 para sucesiones finitas 1,2, ..., m en N de términos consecutivos.
Sin embargo, como hemos verificado en la proposiciéon 5.1.1, estos no son los
Unicos puntos extremos.

Con los resultados de esta seccién podemos complementar el trabajo de los
autores en [35] para tener una descripciéon completa de los puntos extremos
de la esfera unitaria del espacio de Lin y poder determinar asi un predual
para este espacio.
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 60

La proposicion 5.1.1 nos permite determinar la norma de los funcionales

en ({1, [ - [1)*
Proposicién 5.1.2. Sea X = ({1,]]| - |I|) v f = (¢;) € X*. Entonces

k-1
“f” = max <|Cl|’71_17 sup {Z (7’;1 - %;jl-‘—l> |C”j| + 77;k1|cnk|}) :

{l1=ni1<--<ni}CN =1

Demostracion. Sea (z,) C Bx tal que lim, o f(z,) = ||f||. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que para toda i,n € N, ¢;z,, (i) > 0. Para cada
n € N elegimos m(n) con m(n) < m(n + 1) tal que

oo m(n)
. , 1
Zcixn(z) — Z cixn (i) < )
i=1 i=1
Es sencillo ver que 1my,_,o0 N7 ¢z, (i) = || f]].

Si consideramos f \Spn{el,__’em(n)} por el teorema 1.1.2 y la observacién 5.1.1
para cada n € N existe y,, € {(X) tal que

m(n) (n)

Z cixn(i) < Cilyn (1)

i=1 i=1

k—1
gmax<wclr, sup {Z(w—m)rcn].|+%;rcnk|}>

{1=n1<---<ni}CN
<11

y por tanto

k—1
|/ = max (mcn, sup {Z (30" = k) lew +v;,3|cnk|}) -

{l1=ni1<--<ni}CN =1

Jj=1

]

La manera en que se determina la norma de los funcionales en la propo-
sicién anterior en general es bastante compleja, dado que implica considerar
todas las sucesiones crecientes y finitas en los niimeros naturales, sin embar-
go, para calcular esta norma basta considerar s6lo una sucesién como veremos
en la siguiente proposicion.
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 61

Proposicién 5.1.3. Sea X = (¢1,|]| - ||]) y * € X*. Tomemos ny = 1 y
n; = min{n > n;_y : |[x(n)| > |z(n;_1)|}. Entonces

Jaf) =
2(1) L

T

(1 1 1 1 |z(nm)|

i) (% - 7) e E— (7 - E) ofi-a)| + 222

st [[2]loo = |(nm)]

o £ (L

,7717; ’Yni_,_l

> ()] + [[2lloc, 82 [[#/loo = mioo [ (ns)]
Demostracion. a) Sim > 1

(32 = (2 < 20

b) Sil < ky |x(l)] > |x(k)| entonces

(L LY gy 200 (L LYy 0] a0

i Tk Tk i Yk

c)Sil <k<ryl|z()| > |x(k)| entonces
1 1 1 1 1 1
(G o (5= oo < (5= oo
d)Sij<ly|z(l)] =]z(l+ 1)y |z()] < |z(l)| entonces

11 e+ 1)
(1 L)y o
Yo Vi1 Vi1

- (2= L) e+ 20— (2 - L) ot - )
)

A 120]
)+ o

=X
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 62

e)Sijg<i<l+1<k,|z(l)]=z(l+1)]y|z(j)| < |z(l)] entonces

(2- L) e+ (== - D)+
:(%__) ,+(__—) 1= (= = =) (a0l - o))
< (53 o (55, o

Por la definicién de || - || tenemos que

1(z(1), ..., 2(0),0,0,.. )] < (z(1),...,2(I+1),0,0,...)]

Luego
lzll = supll(z(1), 2(2),..., (1), 0,0,..)]
= lim (1), 2(2)......2(0),0,0,...)]|
Sea x; = (z(1),x(2),...,2(1),0,0,...). A partir de a) y de la definicién
de || - || sabemos que existen 1 = ky < ky < --- < k, = n tales que

sir=1

o] =
) " /1 1 z(k, ,
6 ||:El||:Z(—— )|x(k;j)|+’( W oGrst

o1 Nk ki

=@
T

Por b), ¢), d) y e) tenemos que |z(ki)| < |z(ks)| < --- <[ (k)] = |20
y entonces ||z = =8 si [a(1)] > (4], para j € {1,...,1}. Si no, tomando
l=n3 <mng <- < nm donde n; = min{n;_y <n <1:|z(n)| > |z(nj_1)|}
y |z(nm)| = maX{|x(j)| : j <} resulta que

(1 1 2 (nm)|
el = (—— )wm+—_f (5.1.2)
; Ui i ’ Vrim
De aqui observamos que ||z;|| = ||zi51]], si |z(l + 1)| < |z(n,)| y que
m
L L {1+ 1)
vl = 3= (= = == Jlotwl + (== = =) bt +
" jz:; Tng o g ’ Ynm Vi1 Yit+1
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 63

si|z(l+1)] > |z(nm,)l|, es decir, nyqq =1+ 1.

De lo anterior se concluye que si n;,_1 < k < n; entonces |z(k)| <
|z(n;_1)|. Si existe n, tal que |z(ny,)| = ||z||w, obtenemos ya sea i) o ii).
En otro caso, pasando al limite en 5.1.2 cuando [ tiende a infinito y obser-
vando que |z(nm,)| — |||l obtenemos el resultado enunciado en el inciso
iii). O

Es interesante notar que los puntos extremos de la esfera unitaria de
(41, ]] - I* son sucesiones de médulo creciente. Esto se deduce a partir del
siguiente resultado:

Lema 5.1.1. Sean X = (¢, ||| - |||) y = € £&(X™). Si (n;) estd dada como en
la proposicion anterior, entonces para n; < k < nji1, |v(k)| = |z(n;)| ¢ si
eziste k > n,, con |x(ng)| = 7], |2(k)| = |x(nm)].

Demostracion. Si existen j y k tales que n; < k < mnjy y |z(k)] < |z(n;)| 6
si existe k > ny, con |z(k)| < [x(nm)] = ||z]|eo, sea € > 0 tal que |x(k)| + € <
|z(n;)| en el primer caso y |z(k)| + € < |z(ny,)| en el segundo caso. Sean
y = (), 2 = (2())) tales que

) a(l), sil #k, (D), sil #k,
y(h) = {x(k) Yo sil=k, ) = {a:(k) —e, sil=F,

como

(k) + ¢ < [x(n;)],
(k) — €] < [a(n;)],

en el primer caso y

(k) + €| < [z(nm)],
(k) — €| < |z(nm)l;

en el segundo caso, tenemos que y # z, |ly|| = ||zl =1y « = y;—z' Esto
contradice el hecho de que = € {(X™). O
Corolario 5.1.1. Si X = (01, ||| - ||]) y x € £7(X*) entonces x(i) < z(i+ 1),

1€ N.

A partir de la proposicién 5.1.2 podemos determinar un predual para el
espacio de Lin.
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5.1. El dual de ¢; con la norma de Lin 64

Proposicién 5.1.4. Si ||-[||, es la restriccion a ¢y de la norma en lo, definida
en la proposicion 5.1.2, entonces (co, || - |||, )* = (¢1, ||| -]|]), donde la dualidad
esta dada como sigue: siy = (¢;) € by, ||| - |I) y z = (di) € (co, || - [l}.,)
y(w) =222, cids.

Demostracion. SeanY = (co, || - [|\,,), X = (1, [[| - [[); X* = (bos, |- 1), |l - 1]
la norma de Y*y f = (b,) € Y*. Puesto que || f||« = sup{|f(z)|: x € By},
LAl = sup{|F(f)] - FF e X ||F|| =1}y (co, [ - [l},) € X7, tenemos que
11 < AN

Sea I' = (c,) € X* con ||[F'|| = 1 tal que F(f) = >_72, bjc; = ||| f[||. Como
|| - || es absoluta, sin pérdida de generalidad podemos suponer que para toda
J €N, bjc; > 0, asf dado € > 0 existe NV € N tal que para cada n > N
0 < Al = S0 bucn < €.

Al considerar y = (c1,¢a,...,¢n,0,0...) € Y, [Jyll,, < F][=1y0 <
£l = fQy) < lIfIll = f(y) < e De donde 0 < [|[flI = [[flls < €y en
consecuencia || f||. = || f]|. Luego (Y*, ]| - ||«) = X. O

Como (¢4, ]| - |||) tiene la propiedad de punto fijo, cabe preguntarse si se
verifica la FPP en el espacio (co, || - ||.,) dado en la proposicién anterior. La
respuesta en este caso es negativa, sin embargo este espacio tiene la w — fpp.

Proposicién 5.1.5. (co, || - |I|,,) tiene la w-fpp.

Demostracién. Como la base canénica de (co, || - |||, ) es monétona, la demos-
tracion es analoga a la del teorema 3.2.2. O]

Proposicién 5.1.6. X = (c, || - [||,,) no tiene la FPP.
Demostracion. Sea (n;) C N tal que n; =1y para toda j € N,

1 1 1 1

Ty Tnj Tnjpr Tnjre

Sea K={reX:|z(1)] <1,ieNyuz(i)=0,i¢ (n;)}. Claramente K
es un conjunto convexo, cerrado y acotado. Definamos T : K — K tal que

1, sii=1,
(Tx)(i) =  x(nj—1), sii=mn;>1,
0, en otro caso.
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Dada una subsucesién (n;,) de (n;), a partir de 5.1.3 podemos deducir

que para toda i € N,
1 1 1 1
- < - (5.1.4)
T, 7”]’#1 Tnj,—1 7”j¢+171

En efecto, como (b;) es estrictamente decreciente

1 1 1 1 1 1
N + — 4+ ...
’ynji-u ’Y’rzjl.-u

,}/’Vljz- /ynj'i+1

/y”ji ’Y”J'i-;-l
1 1
+ _
/Ynjwrl*l 7”%-5-1

= bjz' + bjri-l +eeet bji+1 < bji_l + bji +eot bji+1—1

1 1 1 1
— = = 4.
/YTL]'Z. /ynji ,ynjﬁ-l

,ynji_l
1 1

1 1
+ - — - .
’Ynji—l ,Ynji+1_1

7”J1+1—2 7”1'1'-5-1—1

Veamos que 7' es no expansiva.
Seanz,y € K, s={l=n<ny<---<nptCNy

m—1
1 1 |z(nm)|
aula) = 3 lalny| (- = ) Ll
j:l ’Ynj ’an“ fynm

Por la definicién de K basta establecer que para toda s C (n;),
as(Tx — Ty) < ||z — yl|,,- Si s = {1 = m} entonces a,(Tz —Ty) =0 <
lz =yl Sis={1=mn; <--- <ny,}, m>1,apartir de 5.1.4 se tiene

que
1 1 | = y)(15,, 1)
a(Te =Ty) = | — = — | l@ = y) (o)l + -+ + Z
gy Tngy ” Vrjm
1 1 |z = y)(15,, 1)
< - (@ = ) nggo) o+ i
(7”]‘21 7%'31) - Pynjmfl
S ||:B - y |CO ‘
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5.2. El dual de (co, || - || p7) 66

Como s es arbitraria concluimos que || Tz —Ty|||, = sup as(Tx—Ty) <
5C(n; )

|z — yll.,- Ademds T' no tiene punto fijo, pues si existiese z € K tal que

Tx = z, la definicién de T' implicarfa que z(i) = 1, i € (n;), es decir = ¢

K. [

Observacion 5.1.2. Recientemente ha sido establecido en [40] que cualquier
renormamiento de cy para el que este espacio tenga una base 1-incondicional
no tiene la propiedad de punto fijo. Asi, el anterior resultado puede derivarse
también de este hecho.

En [39] Berta Gamboa de Buen y Fernando Niniez Medina probaron que
existe un espacio de Banach sin la propiedad de punto fijo tal que su dual
tiene la FPP. A partir de la proposicién anterior podemos dar otro ejemplo
que ilustra esta misma situacion.

Corolario 5.1.2. Emiste un espacio de Banach X sin la FPP tal que X*
tiene la FPP.

Demostracion. El espacio X de la proposiciéon 5.1.6 no tiene la FPP, sin
embargo, X* = ({1,]|| - |||) y como comentamos anteriormente X* tiene la

FPP. [l

5.2. El dual de (¢, | - ||p7)

En [35] los autores determinaron un predual para (¢4, ||| -]||). El resultado
que obtuvieron fue el siguiente:

Proposicién 5.2.1. Sea f = (¢;) € ¢o. Si en ¢y consideramos la norma

k—1
| fllpr = max (|01|%—175U§ {Z (7" =) leil + %_1|Ck|})

keN |
entonces (co, || - [|pr) es un predual para (64, ||| - |])-

La prueba de esta proposicién supone que el conjunto de puntos extremos
de la bola unitaria de (¢1, ||| |||) es el subconjunto de puntos de la proposicién
5.1.1 que corresponden a las sucesiones en N finitas y estrictamente crecientes
de la forma 1,2, ..., k. Sin embargo, dado que en realidad estos no son todos
los puntos extremos, podria suceder que el espacio de la proposicion 5.2.1
no se corresponda correctamente con un predual para el espacio de Lin. En
efecto esto sucede. A continuacién ilustramos la situacion.

66



5.2. El dual de (co, || - || p7) 67

Ejemplo 5.2.1. Sea Y = (co,| - ||pr) y * = (1,0,3,0,0,...) € Y. Por la
definicion de || - ||pr tenemos que:

1 1 1 1 1 3 1 1 3
folor =wax (£ -1 L L 3y L 1,3
MmN Y2 M Y2 3 84! Y2 3

Por la observacion 5.1.1, el conjunto de puntos extremos de coordenadas
no negativas en X3 = {x € ({1,||| - |||) : z(i) = 0,i > 3} esta dado por:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—enL | ———)Ja+ €| —-———Jea+t | ———|e+ —e;s
ga! Al V2 2 Al V2 V2 73 V3

Si Y satisficiese que Y* = ({1,]]| - |||), por el teorema de Krein-Milman
deberiamos tener que:
[zl or = T2l pr = sup{(J2)(y) : y € (& || - 1))}
pero

sup {(J)(y) 1 y € E((0n, ]I - [I1))} =
(1 1 11 1 31 1 3) 1 1 3
max —,——————+—————|—— = — — — 4+ —

NN oM ! !N B M R R S &
> [zl pr-
Sin embargo, si || - || es la norma considerada en la proposicion 5.1.2, es

sencillo verificar que en este caso

oo = 1]l = sup {(Jz)(y) : y € E((Cn, [ - [11))}-

El ejemplo anterior nos permite concluir que (€1, ||| - |||) no es el dual de
(co, || - [|pr)- Dado que || - || pr es equivalente a la norma usual de ¢, sabemos
que (co, || - ||pr)* es isomorfo al espacio de Lin. Cabe preguntarse cuél es la
norma en este espacio dual y si /; con esta norma tiene también la propiedad
de punto fijo. Trabajando en esta direcciéon consideramos lo siguiente:

Iz

Dado z € ¢y y r € N, si r = 1, definimos a,(z) = lx( ) ysir>1,

=3 (5 ) e

J
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5.2. El dual de (co, || - || p7) 68

Observemos que ||z||pr = sup a,(z).
reN

Sea Yy ={z €co:a(i)=0,,i> N}ty Xy=Yn. [ |prpy, )

Proposicién 5.2.2. Dado x € Sy = {z € Sx, : z(i) > 0,7 € N}, s
k=min{i € {1,...,N}:x(i) # 0} entonces x € T (Xy) si y sdlo si

(i) = 0, 1<i<k, (5.2.1)
e k<i<N. -

o0 existen 71,72 € N tales que k < j1 < jo < N y

07 1§Z<k,]1§l<j2;
2(@) =, k<i<i, (5.2.2)
Vi1

Demostracion. Sea z € S¥_ de la forma 5.2.1. Si existen y,z € Sy, tales
— Ytz

que r = 3£, entonces x(k) = M Como |y(k)| < v vy |2(k)] < Y,
concluimos que z(k) = y(k) = 2(k) = . Supongamos que para k < i < j—1
J < N, y(i) = z(i) = . Como a;(y) <1,

1 1 1 1 )
<—— )7k+---+(———)7k+|y(j>|Sl,
Ve Vk+1 Vi-1 V5 Vi

de donde —2 + Il < 0 y asf [y(j)| < 7. Andlogamente [2(j)] <

W <%
Argumentando como en el caso j = k se sigue que z(j) = y(j) = 2(j) =
vk Por induccién concluimos que y(i) = z(i) = Y, k < i < N. Si existiese
1 <y < k tal que y(ip) # 0, entonces

) = (3= =)0+ (= =t oo+ 21

Y 2 Yio Vio+1 Tk

de donde ||y||pr > 1, lo que contradice la eleccién inicial de y. Asi, y(i) =0
si 1 < i < k. Andlogamente z(i) = 0 para 1 < i < k y por lo tanto z = y = 2.
Luego = € £T(Xy).

Sea r € S}N de la forma 5.2.2, procediendo como en el caso anterior
concluimos que para k < i < ji, (i) = y(i) = 2(i) = v y que z(i) = y(i) =
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5.2. El dual de (co, || - || p7) 69

2(i) =0,s1 1 <i< k. Como aj,(y) <1

1 1 1 1 1 1 )
— - Tt —— )t { = Gl + -
Yk o Vk+1 Yij1—1 Vi Vi Yj1+1

<

b (- 2 )t vy + 22

Vja—1  Vjo 2

de donde se tiene que

il <7 |2 = (2= = Y wtiol = = (2 = 1) - 1]

Vi Vi Vil Vi1 Vi
< RISV
Vit
Analogamente tenemos que |z(js)| < Vzﬁ Como z(jq) = V:m = y(k);’z(k)
) J1 J1
deducimos que y(j2) = 2(j2) = V:i
J1

Si existiese ig € {j1,...,72 — 1} tal que y(ip) # 0, entonces

1 1 1 1
an(y): - _ A : - — Vet
Ve Vk+1 7]171 7]1

1 1 ) j
+(__ >|y(10)|+...+M
Yio  Vio+1 Y1 Vo

> eyt (o= ) > 1,

io Vio+1

lo que contradice el hecho de que ||y||pr = 1. Asi, y(i) = 0 para j; < i < js.
Andlogamente z(i) = 0 para j; < i < jo.

Supongamos que para jo < i < j— 1, con j < N, z(i) = y(i) = z(i).
Como

1 1 1 1 , 1 1
= (Lo ) (o n L) (L)
Ve o V41 Yii-1 Vi Vi1 Yia  Viet1

N6/
Vi

Yk V2 + ’y<])| <0 y por lo tanto |y(])| <
Vi1V Py‘j E
Andlogamente |2(j)] < 2222

J1

se deduce que QLAY
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Como z(j) = y(j);rZ(j)

= 7:7” se tiene que z(j) = y(j) = z(j). Por in-
J1

duccién concluimos que z(i) = x(i) = y(i) para jo < i < N. Por lo tanto,

WS §+(XN>

Reciprocamente, supongamos que = € £ (Xy). Consideramos a conti-
nuacién los siguientes casos:

Caso 1. z(i) # 0 para todo k <i < N.

Vamos a establecer en primer lugar que z(k) = ;. Por definicién de
| - |lor es sencillo verificar que 0 < x(k) < 7. Supongamos que z(k) < 7.
Esto implica que ax(z) < 1. Sean € > 0,€e3 > 0 tales que ag(x) + L<ly

€2 = Vk+1 <% -1 ) e <min{z(k+1),...,z(N)}.

Ye+1
Definamos y, z € X tales que:

x(7), 1<i<k,i>N, x(7), 1<i<k,i>N,
y(l) = I’(Z) +€17 1= kv Z(Z> = .Z'(Z) — €1, 1= ka
x(i) — €, k<i<N, x(i) + e, k<i<N.

Sir < k, entonces a,(y) = a,(x) = 0.
Sir=k, a(y) =a(x)+ 2 <L

Sir >k, a.(y) = a.(z) + € ( L L ) — -2 = q,(x). Por lo tanto

T V4 Vit
|#|[pr = supa,(z) = supa,(y) = |y[lpr = 1. Andlogamente vemos que
reN reN

|z]lpr = 1. Como z = Y2, y # z y y,z € Sx,, esto contradice el hecho de
que x € £7(Xy). Luego z(k) = .

Supongamos que para todo k <i < j—1con j < N, z(i) = 7%. Entonces

1 1 x(J
aj(l‘)=<—— )%+---+ @Sl,
e Tkl V;

de donde deducimos que

1_ﬁ+5€(])§1

Vi Vi

y por lo tanto z(j) < .. Si 0 < x(j) < vk, entonces a;(z) < 1. Sean ¢; > 0,

1
Yi+1

€2 > 0 tales que a;(x) + % <1lye =vn (% — >61 < min{z(j +

1),...,2(N)}. Definamos y, z € Xy tales que:

70
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x(7), 1<i<yj,i>N, x(7), 1<i<yj,i> N,
y(i) = { 2(i) + e, i=7, i) =S a(i)—e, i=]
x(i)_€27 ]<Z§Na l‘(i)‘f—ﬁg, j</LSN

Sir< Js ar(?/) - ar(x)'
Sir=j,a(y) =a.(z)+ % < 1.

Si r > j entonces a,(y) = a.(x) + € (i - ) — =2 = q,(x). Luego

Yoo Y Vit
llyllpr = 1. Andlogamente vemos que ||z||pr = 1. Como y # z y x =
entonces = ¢ £T(Xy), lo que contradice la eleccién inicial de z. En conse-
cuencia, (i) = v, para k < i < j. Por induccién se sigue que z(i) = vy, para
k<i<N.

Si existiese 1 < iy < k tal que z(ig) # 0 entonces:

1 1 1 1 .
10 )

ytz
2

lo que contradice el hecho de que ||z||pr = 1. Asi, 2(i) = 0 para 1 <i < k.
Caso 2. Existe jy € {k,..., N} tal que z(j5) = 0.
Sea j; = min{i € {k,...,N} : z(i) = 0}.
Procediendo como en el caso 1 podemos establecer que para k < i < jy,
(k) =y y que z(i) =0 para 1 < i < k.
Subcaso a) x(j) = 0 para toda j; < j < N.
Sir = j1, a;(x) <1, seae >0 tal que aj (z) + <+ < 1. Definamos y, z € Xy
tales que:

y(i):{x(i), 1<i< g, z(i>:{x(i), 1<i< gy,

€1, j1§l§N7 —€1, ]1§Z§N7

Sir < ji, ar(?/) = ar(m)'

Sir> g1, ar(y) = a-(z) + ;—11 < 1.

Luego, ||y|lpr = 1. Anélogamente ||z|[pr = 1. Como y # zy = =
concluimos que x ¢ £(Xy), lo que contradice la eleccién de x.

Subcaso b) Existe j € {j; + 1,..., N} tal que z(j) # 0.

Sea jo =min{i € {j1 +1,..., N} : (i) # 0}. Observemos que

<%m=(i— 1)w+m+(1 —i)w+“M§L

Ye oo Ve+1 Yii-1 Vi Vo

ytz
2
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es decir
e 202) <1
Vi iz
y por tanto z(jz) < % Procediendo como en el caso k£ < i < j;, vemos
que z(j) :% para toda j, <i < N. O
La proposicién anterior nos permite calcular la norma en (co, || - || pr)*.

Proposicion 5.2.3. (co, || - ||pr)* = (41, || - ||«) donde para cada f = (x(i)) €

lq.
= Wi
. k
Iflle = sup w > |e() + —2 Z|
{k<ji<je}cN  Tp RE—

Demostracion. Como ||| v ||| pr son equivalentes (co, ||| pr)* = (41, ||]]+),
donde || - ||, es una norma equivalente a || - ||;. Procedemos a describir esta
norma.

Sea f = (¢;) € £;. Utilizando la proposicién anterior tenemos que:

1flls = sup [ fix [l
NeN

= sup max {|f(z)| : € Bx, } = supmax{|f(z)| : 2 € £&(Xn)}
NeEN NeN

Ji—1
. ’Yk"yjz
= sup max <lr<nka<x o E lz(j) {k<J <32<N}% E |z(j) g |z ( )

NeN J1

J=j2
]1_1 ViVs
= 1li a a ' —
lim max (fgﬂk o vké ()], max ; (7)) + - Jz; )
= oLl
= max | sup v Z |z(7) sup Yk Z |2(5)] + —= Z |z (
keN . {k<jl<j2}CN j=k 1 Jj=7j2
gl el
k
= max sup %Z| jQZ| D1 A
{k<1<j2}CN R
= WY
. k
= sup %y a0+ =2 Z |2(7)
{k<ji<je}CN - T j=j2
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Recientemente, en un trabajo realizado en colaboracién con el profesor
Fernando Ntunez Medina, hemos podido establecer que (¢4, || - ||«) verifica las
cuatro condiciones dadas por Lin en [37] para que un renormamiento de ¢;
tenga la propiedad de punto fijo. En consecuencia:

Teorema 5.2.1. ({1, - ||«) tiene la propiedad de punto fijo.

A pesar de lo anterior, procediendo de manera analoga al caso del predual
del espacio de Lin calculado en la seccién anterior, podemos ver que:

Corolario 5.2.1. (co, || - ||pr) no tiene la FPP aunque tiene la w — fpp.

El trabajo en [35] se centra en mostrar que (co, || - ||pr) es un espacio de
Lindenstrauss-Phelps que no contiene copias asintéticamente isométricas de
¢o. Recordemos que:

Definiciéon 5.2.1. Un espacio de Banach X es de Lindenstrauss-Phelps si la
coleccion de puntos extremos de la bola unitaria cerrada de X* es numerable.

La prueba de que (co, || - ||pr) es de Lindenstrauss-Phelps y de que no
contiene copias asintoticamente isométricas de ¢y depende en ambos casos
de que su dual sea el espacio de Lin, pero como hemos visto en la seccién
anterior esto no es correcto. Aun asi, la idea de los autores es correcta en
dos sentidos. En primer lugar, si consideramos el predual del espacio de Lin
(co, || - [l|.,) dado en la proposicién 5.1.4, gracias a la proposicién 5.1.1 tene-
mos que este es un espacio de Lindenstrauss-Phelps y ademas, si contuviese
una copia asintéticamente isométrica de ¢y, su dual contendria una copia
asintéticamente isométrica de ¢; ([34, Teorema 2.32]) y por tanto no tendria
la propiedad de punto fijo ([34, Teorema 2.3]), contradiciendo el hecho de
que el espacio de Lin tiene esta propiedad. Es decir, (co, [ - [|.,) satisface las
propiedades que se buscan en [35].

En segundo lugar, el dual correcto para el espacio (co, || || pr) es el espacio
(¢1,] - |l+) dado en la proposicién 5.2.3. Razonando como en el caso anterior
y utilizando el teorema 5.2.1, tenemos que (co, || - |[pr) no contiene copias
asintoticamente isométricas de ¢y y ademads es un espacio de Lindenstrauss-
Phelps como se deduce a partir del siguiente enunciado:

Proposicién 5.2.4. El conjunto de puntos extremos de la bola unitaria de
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(o, - 1l+) es

A:{weglI$:917;1€101€{—1,1}}U

k-1
{x €l x= Z (’yj’l —’yjjrll) 0;e; + Oy ter, 0; € {—1,1},k > 1} )

J=1

Demostracion. Sea B = conv {A}. Observemos que B = conv {A U {0}}.
Sean « € R con |a] <1,z € By (z,) C conv{AU{0}} tal que z,, — x.
Como z, € conv{AU{0}}, z, = > Niwgyo € AN >0y Yoo A < L
Luego ax, = > /" |a|\; (sgna)z; € A, n € Ny en consecuencia ax € B,
por lo que B es un conjunto balanceado.
Sife{l,—1} ei> 1, entonces

i—1 i—1
1 B _ _ 1 _ _ _
2 <_ Y07 = e i 19@) +3 (Z(’Yj f e 19@)

j=1

y por tanto fe; € B para i > 1. Andlogamente vemos que fe; € B. Si B;
denota la bola unitaria de (¢4, || - ||1), como {fe; : i € N, € {—1,1}} C B,
B, C B, lo que implica que B es absorbente.

Seak>1y

N

1
v=) (v —va)0e + i Orer € A
1

<.
Il

Como Zk_l(vj_l —7j_+11) +7: ' =71, se tiene que z € ;' By. Claramente

j=1
viter € 4By y por lo tanto By C B C 7' By. Si || - || es el funcional de
Minkowski para B, se tiene que || - || g es una norma equivalente a || - [|; en ¢;.

Denotemos por (Yo, || - || 5+) €l dual de (¢4, ] - ||5) y veamos que (co, || - || 5+)* =
(U1, ||| B)- Sea X = (co, || || 3+)- Puesto que || - || g es equivalente a || - ||; en ¢4,
||| B es equivalente a ||-||« en o y en particular lo son sus restricciones a co,
por lo que X* = (€1, ]| - [ly). S1 f = (c) € X", [[flly = sup {f(z) : & € Bx},
pero por otra parte, || f||g = sup {F(f) : F' € S ||5-)}> 10 que implica que
I flly < [|fllz- Dado F' € S -|s-), teniendo en cuenta la definiciéon de B
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podemos ver que

|1Fll5- = sup{F(x) : = € B}

= sup {Z cix(i) rx = (z(i)) € B}
> sup {Z ez (i)] : @ = ((i)) € B} ,

por lo que | F| g« = sup {> o, lciz(i)] : @ = (x(i)) € B}. Asi, si F = (d;) €
St l5e) € tal que F(f) = > cid; = || fl|s, sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que para toda ¢ € N, ¢;d; > 0. Luego, si F, =
(diy...,4,0,0,...), (Fa) C By v Ea(f) < Iflv < ||flls. De donde se
deduce que ||f|[z = [[f|ly y por lo tanto (co, || - [[5+)* = (1, ]| - |5). Ya que
&(B) C A, siz € X, por el teorema de Krein-Milman

[2llg = [[J[|p- = sup{z(e) : e € £(B)} = sup{z(y) : y € A}
k
z(1 1 1 , x(k
e (S (LY 0
Tk TN i Tk
= llzllpr-
En consecuencia la funcién identidad I : (co, || - [|pr) — (co, || - ||5+) es
una isometria y por lo tanto (€1, - ||g) = (¢, || - ||«). Se sigue entonces que

E((L1, || - II+)) € A. Veamos que A C &((41, ]| - ||+)), para ello, observemos en
primer lugar que si x € A, entonces ||z||p = ||z]l. = 1.

De la definicién de || - ||+, se tiene que si & € Sy, ||.|.), entonces para toda
ieN, |z(i)] < %, mas aun, se cumple lo siguiente:
Afirmacion

1) Si existe iy € N tal que |z(ig)| = % entonces (i) = 0, 7 > i.
20

2) Sidg > 1y |z(ip)] = %, entonces |z(ip — 1) < (7—11 - %)
10 ZO— 'LO

3) Siio > 1, la(io)l = 2=y para 1 < 1< j <o, o(j)] = (£ - L)

Yi+1
entonces |z(l — 1)| < <L — i) :
V-1 "

I0)
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En efecto, veamos 3), la prueba de los demds incisos es andloga.

Sijz(l—=1)] > (ﬁ—%),tomandokzl—l,jl:io—i-lng:io—i—Q,

Sz, k, ji, j2) > Z;o:—kl (% — TL) + J—’; = 1, lo que contradice el hecho de
que [z, = 1.
Siz =300t (L 55 ) ey + o € Ay @ = 552 con |lyll. = 2]l =

Vi Yi+1

1, entonces |x(m)| = Wim = w, de donde z(m) = y(m) = Sgnf%.

Usando la afirmacion anterior, concluimos que x = y = z y por lo tanto
z € £((€1, ]|-l+)). Claramente % € £((¢1, [|-]|.))- Luego A = £((¢y, [|-]|.)). O

Corolario 5.2.2. (co, || - ||pr) es un espacio de Lindenstrauss-Phelps.

5.3. La AFPP en (/1,1 ||

En esta seccién al hacer referencia a (¢4, || - |||) suponemos siempre que
es el dual del espacio (cg, || - [||,,) dado en la proposicién 5.1.4.

Es sencillo establecer que para todo = € (1, vi|lzli < [||z]l] < [lz|h
por lo que 41 y ({,]|| - |||) son espacios isomorfos, sin embargo son muy
diferentes con respecto a la propiedad de punto fijo. Cabe preguntarse si lo son
también con respecto a la propiedad de punto fijo aproximada. Aprovechando
la descripcion del dual del espacio de Lin realizada en la seccién anterior, en
esta seccion estableceremos algunas diferencias significativas entre la AFPP
en /1 y en (¢1,]| - |||)- Dado que en espacios duales reflexivos cada conjunto
convexo es w-cerrado si y solo si es w*-cerrado y la coleccién de conjuntos
con la AFPP coincide con la clase de conjuntos linealmente acotados, en el
caso de un espacio no reflexivo como #; es natural el estudio de la AFPP
en conjuntos convexos y w*-cerrados. Centramos nuestra atencion en esta
coleccién motivados también por algunos de los recientes avances ([4]) que
han sido obtenidos sobre la propiedad de punto fijo en esta clase de conjuntos
en /.

Por el teorema 2.1.2, al estudiar la AFPP en un subconjunto C' convexo,
cerrado y no acotado de un espacio de Banach X analizando el comporta-
miento de los funcionales en X* a través de la normalizacién de sucesiones
no acotadas en C', basta restringirnos al conjunto de puntos extremos de la
esfera unitaria de X*. Por este motivo, poder describir tal conjunto en gene-
ral resulta de gran utilidad, pues permite en muchos casos la simplificacion
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de los calculos. Sin embargo, al considerar el espacio X = (¢4, | - [||) la com-
plejidad de la norma de X™* hace dificil calcular con precision este conjunto.
La siguiente observaciéon nos ayudara a trabajar con un elemento arbitrario

de BX* .

Proposicién 5.3.1. Sea X = ({1, ]]|-||]) v f = (¢;) € Bx+. Entonces || f|e <
1.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicién 5.1.3. [

Consideramos a continuacién el siguiente ejemplo que nos indica que en
/1 con la norma de Lin la familia de conjuntos convexos, no acotados y w*-
cerrados con la AFPP es no vacia, hecho que difiere de la conclusion en /4
con su norma usual (vedse el teorema 5.0.1).

Ejemplo 5.3.1. En X = ({4, || - |||) existen conjuntos convexos w*-cerrados
no acotados y con la AFPP.

Sean (&) C Sx, f=1(¢) € Sx« y k=min{j € N: ||f|loc < 7;}. Sea
g = (B;) € Sx~ tal que

T ks st k4L

Entonces limsup,, f (e—") < |flloo < Yk+1 = liminf, g (e—") De este
Tn

n

€n . ______jney . .
modo (—) es una P-sucesion y por tanto C' = conv {— es direccional-

Tn Tn
mente acotado.

Sea
K = conv <{?} U {0}> = conv <conv (Zi) U {0}>

- {iﬂe :meN,0< N, i&-s 1}
=1

Vi 1

Por el lema 2.1.1, K es direccionalmente acotado. Observemos que

K= {i)\zzﬁ : iAiizconverge, 0< Ny i/\i < 1} .
i=1

Vi = i=1
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Seaxr =) " ae € K. Como (L1, ||| - |||) es separable, por el corolario
2.7.13 en [7] existe (v,) C K tal que z, = z. Siz, = > 1" )\En)z—l, entonces
i
’ N 12 (n)i o e (n)
lim,, 7,,(j) = lim,, A; = a;. Sea \; = lim, \;". Dado {1,...,k} C Ny
Vi
o koY . , Y k (n) k
e = > i —ej se tiene que lim, e(z,) = lim, Y 5, A"V = >0 A < 1.
J
Puesto que esto es cierto para toda k € N, se sigue que Z;’il Aj < 1. Luego
xefyasifw* =K.

El ejemplo anterior nos permite concluir también que existen espacios
arbitrariamente cercanos a ¢; en el sentido de Banach-Mazur para los que no
se preserva el hecho de que la familia de conjuntos convexos, no acotados y
w*-cerrados con la AFPP sea vacia.

Corolario 5.3.1. Dado 6 > 0 eziste una norma ||| - |||, equivalente con la

de ty, tal que d(||-||1, [l - lll2) < 140 yen (b1,||| - |||1,) existen conjuntos

convexos, w*—cerrados, no acotados con la AFPP.

Demostracion. Sea ||| - ||| la norma del espacio de Lin. Como en ¢; se cumple
L .. :

que yal[-llx < [l < -l ddl-lls - < - Stelegimos 7, tal que 5 <140

v |||-]|[+; eslanorma de Lin para esta eleccién de 7y, entonces d(||-||1, |||-[|[5,) <

1+ 0 y la conclusién se sigue a partir del ejemplo anterior. O

Aunque por el teorema 2.1.3 sabemos que en espacios no reflexivos la
familia de conjuntos convexos, no acotados, cerrados y linealmente acotados
difiere de la familia de conjuntos con la AFPP, el siguiente teorema ilustra el
hecho de que al restringirnos a la subcoleccién de conjuntos convexos y w*-
cerrados en un espacio dual X*, puede suceder que estas familias coincidan.
Esto es un hecho interesante dado que asemeja el comportamiento de la
AFPP en espacios reflexivos.

Teorema 5.3.1. Sea C C X = ({4, ||| -|||) convexo, no acotado y w*-cerrado.
Entonces C' es linealmente acotado si y solo si C tiene la AFPP.

Demostracion. Si C' no es linealmente acotado, C' contiene un rayo y como
explicamos en los comentarios posteriores a la definiciéon 2.1.2 esto implica
que C no tiene la AFPP.

Si C' es linealmente acotado, sea (x,) C C tal que |||z,]|]] = 00y yn =

Tn

[lzalll

. Consideramos a continuacién los siguientes casos:
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Caso 1. Existe una subsucesién (ns) C N tal que y,, Y a # 0. Procedien-
do como en la demostracién de la proposicién 5.0.1 (proposicién 3.6 en [4])
vemos que C' no es linealmente acotado, por lo que este caso no puede darse.

Caso 2. y, ¥ 0. Sea f = (¢i) € Sx+. Pasando por una subsucesion
podemos suponer que limsup,, . f(yn) = lim, o0 f(Yn).

Dado z € ¢y, definimos el soporte de x como el conjunto sopx = {i € N :
x(i) # 0}. Utilizamos la notacién sop x < sop y cuando max{i : ¢ € sopx} <
min{j : j € sopy}.

Mediante el método ilustrado en la prueba del corolario 1.9 en [41] pode-
mos construir una sucesion (z,) de elementos de soporte finito tales que para
cadan € N |

1
sopzn <SopZnt1 YV |Ym, — zall] < - (5.3.1)

para alguna subsucesién de (y,,). A partir de 5.3.1 deducimos que:

. f(ym,) = lm f(z,) = lim f (|||z |||)

n—oo n—oo n—oo
Siz, = ", zn(i)e; y k < sopz,

S (o) 1 lloe 323, l2n @l _ [ lloe 2232, 120 (D] [1flloo
HEM max =, Zj:i|zn( O~ Y ZJ rn| n(7)] Vrn

1<i<sp

) e <1

[zl ~
Por la definicién 2.1.3 y el teorema 2.1.2 se sigue que C' tiene la AFPP. [

y por tanto lim,, .

Ya que en un espacio de Banach X la colecciéon de conjuntos convexos y
cerrados con la AFPP es subconjunto de la coleccién de conjuntos linealmente
acotados, en el teorema anterior cabe destacar el hecho de que al renormar ¢
con la norma de Lin, la familia de conjuntos no acotados y w*-cerrados lejos
de ser vacia coincide con la clase de conjuntos linealmente acotados. Esta es
otra caracteristica que distingue a estos espacios en términos de la AFPP.

5.4. La AFPP en (; =Y

La coleccién de conjuntos en un espacio dual X* con la FPP depende
del predual elegido para X*. El espacio ¢; tiene una infinidad de preduales y
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usualmente algunos de los resultados sobre este espacio se basan en suponer
que ¢; = ¢j. En particular, la coleccién de conjuntos convexos, no acotados
y w*-cerrados de ¢; con la AFPP es vacia cuando es considerado como el
dual de ¢y, hecho que puede dejar de verificarse al considerar una norma
equivalente en ¢; como probamos en la seccion anterior. Al elegir diferentes
preduales en ¢; podemos cambiar la coleccién de conjuntos convexos y w*-
cerrados, por lo que cabe preguntar sobre la validez de este enunciado cuando
(1 es el dual de espacios distintos de cy.

Para estudiar esta cuestion, en los siguientes resultados consideraremos
espacios de la forma Y, = (3°7, @ ) donde ¢; = (¢, || ||) , @ € NU{oo}.
Si a < 00, al escribir (21, x9, ..., ) € Y, sobreentendemos que (x1,z,...,) =
(1, T2, ..., Ta) ¥y sl a = 00, lim||z;]|oc = O.

Sea o € N. Para cada k < «, definimos L;, : Y, — R de tal forma que si
r = (21,%9,...,) €Yy,, Lyx = 1lim;_, x4(j). Andlogamente definimos Ly, si
a = o0o. Para j,l € N, definimos ej; € ¢; tal que

{O si j #n,
eji(n) = .
1 sij=n.
Para o € NU {00} sea I, tal que:

7 _{{1,...,04}, si a < 00,

N, en otro caso.

Sea N* = NU{0} y ¢ : N — N* x [, una biyeccién. Es sencillo verificar
que la funcién @ : ¢ — (;(N* x I,) dada por ®f = (h;;) = h, donde
hi; = f(¢1(i, 7)), es un isomorfismo isométrico. Teniendo en cuenta esto,
probamos en primer lugar que para los espacios Y, se cumple que Y. = /;.

Lema 5.4.1. Sea Y, = (3°;_, @), donde ¢; = (¢, ||<), @ € NU {co}.
Entonces, Y se identifica isométricamente con ¢1. La funcion de dualidad
esta definida por

f((x1,29,...,)) = Z (fole-iE + ijlﬂ(ﬁ)

=1 =1
con f=(fi;) € L(N* x 1), x = (x1,29,...,) € Y,.

Observaciéon 5.4.1. Cabe resaltar que la dualidad definida en el lema ante-
rior depende de ¢, es decir de la biyeccion entre N y N* x I,,.
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Demostracion. Sea R : ((N* x I,) — Y. tal que

Rf((z1,x9,...,)) = f((z1,29,...,)).

Claramente Rf es lineal y ademas

RS (21, 22, DI < [ llalllly (5.4.1)

por lo que Rf € Y. Es sencillo ver que R es lineal y ademés de 5.4.1,
IRfI < || f]]1-

Para cada [ € N definimos u; € ¢; tal que para toda ¢ € N, u;(i) = 1. Sea
¢ € Y y consideremos f = (f;;) donde

o(uj), sii=0,
fij = .
o(eij), sii>0.

Veamos que f € ¢1(N* x I,,). En efecto:

N M
ZZ |fis] = ZZ@ sgn o(ei;)eis) +Zs0(sgnso(uj)uj)
i=0 j=1 i=1 j=1 =1

< 2l¢l]

independientemente de M y N. Luego > 7,37 [fi;| < co. Teniendo en
cuenta que {{u; }en} U {{eij} (i.5) eNxfa} es una base para Y,, dado = € Y,,

r=>,, ((le)ul +2 i m(J )eﬂ> Si a < oo entonces:

«

plz) = ( (Liz)p(u +Z$l plej )

=1

— Z ((le)foz + Z szflfl(j))
= Rf(z).

Si a = 00, como ||z;]|sx — 0 cuando [ — oo, dado € > 0, existe N € N tal
que si [ > N entonces ||x;]|o < €.
Sea y = (r1,...,2n,0,...) € Y,. Observemos que

lp(y) — ()| < €llel]- (5.4.2)
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Por otra parte

le(y) — Rf(x

((Lzl“)fm + Z sziﬁl(j)> |
( (Liz)p(w) +ZS0 (eji)xi(g )‘

< 2[jplle. (5.4.3)

= le Z ZSO ejl ZE[

1= N+1 I=N+1 j=1

A partir de 5.4.2 y 5.4.3 concluimos que Rf(z) = p(z) y por lo tanto
|Rf]l = llell = || f]l1- Se sigue que R es un isomorfismo isométrico. O

Para construir un conjunto convexo, no acotado y direccionalmente acota-
do en ¢; = Y a partir del cual podamos determinar un posible conjunto con
estas mismas caracteristicas pero que ademas sea w*-cerrado, estudiamos un
tipo especial de (P)-sucesion en este espacio. El método que seguimos para
definir tal sucesién es similar al que se ilustra en [42].

Lema 5.4.2. Sea Yoo = (3.2, @), donde ¢; = (c,||||s). Si definimos
(yn) C L1 (N* x N) =Y tal que para x = (x1,9,...) € Yoo

> Lkl‘
yn((xl,xz,---,))IZW— _Z 2k+1’

k=1

entonces (y,) es una P-sucesion.

Demostracion. Puesto que ¢1(N* x N)* = ((N* x N), dados f = (fi;) €
6 (N* X N) y h = (hij) € loo(N* x N), consideramos h(f) = >_72, > 72, hij fij-
Dado u = (u;;) € £(Seov+xn))) tenemos los siguientes casos:

Caso 1. up; =1, j € N.

1 1
Asi <-—-14-=0.

Caso 2. Existe jo € N tal que ug;, = —1.
. S U B 1
nestecasou(yn)_§—ﬁ+ +§— ~ St
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5.4. La AFPP en ¢, =Y 83

En cualquier caso existe ¢ > 0 tal que u(y,) < 2 < ¢ <2 Seane >

- _2j0+1
W <EYyUV= (Uij) S KOO(N* XN),

lvllo =1, tal que vg; =1, j < M, vg; = —1si j > M y v;; = —1 para toda
1> 0.

Oy M e Ntalesque2—e>cy > 2,

Sin>M
M 00
1 1 1 1 1
U(yn):ZW— Z ﬁ+1+2>§_6+1+§
k=1 k=M+1
=2—€e>c

Luego liminf, v(y,) > ¢ > limsup,, u(y,) y por tanto (y,) es una P-sucesion.
[

Mediante el lema anterior y el lema 2.1.2 se sigue que el conjunto Cy =
conv {ny, : n € N} es convexo, cerrado, no acotado y con la AFPP. Adems4s,
por el lema 2.1.1, C' = ¢onv {{ny, : n € N} U {0}} también tiene la AFPP.
Maés atn:

Proposicién 5.4.1. Si Y y (y,) C (1(N* x N) =Y estdn dados como en
el lema 5.4.2, entonces el conjunto

= {i Aty - i Aity; converge, \; > 0y i A < 1}
i=1 i=1 i=1

tiene la AFPP y es w*-cerrado.

Demostracion. Las observaciones precedentes a la proposicion indican que C'
tiene la AFPP.
Sea F' = (fi;) € C. Si (21, 22,...,) € Yy tenemos que

F((:vl,xz,...,)):Z)\ii[(Z%)— 2%1].

k=1 k=

Para j > 1, sea xy) = (21,29,...) = (0,0,...,€4,0,0,.

Observemos que f;; = F(xgl)) y que fo = hm]_>OO F(

(21,29,...,) =(0,0,...,u5,0,0,...,) con uy € ¢ dado por

0, sin<jy,
ujl(n): 1, sin>y

ey,
) donde zj O =

)
5
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84

@

Como Lyx;” = 0 para todo k y

tenemos que

fiu=F) =

sik#1,
sik=1yi#j,
sik=1,i=y7,

AjJ

(5.4.4)

Ademas, como F' € {7 se tiene que Z‘;‘; —— < 00, es decir Z‘;‘;l Ajj < oo.

L oi+1

Por otro lado, como Lz, =0si k #1, Lizp =1y

0,
Zk(l) - 07
L,

Para j > 1 se sigue que

) . .
F(z7) = E /\il_2l+1 — Nl — g /\iz_21+1
i=1 i=j

si k#£1,
sik=1,1<7,
sik=1,1>7.

Jj—1 1
=> Ny = Ml
=1

) o . 1
y fOl = hmj—)oo F(Z](l)) = Zi:l )\Zlﬁ — M\l

Sea (Vq)aca una red en C' tal que v, = Y o, )\ga)iyi %G = (gij)-

A partir de 5.4.4 sabemos que va(xy)) =2 Z paraj>1,1>1.

@
Como va(xg-l)) — G(a:gl)) resulta que g;; = lim, —2 ]

A; = lim, /\g.a). De 5.4.5 tenemos

@)

2l+1

j—1
l ) - 1 «
va(z](-)) = Z)\E )Z_QlJrl — )\l( )l
i=1

84
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y por tanto

G(z](l)) —hmva Z)\z—)\l

¥ gor = 1my oo ST N — Nl = 300, N — Al
Para cualquier r e Ny a € A4, >, /\Ea) < 1y por tanto > ;| A < 1,
luego Y 2, A, < 1y asi G e C, por lo que C es w*- cerrado. m

A partir de la proposicion 5.4.1 concluimos que existen preduales de ¢; que
inducen topologias w* en este espacio en las que existen conjuntos convexos,
no acotados y w*-cerrados con la AFPP, lo que no sucede en la topologia w*
dada por ¢y. Sin embargo, observamos que en el predual Y, definido en el
lema 5.4.1 es importante que o« = 0o ya que para a = k € N; al igual que en
[4] podemos probar que:

Teorema 5.4.1. Si consideramos {1 como el dual de Y}, entonces la colec-
cion de conjuntos convexos, no acotados y w*-cerrados con la AFPP en este
espacio, es vacia.

Demostracion. Sea C' C {1(N* x I;;) = Y,* convexo, no acotado y w*-cerrado
y supongamos que C verifica la AFPP. Si (f,,) = ((f-(-n))> € 01 (N* x I) es

v

tal que || fu|l1 — o0, por la proposicién 5.0.1 tenemos que HJ{ || Y% 0. Si para
n||1l
j > 1 definimos xg»l) =(0,...,€ej,...,0) € Yy, con ej; € ¢, dado por
0, sin#j,
eji(n) = . :
1, sin=yj,
a partir del lema 5.4.1 y el hecho de que H f ” Y% 0 concluimos que f — 0,
j>1y1<1 <k De este modo Hf || converge por coordenadas a un
n|ll
elemento a € cqg y por el lema 5.0.1 se sigue que C' no tiene la AFPP, lo cual
es una contradiccion. O
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5.5. La FPP y la AFPP en dominios no acotados en ¢; 86

5.5. La FPP y la AFPP en dominios no aco-
tados en /;

A diferencia del espacio ¢y donde los tinicos conjuntos convexos y cerrados
con la FPP son los conjuntos w-compactos ([3, Teorema 3.3 |), en ¢; = ¢
la FPP tiene un comportamiento mucho mas irregular. Cada subconjunto
convexo y w-compacto en este espacio, es de hecho compacto y por tanto
tiene la FPP para funciones no expansivas, por lo que es natural preguntar si
la coleccién de conjuntos convexos y w*-compactos también verifica la FPP.
Resulta que ¢, = ¢ satisface la w*-fpp, pero también contiene subconjuntos
no w*-compactos con la FPP ([43]). Més atin, en [43] los autores dan un
ejemplo de una sucesién de conjuntos (C,,) C ¢; convexos, cerrados y no w*-
compactos tal que C7 D Cy D C3 D ...y C, tiene la propiedad de punto fijo
paran =1,3,5,... y no la tiene paran = 2,4, ...

Sin embargo, ademas de lo anterior, pocos resultados se han obtenido
sobre la propiedad de punto fijo en subconjuntos no w*-compactos de /;.
Con el objetivo de extender algunos de los teoremas sobre la FPP referentes a
conjuntos w*-compactos de £; a dominios que no verifiquen esta condicién, en
[4] T. Dominguez definié un médulo que nos permite clasificar a los conjuntos
w*-compactos de este espacio. Para esto, si C' C {; = ¢}, es convexo, cerrado
y acotado, considerd

€)= sup {v € (1.2 d(e,€) < (3 = 1) tmsup o — 211

n—oo
donde el supremo se toma sobre todas la sucesiones (z,) C C tales que

T N para alguna z € /1. Dominguez probé que b(C') = 2 si y sélo si C' es
w*—compacto. Haremos referencia a este médulo simplemente como moédulo
b.

Es posible extender la definiciéon de este mdédulo para considerar también
conjuntos no acotados y una amplia familia de normas equivalentes en /y,
de tal manera que podamos clasificar a los conjuntos w*-cerrados de forma
similar al caso de los conjuntos w*-compactos en ¢; con su norma usual. Para
esto proponemos las siguientes definiciones:

Definicién 5.5.1. Sea § = {| | : || es una norma en {1 equivalente a || - |1
y existe || - || en co tal que (co, || - |)* = (1,]- 1)}
Observemos que si | - |,| - |1 € § entonces la coleccién de conjuntos w*-

cerrados en ({1, - |) es la misma que en (¢, ] |1).
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Definicién 5.5.2. Sea C' C {; convexo y cerrado (no necesariamente acota-

do)y|-1€F. S

by(C) = sup {b €[1,2):d(=C) < (% - 1) lim sup |z, — z|}

n—oo

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones (x,) C C' tales que

w* ’
Tn —> 2, para algun z € (.

Proposicién 5.5.1. Sea C' C (1, |) donde |- | € §. Entonces b |(C) = 2
sty solo si C' es w*-cerrado.

Demostracion. Como C' es convexo y ¢y es separable, C' es w*-cerrado si
y s6lo si C' es secuencialmente w*-cerrado (ver corolario 2.7.13 en [7]). Es
claro que si C' es w*-cerrado entonces bj,(C') = 2. Por otra parte, si C' no
es w*-cerrado existe (z,) C C tal que z, Y 2 ¢ C. Sea 6 = d(z,C) >
0y r = limsup, |z, — 2| > 0. Entonces d(z,C) = %limsup, |z, — z| >
2 limsup, |z, — 2| = (3 — 1) imsup,, |z, — z| donde b = 5. La definicién

2r+6°
de by, (C) implica entonces que by.|(C) < %_:5 < 2.

]

Aunque en la definicién de b)) hay un componente métrico, a partir del
resultado anterior, cabe destacar el caracter topoldgico del médulo b pues
distingue a los conjuntos w*-cerrados independientemente de la métrica que
consideremos en § para /5.

Mostraremos una relacién entre los valores del moédulo b para un subcon-
junto convexo y cerrado en ¢;, con respecto a dos normas diferentes en §.

Lema 5.5.1. Dadas dos normas |- |1 y |- |2 en § tales que
af -1 <|-<fl-h
cona,f €R, a>0.8ib;(C) =0, i =1,2, entonces

2ab,(C')
R (& [ T

De aqui se deduce ademds que

2, (C)
€)= T D2 ()
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donde D = d(| - |1,| - |2) es la distancia de Banach-Mazur entre |- |1 y |- |2
definida en la seccion 4.1.

Demostracion. Para i = 1,2, si d; denota la métrica inducida por la norma
|- |; en X, sea

2
a={vena a0 < (5 -1 )tmswle, - 21},

donde (x,) es cualquier sucesién en C' tal que z,, — z. Observemos que A,

, w’* . , . w*
es no vacio y que x,, — z en ({1,|-|1) siy sélo si x, — z en ({1, |2) pues
[l [ e
Sea (x,) C C tal que z, = 2. Si b € Ay entonces

2(2,0) < (— - 1) limsup |z,, — 2|2

n—oo

AN
/\ Q‘
SN

|

) Slimsup |z, — z|;.

n—oo

2 2ab
Haciendo (— —1 (— - 1) vemos que e = Y de donde

B(2—b)+ ab’
e<2.Sie<1,por deﬁmclon b1(C) > e.Sie > 1, entonces e € A; y por tanto
b1 (C) > e. Como be A, fue elegldo arbltrarlamente, tomando (b,) C A, tal
2C¥b2<0)

by(C)(a = B) +28°

Expresando esta tltima desigualdad en la forma

20, (C))
0(0) 2 by(C) (1 — Z) 422

como « y [ son constantes de equivalencia arbitrarias, si elegimos («,) y
(Bn) tales que | - |1 < |- ]2 < Bul - 1 y = — D, obtenemos que

/ 2b5(C) B 2by(C)
22 6(C) = lim b2(C)(1 — Z2) 428 by(C) + D(2 — bs(C))’

que b, — be(C) deducimos que by (C) >

]

Observacion 5.5.1. Si by(C) = 2 en el lema anterior entonces by (C) = 2.
Luego bi(C') = 2 si y solo si by(C) = 2 y por tanto se sigue que by |(C) = 2,
-[es
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Centremos nuestra atencién en la ultima afirmacion del teorema 5.0.1
que nos dice que ningin subconjunto convexo, no acotado y w*-cerrado en ¢,
tiene la AFPP. Teniendo en cuenta la definicion 5.5.2 y la proposicién 5.5.1,
tenemos que si C' C ¢; es convexo, no acotado y by, (C)) = 2, entonces C' no
tiene la AFPP. No sabemos si es posible mejorar este resultado para incluir
conjuntos no w*-cerrados tales que su modulo b esté proximo a 2, es decir,
si existe una cota uniforme 1 < n < 2 tal que si C' C ¢; es un conjunto
convexo y cerrado tal que n < by, (C) < 2 entonces C' no tiene la AFPP.
Sin embargo, veremos que dado cualquier valor 1 < ¢ < 2 existe un conjunto
C C {4, convexo, cerrado, no acotado tal que ¢ < by, (C') < 2y que no tiene
la AFPP, mas si la tiene en una norma equivalente arbitrariamente cercana
a ||+ |l1, comportamiento parecido al de los conjuntos convexos, no acotados,
linealmente acotados y w*-cerrados de acuerdo al teorema 5.3.1. Para esto
consideraremos algunos resultados previos.

Los hechos descritos en la siguiente proposicién son enunciados en [43]
suponiendo que la sucesién (a,) es acotada. Queremos observar que bajo las
condiciones dadas, estas afirmaciones contintian siendo validas independien-
temente de si (a,) es acotada o no.

Proposicién 5.5.2. Sea (a,) C R tal que infa, = a > 0 y (e;) la base
canonica de ¢1. Entonces

9] 00 oo

C .= COHV{CI,Z'(B,L' 11 € N} = {Ztlalez . Ztiaiel- € gl, tz Z 0 Yy Ztl = 1}
=1 i=1 =1

Y

o oo o
c" = {Ztiaiei : Ztiaz‘ei €y, t;,>20y Zti < 1} -
i=1 i=1 i=1

Ademds st x =Y~ tie; € ﬁw*, d(z,C) = 6,a, donde 6, =1 —> " t;.

Demostracion. Sea A = {2 tiae; : Y oo tiaie; € by, t; >0y > oo t; =1},
Como A es un conjunto convexo y a;e; € A, entonces conv{a,e; : i € N} C A.
Por otra parte, si x = > - t;a;e; € A la sucesién (z,,) dada por

n o0
xnzg t;a;e; + E ti | Gpt1€n41
i—1 i=nt1

es tal que (z,) C conv{a;e; : i € N} y z, — z. Luego A C C C A. Resta
verificar que A es cerrado.
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Sea (x,,) C A tal que z,, = 322, ¢!

it ae; - x =" be;. Laconvergencia

por coordenadas de x, a x implica que b; = t;a;, con t; = lim,,_, tz(") > 0,
ademés, si f € l, es tal que f = (afl,agl,agl, . .), como x, — z, f(x,) —
f(x). Luego S2°, £ — S°%° ¢, cuando n — oo y como para toda n € N,
522 " =1, tenemos que 32°°, t; = 1. Luego A es cerrado.

Sea B ={> " tiaje;: Y o tiaje; € by, t; >0y >0t <1}

Siz =737 tae; € By lasucesion (z,) estd dada por

n n
T, = Ztiaiei + <1 — Ztn> A€,
i=1 i=1

<. w* —w*
(x,) es una sucesiéon en C'y x, — x. Luego B C C" . Para ver la otra
contencion procedemos como en la primera parte.
*

Observemos que si ¢ = Y .2, t;a,6; € C" entonces = + d,¢;a; € C para
toda ¢ € N y por lo tanto

d(z,C) <inf {[|lz — (x + dpe;a:) |1 i =1,2,...}
=inf {0,a;:1=1,2,...} = d,a.

Por otra parte, si y = Y .~ \ia;e; € C' entonces

IRED I
i=1 i=1

y d(z,C) > d,a. O

lz =yl = I\ — tilai >

a = 0,0

La siguiente proposicién se encuentra en [44] suponiendo que la sucesién
(ay) es acotada, sin embargo, su validez depende tinicamente de que se verifi-
quen los hechos descritos en la proposicién anterior, por lo que este resultado
es valido para sucesiones (a,) que no sean acotadas, siempre que su limite
inferior sea finito. Incluimos la demostracion para corroborar este hecho y
por completitud de la exposicion.

Proposicién 5.5.3. Sea (a;) C [1,00) una sucesion tal que

1 <a:=inf{a, : n € N} <liminfa, :=d < o0
n—o0

2d
y C'=conv{ae; : i € N} C 4. Siby = by, entonces by (C') > ot d > 1.
a
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Demostracion. Sea (z,,) una sucesién en C' w*-convergente a z € {1. Puesto

que z € C" ., por la proposicién 5.5.2, z = = > Akager, Ay > 0, k € N,
DA S lyd(z,0)=(1-327 M)a

Sean € > 0y N € N tales que [[(I — Py)(2)[l1 = D poniq Mk < €y
ar > d— e para cada k > N. Como (x,) converge por coordenadas a z, existe
no tal que ||Py(x,) — Pn(2)]]1 < € para cada n > ng. Asi, para n > no,
tenemos

\Wn—4h>H(—fWﬂ n) = (= Py)(2) |l = [P (@a) = Pr (2]
> [|(1 = Py) (@)l = 2¢.

Como (:cn) C C, podemos escribir z, = > 7, t,g")akek donde t,g”) >0y
Zk 1t = 1. Para n > ng tenemos

N N
€ > || Py(@a) — P2l =Y 18 — Melar > Y[t —
k=1 k=1

lo cual implica que

[e'e) N N
oo =1->t">1-Y n—e
k=1

k=N+1 k=1

Asi,

lwn = 2ll = (1 = Pa)(@a)li —2¢ > > #7(d—¢) — 2¢
k=N-+1

—€) (1—§:Ak—€>—26

= (d —¢) <1—Z)\>—2€—Ed+62

> ( ( ) 2+de>d<1—2)\k> (3+d)e.
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Tomando el limite superior cuando n — oo obtenemos que

= d
limsup ||z, — 2| > d (1 - ZA;C) = —d(z,C).

a
k=1

2
Luego, d(z,C) < %h’msupn |z, — 2|1 = (3 - 1) limsup,, ||z, — 2|1, donde
2d
b= : O
a+d

Al estudiar la prueba del teorema 5.0.1 observamos que para que un
conjunto convexo, cerrado y no acotado C' C ¢; = ¢} no verifique la AFPP,
basta requerir que su cerradura en la topologia w* sea linealmente acotada.

Lema 5.5.2. Sea C' C {1 convexo, cerrado y no acotado. St T es lineal-
mente acotado entonces C' no tiene la AFPP.

Demostracion. Sea (u,) C C tal que ||u,|; — oo. Puesto que " es li-
nealmente acotado, por el teorema 5.3.1, C* tiene la AFPP en (¢4, || - |||)-

U ()
[lwalll

— 0, j € N. Por el lema 3.1 en [4]

Por la proposicién 3.6 en [4] se sigue que — 0, 7 € Ny como

O )] )
Junlli = Tl ] fuall

C no tiene la AFPP. O]

Como mencionamos anteriormente, teniendo en cuenta la definicion de
bj.|,, una forma equivalente de enunciar el teorema 5.0.1 es decir que cada
subconjunto C' C {1 = ¢ convexo y no acotado tal que by.|, (C) = 2, no tiene
la AFPP. El siguiente resultado nos permite ver que existen subconjuntos
convexos, cerrados y no acotados en ¢, tales que b, es arbitrariamente
cercano a 2 (no son w*-cerrados) y que tampoco tienen la AFPP, mas si la
tienen en una norma equivalente en /1.

Proposicién 5.5.4. Sea b = by,. Para cada 0 < 6 < 1 ewiste C C
convexo, cerrado, no acotado tal que:

a) b(C) >2—6.

b) Si6>0,2—0<b(C)<2.

c) C no tiene la AFPP con respecto a || - ||1, pero existe una norma
equivalente ||| - ||| en la que si tiene esta propiedad.
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Demostracion. Si 6 = 0 la conclusién se obtiene a partir del ejemplo 5.3.1.

Asi, supongamos que 0 < § < 1. Sea d > 4 tal que % >2-=0y |- la

norma de Lin. Definamos (z,) C (¢1,]] - |||) tal que

sii=2n-—1,

d
2n?

2(i) =<1, sii=2n,
0, en otro caso.

Puesto que 72, < |[|znl| = max {7on—12E + Yon—1, Y20 }» UMnsoo |[|20]|| =
1.

Sea f = (¢;) € Sx« y k=min{j € N: | f|l« < 7,} (observemos que este
conjunto es no vacio por la proposicién 5.3.1 ). Sea g = (f5;) € A tal que

g - J0 sil<jis<k
S TR = e

Tenemos que:

limsup f(z,) < limsup || |0 (i + 1) < Vht1 (i + 1) = liminf g(z,).
n—oo

n—o0 n—00 2n 2n
Por el lema 2.1.2 se sigue que si v, = nz,, C' = conv{v, : n € N} tiene la
AFPP en (£1, ][ - [I])-
Si para cada n € N, w,, = — "' | v; entonces (w,) C C'y ademés wy, wy
0 ¢ C. Luego C no es w*—cerrar(bio y por tanto by (C) < 2.
Sea D = conv{a;e; : i € N} donde ag,_1 = d y as, = 2n. Como
4 sii=2n-1,
(i) =< m, sii=2n,
0, en otro caso,
C' C D y por tanto b1(C) > by(D). Ademas, inf{a, : n € N} =4 < d =

liminf, . a,.
A partir de la proposicion 5.5.3 podemos concluir que:

2d
2>0,(C)>b(D) > ——>2-0.
(€)= (D) >
Procediendo como en el ejemplo 5.3.1 podemos ver que " = conv{{v, :
n e N} U{0}} por lo que C*" es linealmente acotado y por el lema 5.5.2, C
no tiene la AFPP en (¢4, | - ||1). O
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5.6. Relaciéon entre acotacion lineal y
w-compacidad en algunos espacios de
Banach

En [3] el autor probé el siguiente resultado, a partir del cual se observa que
en conjuntos convexos, cerrados, no acotados y direccionalmente acotados en
o, €s posible encontrar subconjuntos acotados que no son w—compactos.

Lema 5.6.1. Sea C' un subconjunto convexo, no acotado y direccionalmente
acotado en cy. Entonces, erxiste una sucesion en C' que es 0(lw, {1)— conver-
gente a un punto u € Uy, \ Co.

De lo anterior se deduce que:

Corolario 5.6.1. Sea C' un subconjunto convexo, no acotado y direccional-
mente acotado en cy. Entonces, existe K C C convexo, cerrado, acotado y
no w—compacto.

Demostracion. Por el lema anterior existe (z,,) C C tal que (x,,) es 0(loo, 1)-
convergente a un punto u € {y \ ¢, en consecuencia, si K = conv{z, : n €
N}, K es el conjunto con las propiedades requeridas. O

Un hecho similar al corolario 5.6.1 se verifica también para el caso de
conjuntos no acotados con la AFPP en /;.

Proposicién 5.6.1. Sea C' C {1 convexo, cerrado, no acotado y con la
AFPP. Entonces C' contiene un subconjunto convexo, cerrado, acotado y no
o (¢y, co)— compacto.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que 0 € C'. Sea (u,,) C
C' tal que |lu,|l; — oo. Pasando por una subsucesiéon podemos suponer que
Uy = H;ﬁ c Cyu, Ys b, Si alguna subsucesién (vy,;) fuese w—Cauchy,
como /7 es débilmente secuencialmente completo y de Schur, entonces
|vn, = bl[1 = 0 cuando j — oo y por lo tanto ||b[|; = 1. La proposicién
2.6 en [4] implicaria en este caso que C' no tiene la AFPP contradiciendo
la hipdtesis inicial. Luego, (v,) no tiene subsucesiones w—Cauchy y por el
teorema de Rosenthal se sigue que existe una subsucesién (v,,) tal que [v,,]
es isomorfo a £;. Por lo tanto K = conv{v,,} C C es un conjunto convexo,
cerrado, acotado que no es o (1, ¢p)-compacto. ]
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Dado que tanto en ¢y como en ¢; cada conjunto convexo, cerrado, no aco-
tado y direccionalmente acotado contiene un subconjunto convexo, cerrado,
acotado y no w—compacto, esto conduce a preguntar si un hecho semejante
se verifica en espacios de Banach no reflexivos con base de Schauder incon-
dicional y si en lugar de requerir que los conjuntos sean direccionalmente
acotados, basta que sean linealmente acotados. La respuesta a ambas cues-
tiones es afirmativa en el caso de espacios no reflexivos con base incondicional
reductora o acotadamente completa, que no contienen subespacios reflexivos
de dimensién infinita como se muestra a continuacion:

Teorema 5.6.1. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder incon-
dicional (z,) que es acotadamente completa o reductora. Si X no contiene
subespacios reflexivos de dimension infinita, entonces cada subconjunto C'
convexo, cerrado, no acotado y linealmente acotado contiene un subconjunto
K convexo, cerrado, acotado y no w—compacto.

Demostracion. Caso 1. Supongamos que (z,,) es acotadamente completa. Por
el teorema 4.4.13 en [7] existen un espacio dual Y y un isomorfismo 7" : X —
Y.

Si ¢ = T(C) C Y no es w*-cerrado, entonces existe ¢y, > 0 tal que
K, = tyBxNT'(C) no es w*-cerrado ([7, Teorema 2.7.11]) y por tanto no es w*-
compacto. En particular no es w—compacto y como 71" es un homeoformismo
entre X y Y considerados con sus topologias débiles ([7, Corolario 2.5.12 |) se
sigue que K = T~(K}) C C es convexo, cerrado, acotado y no w—compacto.

Si C es w*-cerrado, sin pérdida de generalidad podemos suponer que

0 € C4. Sea (y,) C Cq tal que ||y,]| > 2" y v, = ”z—:” Observemos que

para cada n € N, v, € C;. Por la observacién 5.0.1, se sigue que v, —
0. Es un hecho conocido que bajo estas condiciones (ver por ejemplo [41,
Corolario 1.9]) pasando por una subsucesién, podemos encontrar una base
bloque normalizada (z,) de (z,) tal que [[v, — 2z, || < 5757

Definamos Z = [z,]. Puesto que (z,) es una sucesién bloque de la base
(n), (2n) es también una sucesién basica incondicional, acotadamente com-
pleta, que no es reductora ya que Y no contiene subespacios reflexivos (|7,
Teorema 4.4.15]). Como un espacio no reflexivo con una base de Schauder
incondicional contiene ya sea una copia isomorfa de ¢y o de ¢; ([7, Corolario
4.4.24]) y si la base es completamente acotada entonces contiene una copia
isomorfa de ¢; ([7, Corolario 4.4.24]), tenemos que Z contiene un subespacio
Zy isomorfo a £;. Sea (z!) una base de Schauder de Z; equivalente a la base
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candnica de ¢;. A partir de un resultado de M. Japén ([45, Lema 2.4]) existe
una base bloque (%,') de (z!) equivalente a una base bloque (%) de (2,).
Debido a que (z}) es equivalente a la base de 1, la sucesién (%,") de nuevo
genera una copia isomorfa de ¢; y asi lo hace también (z,).

Hemos deducido que existen sucesiones de enteros positivos (py), (¢,) con
< q <ps < qn<---, lim, o pp = 00 y una sucesion de nimeros reales

a;) tales que
( z) q
Qn

Zn = Z Qaiz;
1=Pn
es equivalente a la base canodnica de /;.

Debido a la incondicionalidad de la sucesion bésica (z;) podemos reempla-
zar a; por |a;| y la nueva sucesion es todavia equivalente a la base de ¢;. Por
tanto, podemos suponer que a; > 0, i € N. Ademas, si B es la constante de
incondicionalidad de (z,), |a;| = |a;|||2i]] < Bl|z.|| para cadai € {pn,...,q.},
lo que implica que hay algin L > 0 tal que para toda i € N, 0 < a; < L.

Sea M la constante de base de (Z,). Definamos

dn dn Aol
Un = Zaivi = Z Hlﬂ'
i:pn :CZ

1=pn

Por una parte

qn

dn
~ o~ 1 L
|20 — 0n| < g ail|z —vi|| < L E ST < T

1=Dpn, 1=pn

Pasando a una subsucesion podemos suponer que

|
2 12

Aplicando el principio de pequenas perturbaciones [46, Proposicién 1.a.9],
0,,) es equivalente a la base canénica de (1. Esto en particular implica que
0y ivalente a la b Snica de £1. Est ticular impli
(0,,) no contiene subsucesiones w—convergentes.

Fijemos kg € N con 2’%0 < 1y para cada n > kqy sea

dn
t, = Z

1=pn

a; o L
<L < — < 1.
]| = Z 2i+1 = 9p,

1=pn
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Fijemos algiin ug € C. Observese que la sucesion V,, = (1 — t,)ug +

= (1 —tp)ug + D" o ﬁfﬂ es una combinacién convexa de elementos en

C’1 y por tanto se encuentra en ;. Pasando a una subsucesion podemos

suponer que t, — to € [0,1]. Como (0,) no tiene subsucesiones débilmente

convergentes, tampoco las tiene (V). Luego K; = conv (V) es convexo,

cerrado, acotado, no débilmente compactoy K = T~ (K;) C C es el conjunto
con las propiedades requeridas.

Caso 2. (z,,) es reductora.

Sin pérdida de generalidad suponemos que 0 € C, y definimos (v,) como
en el caso anterior. Puesto que X* es separable, la sucesién (v,,) contiene una
subsucesion, denotada de nuevo (vy,), la cual es o(X**, X*)-convergente ([7,
Corolario 2.7.13]). Sea vy = o(X**, X*) —1im,, v,. Distinguimos los siguientes
subcasos:

Subcaso a) vg € X** \ X. Tomemos uy € C'y para cada n € N definamos

Uy = (1 — Hy_lnH> ug + HZ;_ZH Observemos que (u,) C C por convexidad. Mas

aun, (u,) es o(X**, X*)-convergente al vector ug + vy que también pertenece
a X*™/X.Si K =conv (u,), K es el conjunto con las propiedades requeridas.

Subaso b) vy € X \ {0}. Sea t > 0, pasando por una subsucesién podemos
suponer que |ly,|| > t. Si uy € C, la sucesién u, = (1 o ”> uo + 15
se encuentra contenida en C' y converge débilmente a ug + tvg € C. Esto
contradice el hecho de que C' es linealmente acotado y por tanto, este caso
no puede darse.

Subcaso 3. vg = 0. Procediendo analogamente al caso 1 probamos que
existen dos sucesiones de enteros positivos (p,), (¢,) con p1 < q1 < p2 < g2 <

, lim,, p, = 0o, una sucesién de nimeros reales (a;) tales que para toda
1€ N, 0<a; <L para algin L > 0 y una sucesion

Z‘”‘“ Z Tl

equivalente a la base canénica de c¢y.

Fijemos ky € N con 2%% < 1. Note que la sucesién V,, = Zzl:ko Uy, €8
equivalente a la base sumante de ¢g y en particular, es acotada. Mas atn, si
para cada m € N definimos

m qn m 1
Z];Z |— ZZ2%+1— 21;2_ 2pk01<1

n=ko t=pn
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pasando a una subsucesién podemos suponer que t,, — to € [0, 1]. Si ug € C,

por convexidad u,, = (1 — t)ug + Vin € C vy up, N X**/X. Luego K =
conv {u,, } es convexo, cerrado, acotado y no es w*-cerrado. Luego K no es
w-compacto. L]
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Conclusiones

Cualquier subconjunto de un espacio de Banach que no verifica la AFPP
tampoco verifica la FPP, por lo que estas propiedades se encuentran estre-
chamente relacionadas y las técnicas y herramientas desarrolladas sobre la
propiedad de punto fijo aproximada en muchas circunstancias nos permiten
obtener informacion en el estudio de problemas de punto fijo. Tanto la FPP
como la AFPP son de naturaleza métrica, por lo que el hecho de que un
subconjunto de un espacio normado verifique alguna de ellas puede verse
alterado cuando cambiamos la norma del espacio. Debido a que estas pro-
piedades se encuentran relacionadas se podria pensar que existe un vinculo
en la manera en que cambian las respectivas colecciones de conjuntos que
satisfacen una u otra propiedad bajo métricas equivalentes, sin embargo, al
centrar nuestra atencién en esta cuestiéon podemos encontrar una distincién
entre ambas, pues como probamos en el capitulo 2 es posible renormar un
espacio de Banach fijando la clase de conjuntos con la FPP mientras cam-
biamos la coleccién de conjuntos que satisfacen la AFPP.

La AFPP se encuentra caracterizada a través del concepto de acotacién
direccional, y ademas como vimos en el capitulo 4, nos brinda una nueva
manera de entender el concepto de reflexividad. En esta nueva perspectiva
la reflexividad es equivalente a la invarianza bajo normas equivalentes de la
coleccion de conjuntos direccionalmente acotados en un espacio de Banach.
En el caso en que el espacio es reflexivo, las clases de conjuntos linealmente
acotados y con la AFPP coinciden, por lo que la coleccion de conjuntos con la
AFPP no cambia bajo renormamientos equivalentes. En el caso no reflexivo,
siempre es posible modificar esta coleccién renormando el espacio y mas aun,
esto puedo hacerse eligiendo una norma tan cerca como se quiera a la norma
original como probamos en el capitulo 4.

Una de las hipdtesis habituales en los teoremas de punto fijo es la acota-
cién de los dominios considerados, sin embargo, pocos resultados se conocen
sobre la propiedad de punto fijo para dominios no acotados. En la actualidad
se sabe que en los espacios de Hilbert o en ¢y los subconjuntos convexos, ce-
rrados y no acotados no tienen la FPP. Parcialmente se han obtenido algunos
avances sobre este problema en el espacio £, en el que se ha demostrado que
ningin subconjunto convexo, w*-cerrado y no acotado tiene la propiedad de
punto fijo, estableciendo que ninguno de estos conjuntos verifica la AFPP,
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pero como hemos podido probar en el capitulo 5 este hecho depende de con-
siderar c¢g como predual para ¢1, pues hay otros preduales con respecto a los
cuales existen subconjuntos convexos, w*-cerrados y no acotados en ¢; que si
tienen la AFPP, por lo que en general no es posible extender este resultado
a otras topologias w* para este espacio. Esto hace razonable esperar que un
argumento a través del cual se pretenda establecer el probable resultado de
que los subconjuntos convexos, cerrados y no acotados de ¢; no tienen la FPP
implique la construccién explicita de una funciéon no expansiva y sin punto
fijo como en el caso de ¢g, pero este problema aun es tema de investigacion.
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Algunas cuestiones para pensar

1. El teorema (5.3.1) establece que en (¢, ]| - |||) la coleccion de conjun-
tos convexos, w*-cerrados, no acotados y con la AFPP coincide con la clase
de conjuntos linealmente acotados. Procediendo de forma andloga, puede es-
tablecerse que si || - ||« es la norma estudiada en la seccién 5.2 , entonces en
(¢1,] - ||«) sucede lo mismo. Resulta interesante notar que tanto (¢1,]] - |||)
como ({1, || - ||«) son espacios con la FPP. Por esta razén cabe preguntarse si
existe una conexion entre el hecho de que un espacio dual tenga la propiedad
de punto fijo y su coleccién de conjuntos convexos, no acotados, w*-cerrados
con la AFPP coincida con la clase de conjuntos convexos, no acotados, w*-
cerrados y linealmente acotados.

2. jPuede mejorarse el teorema 5.0.1 estableciendo que existe d > 0 tal que
si C' C ¢y es convexo, cerrado, no acotado y 1 < 2 — 4 < b(C') < 2 entonces
C no tiene la FPP ( la AFPP)?

3. En [33] los autores establecen que para cada predual X de ¢; isomorfo
a ¢g cuya distancia de Banach-Mazur a ¢y es estrictamente menor que 3, /4
tiene la o(¢1, X)-fpp para funciones no expansivas.

i, Se cumplird que si X es un predual de ¢; tal que d(X,cg) < 3 entonces la

coleccién de conjuntos convexos, no acotados y (¢, X)—cerrados no tiene
la AFPP (la fpp)?

4. De acuerdo al teorema 5.3.1, en ¢; con la norma de Lin, cada conjun-
to convexo, no acotado y w*-cerrado tiene la AFPP si y sélo si es linealmente
acotado

a) {Tiene alguno de estos conjuntos la FPP?

b) {Existe algtin conjunto no acotado en este espacio con la FPP? v/
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