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SceRE LAS ECUACICNES DE 2 ORDEN DE LA FISICA.

1. Inkroduccidén. El propésito de =sstas netas es dar una

&
versidn simplificada de un trabajo conjunto realizado con El
Lacombae scbre una teorlia desarrollada por E. Tonti. Como =1 titulo
lo indica, se efectuard un sstudio, un tanto oui geneus, de las
pcuaciones de 2’grado que aparscen en la Fisica. La id=a tras
este anilisis es gue muchas de las ecuaciones gue se sncusntran en
fisica estan determinadas por &1 tipo de modelo matemiatico gque se
ha escogideo para la teoria, mis gue por "necesidades fisicas. En
la primera parte de estes notas (seccicnes 2 a 35) dard una
descripcidén mis o menos precisa, peroc ad fwe de la herramienta
matematica necesaria vy en las restantes seccionss aplicaremos

estas caonstrucciones a algunas ecuaciones de 1la fisica.

1. Motivacidn. A manera de motivacidn, enumeremos algunas de

las ecueciones de 2° orden gue aparecen en la fisica: 1a ecuacidn

é%u a%u . 8%u 8%u
. + - . - _ -
de Laplace . axZ avys 0 , la ecuacién de onda 7 3T = o ,

la ecuacidén del calor, la ecuacidn de Einstein, las scuacionss de
Euler-lLagrange , la 2° ley de Newton, etc. . La existencia {y
necesidad) de tantas ecuaciones or 20 orden podria ser
coincidencia, pero lo méds probables &s gue no 1o sea.

FPara tener una idea del andlisis gue se quiere presantar,

consideremos la 2° ley de Newton, § = ma , gue podemos escribir
de manera mas precisa como sigue:
f:d_p_ H =m92<_ = m vy
ac > F dt ’
donde x s 1la posicidn, v 1a velocidad, m la masa, P el
momento lineal, y £ la 1sy de fuerzas del problema. &8i

sustituimos l1a expresidn explicita para p podemos reescribir 1la

ley ds Newton mediante 21 siguients "diagrama conmutativo":

%
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p=mv
A un diagrama de =st= tipo 1= llamaramos diagrama de Tonti, vy

mids adelante dard una descripcidn mds precisa de éstos.
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2. Formas diferencialss. La herramisnta indispensablz para =1

son las Formas difesrancialess. Para

arn&dlisis Que nos proponenos
simplificzr 1a presentacidn darsmos una conscoruccidn formal {s=n =1
zspirity del 1libro de ¥Flanders) vy restringidae a los cases v

Z2.1. Consideramcos [R° c¢on cocrdenadas [%,0203%,) < Una

g—forma difersncial sn K gz pna combinacidn linesal formal dse
[

30 FAXyyaansNn) x9N oL A dy S - .
L2 1-3,
donde + es uvna Funcidén diferenciable, vy sujetas a las
restricociones
g, M.ude, NAoaadn, Meaady, = — dx, Daaade AL adx, Do.ady
. 4\ "J x L? Ty L] "?

] emprz podemos  escoger 1os
indices en porden estricta D procouces simplemsntea
1

t
iguienta, los sleameEnios

{

m i
un cambic d2 signo en la p—formal. Po
de la forma

dx A IP‘i . a 1 5 i (-. s g @ ‘: i S
Y lp -2 P

forman una Ybasa! del espacic ds p—-formas, la cual consia o de
i n ’ : ‘ . .
exactamente {- } elementos. Las O—Formas sg  identifican con

las funciones - difsrencisbles y 5 claro gue no puede habsr
n—formas con P > n o p < 0, a2 meEnos gue las definamos , {y asi
1o haremes) comp identicamsntz cero. Al conjunito de2 las p—formas

en [R" 1c denotaremcs por AR .

Por ejemplo, la siguisents reprsEssnita una 2—-Fforma arbliraria
en [R* @ : 4 _
' w = Fix,v,2) dx Ngle,y,z) dy A hie,y,2) dz .

S w y 7 ' socn . n— v g— Formas, respectivaments, su

producto exterior w N , 85 una (p+g)—Fforma. En el caso =n  gue
w vy 7 socn del tipo (X)) , es decir, si

w=F dx N ... N dy s no=gdx N ... D dx
. 4 1q

L, ’ 'L;, j) Jq




llamacdn difesrsncial sxtericor. Ezte =25 un cperador gue envia
d

o—fornas en (pHl)—formas vy gus =2 defin=2 como sigue: si F 2s una

O—Forma {i. g. una Ffuncidn) gafinimos 4f or
]

SF 8-
gdf = — O3, % ... + z— dux
o, an, "
{e= decir df 25 zmimplemente la difsrencial usual, v &n

narticulzar esto mussira gus no hay probismas cen la terminoloeia).
Si w o5 una p—forma del tipo {32) , definimos dw par

dw = df A cix,L A N A N I

1 Ly

v de nueveo, extendemos esta definicidn por linealidad a todas 1las
p—~formas. )

‘ La diferencial wterior posss muchas propisdadess ﬁara
nuestros fines las dos mas importantss son el llamado lsma ds
Poincerd, que en nuetro caso podeEmos escribir como sigue
Proposicidén. 8i w es una p—forma entonces didw) = d» = © g
esto es, d'%w es la (p+2)—Fforma O . Reciprocamente, si w es una
p—forma tal que dw = 0 , entonces existe una (p-1)-forma n tal

gque w = dn .

MOCTA: En general la propiedad d%w = 0 siempre es cisrta, es
simplements 1la ¥presidn de 1a independencia del orden de
derivacidn en las segundas derivadas parciales mintas. L=

afirmacidn reciproca, gue 85 sensiblemente mas dificil, no es
véadlida si =1 deminio de ¥ no es simplementes conexo.

La otra preopisdad fundamental de la diferencial sexterior es
su relacién con &1  producte extericry é©ésta se preciza en la
siguientz proposicidn {(gue s la versidn para fbrmas de 1la regla
de Leibnitz):

Proposicidn. 8i w o5 una p—forma v 7 es una g—-forma entonces

d{ w Ny ) = (dw) Ny + (-1 w N dp

2.3. La belleza y Fu=srza de este formalismp se perciben
rdpidamente si analizames el caso de las p—formas en R . En
etecto, 81 p = 0 , podemos escriblir simbdlicamente

df =V + + {du,dy,dz)

de meco gue df y YV F  sa destsrminan mutuament=; en ssts sentido
decimes gua seon sguivalsnits=s. E1 p =1 , v w =+ dx + g dy + h dz

1]
3
%]
9]
3
4]
1]
[l
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de modo gus  dw gguivale al rotacionel del campo wvectorial
- s . — A s A,
{¥,-g,? - Finalmenie, si p =2 ; 5 = F dxwfgy + g dwdz + h dywidz

_{ & @ag , 8%
d”‘{@&"é?

-

squivaia a ncia del

]
f
L

R ] dx A dy N dz
de modo ous 47 arge Canpo

]

vectorial
(hy,—g.%) .

De esta forma, wveEmos gue el operador d generaliza a 1ocs

tres operadores cliasicos del analisis vectorial (obviamente, para

p =3 , dw = 0O 2. Asimismo vaerias identidades del analisis

vectorial son consscuencia inmediata del 1=sma de  Poincarg; por
)

ejemplo, diwv{rot £ =0 vy rotigrad i

3. El operador # . Yamos a introducir ashora un importante

operador 1lamado operador # de Hodoe.

Wl

-

« Una de 1as més imporiantes  propiedades de las formas

1
diferenciazles es gue sirven para haczr teoria de

p—formas puaden integrarse spbrs regiones

agui 1a

efecto, las

p—dimensionales orisntadas. Mo nscssitaremos teoria

general, v nos limitarsmps a considerar la siguients construccidn:
Fijemos un orden en las coordenadas da R" 5 (RypeeasXpy) ta

pieni cualguisr orden es  igualmente validol, con 1o gus sa
51 -

determina uria crisntacidén de [R" . f e2s una funcidn gue nunca

s2 a2nula, decimos gue la p-forma

w = F dx, N ... Ay,

determina una forma de volumen en R" (es claro gue este tipo de
formas pueden ser formalmente identificadas con medidas en Rf }.
Decimpns gque w tisne orientacidn positiva si §F > 0 y negativa en
caso contrario. Asi pues, podemos decir gue Ia forma

©y = dity N L.. N odug,

determina la orientacidén de R" ..

J.2. Definimos ahora =21 opsrador #* de Hodge en R"
asociada & 12 mditrica suclidiana v 2 1a orientacidén dada por S
por medio d= las siguiesntss reglas:

#{1) = g 3 2 {w) = {=1)PNP%y w s AT{R™).
#idi, N ... Ndx ) = (-1)%dw. A ... A odx,

i’l ’ i’; 2 Jn-o

4

integracidny -en




donde los indices sstan ordenados en forma cr=cients, Jiseansdng
son los indices complementarics de 1,...5,1, vy o 2s 21 signo
de la permutacidn gue llsva i5:.e3i,050200dn 0 l.0.,0 .

Por construccidn es claro fque % 25 un  operador  gue  manda
p~farmas en {n—-p)-—formas vy gus de hescho 88 un iscmorfismo de AP
en A" . El papel ﬁue tdesempefla 1a métrica en 1a construccidén de
“ no =25 tan claroc, pero s crucialy de heche, s& puede demostrar
guz #% determina completaments a la métrica v a la crientacidn.
Mas adn, dada cuaiguisr forma bilineal simétirica v no degenerada
en R” (y una orientacidén) se tiene definido un operador w o,
FParticularmente importants es 21 caso =2n que la forma tiene 1la
representacidn matricial diagonalizada

-1

gque son las llamadas ssudométricas de Lorentz. Por ejemplo R4
dotado de una sseudométrica de Lorentz es el espacio—tiempo de 1ila
relatividad especial. No daramos aqui la descripcidén completa de
la =» asociada a estas seudométricas, en vez de ello compararemos
las =» aspciadas a 1a métrica euclidiana v a 1a seudométrica de

Lorentz en [R? :

Euclides Lorentz
#2 = (—1yPtn-e? #? = (—1)Ptn-piH
*#(1) = dx N dy 4 #{1) = dx N dy
#{dx N dy) =1 #{dx N dy) = -1
#{dx) = dy # {dx) = dy
# {dy) =. —dx # (dy) = dx

4. El opperador de Laplace-Beltrami. Hay muchas razones para
introducir 21 operador de Hodge; desde nuestro punto de vista 1la
més importante es gue éste nos permitira de?inir 2l operador de
Laplace—Beltrami, gue s la extensidn del laplaciano a las Fformas

difaerenciales.

4.1. Denotemocs por & 21 opperador definido por ia
composicidn siguianta: & = A-=1)"P"™Yads | al gue 1llamaremos
codiferencial. Por construccidn S gnvia p-formas e=sn  (p-1)-—

formas, d2 mods jue las composiciones 8d 'y dé envian p—formas

<.

gn p—Yormas al igu=2l gue su suma A = d& + Sd 3 ést=2 es el



C—Fforma + =i RT :
En primer lugar, s claro gus &% = 0 , por 1o gus A =2
raduces a &d . D sst= medp tEnemos las siguientes lgualdades:
- ar oFf aF oF
of = dx + oy = ROF = '.:;;' dy — o
K ay 2R ay
8% a°
dad+ = (_‘_};;_ i e dw -+ - g EAN dy = Saf = —adadd = —V%’:
O L¥
Es decir, Af = -9 , en donde % denocta al laplaciano usual de

R> . 81 en vez de considerar el pperador = asociado a la métrica
suclidiana consideramos 21 opsrador % asoociado a la ssudoméirica

2

de Loresntz, 25 un ejercicio ficil verificar gue, =n 2 dimensicnes,
cadno a O-—formas da

_ _{aF _.ae%'f"
A ¥‘- | ax* IyE ]

s palabras, en este caso, =1 operador de Laplace-Beltranmi
a

Ffunciones eguivals a2l opesrador de la ecuacidn de onda.

4.2. El gperador de Laplacs—-Beltraml detesraina la scuacidn de

laplace A w =0 0, mas generalments; la ecuzcidn de Ppoissecn
A w =7 . Estas ecuaciocnes socn el prototipo de 1o gque en fisica se
Conoc2 comp ecuacicnes de campo. La idea de introducir campos

parafdescriﬁir ias interacciones Eh ia
mitad del! siglo pasado vy modificd completa
dal universc fisico. En efectn, mediants 1a introduccién de CEaMpGs
podemos visualizar las in c como respusstas ds  1los
“sujetos de prusba® & propiedades intrinsecas de 1los objestes
fisicos: de estz medo asocciado a la masa se2  tiene el campo
gravitacinnal, asociade a la carga sldcitrica =1 'campo‘ 2léctrico,
etc.. Comb versmos més.adelante, la diferencia  de comportamiento
de= las ecuaciones de campo naturales en el espacio euclidiano v el

mento £lave de la relatividad,

[
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Tonti. Vamos a2 introducir de una manera mas

iza =] mclde dondes acomodarsEmos las constructionzss gu= hemos




estudio de las scuacicnss d2 1a flsicaa.

=implificar la preszntacidn, =n wvez da dar 1la

i

a n
detinicidn g=neral en n dimensipnss de 1o gue esntsndemcs por wn

, daremos la escritura sxplicita d= éstos para el

oiagrama de Tont
caso de 2 dimensiones,.
Supongamos entonces gue hemos Fijade en R? una crientacidn vy

una métrica (o ssudomstrical, de modo gus t=neEmcs un operadaor %

)

O
de Hedge asociado. E1 diagrama de Tontl corraspondisnte es

entences:

formas pares formas imparos
*
- o~formas {:—} > Cj 2-formas
N r_ "1"
ac
ca

d J, med T a
-iormae -
»c da .
4 | 2Smie } s

&
1 2-formeas G > g 3 o-formas

5
- - - >
acuccLonNe®as constrttutives

1

i-formas

{j

BHOROVO0= 06

Los diagramas de Tonti para otras dimensiones son  anidlogos,
simplements varia el namero de reanglones. '

En la siguiente secc ion explicaremos gue significan  1los dos
tipos de ecuaciongs gue apare:en en ©l1 diagramag pero antes es
conveniente aclarar gue significa la Yconmutatividad® de 1los
diegramas. En general é&sta debe interpretarse como sigue:

supangamos que tenemos una ecuacidn constitutiva gue relaciona una

p—forma o con una {n-p)-—forma & , digamos & = f{w) , v se sabs=
gue w = dnp § entonces se tiesne una relacidn constituiva entre n
vy df 4, que es simplemente df = d¥f{dm s relacidén a la gue

lliamamos con &1 nombrea gendrico de ecuacidn de campo. Asi por
ejemplo, la ecuacidn de campo relacionada con la 2° lsy de Newton
es simplements £ = ma . En ocasiones, sin embargo, s& tienen
gcuacicnes constitutivas en dos nivelss consecutivos; en tal caso,

la conmutatividad del diagrama se entiends en 21 ssntido usual.

&. Las scuacicones de la fisica. Es necesario hacsr una brave
discusidn schre la naturaleza de 1las ecuacicnes de 1a fisica,
tebido a2 gqus 2=stas scn d= varics tipos muy distintos entre sf{. En
zzta2 punto apar=scera tambidén 1a importancia "gendricas® de las
——t —_—— i e e -

ZECUESCIONES = L CIrCENa.



~

$.1. A 1z simples vista del diagrama s claroc gue sxisten al

menos dos tipos de escuaciones “slsmentalss" a considesrar: las

r h
horizentalzs. Las escoaciones topoldgicas son =n ~ realidad

formas gque reoressentan a las magnitudes fisicas; las ecuaciones
constitutivas, en cambin, scn  ecuacionss  gue dEpEnden' de 1los
medios %fsicos, que en general deben dsterminarse empiricaments,
gue involucran a la métrica {(=n general a través del cperador ¥ )
vy que puedén“ser ne lineales. Como ejemplio de este tipo - ds
ecuaciones esta la va men:innada_reléciéh entre la veiacidad y =3
momento lineal, asi como las leyes d= fuerzas de fendmencs

especificos {(como las leves de Hook=, de Coculomb,de 1la gravitacidén

newtoniana etc.) o, 1las llamadas ecuaciones constitutivas del

electromagnetisma, qde' relacionan a los campos  eléctricos vy
magneticos. o ‘

&.2. La estructura de los diagramas'muastra tambidn como s&
cmnstituyen En~ general las ecuaciones da campo, ‘mediante un
proceso '.éémejante a la construccidn del operadeor ©  de.
LLaplace—-Beltrami {(de hecho, sxcepto por un-signqﬂ éste corresponda

a considerar como ecuciones constitutivas a la aplicacidn de % ).

- Mas generalmsnte, si consideramos  ecuacicnes constitutivas

lineales (0 si efectuamos una aproximacidn lineal & una ecuacidén

constitutiva dada) las etuaciones de2 campo gue s2 cbhtienen son-

sizmpre ecuaciones de Poisson. Por otra parte, 1 lema de Peoincaré

provee una clasa de ecuacionses de s=gundo orden gque tambigén son de
gran importancia en la practica, gue podemos llamar ceon el nombre

gendrico de ecuaciones de continuidad o de conservaciéni en

efecto, si una cantidad w satisface la relacién dw = .0 <
"raciprocamente®, si. satisface W = dn , =ntonces l1a cantidad se .
"copnserva®. Mas @ adelants daremos  algunos ejsmplos de este

principio.

7. Ejemplcs. En los siguisntess figuras mostramos algunas

cuacionaes fundamentalies de 1a fisica analizadas segdn 81 mdiodo

=
de Tonti. Es convenients hacer nctar quz no todas las cantidadses
gue aparescen sn “1los diasgramas de2 Tontl tisznen interpretacidén
fisica {debido a la condicidn o = 0 ), : |

=
=]




ANALIRIZ PT LA LIY DE GCRAVITACGION UNIVIRIZAL DI NIWTON

s loy de gravilc.cién univerasal de Newvion exXpraac la
intercceidn grovilacional anire des  objeton puntucles de masas =

y m ruespectivaments segin la lsy de fuerzas

= o= 6 M m 2
TE
donde ?‘ es el vector guae une o8 cusrpoes v r la  norma de osle
y Q ee una constants  univeresal, =i  observamoes que la fuerza se
puede emcribir como
F=Anm
donde ol campo veclorigl A es ol campo gravitacional debide a
M (gquoe on esto caso coincide con la acelerccidn, v que cdemés
1.
vemes gque o lsy de gravilacidn puede estudiarse como una teoria
de caompo en el @esentide gque hemes descrile arriba. Come  la  ley de
Mewion ablo describe ta interaccidn de objetos puntuales os
conveniente  introducir la densidad ds masa p= ’ definide por la
ecuacidn
M=4an [ o av
donde Vv ez el volumen que ocupa M . Peodemos enlonces reescribir
en ié&rminos de | P la ecuacidn de la gravitecidn universal como
sigue
vl ¢ = —4m7 p
que es la ecuacidén des FPoisson en su centexte original. Regresando
chora al lenguaje de formas diferenciales, cbservamos que <
coerresponde o una O-forma, A o una 1-forma, b’ =] a una a-forma
en Rr* . Lo matrica es la maétrica euclidiarna usual v la
orientacidn est& dada por la forma de volumen dxMdyfdz .
Con eatos consideraciones, el diagrama da Tonti para la

. - .- . -
ocuccion de graviiacidn nevtoniana queda:

* e
potencial l & 7 . o 3 densidad
vitacional . ’ de mas
gra ecuaciLon — @

d l ) T d
de Poisscon
aceleracidn A y . M densidad
gravitacional o ; de flujo

——-;D—-q» )

!
O

DIACRAMA DX TONTI PARA LA GRAVITACION NIWTONIANA

v
B
Ly



ANALIZBIRE DT LAT ICUACIONER DEL ZLEICTRACMAONITISEMO

bk slociromegnetismo clasice oe ra2sume BN los 2cuacicnoes do

e

Maxwell, ZEn nolccidn wveclorial estics scuccionss scon

LAE ZOUACIONIS DE MANWELL

- G D = 4m o ey do Ocuse) ; Y 3 E = -3z (loy de Faradeyy
: -
—_— . . 2D - ‘
” ¥V B8 =0 ; 7% H =47 4+ T Loy de Amp@re—-Maxvel L)

Lo= campos eliciricos = v . D EY relacionan eniro ai por la
ecuocidn constilutiva D = &= . Los campos mognaticos =L
rslacionan por la ecuccidn constituliva =3 = 3 .

formas pares. formas impares
funcidn de norma '
—_—
(gauge fresdom) X
¢ ec. de continuidad

4- potenczal . —_— 4-corriente
' l ec. de ) - .
L [Fssn) (e emogine

campo de Maxwell —_—s | G campo dual de Maxwell

ec. homogéneas |  ec. consti~ 4
tutiva,
—

bicgrama de Tonti pare el elciromagnetisme

‘ ‘ ‘formas pares formas fmpares
. | o -

@
(A) = [¢] ——= ) H
o : ' ecde
- 4lPozssonl
q I I——ﬂ@ I

" ecuacion

o . .constztutzva . D
. — . .

Diagreme de Tonil parce lo alecirostliicc
v au relaciin con el olscircinagneliiamo




2., Para concluir guisizra plante=ar la pra=gunta gue d=2 hecho es
b Ead =
la gue motiva estes estudin, a sabsr gué tan general =25 21 mdtodo
ce Tonti? Evidentementz la raspuesta a ssta pregunita no 25 nada
- L bl

trivial ero investigsr la cusstidn ipda ser Tructi fero. Como
3

z2izmplo de los beneficios gue pusdsn obitsnerse considesrsmos =l

p2
iy
-

s iente problema didactico: supongamos que deseamos  estudiaruna
disciplina fisica con la cual sstamos poco Ffamiliarizados,digamos
la t=oria de la relatividad, y supongamos también gus ten2mos un
busn conocimiento digamos del =slectromagneatismeo. Podemos entonces
tratar de construir los diagramas de Tontl ascciados a estas des
teorias vy trataer de entender 1ps fendmenos gue ocurren  en
gravitacidn compairandolos con ios va conocidos del
slectromagnetismo. Aungue hacer sxplicito este procedimiento seria
muy complicado, si vales la pena mencionar gue se puede establecer
un paralelo mas o mencs natural entre las ecuaciones de Maxwell v
la aproximacidn lineal a la scuscicon de Einstein (la ecuacidn de
Einstein es la ecuacidn basica de la gravitacidnld, vy mediante esta
analogia resulta patente gua la gravitacidn newtoniana s a la
ecuacidn linealizada de Einstein 1o gue la electrostidtica ss a las

eruaciones de HMaxwell.
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APENDILCE: FORMAS DIFERENCIALES EM ELECTROMAGBNETISHMD

ales s0on la
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Comp h=mos indicado, las Formas

Usando aste
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herramienta natural nara la teoria de

ag diferenciales

i
<k
9]
=
3

ine
hecho mostraremos como  {y por gug) 1a
aparescen en el elctromagnetismo. ‘
Recordsmos primeramente las mdgnltud== v relacicnes
Iundamentalec que aDareren ‘en electromagnetismo: '
‘En prlmer iugar tenemos las cargas EléCLTICdS- La necidn de

carga eleczrlca es tan bésica como 1a de masa Yy de hecho, xisten

1

muchas semajanzas entr=2 ambas, aunque mbién s=se praesentan
diferencias fundamentales: por sjemplo, las cargas  puntqa1Es =1
atrasn entre si de acusrdo & 1la ley de Coulomk, gue es

completamente anidlocga & 1a ley de gravitacidn universal de Newton.

De acuerdo a la notacicn usual, denctamps por g la carga total
contenida en un volumen v perg, dado gue: deseamos incluir
fendmencs macroscopicos, introducimos la densidad de carga - 2.

detinida por: _ .
q=4ﬁ_§' o dv .

En completa analogia con 21 caso de las maSus,‘se.tienen“ las
d=finiciones de campo v patenc#al EléCgFlCG, denptadpos E pYS @
respectivamente, v relacicnados entre si por la scuacidn

. v ¢

Las cargas &n movimisnto pruducéh corrientest eléctricas;y 1la

relacidn precisa entre las dos magnitudeé S8 expresa, en £1 caso

macroscopico, por 1a llamada scuacidn de continuidads:

. @
Ve 3= 5

donde j denota la densidad de corriente.

Las corrientes Eléttficas, v 'ésta es la diferencia
fundamental con el caso gravitacional, generan campos de induccidn
magnética, denotados por B . Usualmenfe s2 considera gue E vy B
soh las campos fundamentalss dz=l electromagnetiémcg'pues desde €l
punto de vista de la mecinica newtoniana, el ‘movimi=nto de las
particulas car gad = =2 determina a travss de la lesy de fuerzas de
Lorentzz ' | '

F =g {E + V'X.B) a

donde =~ denciz la velocidad de la particula de carga g Y F




dencta la fuerza gus se =jerce sobres €sta debida a los campos E
v B oa

Finalmentz, 1pos efzcitcs macroscépicos {originados en 1a
préactica por la conceEntracidén de grandes cantidades de particulas
nuntuales, como eliechtrones o protones) se describen por la  accidn
de dos campos adicionales, =21 desplazamiento eldctrico D y 1la
intensidad de campo magnético H . En general 1los campos D vy H
se relacionan con los campos £ v B 5, -~mediante ecuaciones
constitutivas lineales del tipo

D =¢ E 3 B =uH .

dande 1os escalares & vy g , llamades permitividad elécirica vy
permeabilidad magnética respectivamente, son funciones del medio
v, bazados en el enfoque de la mescéanica newtoniana, D vy H son
considerados objetos derivados. Sin embargo, desde 21 punto de
vista de la teoria de campo este enfogue no es 21 mas natural; es
preferible considerar ios 4 campos como cantidades igualmente
fundamentales: D v H miden entonces la respussta  potencial de
un medio dado a 1a presencia de 1os campos E \% B
respectivamente. La dinamica de estos campos se rige entences por

las eruaciones de Mauwsil:

V- I = 471 p (ley de Bauss)
V< E = — g% (iey de Faraday)
Y- B =0 {ausencia de monopalas magﬁéticos)
¥V H = 47 jJ + g% {ley de Ampeére-Maxwsll)
v esta teoria es tal wvez el modelo matematico gque mayor

confirmacidn experimental ha rscibido.

En vez de dar aqul una descripcidn exhaustiva de estas
magnitudes o de las técnicas experimentales gue S usan para su
medicidn, citaremos las definiciones de los campos
glectromagnéticos, tal como se encuentran en un  tratada cléasico
sabre e1 tema {(en la ocurrencia "Electricity and Magnetism®,

de F. W. Sears , Addiscon—Wesl=zy, 1944):

"La diferencia de potencial entre los punios A vy B es
igual a menecs la integral de lineEa de la intensidad eléctrica E
del punto A al punto B {(=2s decir, =s menas el trabajo por unidad
de carga efsctuado por la fusrza Electrcsté{i:a)." {Sears pag.

‘55.) En simbcolos, llamando 7 a la trayectoria guz une 1os puntos
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P(A) — ${B) = ~ j Ee dr .
-
+
"La intsgral de supsrfici=2 de 1z compeonsnits normal de D
socbra una superficis cerrada 3 = igual & 1a carga libre
gncervratcta en 5 .M {p. 183) Esta g5 1a ley de Bauss =i forma

integral y la férmula es sntonces:
Do dg = .
§é D* n =

_ "la derivada con réspécto 21 tiempo del Flujc magndtico a
traves de una Suﬁer%icie {es decir la integral de superficie de la
componente normal del Qectar de cahpo magnético) == igual a 4
la fuerza electromotriz efectuadz en la frontera de la superficis
{gue es el irabajo por unidad de carga efectuado por el campo
eléctrico a2 1o large de la frontera de la supsrficis). (pag; 183)
Estz es 1a ley de Faraday. T ‘ '

- B nes =2 $, £ dr .

"lLa integral de iinea‘de H ébbre un circuito cerrado 7y €=
iguzl a la corrient2 neta de magnetizacidn en 1la super%i:ié
encerrada por ¥ {1z gue s2 puedes definir én t€rminos de 1la.
densidad de corrisnts j Y. (p. 357.)

Esta es la iy de Ampsre {(en Fforma integrall, en 1a forma 2n

gue Ampdre -la enuncid originalmentes; notemos gue la ecuacidn de

 MaXHEl1 correspondi=snte incluyg un término extra, la 1lamada

corriente de desplazamisnto; esta correccidn se dsbe a Maﬁﬂell.

_ El punto Fundamental en esstas definiciones es gue 1las
magnitudes basicas del slectromagnetismo son objetos gue €2
integran a lo alrgo de trayectorias, superficies, etc., es
decir, matemiticamente hablando deben interpretarse como formas

diferenciales v no como campps vectoriales. De hecho, si siemprs

es posible' identificar campos vectoriales con i—formas

diterenciales {aungue la identificacidén no &s natural, ya gue sa
requiere de 1z introduccidn de una m@trica riemanniana), la
identificacidn de campos vectoriales con 2—formas s31o =5 posible

en dimensidén 3, de modo que esn particular =sta identificacidn es

imposibls 81 gusremos trabejar  dentro del marco de la relatividad,
donds la varisdad de base &8s de dimensidn 4 . Més adn, =as
necesarioc insistir Bsn gus 2stas  definicionss no sonn simples
bt - 3 -7 = 5 -l S - 13 F - - vy - —

sguival=sncizs matematicas” con las definicipnes ususlss de 1os




campos electromagnéticos; son, de hecho, la exprasidn matemdtica
da las tdcnicas experimentaless usadas para la medicidn de  estas
magnitudes. E1 problema s gue l1os rcampeos veCciorialss son més

a
+iaciles de visualizar intultivamente gue las formas difergnciales.
=]

Asi un Ririmer anidlisis de estas magnitudes muestra u
2 h g
c

a) o es una 3—forma y no un Ccampo escalar {zs decir una
O—formal.

b E- es un & 1-forma ~v, siempre gue 1 campo sea
conservativo, ¢ es una O-forma cuya diferencial es E . La

atirmacidén que E£ s conservativo significa gque E &5 una Fforma
vacta, pero como muestra la 1ey de Faraday, en gsneral no es
siquiera cerirada.

c) D es una 2-forme vy, gracias al teorema de 5Stokes, vemos
gue su diferencial es la I—forma o , &sta es la ley de Bauss.

d) BE es una Z2—forma v la lesy de Maxwell gue postula 1a no
existencia de monopolos magnéticos dice que B es cerrada.

e) H es una {—Fforma vy j una Z2—-forma, relacionadas entre si
par la iey de Ampere.

La otra conclusidn fundamental que resulta de este andlisis
es que las leyes de Mawwell imponen relaciones entrs2 p-formas vy
{(3—p)—Fformas. Esto muestra que el operador »* desempella un papel
clave en 21 electromagnetismo. De hecho, las mediciocones de 1los
campos eléctricos o magnéticos provesn una manera de determinar la
g=ometria local del espacio tridimensional vy, experimentalmente,
se verifica que ésta es euclidiana.

Por supuestoy, todo este anidlisis  debe modificarse si
desarrollamos una teoria para el espacio-tiempo. En este caso, las
magnitudes se identifican con formas diferenciales en dimensidn 4

v 1a métrica que resulta es (localmente!? 1la de Lorentz.

!
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