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0 
SCBRE LAS ECUAC:o?--.;Es DE 2 ORDEN DE LA FJSlCp,, 

1. Introducci6n. El prop6sito de estas notas es dar una 

versi6n simplificada de un tr2.bajo conjunto realize:do ccn E. 

Lacomba sobre una teoria desarrollada per E. Tonti. Ccmo el titulo 

lo indica, se efectuara un estudio, un tanto ouU ge~, de las 

ecuaciones de ~ grBdo que aparecen en la fisica. La idea tras 

este analisis es que muchas de las ecuaciones que se encuentran en 

fisica estan determinadas par el tipo de modele matematico que se 

ha escogido para la teoria, mas que par "necesidades fisicas". En 

la primera parte de estas notas (seccicnes 2 a 5) dare una 

descripci6n mas a menos precisa, pero ad hqc de la herramienta 

matematica necesaria y en las restantes secciones aplicaremos 

estas construcciones a algunas ecuaciones de la fisica. 

1. Motivaci6n. A manera de motivaci6n, enumeremos algunas de 

las ecuaciones de 

o!lu 
de Laplace ~ + 

. vX . 

~ arden que aparecen en la fisica: la 

o2 U aau 

ecuaci6n 

oy2 = 0 ' la ecuaci6n de onda ax2 at.l = 0 

la ecuaci6n del calor, la ecuaci6n de Einstein, las ecuaciones de 

Euler-Lagrange , la ~ ley de Newton, etc. La e~d stenci a <y 

necesidad) de tantas ecuaciones or den podria ser 

coincidencia, pero lo mas probable ~s que no lo sea. 

Para tener una idea del analisis que se quiere presentar, 

consideremos la ~ ley de Newton, 

de manera mas precisa como sigue: 

:f = d? 
dt 

donde x es la posici6n, 

; 

y 

p 

la 

f = ma , que podemos escribir 

dx = m dt = m y 

velocidad, m la masa, p 

momenta lineal, y la ley de fuerzas del problema. 

el 

Si 

sustituimos la expresi6n explicita para p podemos reescribir la 

ley de Newton mediante el siguiente "diagrama conmutativo": 

::X 

l .... 

p=my 

f' 

i 
p 

d 
dt 

A un diagrama de Este tipo le llamaremos diagrama de Tonti~ y 

mas adelante dare una descripci6n mas ~recisa de estos. 
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2. Formas diferencial::s~ indispensable para el 

en~lisis que nos proponemos sen las -for mas di -fes-2nci .alEs .. Para 

simplificar la presentaci6n daremos una construcci6n fcrmal Can el 

espiritu del libro de Flanders) y restringida a los cases y 

oro,oiedades o~e necesitar~mo~. . . 
2.1. Consideremos ~n con cocrdenadas (Xl;.'"~"J)<n) Una 

p-·For_ma di ·F2renci al en [Rn as una cornbi naci 6n 1 i ne.=.l -Formal d8 

objetos del tipo 

(;;t) 

don de f es una funci6n diferenciable, y sujetas a las 

res·tri cci ones 

La formula anterior muestra que siempre podemos escoger los 

indices en orden estrictamente creciente Cesto produce simplemente 

un cambia de signa en la p~fDrma). Per consiguiente, los elementos 

de la forma 

1 < -- l 
:1 

< .... :. < i :S n 
p 

-forman una '~base 11 del espacic de p-formas, la cual cons'c.a de 

exactamente ( -~ ) elementos, Las 0-formas se identifican con 

las funcicnes · difsrenciables y es clara que no puede haber 

p-formas con p > n o p < 0 , a menos que las definarnas ~ Cy asi 

lc haremos) como identicamente cera. Al ccnjunto de las p-farmas 

en !R'"' lo denotar-emos par AP(J:R'"') 

Per ejemplo, la siguients representa una 2-forma arbitraria 

en !R::l : 

Si w y TJ son p- y q- fcrmas, respectivamente, su 

praducto exterior w A TJ , es una (p+q)-forma. En el case en que 

w y TJ son del tipo 

w = f dx_ i\ 
\.1 

<:n !I es decir, si 

i\ dx. 
~:~ 

su producto exterior se escribe simplemente 

,/;~,) Mu /\ '4.-.j,..,. 
JJ 

y 2xtendemos esta defini=i6n por linealidad. 

1\ dx. 
Jq 

2.2. Las formas diferenci=.les tienen un operador casi .<. • m.::.g1co, 

que extiende a la derivada de funcicnes en un ~entido muy preciso, 

. .., 

-~-~-- ---~--~-~- ~~--- -- ~--~-~~------~--------- -----·-----------~ ---------------



llamado diferencial exterior. Este es un cperador que erwi a 

p-iorm~s en Cp+l)-formas y que se define como sigueg si 

0-forma (i. e. una funci6n) , definimos df per 

- .£7f 
d-t = - d!{ 1 + 

8:< 1 
c- a a -}-

£;1" 
-- dx 
,.4\.J n 
'V" ... 'n 

-f 

{ es deci;'" df es simplemente la diferencial usual, 

es ur.a 

particul6r esto muestra que no hay problemas con la terminologia). 

Si w es una p-fcrma del tipo ( :~) , def i ni mas dw par 

y de nuevo, extendemos esta definici6n per linealidad a todas las 

p-·formas. 

La di -Ferer.ci al exterior posee muchas propiedades; para 

nuestros fines las dos mas importantes son el llamado lema de 

Poincar~~ que en nuetro case podemos escribir como sigue 

P?-oposi ci6n. Si w es una p--Forma entonces d <dw) = daw = 0 ; 

esto es, d~w es la Cp+2)-forma 0 • Reciprocamente, si w es una 

p-forma tal que dw = 0 , entonces existe una <p-1)-forma ~ tal 

que w = d-ry • 

NOT<~~ En general la propiedad daw = 0 siempre es cierta, es 

simplernente la expresi6n de la independencia del arden de 

derivaci6n en las segundas derivadas parciales 

a-firmaci6n recipr-oca, que es sensiblemente mas dificil, 

valida si el dominic de f no es simplemente conexo. 

La 

no es 

La otra prcpiedad fundamental de la diferencial exterior es 

su relaci6n con el producto exterior; esta s2 pr-ecisa en la 

siguiente proposici6n <que es la versi6n para farmas de la regla 

de Leibnitz): 

Proposicion. Si w es una p-forma y ~ es una q-forma entonces 

d { w 1\ T/ ) = < dw) i\ T/ + ( -1 ) P w A d~ 

2.3. La belleza y fuerza de este formalismo se perciben 

rapidamente si analizamos el caso de las p-formas en ~~ En 

efecto, si p = 0 , pcdemos escribir simbolicamente 

df = 'V f · < d~{, dy, dz) 

de modo que df y 9 f 52 determinan mutuamente; en este sentido 

decimos que san e~uivalentes. Si p = 1 , y w = f dx + g dy + h dz 
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d!:? modo que dw eql.!iva1e al ro"tacional d c1 
~ ... campo vectcF"ial 

l ~ ,_' 
'1.7 '-g, ll' 
en·tonces 

( ah 
d7] = ~ -

\. 0~< 
cg + i:J-F J· d}: i\ dy l\ dz 
ey oz 

de modo que dn equivale a la divergencia del 

(h,-g~f) • 

campo vectorial 

De esta forma, vemos que el cperador d generaliza a los 

tres operadores cl~sicos del an~lisis vectorial (obviamente, para 

p = 3 3 dw = 0 ). Asimismo varias ideniidades del an~lisis 

vectorial son consecuencia inmediata del lema de Poincare; per 

ejemplo, div(rot f) = 0 y r-ot<grad ~) = 0 

3. El operador • • Vamos a introducir a~ora un impor-tante 

operador 11 amado op"erador ~lt de Hodge. 

3.1. Una de las m~s importantes propiedades de las formas 

diferenciales es que sirven pafa hacer teoria de integraci6n; en 

efec"to, las p-formas 

p-dimensionales orientadas. 

pueden integrarse sabre 

No necesitaremas aqui la 

regiones 

teari a 

general, y nos limitaremos a considerar la siguiente construcci6n: 

Fijemos un arden en las coordenadas de 
' 

(a. 

1~~~ cualquier arden es igualmente valioo), con . l~o que 52 

determine una crientaci6n de ~n • Si -f es una funci 6n que nunca 

se anula, decimas que la p-fcrma 

w = f dx, 1\ 

determina una forma de volumen en ~n (es clare que este tipo de 

farmas pueden ser ~ormalmente identificadas can medidas en ~" ). 

Decimos que w tiene orientaci6n positiva si f > 0 y negativa en 

case contrario. Asi pues, podemos decir que la forma 

We = d}{l i\ • • • 1\ d~n 

determina la orientaci6n de ~n 

3.2. Definimos ahara el operador de Hodge en 

asociado a la m$trica euclidiana y a la orientacion dada por Wo 

per media de las siguientes reglas: 

4lC1)=(!)o; 

~ ~ M'( i\ ..... 
~- i.., 

= <-1)<7dx. J\ 
J,. 



dcnde los indices est~n crdenados en forma creciente? j 1 ' 0 
• • ' j n-p 

son lcs indices camplemen·t.arios de iD~""'iP y o es el signa 

Per ccnstrucci6n es clara a••·=> .-- ·llt es un cperadcr que manda 

p-formas en <n-p)-fcrmas y que de hec~o es un isomorfismo de AP 

en An--,. • E1 papel que desempe~a 1 a metri ca en 1 a constr-ucci 6n de 

~ noes tan clara, per-o es crucial; de heche, se puede demostrar 

que * determi na compl etamente a 1 a metri ca y a 1 a or-i en·taci 6n. 

Mas aun, dada cualquisr -forma bilineal simeti-ica y no degener-ada 

en lRn Cy una or-ientaci6n) se tiene definido un oper-ador 

Par-·ticularmente impartante es el case en que la forma tiene la 

r-epr-esentaci6n matr-icial diagonalizada 

que san las llamadas seudometricas de Lorentz. Par ejemplo 

dotado de una seudometrica de Lorentz es el espacio-tiempo de la 

relatividad especial. No daremos aqui la descripci6n completa de 

la ~ asociada a estas seudometricas, en vez de ella compararemos 

las ~ asociadas a la metrica euclidiana y a la seudometr-ica de 

Lorentz en I:Ra : 

Euclides 

* < 1) = dx 1\ dy 

.-.. (dx 1\ dy) = 1 

• (d~<) = dy 

~ (dy) =. -d~< 

Lorentz 

* < 1> = dx 1\ dy 

""(dx 1\ dy) = -1 

*(dx) = dy 

* (dy) = d:< 

4. El operador de Laplace-Beltrami. Hay muchas razones para 

intr-oducir el oper-ador- de Hodge; desde nuestro punta de vista la 

mas impor-tante es que este nos per-mitira definir el operador de 

Laplace-Beltrami, que es la extension del laplaciana a las for-mas 

diferenciales. 

DenotEmos par 6 al aper-ador- definido per la 

composicion sigui2nte! 6 = al que llamaremos 

codiferencial~ Per construcci6n Envia p-formas en (p-1)-

fcrmas, ds modo ~ue las compcsiciones od y do envian p-formas 

en p-fcrmas al igual que su suma A = db + 6d ; este es el 



cperador de Laplac~-Beltrami asociado a la a en cuesti6n. Para 

V(?r- el port.~u0 de es·ta -t.ermi nol ogi a~ ccnsider2mos 21 efecto d:el 

ooeradcr de Laplace-Beltrami, ascciado a la o euclidiana? en una 

0--Fol~:na 

En primer lugar~ es clare que 6f = 0 , per lo que se 
,. ' 
00 0 

d-f 
· o·F 

=- d!< r:Jx 

mode _.cenemos las siguientes igualdades: 

o-F 
=- dy 

Ox 
o-F 
iJy 

= -~f 

Es decir, nf = -~f , en donde ~ denota al laplaciano usual de 

R~ • Si en vez de cansiderar.el operador • asociado ala metrica 

euclidiana consideramos el operador ~ asociado a la seudometrica 

de Lorentz, es un ejercicio facil verificar que~ en 2 dimensiones, 

el operadcr de Laplace-Beltrami aplicado a O~formas da 

!l f = - -f &·
11

f .o12
f J 

t a~<..: oy2 

en otras palabras, en este case, el operador de Laplace-Beltrami 

aplicado a funciones equivale al operador de la ecuaci6n de onda. 

4.2. El operadar de Laplace-Beltrami determina la ecuaci6n de 

Laplace ~ w = 0 o, mas generalmente, la ecuaci6n de Poisson 

~ w = ~ • Estas ecuaciones son el prototipo de 16 que en fisica se 

conoce como ecuaciones de campo. La idea de introducir campos 

para describir las interacciones en la fisica intervino hacia la 

mitad del siglo pasado y modifico completamente nuestra concepcion 

del universe fisico. En efecto, mediant:: la introducci6n de campos 

¢ademos visualizar las interacciones como respuestas de los 

a propiedades intrinsecas de los objetos 

fisicos~ de es.:t-2 modo asociado a la mas a se .._ . 
. LJ.ene el campo 

gravitacional, asociado a la carga el~ctrica el campo el~ctrico, 

etc.~ Como veremos mas adelante, la diferencia de comportamiento 

de las ecuaciones de campo naturales en el espacio eu~lidiano y el 

espacio de Minkowski es .quiza el elementc clave de la relatividad, 

de·sde un pun:to de vista fi si co. 

5. Diagramas de Tontia Vamos a introducir de una manera ~as 

precisa el molde donde acomodaremos las construcciones que hemos 

cbje-tos cl.§.sicos en ·topologi a algebr2ic.a) :por ejemplo~ y el merito 

de Tonti reside sabre todo en l.a acli=.aci6n q~e hace de ellos al 

-------~·-·---------···- -·-·----------



estudio de las ecuacicnes de la iisica. 

5.1. Para simplificar la presentaci6n, en 'IEZ d:: dar la 

definici6n general en n dimensicnes de lo que entendemos par un 

diagrama de Tcnti, daremos la escritura explicita de ~stos para el 

caso de 2 dimensiones. 

Supongamos entonces que hemos fijado en R• una crientaci6n y 

una rr.e·tri ca (o s_eudome·tri ca) ~ de modo que t;:memcs un operador ~ 

de Hodge asociado. El diagrama de Tonti correspondiente es 

entor.ces: 

formae parea forma3 impar~e 

c=3 * c=3 e .... o-forma.e ) 2- for mas 
c. 

L~c d~ J d l 
... d t campo I 0 ------p 

t' c=3 
¢ 

CJ :1.-forma:e !!. -to rmas 
0 l 00 d~ J ~ 

d l ca.mpo T d 0 ------ . c. 
a CJ 

¢ 

CJ 2-formas o-f or mas 
v 

ecuacionee cons~itutiva.e 

Los diagramas de Tonti para otras dimensiones son analogas, 

simplemente varia el numero de renglones. 

En la siguiente secci6n explicaremos que significah · los dos 

tipos de ecuaciones que aparecen en el 

conveniente aclarar que significa la 

diagrama; pero antes es 
11 conmutatividadu de los 

diagramas. En general 6sta debe interpretarse como sigue: 

supongamos que tenemos una ecuacion canstitutiva que relac~ona una 

p-forma w con una Cn-pl-forma ~ , digamas e = f(w) , y se sabe 

que w = dry ; entonces se tiene una relacion constituiva entre ~ 

y d~ ~ que es simplemente d~ = df(d~) ' 
relaci6n a la que 

llamamos con el nombre generico de ecuaci6n de campo. Asi par 

ejemplo, la ecuaci6n de campo relacionada con la 2a ley de Newton 

es simplemente ~ = rna ~ En ocasiones, sin embargo, se tienen 

ecuaciones constitutivas en dos niveles consecutivos; en tal casa, 

la conmutatividad del diagrama se entiende en el sentido usual. 

b. Las ecuaciones de la fisica. Es necesario hacer una breve 

discusi6n sobre la naturaleza de las ecuacicnes de la fisica, 

cs-bidD a qus sstas son d2 varies tipos muy dist.intos entre si. En 

este punt~ aparecer~ ta~bi~n la importancia ngen~ricau de las 

7 



6.1. Ala simple vista del diagrama es clare que existen al 

menos dos tipos de ecuaciones ~elementalesu a considerar: las 

ecuaciones topol6gicas, representadas por las flechas verticales, 

y l~s ecuaciones constitutivas, representadas por las flechas 

horizon-tales. Las ecuaciones topol6gi cas son en realidad 

simplemente el resultado de aplicar el operador diferencial a las 

formas que representan a las magnitudes ~isicas; las ecuaciones 

constitutivas, en cambia, son ecuaciones que dependen de los 

medias fi~icos, que en general deben determinarse empiricamenta, 

que involucran a la m$trica (en general a ·trav-i>s del operador *- ) 

y que pueden ~er no lineales. Como ejemplo de este tipo de 

ecuaciones est.a la ya mencionada relaci6n entr-e la velocidad y el 

moment.o 1 ineal, asi como las leyes de fuerzas de fen6mencs 

especificos (como las leyes de Hooke, de Cculomb,de la gravitaci6n 

newtoniana etc.) o, 

electrcmagnetismo~ 

magns·ti cos a 

las llamadas ecuaciones cor.stitutivas del 

que relacionan a los campos elsctricos y 

6. 2a La es·tructura de los diagramas muestra tambien como se 

constituyen en gene~~~ las ecuaciones de campo, mediante un 

prcceso semejante a la construcci6n del operador - de 

Laplace-Beltrami (de heche, excepto par un signa, ~ste corresponde 

a considerar como ecucior.es constitutivas a la aplicaci6n de • )~ 

Mas generalmente, si consideramos ecuaciones constitutivas 

lineales (o si efectuamasuna aprcximaci6n lineal a una ecuaci6n 

constitutiva dada) las et:uaciones de campo que se obtienen son 

si:::mpre ecuaciones de Poisson. Par otra parte, el lema de Poincare 

provee una clase de ecuaciones de segundo arden que tambien son de 

gran importancia en la pr~ctica, .que podemos !lamar con el nombre 

generico de ecuaciones de continuidad o de canservaci6n; en 

efecto, si una cantidad w satisface la relaci6n dw = .0 6 
' 

"ret:i procamen·te", si satisface w = d~ , entances la cantidad se 

"conserva". Mas adelante daremos algunos ejemplos de 

principia. 

7a Ejemplcs. En los siguienb~s figuras most.ramos 

ecuaciones fundamentales de la fisica analizadas seg6n el 

este 

algunas 

.m:;;.todo 

de Tonti. Es conveniente hacer nctar que no tod~s las cantidades 

que apa;ecen en los diagramas de Tonti 

f!sica Cdebido ala condici6n da = 0 ); 

8 
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Lc. 

i.nt.c-rc..cci.on 
de gravi.tc.cicn de N~vion lc. 

::.4 grc.vi.tc.ci.onal. do3 objet.os 

l.ay de- .ful!1rz= 

punl.ua.l.ea de 

y m 

dondo 
y 0 

-jlo 

r ea et vector que 
uno. conl:liant~ 

P'Jede eecribir como 

F = 

una toe 
univoroa.l.. 

G M m...,. 
r 

:a 
rr 

cuerpos 
s\. 

Y r 
obeerva.moe 

F = A m 

La. norma 
to. 

de 
fuerza ee 

campo veciori.o.L A ea el. campo gra vi t.a.cionat a 

G t1 A = -'Y ¢ = -'V 

vemos que La Ley de gravUa.ci.on puede eesludi.anse 
que he-moe deecrito arriba. 

como una. L8or~a 
do campo en el. cscnt.i.do 
Ne'ufion eol.o descri.be- La i.nlerc.cci.on de objet.o!!3 

conveni.e-n!.e i.nt.roduci.r La 

e-cuo..ci.on 

densi.do..d mesa. 

M = 4rr J p dV v 

donde V ea 

en ierminos 
eigue 

eL 

de 

voLumen que- ocupa 

p La. ecua.ci6n 

u 
de l.a 

VZ ¢ = -4rr p 

Podemos 

gro. vi.t.a.cion 

como La. L<:>y de 
punt.ua.Lea es 

deHni.da por La 

enlonces reescribi.r 
unive-rsal como 

q\le as La e-cuc.ci.on de Poisson en eu oont.exio originaL. Regresa.ndo 
ahora at Lenguaje- de forma.e di.ierenoi.al.es, observc.moe 

=rresponde a una o-forma, A a una :f.-forma, y p 

en fR~ La m~t.ri.ca. e-e to. m6-t.ri.ca eucl.i.di.a.na 
ori.e-nt.a.ci.6n est.6. do..da por l.a forma d.a- vol.uman d..x.l\:iyl\iz , 

que 

a una 
ueua.t 

-;> 

a-forma 
y La. 

con &St.c.s consi.dara.ci.ones, el. di.agrama · de Tonti pa.ra La 
ecuo..ci.on de gravi.ia.ci.6n nevt.onia.na quecla: 

l!J 
~ 

~] p.ot.enci.al. d&neida.d 

gra.vi. t. a.c i.onaL 
o&cua.oi.on 

<!-: de m~a 

d 1 de Poi.eeon T d 

a.celera.ci.on l:J 0 dene i.da.d 

gra.vi.ta.ci.onat 
) 

d.:;. ftujo 

l T 
0 0 
I T ..,. 

0 C) 
DIAORA::.1A D:E TON'!':: ?A:RA LA GRA'VITAC:ION N:E'ii'TONIANA 

9-



Loe 

e-cuo-e\.on 

r~to.ci..ona.n 

D == 

j 

ca.mpol::l et~i:ri..coe z y 

cone5i.i..i.u t. iva. D = 
po:r '!.a. ecu=i..on cons!.i..t.ut.i..va. 

r ormas pares 

funcion. de norman 
(gauge freedom) ~ 

~ 

4-potencial 0 
I 
v 

D 

·&·E 

53 

ee retc.ci..onc.n 

:Loe~ co.mpoe 

= ;..<H . 

formas impares 

t ec. de continuidad 

[ 4rr* J J 4-corriente 

"[ ec. inhomogeneas 

ontro ' B\. ;po:r 

mc:..gnei i..co~ 

campo de Maxwell 0 
ec. homogeneas .j. * 

0 campo dual de Maxwell 

[iJ 
.j. 

~ 

ec. consti­
tutiva. 

t 

0 
t 

------;~ GJ 
Di..c.gta.ma. ® Tont.i.. pa.ra. e'!. el..ct.:r(i;>ma.gnel..i..smo 

formas pares formas impares 

GJ 
t 

@~@] 
.j. + t t 

0~0-E""-. --+0~0 
.j. .j. ecuaci6n t t 

[Jm) ~ ~constitutiva 0 ~ 0 
.j. + t t 

(•m) ~ (•m) ----+ GJ ~·~ 
Di..c..grc.mc. da ':l'cnt'i. s:>c..rc. 1.c. eh.."Ct::-o:.:.t.C.ti..ca. 

y .3:.! :1'!:t1.=i..cn con eL ~t~ct::-cmc.gT;""'Li..$rnO 

l'J 

Lc. 

a"' 



8. Para ccncluir GUisiera plantear la pregunta que de heche es 

1 a que moti va estJ: estudi o, a saber ql..!S ·tan g:::neral es el me-J::odo 

~e Tonti? Evidentemente la respuesta a esta pregunta nc es nada 

trivial~ perc inves-t.i gar 1 a cuesti6n pueda ser ·h-uct.i f ere. Ccmo 

ejemplo de los beneficios que pueden obtenerse ccnsideremos el 

siguiente problema did~ctico~ supongamos que deseamos estudiaruna 

disciplina fisica con la cual estamos poco familiarizados,digamos 

1 a teori a de 1 a rel a·ti vi dad, y supongamos tambien que tenemos un 

buen conocimiento digamos del electromagnetismo. Podemos entcnces 

tratar de construir los diagramas de Tonti asociadas a estas dos 

teorias y tratar de entender los fen6menos que ocurren en 

gravitacion comparandolos con los ya conocidos del 

electromagnetismo. Aunque hacer explicito este procedimiento seria 

muy complicado, si vale la pena mencionar que sa puede establecer 

un paralelo mas a mencs natural entre las ecuaciones de Maxwell y 

la apraximacion lineal a la ecuaci6n de Einstein Cla ecuacion de 

Einstein es la ecuaci6n basica de la gravitaci6n), y mediante esta 

analogia resulta patente que la gravitaci6n newtoniana es a la 

ecuaci6n linealizada de Einstein lo que la electrostAtica es a las 

ecuacianes de Maxwell. 
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APENDICE: FORMAS DIFERENCIALES EN ELECTROMAGNETISMO. 

Como hemas indicado, las formas diferenciales son la 

herramienta natural para la tecria de integraci6n. Usando estE 

heche mostraremos como <y par que) las -formas diferenciales 

aparecen en el elctromagnetismo. 

Recordemos pl~imeramente las magni ·tud2s y 
, . re_,_ e.cJ. ones 

fundamentales que aparecen en electromagnetismo: 

En primer lugar tenemos las cargas electricas. La noci6n de 

carga electrica es tan bAsica como la de masa ~i de heche, existen 

muchas semejanzas en~tr-s ambas, aunque .1- ' • - .. ,_amr:nen se presentan 

diferencias fundamentales: par ejemp~o, las cargas puntuales se 

atraen entre si de acuerdo a la ley de Coulomb, que es 

completamente an~loga a la ley de gra~itaci6n universal de Newton. 

De acuerdo a la notaci6n usual, denotamos per q la carga total 

contenida en un ~olumen v perc~ dado que~ deseamos incluir 

fen6menos macrosc6picos, introducimas la densidad de carga p 

definida par: . 
1 

q = 4rr fv P dV 
En ccmpleta analogia con el case de las masas, se tienen las 

defin1ciones de campo y potencial electrico, denotados E 

respectivamente, y relacionados entre si par la ecuaci6n 

E = 'V ¢ 

Las cargas en movimienta producen corrientes electricas; la 

relaci6n precisa entre las des magnitudes se expresa, en el 

macrosc6pico, par la llamada ecuac~6n de confinuidad: 

. ap 
"1• J = at 

donde j denota la densidad de carriente. 

caso 

Las corrientes electricas, y est a es la diferencia 

fundamental con el caso gravitacional~ generan campos de inducci6n 

magnetica, denotados par B • Usualmente se considera que E y B 

son las campos fundamentales del electromagnetismo, pues desde el 

punta de vista de la mec~nica newtoniana, el moVimienta de las 

particulas cargadas se determina a trav~s de la ley de fuerzas de 

Lorentz; 

F = q <E + y X B) 

donde Y dencta la velocidad de la particula de carga q -Y F 
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denota la fuerza que se ejerce scbre ~sta debida a los campos E 

Y B n 

Final men-t.:=~ los efectos macrosccpicos (originados en la 

practica par la concent~aci6n de grandes cantidades de particulas 

puntu.ales~ como electrones o protones) se describen par la accion 

de dos campos adicionales, el desplazamiento elGctrico D y la 

intensidad de campo magnetico H . En general los campos D y H 

se relacionan con los campos E 

constitutivas lineales del tipo 

y B , -mediante ecuaci ones -

D = s E ; B = ,u H 

donde los escalares s y ,u , 'llamados permitividad electrica y 

permeabilidad magn~tica respectivamente, son funciones del media 

y, basados en el enfoque de la mecanica newtoniana, D y H son 

considerados objetos derivados. Sin embargo, desde el punta de 

vista de 1 a teori a de campo es·te enfoque no es el mas natural; es 

preferible considerar los 4 campos como cantidades igualmente 

fundamentales: D y H miden entonces la respuesta potencial de 

un media dado a la presencia de los campos E y B 

respectivamente. La din~mica de estos campos se rige entonces par 

las ecuaciones de Maxwell: 

V· D = 4n p 

'Yx E = - as at 

(ley de Gauss) 

<1 ey de Faraday) 

V'· B = 0 <ausencia de monopolos magneticos) 

'lx H = 4rr J + aD 
at 

y esta teoria es tal vez 

<ley de Amp~re-Maxwell) 

el modelo matematico que 

confirmaci6n experimental ha recibido. 

mayor 

En vez de dar aqui una descripci6n exhaustiva de estas 

magnitudes o de las tecnicas experimentales que se usan para su 

medici6n, citaremos las definiciones de los campos 

electromagneticos, tal como se encuentran en un tratado clasico 

sabre el tema {en la ocurrencia "Electricity and Magnetism", 

de F. W. Sears, Addison-Wesley, 1946): 

"La diferencia .de ~otencial entre los puntas A y B es 

igual a mencs la integral de linea de la intensidad electrica E 

del puntc A al punto B (9s decir, es menos el trabajo per unidad 

de carga efectuado por la fuerza electrostatica)." (Sears pag~ 

·55.) En simbolos, llamando y ala trayectoria que une los puntas 
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"La integral de superficis de la compcnente normal de D 

sobrs una superficie ~errada 

encerrada en S • " (p. 183) 

s es igual a la carga 

Esta es la ley de Gauss en 

integral y la f6rmula es entonces~ 

d) D• n dS = q .... s 

libre 

forma 

"La deriv~da can respecto al tiempo del flujo magnetico a 

trav~s de una superficie (es decir la integral de superficie de la 

componente normal del vector de campo magnetico) es igual a menos. 

la fuerza electromotriz efectuada en la frontera de la superficie 

Cque es el trabajo _per unidad de carga efectuado par el 

electrico a lo largo de.la frontera de la superficie). (pag. 

Esta es la ley de Faraday.· 

campo 

183) 

d s B• 
dt s 

"La integral de linea de H sabre un circuito cerrado r es 

igual a la corriente neta de magn~tizaci6n en la Sl,J.perficie 

encerrada par r {la que sa puede definir en tarminos de la 

densidad de corriente j ) . " {p" 357.) 

Esta es la ley de Ampere (En ,forma integral), en la forma en 

que Amp~~e ~a enunci6 originalmente~ notemos que la ecDaci6n de 

Ma}O·iell correspondi ente i ncl uye un b§rmi no extra, la llamada 

corriente de desplazamiento; esta correcci6n se debe a Maxwell. 

El puhto fundamental en estas definiciones es que las 

magnitudes basicas del electromagnetismo son objetos que se 

(ntegran a lo alrgo de trayectorias, superficies, etc., es 

decir, matematicamente hablando deben inte~p~etarse como formas 

diferenciales y no como campos vectoriales. De hecho, si siempre 

es posible· identi-ficar campos vectoriales con 1-formas 

diferenciales (aunque la identificaci6n no es natural~ ya que se 

requiere de la introducci6n de una rne"C:ri ca ri emanni ana) , ·1 a 

iden·tificacion de campos vectcriales con 2--formas s6lo es posible 

en dimension 3 ~ de modo que en particular es·ta identificaci6n es 

impcsible Si queremos trabajar-dentro del marco de la relatividad, 

donde la variedad d~ base Es de dimensi6n 4 es 

necesario insistir en que estas definiciones no son simples 

"eqt..!ival:?nci=.s ma·tema:':icas" con las definiciones usuales de 1.os 
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campos el ectromagneti cos; son J ce hecho, 1 a e~{pr2si6n matem~:ti ca 

de las t~cnicas experimentales usadas para la medici6n de estas 

magnitudesm El pl~oblema es que los campos vect.oriales son mas 

i~ciles de visualizar intuitivamente que las formas diferenciales. 

Asi~ un primer analisis de estas magnitudes muestra que: 

a) p es una 3-forma y no un campo escalar <2s decir una 

0-forma) m 

b) E- es un a 1-forma -y, siempre que 

conservative, ¢ es una 0-forma cuya diferencial 

afirmaci6n que E es conservative significa que E 

exacta, perc como muestra la ley de Faraday, en 

siquiera cerrada. 

el campo sea 

es E La 

es una forma 

general no es 

c) D es una 2-forma y, gracias al teorema de Stokes~ vemos 

que su diferencial es la 3-forma p , esta es la ley de GaussQ 

d) B es una 2-forma y la ley de Maxwell que postula la no 

existencia de monopoles magneticos dice que B es cerrada. 

e) H es una 1-forma y j una 2-forma, relacionadas entre si 

por la ley de Amp8re. 

La otra conclusion fundamental que resulta de este analisis 

es que las leyes de Maxwell imponen relaciones entre p-formas y 

{3-p)-formas. Esto muestra que el operador ~ desempefia un papel 

clave ~n el electromagnetismo. De heche, las mediciones de los 

campos electricos o magneticos proveen una manera de determinar la 

geometria local del espacio tridimensional y, experimentalmente, 

se verifica que esta es euclidiana. 

Par supuesto~ toda este analisis debe modificarse si 

desarrollamos una teoria para el espacio-tiempo. En este case, las 

magnitudes se identifican con formas diferenciales en dimension 4 

y la metrica que resulta es <localmente) la de Lorentz. 
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