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Introduccion

La estabilidad es un concepto fundamental en fisica. Desde un punto de vista simplista, se dice que
la estabilidad es la propiedad que tiene un cuerpo de permanecer en un estado de equilibrio o de
regresar a él tras haber sufrido una perturbacién. El entendimiento sobre lo que es la estabilidad es
formado intuitivamente, cada dia, conforme se incrementa la experiencia y comprensién del mundo
que nos rodea [ ].

El analisis de estabilidad es una de las tareas primordiales en la planeacién de experimentos y en
la operacién de proyectos, segin sea la aplicacién fisica del sistema que se analiza. Es importante
hacer el andlisis porque con la informacién obtenida se pueden realizar simulaciones con las cuales
se observa la respuesta de un sistema fisico o biolégico a pequenas alteraciones. Con esto es posible

determinar los parametros para los cuales la estabilidad de una solucion puede ser conservada o
perdida | ].

Al estudiar la estabilidad de un sistema dindmico lo que interesa saber es el comportamiento de
alguna solucién del tipo estado estacionario (puntos de equilibrio, orbitas periédicas, ondas soli-
tarias, ondas periddicas, etc.) cuando pequenas perturbaciones se introducen a dicha solucién. Si
estas perturbaciones crecen a medida que transcurre el tiempo, entonces se dice que la solucién es
inestable. De lo contrario, si las pequenas perturbaciones decaen en el tiempo, entonces la solucion
es estable | |. El analisis de estabilidad que se realizard en este trabajo de tesis estard
enfocado en la estabilidad e inestabilidad modulacionales.

La inestabilidad modulacional puede considerarse como un criterio al momento de clasificar el com-
portamiento cualitativo de ondas moduladas tales como paquetes de ondas. El paquete de ondas,
también llamado envolvente, es una superposicién lineal de ondas, la cual puede tomar forma de un
pulso y se desplaza de forma relativamente compacta antes de dispersarse, esto en caso de que la
velocidad de fase sea diferente a la velocidad de grupo. A este fenémeno se le llama dispersiéon. En
muchos sistemas en los cuales las ecuaciones dinamicas admiten soluciones periddicas, representadas
por trenes de onda, es posible que se presente inestabilidad modulacional bajo ciertos parametros.
La inestabilidad modulacional se presenta cuando perturbaciones oscilatorias son introducidas a
estados estacionarios de tipo tren de onda, las cuales generan un crecimiento exponencial en la
amplitud de la onda, conforme transcurre el tiempo, lo que a su vez genera un rompimiento en la
envolvente | ].
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La teoria sobre inestabilidad modulacional comenzo casi de manera simultanea, y paralelamente, en
los campos de hidrodindmica y electromecanica (éptica no lineal) al comienzo de la década de los
sesenta del siglo pasado. En el afio 1965 Whitham sugirié el promedio variacional para ondas cuasi-
periédicas (Ecuaciones de Conservacién de Whitham). Estas ecuaciones describen las modulaciones
en trenes de onda lineales y débilmente no lineales. En ese mismo anio Lighthill con ayuda de estas
ecuaciones estudio la evolucién de ondas débilmente no lineales en aguas profundas. Los resultados
de estos estudios fueron los primeros en mostrar la existencia de inestabilidad modulacional para
ondas débilmente no lineales en aguas profundas. En 1967 Benjamin y Feir confirmaron por medio
de experimentos la existencia de inestabilidad modulacional para ondas no lineales en superficies de

agua [Scott], | J

Los analisis y resultados descritos en el parrafo anterior fueron validos solamente para los periodos
de crecimiento inicial, pues las ecuaciones de Whitham, tal como fueron aplicadas por Lighthill,
llevaron a singularidades en las soluciones dentro de un tiempo finito. Entonces, los esfuerzos fueron
dirigidos a la busqueda de ecuaciones validas para tiempos més largos. En 1972 Hasimoto y Ono
mostraron que la evolucién de trenes de onda no lineales en aguas profundas puede ser modela-
da por medio de la ecuacién no lineal de Schrodinger y recuperaron los resultados obtenidos por
Benjamin y Feir. Finalmente en el ano de 1975 Yuen y Lake mostraron que la ecuacién no lineal
de Schrodinger es una consecuencia de las ecuaciones de Whitham. Sin embargo, en 1967 Benney
y Newell fueron los primeros en estudiar la ecuaciéon no lineal de Schrodinger para un contexto
general, pero desconocido para muchos investigadores en el estudio de ondas en aguas profundas de
aquel tiempo. Para mayores detalles consulte las referencias [ ], [ Al 1,
asi como las referencias ahi sugeridas.

La ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS) es una ecuacién prototipica de las ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales y dispersivas. En los iltimos 40 afios, dicha ecuacién ha aparecido en
diversas areas de la fisica y el andlisis matematico, entre otras. Encontramos la ecuacién no lineal
de Schrodinger mayormente en estudios sobre la propagacion de la luz a través de fibra optica no
lineal y en los estudios sobre ondas en el agua, como los mencionados anteriormente.

Un articulo que explica los efectos de la inestabilidad modulacional para la ecuaciéon NLS es el
realizado por [ ]. En este articulo se reportan las observaciones de inestabilidad
modulacional de ondas de luz en cierto material, usando un laser y fibra éptica, entre otras conside-
raciones. Se menciona que los resultados obtenidos concuerdan con las predicciones tedricas que se
realizaron al modelo. Se concluye con la frase: “La inestabilidad modulacional puede presentar un
problema para la comunicacién 6ptima de una senial a través de una fibra”. Es decir, una aplicacion
del analisis de estabilidad de soluciones es la orientada al control de la calidad en el envio de senales.

En la referencia [ | se explica que la inestabilidad modulacional puede ser la
responsable de la formacién de concentraciones localizadas de energia, lo que a la vez produce agi-
taciones de gran amplitud en moléculas de ADN.
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La ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS) en su forma estandar es:

ZOu(x, t) 18%(:1;, t)

ot 2 o2 ﬂ:|u(x,t)|2u(:v,t) = 0, (1)

en la cual usualmente las variables reales z y t representan las coordenadas de espacio y tiempo,
respectivamente. El signo positivo o negativo en el tercer término de la ecuacién (1) indica si se
trata de la ecuacién no lineal de Schrédinger enfocante o desenfocante | 11 ].

Una de las soluciones de la ecuaciéon NLS son soluciones del tipo onda plana, y tienen la siguiente
forma:

u(x,t) = Aellhr—wt), (2)

Una de las razones que permite clasificar a la ecuacién NLS dentro de los sistemas dispersivos es el
tipo de solucién que admite.

El presente trabajo de tesis se centra en el analisis de estabilidad e inestabilidad modulacional de las
soluciones de tipo onda plana para las ecuaciones no lineales de Schrodinger continua y discreta. Es
de interés estudiar el comportamiento de soluciones de tipo onda plana a las cuales les son introduci-
das pequenas perturbaciones en la amplitud, y en la amplitud y fase simultaneamente. Si cualquiera
de las soluciones perturbadas permanece cerca de la solucién que se propone originalmente, para
todo tiempo t positivo, decimos que la solucién original es estable, de otro modo decimos que la
solucién original es inestable.

En este trabajo de tesis se utilizan dos versiones para discretizacion de la ecuacién no lineal de
Schrodinger, en donde se discretiza la variable espacial z, las cuales son:

» La lattice de Ablowitz-Ladik (A-L),

Oup(t) 1 o Unt1(t) + un—1(t)
Y 1 (0) = 2ua0) + 1 (0] = (PR
» La ecuacién no lineal de Schrédinger Discreta (DNLS),
Ouy(t 1
) e (1) = 2 (1) 1 (0] — (1) P (1), (@

Para los esquemas anteriores se proponen soluciones de tipo onda plana de la forma:
an(t) — Aei(né—wt)’ (5)

donde A es una constante real que representa la amplitud, y § = hk.

Adicionalmente, existen esquemas discretos para la ecuacién no lineal de Schrédinger en el cual se
discretizan la variable espacial x y la variable temporal ¢. El esquema con el cual se trabajara es el
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método de Crank-Nicolson linealizado, el cual es:

1 1
i — ) = — H[(U%tl = 2up ! 4 up ) + (upy g — 2up, + u%—ﬂ]
m m 2 2
3 w1 g
— oAt §|um| - §‘um ’ 2 )

para el cual p = (AA;)Q .

Supodngase que el esquema anterior admite soluciones de la forma
an = Aempn, (6)

en la que A es una constante real para la amplitud, § = kAz y r = e WAL,

La pregunta que se buscard responder en este trabajo de tesis es: ;Qué sucede con la estabilidad de
las soluciones (2), (5) y (6) cuando se les introducen pequenas perturbaciones, ya sea solamente a
la amplitud o a la amplitud y fase de manera simultanea?

Para contestar esta pregunta, en el caso continuo, se propondré la soluciéon perturbada:
w(z, t) = W(a,t) + eP(a,t), (7)

en la que |¢] << 1,y P(x,t) es una funcién que representa la perturbacién introducida a la solucién
(2), ya sea perturbacion en la amplitud o en la amplitud y fase (esto se verd a detalle en el capitulo 3).

El pardametro que servira para determinar cudndo una solucién es estable o inestable modulacio-
nalmente, serd la distancia entre la solucién de la ecuacién y la solucién perturbada. Para ello, se
usard la norma de la diferencia entre las soluciones u(z,t) y a(z,t), esto es:

lu(z, ) —a(e, )| = |lu(z,t) + €Uz, 1) — alz, t)]|
= |el[|U (2, 1)]].

Es decir, el comportamiento de la norma de la diferencia entre la solucién (2) de la ecuacién NLS
y la solucién perturbada (7), definird si la solucién es estable o inestable modulacionalmente. La
norma que se empleara sera la norma de maximo.

Esta idea es muy importante, pues es la que se seguird a lo largo del trabajo y bajo la cual se reali-
zard el andlisis de estabilidad para las soluciones de la ecuacién NLS continua, y de manera andloga
proponiendo soluciones perturbadas en amplitud y amplitud y fase para los esquemas discretos:
Ablowitz-Ladik, DNLS y Crank-Nicolson linealizado, en caso de ser posible.

De acuerdo a los casos que seran analizados y a las herramientas utilizadas, el presente trabajo de
tesis se encuentra organizado como sigue:
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1. Transformada de Fourier: En este capitulo se revisaran los conceptos basicos relacionados
con la transformada de Fourier.

2. Ondas Dispersivas: En este capitulo se explicara qué son los sistemas dispersivos, se incluyen
definiciones relacionadas con este tema y se explica cudl es la relacién de estos sistemas y el
analisis de Fourier.

3. Inestabilidad Modulacional: En este capitulo se explicard de manera detallada el concepto
de estabilidad e inestabilidad modulacional.

4. La Ecuaciéon no Lineal de Schrodinger y su Andlisis de Estabilidad: Este capitulo
contiene el analisis de estabilidad de las soluciones para la ecuaciéon NLS continua.

5. La Ecuacién no Lineal de Schrédinger discreta y Anélisis de Estabilidad: De manera
andloga, este capitulo contiene el andlisis de estabilidad de las soluciones para la ecuacién NLS
discreta.

6. El Esquema de Crank-Nicolson Linealizado: El esquema de Crank-Nicolson es una dis-
cretizacién para la ecuaciéon NLS diferente a la del capitulo anterior. De igual forma aqui se
realizard un andlisis de estabilidad de soluciones para el esquema de Crank-Nicolson lineali-
zado.

Al final de cada capitulo en el que se realiza el analisis de estabilidad se mostrara una tabla informa-
tiva sobre los diferentes casos para los cuales se realizé el anélisis y en las cuales se podré observar
las condiciones bajo las cudles las soluciones presentan estabilidad o inestabilidad modulacional.
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La Transformada de Fourier

1.1 Series de Fourier

En 1822 Joseph Fourier publicé la Teoria analitica de calor, en la cual explica cémo varia la tempe-
ratura con el tiempo en los puntos de una placa bidimensional. La explicacion que Fourier expuso
consistiéo en una suma de senos y cosenos, cada uno de ellos con una frecuencia multiplo de una
frecuencia base, lo cual conocemos como serie de Fourier. La idea de representar problemas com-
plejos como suma de funciones sencillas tuvo aplicaciones en areas distintas a la termodinamica.
Hoy en dia ésta es una herramienta casi indispensable en campos de la fisica y la ingenieria | ].

Las series de Fourier son una herramienta de las matematicas que nos permite representar una fun-
cién periddica y continua a trozos en términos de las funciones seno y coseno. Las series de Fourier
son series trigonométricas cuyos coeficientes se determinan a partir de una funcién f(z) | ].

Sea f(x) una funcién periddica, definida en el intervalo —7 < x < m. Supongamos que f(z) puede
ser representada en términos de la siguiente serie trigonométrica,

1 . .
flz) = 540 +;(ancosnx+bnsmna:), (1.1)
para la cual
1 ™
anp, = — f(z)cosnx dz, n=0,1,2,.. (1.2)
™ —Tr
1 s
b, = — f(z)sinnx dz, n=1,2,.. (1.3)
™ —Tr

A la serie trigonométrica (1.1) con coeficientes dados por (1.2) y (1.3) se le conoce como serie de
Fourier. A los elementos a,, y b, se les conoce como coeficientes de Fourier.

Las series de Fourier también pueden ser escritas en forma compleja. Esto se hace con la finalidad

de simplificar algunos cédlculos al momento de trabajar con ellas. Para hacer este cambio utilizamos
la identidad de Euler:

e = cosf + isinb.
Por la identidad de Euler tenemos que,
1 . .
cosnr = i(emx +e "),
1 . ‘
sinnz = (eM* —e ).

2i



2 Capitulo 1. La Transformada de Fourier

Utilizando las identidades anteriores, podemos escribir la serie de Fourier (1.1) de la siguiente
manera,

flx) = Z cne'™, (1.4)

donde los ¢, son los nuevos coeficientes de la serie de Fourier representada en nimeros complejos,

n S 7rj‘"(;zc)e_im”dav. (1.5)

~ o -

Los coeficientes de Fourier a,, by, y ¢, estan relacionados de la siguiente forma,

%ao, paran =0
cn = 4 3(an — iby), paran >0
t(a_p +ib_y,), paran <0.

A partir de ahora, cuando se mencione la serie de Fourier, nos estaremos refiriendo a la serie de
Fourier compleja.

Por otra parte, observemos que si f(x) es una funcién continua y continuamente diferenciable a
trozos para —7 < x < 7, y si ademds f(z —7) = f(x 4+ 7), es decir, f(z) es periédica, al momento
de expresar f’(x) en términos de una serie de Fourier, tenemos que,

oo
, o
f (x) — E Cneznx’
n=-—00
en donde los ¢, tienen la siguiente forma,
1 K

Cn = o f(x)e™ ™% dz,

—T

Véase que los ¢, cumplen lo siguiente,

= 1 " / —inx _ 1 —inx
o=s | @ = f)e

= incy,

- (—m)217T/ f(z)e " dx

donde los ¢, son los coeficientes de la serie de Fourier correspondientes a f(x).

Andlogamente si f(x) es expandida como una funcién periddica de periodo 27, y es dos veces
continuamente diferenciable, entonces

f”(.’L‘) _ i(in)aneirw'

Es decir, derivar a la funcién f(z) dos veces es equivalente a multiplicar los coeficientes ¢, de la

serie de Fourier para f(z) por —n?.




1.1. Series de Fourier 3

Por lo tanto, diferenciar una funcién periédica, de periodo 2w, corresponde a multiplicar cada
coeficiente ¢,, de la serie de Fourier por la cantidad in,

o0

fl(z) = Z (in c,e™)

n=—oo

en los intervalos de convergencia uniforme.

La propiedad anterior puede ser considerada como la més importante de los coeficientes de Fourier,
ya que permite relacionar las derivadas de una funcién f(x) con polinomios en n. Usando este he-
cho es posible reducir un gran ntimero de ecuaciones diferenciales parciales, cuyos coeficientes sean
independientes de z, a una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Hasta este punto sélo se han considerado funciones de periodo 27w. Es un hecho que en las apli-
caciones no todas las funciones periddicas tienen periodo 27, y existiran funciones peridédicas que
tendran otros periodos. Para la teoria de las series de Fourier la transicién de trabajar con funciones
de periodo p = 27 a funciones de periodo p = 2L, es en esencia un alargamiento de la escala.

Para representar una funcién f(z) periddica, continua a trozos en un intervalo —L < x < L como
una serie de Fourier, simplemente se introduce la variable 2’ = Tz, —7 < 2’ < 7

ro=1(5) = 3 @)

n=-—oo
para la cual los coeficientes ¢, son:

1 (7 L -
Cn = — f (x’) e " dy!.
T

2 J_,

Regresando a la variable x se tiene,

o0
s

fl@) = Y dlemic, (1.6)
n=-—oo
con coeficientes cq(iL) dados de la siguiente manera,

1 [F o
(L) _— —inTx
c, 5T /Lf(x)e L. (1.7)

Los coeficientes ¢\’ definen a la funcién f(z) dnicamente en el intervalo (—L, L). Para mas detalles

consulte las referencias | I, 1 ].

Andlogamente al caso en el que f(x) es una funcién continua de periodo p = 27, para las funciones
con periodo p = 2L también se satisface el hecho de que derivar f(x) corresponde a multiplicar




4 Capitulo 1. La Transformada de Fourier

su representacion en series de Fourier por un cierto factor. Para observar lo anterior, primero se
representa a f'(z) en la forma de la ecuacién (1.6),

o0

fl@) = Y APemic, (1.8)

n=—oo

en la que 7,(1L) son los coeficientes de la serie de Fourier para la funcién f/(z), y tienen la forma:

1 [f o
S 2L/L]‘“'(alr)e_mbﬁtdac. (1.9)
Resolviendo la integral que aparece en (1.9) con la férmula de integracién por partes, resulta
L) 1 [F o
= ! —inTx
771 - 2L /—Lf(w)e L dZL‘,
L L

1 ST 1 .o
= 57 (f(:c)e‘mf’”) » ~ 57 » f(zx) (—m%) e Ty

1 4 . ; L o
- - [f(L)e”” - f(—L)eW] + QZL”LW/L f(z)em v da

3

—

~1)

= U@ - S(-D) +inTen(E),

cuando f(L) = f(—L) la expresién anterior se reduce a,

'y,(lL) = in%cg).

Sustituyendo el valor de 'y,(LL) en (1.8), se obtiene,

o0
T o
fl(z) = Z infcgf)emfx.
n=-—o00
En otras palabras, los coeficientes C%L) dados en (1.7) también satisfacen la propiedad de que di-
ferenciar una funcién f(z) de periodo p = 2L corresponde a multiplicar dichos coeficiente por el
factor inm/L, como sucede con los coeficientes ¢,, para una f(z) de periodo p = 2.

1.2 Transformada de Fourier

Como ya ha sido mencionado, las series de Fourier son una herramienta matematica, las cuales se
utilizan para abordar problemas en los que intervienen funciones periédicas. Sabido es que en la
mayoria de las aplicaciones intervienen funciones no periddicas.

El objetivo de esta seccién es explicar como se generalizan las ideas de las series de Fourier para po-
der ser aplicadas en funciones no periédicas y decir en qué casos es posible hacer esta generalizacién.
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Considérese que f(z) es una funcién no periédica, definida para = en el intervalo (—o0,00), y
que f(z) puede ser determinada en término de los coeficientes c,(lL) sobre cualquier subintervalo
(=L, L). Ahora se intentara determinar f(z) sobre todo el intervalo (—oo,c0), tomando limites

cuando L — oo.

Suponiendo que f(z) es absolutamente integrable, es decir, que la integral ffooo | f(x) | dz converge,

(L)

entonces para los coeficientes ¢, se satisface

(L) Ll ~inTE
A

<or |t

—00

(L)

lo cual tiende a cero cuando L — oo, es decir, el limite de cada coeficiente ¢y, es cero (versién
simple del lema de Riemann-Lebesgue, para mayor detalle consulte la referencia | D).

Como se pudo observar, carece de utilidad calcular en primera instancia el limite de cﬁf) cuando
L — o0, pues dicho limite resulta ser cero. Esto implica que los coeficientes cglL) de la serie de

Fourier para f(z) tienden a cero cuando L tiende a infinito. En vez de eso, consideremos el limite
de 2L07(1L). Si se fija n, entonces n/L — 0 cuando L — oo, de este modo

st
> L dx,
L—oo L—oo

_ /_ Z Flz)da.

El limite anterior es una constante, sea m dicha constante. Como consecuencia a lo anterior no se
puede determinar de manera tdnica a f(z), pues podria existir una funcién g(x) diferente a f(x),
para la cual el resultado de integrar g(x) con respecto a z sobre el dominio (—o0, 00) sea la misma m
que resulta al realizar la integral para f(z) sobre el mismo dominio. Para mayor referencia consultar

[ I [ J

L
lim 2LcF) = lim / f(x)e™™
—L

Obsérvese que cuando L — oo el conjunto de los nimeros de la forma “* (con n = 0,%1,42,...),
se vuelve cada vez més denso sobre la recta real. Sea fr(x) cualquier funcién periédica de periodo
p = 2L que puede ser representada como una serie de Fourier, como se vio anteriormente,

o0

f@)= Y dPenis

n=—oo

(L)

Haciendo el cambio de variable &k, = 5 y sustituyendo el valor de ¢;, ", resulta

0 L
fm) =3 % /_ (e e, (1.10)

Ahora se define Ak de la siguiente maneras:

(n+1)m nw
Ak=Fhyy — k= 2T T T
i L L L
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Entonces se tiene que 1/L = Ak /7, sustituyendo esto en la ecuacién (1.10) se obtiene

o

1

L . .
fr(zx) %Ak /L fr(v)eFnvdyethne, (1.11)

— 00

Esta expresion de fr(x) es vélida para cualquier L fija, la cual puede ser arbitrariamente grande,
pero finita.

Se calcula el limite cuando L — oo, resulta
f(z) = lim fr(z),
L—oo

en caso de que dicho limite exista para toda x real y fija. Ademds, supéngase que la funcién f(x)
no periddica resultante es absolutamente integrable sobre el eje  real.

Por otro lado, véase que cuando L — oo, el valor de Ak — 0, por lo cual es natural decir que la
serie infinita en la ecuacién (1.11) se convierte en una integral que representa a f(z) de la siguiente
manera:

Fz) = % / h / T (w)e R0 e . (1.12)

La ecuacién (1.12) recibe el nombre de Teorema de Fourier.

Es posible escribir a la ecuacién (1.12) de la siguiente manera,

@) = \/12? /_ Z [\/127 /_ Z f(v)e_““’dv} ik . (1.13)

La expresion entre corchetes es una funcién de k, la cual se denota por f (k),

k) = \/12? / T @) * g, (1.14)

Si la expresién de f (k) en el lado derecho de la ecuacién (1.14) converge, serd llamada la Trans-
formada de Fourier de f(z). Dado que f(x) se supone absolutamente integrable, entonces (1.14)
converge | ]

Para la existencia de la transformada de Fourier de una funcién f(z) es suficiente con que se cumplan
las siguientes dos condiciones:| ]

1. La funcién f(x) tiene que ser continua a trozos en todo intervalo finito.
2. La funcién f(x) debe ser absolutamente integrable sobre el eje .

La transformada de Fourier se puede ver como una extensién de los coeficientes ¢, de la serie de
Fourier para funciones no periédicas. Por lo tanto, la transformada de Fourier debe de tener las
mismas propiedades basicas que los coeficientes de Fourier. La primera de estas propiedades explica
lo que sucede al aplicar la transformada de Fourier a la derivada de una funcién f(z).
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Proposicién 1.2.1. | | Sea f(x) una funcion continua, f(x) — 0 cuando |z| — co. Ademds,
sea f'(x) absolutamente integrable sobre el eje x. Entonces se cumple,

Fitk) = ikf(k).

Prueba. Integrando por partes y usando el hecho de que f(z) — 0 cuando |z| — oo, se tiene

fl(k) = \/12?/_00 f(x)e"*edg

ik o0 ik
+ z)e "rdx.
— 00 V 27T /;oo f( )

1 L]
— (.TU)e_ka

V2r

Como lim,_, 1+~ f(x) = 0, por hipdtesis, entonces

flz)et

Por lo tanto:

(W]
Proposicién 1.2.2. | ] Sea f(x) € C! para la cual existe una transformada de Fourier
f(k) asociada a ella. Entonces la siguiente propiedad se cumple:
df (k) _ —
“a - k)
Prueba. Se tiene que:
df (k) d ik
D S ikz 1.
dk dk /27 /oo fa)e !
Dado que e~*? es continuo en k, y f(z) es integrable para —oo < k < oo, se puede decir:
df (k) ik
TN ikz g
dk dk V2T / US !
—ikx
= 76 dl’
V2T / fl=
Por lo tanto:
df (k) /°° "
= —ix) f(x)e " dx
o o _Oo( (z)
= Zizf(k).
O

Esta ultima propiedad es muy ttil, entre otras cosas, para demostrar que la transformada de una
Gaussiana es una Gaussiana, como lo veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.1. Encontrar la transformada de Fourier de la siguiente funcion:

flz)=e"%".
Para este ejemplo se usan las dos proposiciones anteriores. Primero se utiliza la proposicion 1.2.2:
f) = e
df(k —
d(k:) = —izf(k).
= —ize~a?(k)
Por linealidad se tiene que:
df (k o
_ L (Zaaty
y por la proposicion 1.2.1, el lado derecho de la ultima ecuacion es:
df (k N
a
k .
de donde se obtiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:
df (k)
da k .
f(k) 2a
Integrando la ecuacion anterior resulta
. k2
1 k) = —+4+C
a(f(k) = -7 +C.

para la cual C es una constante. Finalmente se obtiene:
N c k2
flk) = e“e 4a.

En el libro | |, en el cual se define la transformada de Fourier del mismo modo que en este
capitulo, calcula la transformada de Fourier de e~ | El resultado que obtienen es:

— 1 K2

e—ae? = e 4a,
V2a
Haciendo una comparacion entre el resultado mostrado en [ | y el resultado aqui obtenido,
se puede concluir que ' :
c 1
e” = ——

Nors

LEl propésito de este ejemplo es mostrar el uso de las propiedades 1.2.1 y 1.2.2. Existen otras formas de calcular

e—27”, Para més detalles consultar | ].
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Una propiedad adicional de la transformada de Fourier es la de linealidad como se verd a continua-
cién.

Proposicién 1.2.3. Sea f(x) una funcion para la cual eziste su respectiva transformada de Fourier
y sean a y b dos constantes cualesquiera. Entonces se cumple:

fa=nw = i (Y).

Prueba. Sea g(z) una funcién para la cual existe transformada de Fourier y a,b son constantes.
Sea la funcién g(x) una funcién de la siguiente forma:

g(z) = flax —b).

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados, resulta

glk) = \/12?/ flaz — b)e~*dz,

y haciendo el siguiente cambio de variable £ = ax — b, para a > 0 se cumple,

oy o= L [T ke
i) = = [ M

a

Sia < 0, los limites de integraciéon seran invertidos, lo cual introduce un signo negativo, ademas a se
escribe en términos del valor absoluto a = —|a|. De esta manera obtenemos la férmula con retardo:

= b)(k) = e (’“) (1.15)

lal

O

1.2.1 Transformada Inversa de Fourier

En muchos casos, un problema que involucra una ecuacién diferencial parcial para una funcion
u(z,t) puede ser reducido a un problema que involucre una ecuacién diferencial ordinaria para la
transformada de Fourier 4(k,t) de la funcién u(z,t). Esto se hace con la finalidad de usar algin
método de ecuaciones diferenciales ordinarias y resolver para u(k,t). Una vez que se determina la
funcién 4(k, t) es posible recuperar la funcién u(zx, t) por medio de la transformada inversa de Fourier.

La transformada inversa de Fourier se define como:

u(z) = \/12? / h a(k)e e dk (1.16)

De esta manera, con la transformada inversa de Fourier, se puede recuperar una funcién u(z) univo-
camente, después de que a ésta se le haya aplicado la transformada de Fourier [ .
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Ejemplo 1.2.2. Encuentre la solucion de la ecuacion de calor en una barra infinita, en donde

22

—oo <z <ooyt>0, para la condicion inicial u(x,0) = e ",

ou  0%u _ 0
ot 0xz2
No se sabe qué forma tiene u(x,t), aun asi se empleard su transformada de Fourier,
ou(z,t)  0%u(x,t)
ot ox2

Se puede usar la derivada % dentro de la integral de Fourier, pues supone que u(x,t) es absoluta-
mente integrable. Para el primer término de la ecuacion anterior resulta,

—

Ou(z,t)  Ou(k,t)
o Ot

Usando dos veces la propiedad 1.2.1 en el sequndo término de la ecuacion de calor, se tiene
du(k,t)
dt

De este modo, se pasa de tener un problema de ecuaciones diferenciales parciales a uno de ecuaciones
ordinarias de primer orden. Al resolver la ecuacion diferencial resulta,

= —k*u(k,t).

alk,t) = Ce ¥,
Obsérvese que si se evalia este resultado en t = 0 se obtiene:
u(k,0) = C.

Lo cual quiere decir que C' es la transformada de Fourier de la funcion u(z,t) en t = 0. Por otro
lado, la condicion inicial del problema es u(x,0) = e~ . De lo anterior se concluye que C es la
transformada de Fourier de la condicion inicial. Entonces,

C=ulz,0) = e
1 &2

= —=€ 4 .

V2

Ahora que ya se conoce el valor de C se tienen que

u(z, 1) )

V2
Para recuperar la funcion u(x,t) se aplica la transformada inversa de Fourier a u(x,t), lo que
determina a la funcion u(z,t). De esta manera,

1 [ :
u(z,t) = — a(k,t)e* dk
7L
1 <1 —k2(%+t) eikxdk

V2T J o Ee
_ 1 > —k?(§+t)+ikz
= o /_Ooe 4 dk.
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1 .
Con la finalidad de completar un trinomio cuadrado perfecto en el exponente e_kQ(ZH)HkI, se

multiplicard el valor de u(x,t) por la unidad de la siguiente forma:

22 22
1=exp T exp _1—|—4t .

Posteriormente se escribe dicho trinomio como un binomio al cuadrado:

e e el
el ) xp< S

2
- L /Oo 1 ”\ ak
- aosn )P 4 1+4 Tt

Haciendo el siguiente cambio de variable z = ( \/7 1+4

con respecto a k se integrard con respecto a z. En consecuencia se tiene,

/1
Z—I—tdk
1
dz
1
Vitt

Tomando en cuenta el cambio de variable anterior, la funcién u(x,t) ahora tiene esta forma:

) es decir, ahora en vez de integrar

dk

:Bt

2WF ( 1;)/@ G

El valor de la integral es >

o0 2
/ e *dz = /.
—0o0

Finalmente, se obtiene la funcion u(x,t)

12
U(x, t) = me_m,

para t >0, en la cual u(zx,0) = e~

1.2.2 El producto de convolucién

Sean f(x) y h(x) cualesquiera dos funciones, ambas absolutamente integrables y de cuadrado inte-
grable. El producto de convolucién se define como:

(f+h)(x) = / " fa— p)h(p)dp (1.17)

2Para mayor detalle consulte las notas de la siguiente referencia | ].
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Teorema 1.2.1. 3 .8i f(x) y h(x) son ambas absolutamente integrables y de cuadrado integrable, y
f(k) y h(k) son sus transformadas de Fourier, entonces el producto /27 f (k)h(k) es la transformada
de Fourier del producto de convolucion f x h, es decir,

—

T h(k) = vV2rf(k)h(k) (1.18)
Prueba. Como primer paso, sea la transformada de Fourier de f x h,

Feh(k) = jﬂ /_ Z /_ Z f(& — p)h(p)e*dpdz,

se intercambia el orden de integracion,
—_—

Fott) == [~ [ s —pintr)e o,

Haciendo el cambio de variable x — p = ¢, y tomando a ¢ como una nueva variable de integracién,
resulta

Fohtk) = j% / Z / Z F(@)h(p)e ™) dqdp
P = o= [ [ r@m)e e gy

[e.e]

Foh(k) = jﬂ / " f@)e*adg | wtwre .

—00

Finalmente agregando una unidad de la forma (v/27/+/27) se obtiene

7+ h(k) = V2rf(k)h(k).

1.2.3 Solucién de la Ecuacién no Lineal de Schrédinger

A continuacién se resolvera la ecuacién no lineal de Schrédinger con condicién inicial u(z,0) = f(z)
usando la transformada de Fourier y sus propiedades. La ecuacién no lineal de Schrodinger es:

iug(z,t) + %um(a:,t) + Ju(z, t)Pu(z,t) = 0, u(z,0) = f(z). (1.19)

En este punto no se sabe quién es u(z,t), sin embargo se trabajara con la transformada de u(z,t),

m. Para poder utilizar la herramienta de trasformada de Fourier en este caso, es necesario
imponer |u(z,t)] = A2, donde A es un valor real. De este modo se tiene una ecuacién lineal y
de coeficientes constantes. Usando la propiedad 1.2.1 de la transformada Fourier para el segundo
término de la ecuacion (1.19), resulta la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

DD | ikl ) + A%ule) = O (1.20)

3Para mayor referencia sobre este teorema favor de consultar [ ]




1.3. Conclusiones del capitulo 13

la cual se resuelve con la soluciéon general para ecuaciones homogéneas. Con ello se obtiene la
siguiente solucién para (1.20):

w(z,t) = CeiGF 4%t (1.21)
Para determinar el valor de C, se usa la condicién inicial u(x,0) = f(x), y dado que se estd

trabajando con la transformada de Fourier de u(z,t), se tienen que,

—_

De esta manera C' = f(z), y la solucién (1.21) ahora es

w(z,t) = f(k)e ek =AMt (1.22)

Sabemos que la transformada inversa de Fourier determina univocamente la funcién original, por
lo tanto u(z,t) es:

u(z,t) = \/12?/ f(k)e_i(%kQ_A2)teikxdk. (1.23)

La funcién (1.23) es la solucién general de la ecuacién no lineal de Schrondinger (1.19) con condi-
ci6n inicial u(z,0) = f(x), y en donde f(k) se elige de tal modo que la solucién (1.23) satisfaga las
condiciones iniciales.

1.3 Conclusiones del capitulo

Este capitulo se centra en el tema de la transformada de Fourier como una herramienta para resolver
problemas relacionados con ecuaciones diferenciales parciales lineales con coeficientes constantes. El
capitulo comienza con las series de Fourier, pues son el antecedente a las transformadas de Fourier.
Después se aborda el tema de la Transformada de Fourier, sus propiedades, el Teorema de Fourier
y se finaliza con el producto de convolucién.

Las series de Fourier se utilizan para representar funciones periédicas en términos de las funciones
seno y coseno. Lo anterior se hace mediante una suma infinita de términos, los cuales consisten
en las funciones seno y coseno multiplicadas por un coeficiente ¢,. La parte mas destacable en las
series de Fourier es la propiedad que satisfacen los coeficientes c¢,. Esta propiedad consiste en lo
siguiente: si se tiene una funcién f(x) escrita como serie de Fourier, entonces derivar dicha funcién
corresponde a multiplicar cada coeficiente ¢,, por una cantidad in, en caso de que la funcién f(z)
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sea de periodo 27; y por inT, si la funcién f(x) es de periodo 2L.

La transformada de Fourier es una generalizacién de los coeficientes ¢, de las series de Fourier, pero
ahora aplicado a funciones f(x) no periédicas. Para que exista la transformada de Fourier de una
funcién f(x) es necesario que la funcién cumpla dos condiciones: la funcién f(z) debe ser continua a
trozos en todo intervalo finito y absolutamente integrable sobre el eje x. La transformada de Fourier
cumple con las siguientes propiedades:

» Sea f(x) una funcién continua sobre los reales, f(x) — 0 cuando |z| — co. Ademds, sea f'(z)
absolutamente integrable sobre la linea real. Entonces se cumple,

= Sea f(z) € C! para la cual existe una transformada de Fourier f(k) asociada a ella. Entonces
la siguiente propiedad se cumple:
df (k) —
—— = —xf(k).
- 7 (k)
» Sea f(x) una funcién para la cual existe su transformada de Fourier y sean a y b dos constantes
cualesquiera. Entonces se cumple,

far=nw) = meref(b).

El capitulo finalizé con el Teorema de Fourier, el cual menciona que después de que a una funcién
f(z) se le haya aplicado la transformada de Fourier, es posible recuperar dicha funcién univocamente,
mediante la transformada inversa de Fourier:

_ L * 2 eikac
fla) = —= / et

En el proximo capitulo se abordaréd el tema de las ondas dispersivas y su clasificacién. Primero
se dara una breve introduccién sobre ondas hiperbdlicas y ondas dispersivas. Después se definiran
algunos conceptos sobre ondas, y se continuara con el tema de solucién general mediante integrales
de Fourier. Como complemento a esa seccién se explicara por qué la ecuacién no lineal de Schrodinger
clasifica como dispersiva.




Ondas Dispersivas

En el capitulo anterior se abordd el tema de la transformada de Fourier. Se comenzé el capitulo
hablando de las series de Fourier como antecedente a las transformadas de Fourier. Después se
explico el tema de la Transformada de Fourier, sus propiedades, el teorema de Fourier y se finalizé
con el producto de convolucién. Lo anterior se hizo con la finalidad de apoyar algunos temas que se
tratardn en este capitulo.

En el presente capitulo se tratara especialmente el tema de ondas dispersivas. Se comenzara expli-
cando en forma general qué es una onda, asi como algunos conceptos relacionados con las mismas.
Después se definiran dos tipos de clasificacion de ondas: las ondas hiperbdlicas y las ondas dispersi-
vas. En relacién con las ondas dispersivas se incluirdn algunos temas relacionados con ellas. Al final
se dara una pequena explicacion sobre por qué las soluciones de la ecuacién no lineal de Schrodinger
son ondas dispersivas.

2.1 Ondas

Existen diversas definiciones de onda, entre las cuales se destacan las siguientes:

= Una onda es cualquier senal reconocible, transferida de una parte del medio a otra, con una
velocidad de propagacion reconocible. La senal se puede distorsionar, cambiar su magnitud y
su velocidad siempre y cuando sea reconocible | .

= Una onda es una perturbacién en un sistema fisico que es tanto repetitiva en el tiempo como
periédica en el espacio. Es capaz de transmitir energia e informacion de un lugar a otro sin
transportar materia | ]

Diferentes caracteristicas son importantes en diferentes tipos de onda. Es posible clasificar a las
ondas en dos tipos; ondas hiperbdlicas y ondas dispersivas. Las ondas hiperbdlicas son formuladas
matematicamente en términos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas. Por otra parte,
las ondas dispersivas se clasifican por el tipo de solucién que admite la ecuacién que las genera.
Esta clasificaciéon no es exclusiva, algunas ondas pueden entrar en ambas clasificaciones y algunas
otras en ninguna | |. Antes de abordar directamente el tema de las ondas hiperbdlicas y
dispersivas, se introduciran algunos conceptos béasicos relacionados con las ondas.
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2.1.1 Propagacion de Ondas, Ondas Arménicas y Ondas Planas

Considérese una cantidad fisica u(z,t), la cual depende solamente de un eje coordenado x y del
tiempo ¢. Si para algin dominio del espacio (z,t) la cantidad u(x,t) puede ser expresada de la
siguiente manera:

u(a, 1) = f(z — o),

en la que ¢ es una constante, entonces se puede decir que u(z,t) es una onda que se propaga
en direccion de x con una velocidad c¢. A este tipo de ondas se le conoce como ondas viajeras

[ J

Figura 2.1. Propagacién de onda al tiempo t;

Onda Armonica

Una onda armoénica es una funcién
u(Z,t) = Acos(k - ¥ — wt),

para la cual el vector de onda k es el vector en cuya direcciéon se propaga la onda, la magnitud k
del vector k es el numero de onda, w es la frecuencia y A la amplitud de onda. La onda viaja sobre
el vector k a una velocidad ¢ = w/k.

La fase se define como la cantidad 6(z,t), la cual indica la situacién instantdnea de una magnitud
que varia ciclicamente, describiendo las variaciones entre el valor maximo local (cresta) y el valor
minimo local (valle). Se denota por:

0(z,t) =k - T — wt.

Una onda arménica compleja tiene la siguiente forma:
o(x,t) = Ae?@),

en la cual u(z,t) es la parte real de ¢(x,t) | .
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En esta tesis se trabajard con una direccién de propagacién de la forma (k,0,0), de esta manera,
Ef: (k,0,0) : (ZE,y,Z) = k'.fL',

y la fase serd de la forma 0(z,t) = kz — wt.

Obsérvese que si se deriva 0(z,t) = kx — wt con respecto a la variable espacial z, se obtiene el

nimero de onda k. Ademads, el niimero de onda es el nimero de crestas por cada 27 unidades de
distancia en direccién de zx.

Del mismo modo, si se deriva (x,t) con respecto de la variable temporal se obtiene la frecuencia
w. La frecuencia w es el nimero de crestas por cada 27 unidades de tiempo.

00 (x,t)
Ox =k

00(z,t)
— 5 w.

El ancho de onda se define como A\ = 27/k, es la distancia en el eje © que existe entre cresta y
cresta. El periodo de una onda es 7 = 27 /w y es el tiempo que tarda la onda en viajar de cresta a
cresta.

Cresta
10F A\
[ Amplitud

[\

AnchodeOnda

~1.04

Valle
Figura 2.2. Medidas asociadas con las ondas arménicas

Onda Plana

Sea u(z,t) una funcién que se puede escribir de la siguiente forma:

u(x,t) = f(x — ct)

en la cual ¢ es una constante positiva. Se dice que u(x,t) es una onda plana si sobre cualquier plano
perpendicular al eje x, u(x,t) es una constante, y conforme el plano se mueve en direccién z con
una velocidad constante ¢, la funcién u(x,t) mantiene el mismo valor constante sobre ese mismo
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plano. A estos planos se les llama frente de ondas [Baldock & Bridgeman].

Las funciones de la forma u(z,t) = Acos(k - ¥ — wt) y p(a,t) = A=t son ondas planas
[Whitham]. Para explicar lo anterior, recuérdese que para el caso R? la fase es de la forma:

O(x,t) =k - &

Para un valor 6(z,t) = 6y constante y un tiempo fijo t = ¢¢, se tiene

6y = k-7— wtg,
entonces, .

k- T =6y+ wiy.
Dado que w, 8y y to son constantes, resulta

k=K,

en el que K es una constante. En la expresion anterior se tiene un producto punto, si k= (k1, ko, k3)
y & = (z,y, 2), se tienen lo siguiente:

kix + koy + ksz = K. (2.1)

La ecuacién (2.1) representa la ecgacién de un plano y es por esta razén que a las funciones u(z,t) =
Acos(k - Z — wt) y oz, t) = Ae'® =) 56 Jes llama ondas planas. Estos planos reciben el nombre
de frentes de onda. Si varia el tiempo ¢, cambia el valor de K = 6y + wtg y el plano (2.1) también
se mueve. Ver figura 2.3 tomada de [Kridnix].

Figura 2.3. Frentes de onda en una onda plana

Para el caso k = (k,0,0), y un valor 0(x,t) = 6y constante con un tiempo fijo t = to se tiene,

Ef = Oy +wthy=K,
kx = K.

Lo anterior implica que = = %, dado que los valores K y k son constantes, entonces x es un valor
constante. Lo cual genera un plano en el cual los vectores que pertenecen a él tienen la entrada x
fija y los valores y y z son arbitrarias. Es aqui donde se puede observar que estos planos o frentes
de onda son perpendiculares al eje x.
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2.2 Ondas Hiperbodlicas

Las ondas hiperbdlicas pueden ser representadas como solucién de ecuaciones diferenciales parciales
hiperbdlicas. Los siguientes son modelos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas.

= Ecuacion de onda unidireccional de primer orden:

oY(z,t) ov(z,t)
o O o

=0.

= Kcuacion de onda de segundo orden:

aw(ﬁ,t) 2821/}(‘73715)

=c
0z2 O g2

en las cuales ¢y es un coeficiente y ¢ depende sélo de x y t.

Como se mencioné antes, las ondas hiperbdlicas son aquellas ondas formuladas matematicamente en
términos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas. La forma mas general de una ecuacion
diferencial parcial de segundo orden es,

0?u(z,t) OPu(z,t)  0*u(x,t) ou(z,t) ou(z,t)
2
oz o Vo T ar T o

para la cual a, b, c,d, e pueden ser constantes o funciones de x y ¢, y F' es funcién de x y t. Se dice
que la ecuacién diferencial parcial (2.2) es hiperbélica si se cumple que ac — b < 0 [ ].

+ Fu(z,t) =0, (2.2)

2.3 Ondas Dispersivas

Clasificar ondas dispersivas es un poco més dificil que clasificar las ondas hiperbdlicas, ya que esta
clasificacién se realiza segun el tipo de solucién que un sistema admite, en lugar de las propias
ecuaciones que estas ondas satisfacen. Un sistema lineal dispersivo es cualquier sistema fisico que
tiene soluciones de la forma:

u(z,t) = Acos(kr — wt), (2.3)

en el que k es el numero de onda, w es la frecuencia y A la amplitud de onda.

Para problemas que involucren ecuaciones diferenciales parciales, las ondas dispersivas usualmente
son reconocidas por la existencia de soluciones elementales de la forma:

o(z,t) = Aelkz=wt), (2.4)

Estas soluciones son de tipo onda plana. Para que un sistema sea dispersivo no sélo debe admitir
soluciones de la forma (2.3) o (2.4), ademds debe cumplir que la velocidad de fase no sea constante.

Para que las soluciones de la forma (2.4) satisfagan al sistema dispersivo, los valores w y k deben
de estar relacionados por una ecuaciéon G(w, k) = 0, la cual es determinada por el problema. La
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relacion entre w y k se llama relacion de dispersion.

Supéngase que la relacién de dispersion se soluciona en la forma de raices reales w = W (k). El
nimero de raices de w nos dard el nimero de soluciones y a cada raiz de w se le conoce como modo

[ J

2.3.1 Correspondencia entre la ecuacion y su relacion de dispersion

La relacién de dispersién es la relacién que existe entre las variables w y k a través de las derivadas
parciales de la ecuacion que describe dicho sistema. Es posible prescindir de la ecuacion una vez que
se conoce la relaciéon de dispersién, y también se puede construir la ecuacion a partir de la relacion
de dispersién.

Una ecuacion diferencial parcial lineal con coeficientes constantes puede ser escrita como:

g 0 0
Pl—, —, -, — t)=0
(815’83:1’ ’axn>@(x’ ) =0,
en el que P es un polinomio en las variables ¢, x1, - , z,.

Cuando la solucién elemental (2.4) es sustituida en la ecuacién diferencial, cada %g@(m, t) produce
un factor —iw, y cada %go(x, t) produce in factor ik;. De este modo, la relacién de dispersion es
J

P (—iw,iky,... iky) = 0, (2.5)

en el cual P es un polinomio en las variables —iw, ik1, ..., iky | .

En base a la relacion entre ambos polinomios es posible prescindir de la ecuacion cuando la relacion
de dispersién se conoce, como se vera en los siguientes ejemplos:
Ejemplo 2.3.1.
Encuentre la relacion de dispersion y la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial parcial,
2 =0
ptt + v Przzz = 0,
con v > 0.

Supdngase que la, o las soluciones a este sistema son de la forma p(x,t) = Ae** =% para la que
A es distinto de cero.

Calculando las derivadas parciales de ¢(x,t) se obtiene
O = _UJQAeikw—iwt
Orzzs = k;4A€ikx—iwt'
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Sustituyendo lo anterior en la ecuacion diferencial resulta

P+ FYZSDIQ::L":E = 0,
(_w2 _1_72]{:4)Aeika:—iwt — 0’
(—w? + 2k p(x,t) =

Se sabe que @(x,t) es distinto de cero por ser una funcion exponencial. Por lo tanto se tiene que
P(w, k) = —w? +¥%k* =0,

la expresion anterior es la relacion de dispersion del sistema.

A las raices de P(w,k) = 0 se les denomind como modos. En este caso se tienen dos modos, los

cuales son: W(k) = +£vk%, es decir, wy = vk?, y wo = —vk%. Lo cual indica que existen dos
soluciones de la forma:

o1 (ZL‘, t) — Aeikx—iﬂ/th

()02(567 t) — Aeikari’ykzt‘
Finalmente la solucion general es:
o(z,t) = crp1(,t) + capa(w, 1),

para k € R, en la que c1 y c1 son constantes.

Ejemplo 2.3.2. Indique cudl es la ecuacion diferencial parcial si su relacion de dispersion es la

siguiente. Ademds se sabe que dicha ecuacion diferencial acepta soluciones de la forma p(x,t) =
Aeikz—iwt'.

—w—ak—pE = 0.
Multiplicando por i y por p(z,t) la relacion de dispersion se tiene
(—iw — aik — Bik*)p(z,t) = 0.

Por otro lado, se sabe que cada derivada con respecto al tiempo genera un factor —iw y cada derivada
con respecto a la variable espacial un factor ik,

o = _iwAeikxfiwt
© _ ikAeikx—iwt
r =
Opzz = _ikBAezkx—iwt ]

Asociando a cada factor su correspondiente derivada se recupera la ecuacion diferencial parcial

Pt — Qg + BSO:UMU = 0.
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2.3.2 Solucién general mediante integrales de Fourier.

Para problemas lineales, soluciones mas generales son obtenidas mediante superposicién a la integral
de Fourier. Es decir, se sabe que los sistemas dispersivos admiten soluciones elementales,

90(% t) — Iél‘ez'(lm—wt)7

con w = W(k), en la que W (k) se obtiene de la relacién de dispersién del sistema. La solucién
©(x,t) es una solucién para el sistema dispersivo, y es vélida para cualquier valor de k. Por lo cual
es posible superponer la solucién o(x,t) sobre todas las k’s para obtener una solucién general

ola,t) = jﬁ / ket et gy, (2.6)

en la que f (k) es elegida para cumplir las condiciones iniciales y de frontera, siempre y cuando,
estos datos cumplan las condiciones para admitir transformadas de Fourier. En nuestro caso para
tener congruencia con las definiciones de transformada de Fourier y transformada inversa de Fourier
dadas en el capitulo 1, se agregara el coeficiente 1/4/27. Por otro lado, si existen n modos con n
diferentes opciones de W (k), entonces se tienen n términos como (2.6), con n funciones f(k) y n
condiciones iniciales para determinar el problema.

En el ejemplo (2.1.1), se tiene
Y + PYQSOmmmz =0,

el nimero de raices de la relacién de dispersién indican que existen dos modos de la forma W (k) =
+~k2. En este tipo de casos, en los que las ecuaciones tienen dos modos, es apropiado establecer
condiciones iniciales sobre p(z,0) y ¢¢(x,0),

1 * ; ikx—i 1 * 2 ikz+i
o(z,t) = or- / fi(k)etke W(’“)tkorE / fo(k)eFetW k)X gp. (2.7)

con condiciones iniciales, ¢(x,0) = po(x), vi(z,0) = @1(x).

Tomando en cuenta las condiciones iniciales en la solucién (2.7) se tiene

fole) = o= / Z{fl(k)Jrfz(k)}emdk

) = / ZW(@{ﬁ(k)—ﬁ(k)}e““dk.

A~

Por el Teorema de Fourier se puede recuperar fl(k) + f2(k) como sigue,

~ ~

filk) + fa(k) = @o(k) = \/12? /Oo o(@)e e dk

—iW(E{ (k) = 2(k)} = @i(k) = \/12? /_OO o1 (x)e " F d.
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~

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, se puede determinar f1(k) y fa(k),

o i®1 (k)
Ak = 2{@0(’f)+'Wl(k)}
A = 5 {mm - T}

Al sustituir fl(k:) y fg(k‘) en (2.7) se obtiene la solucién general a un problema con condiciones
iniciales ¢ (x,0) = ¢o(z) y ¢i(x,0) = p1(z). [ ]

2.3.3 Paquete de Ondas

Al inicio de la seccién anterior se explicé que cuando un sistema acepta soluciones de la forma
o(x,t) = Aetlkz=wt) "og conveniente escribir la solucién general de un problema con condicién inicial
como una integral sobre k. En la seccién anterior se nombro a esta solucién general como (2.6),

1 ® 2 thr—iw
pat) = o= [ et

para la cual f(k) es la transformada de Fourier de ¢(z, 0). La solucién general (2.6) es una superposi-
cién, o combinacion lineal de ondas arménicas. Las condiciones iniciales determinan la transformada
de Fourier del problema.

Un paquete de ondas es una forma especial de la solucién (2.6) en la cual las condiciones iniciales
©(x,0) son elegidas de manera que f (k) alcanza su méximo valor en k = kg y decae rdpidamente
conforme avanza una distancia |k — kg|. Un paquete de ondas es una superposicién lineal de ondas,
que toma forma de pulsos, y se desplaza de modo relativamente compacto en el espacio antes de
dispersarse. Entonces (2.6) es un paquete de ondas centrado en kg y cuyo ancho de paquete de ondas
es 2Ak, con Ak = |k — ko|. Véase figura 2.4

Lo anterior sugiere escribir la relacién de dispersién w = W (k) como una serie de Taylor alrededor
de kg como sigue:

W(/{?) = W(k‘o) + W’(k‘o)(k - k?(]) + %W”(k‘o)(/{? — k0)2 + O(ki - ko)g. (2.8)

Supdngase que el sistema no tiene derivadas mayores a las de segundo orden. La solucién (2.6) se
convierte en:

pat) = o [ fwet T ar,
27 J o
~ L / T R =W (o) £ (o) (ko) + £ (o) (h—Fo)2)0) g
21 J o

12

1 / f(k,)ei(k:v—(W(ko)-‘rW/(ko)(k—k‘o)-ﬁ-%W”(ko)(k—k‘o)2)t)ei(k‘o—k‘o)xdk‘
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Las operaciones que se hicieron en el bloque anterior de cuentas son: se sustituyé W (k) por la serie
(2.8) y se multiplicé el integrando por una unidad de la forma e’ i(ko—ko)* Sacando de la integral los
valores que no dependen de k, se tiene que la solucién (2.6) finalmente se convierte en:

(p(.’B,t) (k:():l: Wk() \/7/ f k k0)$+W (ko)(k; k’o)t-i— W”(k’o)(k’ k‘o) t)dk' (29)

El factor e!(kor=W(ko)t) o5 yna onda que viaja a una velocidad v, = W]gfo), llamada velocidad de

fase. El resto de la expresién es la amplitud de la onda, y se llama envolvente,

/ 1 " 2
b(x, 1) f et ((k=ko)z—W"(ko)(k—ko)t—5W" (ko) (k—Fko) t)dk
haciendo el cambio de variable k = k — kg en la expresién anterior se tiene:

é(z,t) / F (5 + k) ez =W (ko) (R)t=g W (ko) (%)%8) g (2.10)

El término %W” (ko)(k)?t puede ser despreciado, siempre y cuando se satisfaga la siguiente propie-

dad:
NS S (2.11)
W (ko) (k)2 '

Por lo anterior se tiene que la envolvente (2.10) se ve como:

1 RN - /
T,t) = —— K + ko)e @ W (ko)t) gy,
o) = —= [ fntko)
Al mismo tiempo obsérvese que:
d(x,t) = G(x — W (ko)t),

es decir, la envolvente (2.10) se puede ver como una funcién que viaja en direccién x y se despla-
za a una velocidad vy, = W'(ky), la cual se conoce como velocidad de grupo | ].

A manera de explicar lo anterior, considérense dos ondas armonicas, con igual amplitud, pero fases
0, y 09 ligeramente distintas,

ui(z,t) = Asen(kiz — wit)

ug(z,t) = Asen(kex — wat),
con ki # ko y wy # wo.

Al sumar wu;(x,t) y ug(x,t) resulta:

ui(x,t) + ua(z,t) = Afsen(ki1z — wit) + sen(kax — wat)]
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Usando la siguiente identidad trigonométrica:

sen(a) + sen(f) = 2 cos <a;5) sin <a ;_ 5) ,

entonces,

i) +ua(e.) = 2 cos (MR L2ty gy (TR ()l

2 2 2 2
Sean:
k
Eo— 1+k‘27
2
w1 + w2
w = ,
2
Ap = Mk
2
Aw — W1 — W2
2

Finalmente se tiene que:
ui(z,t) + ug(z, t) = 2A cos(Akx — Awt) sin(kz — wt).
La cual se puede escribir de la siguiente manera:
ui(x,t) + ua(z,t) = ¢(z,t) sin(kx — wt),

en la cual ¢(x,t)sen(kx — wt) es una onda, con amplitud ¢(z,t), la cual viaja con una velocidad de
fase:

”Up:E.

Ademds ¢(x,t) es de la forma:
o(x,t) = 2A cos(Akx — Awt),

que a su vez, es una onda que se propaga a una velocidad de grupo:

_dw

Ug—%.

En este caso, ¢(z,t) es la envolvente que resulta al sumar dos ondas arménicas | .

2.3.4 Velocidad de Fase y Velocidad de Grupo.

La velocidad de fase es la velocidad a la cual se propagan las ondas armoénicas, y se denota por

[ J:

Up =

ot
-
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Para cualquier modo particular w = w(k), la velocidad de fase estd dada en términos del nimero
de onda k. Diferentes niimeros de onda produciran diferentes velocidades de propagacién de ondas.
Esto explica el concepto de dispersién. Cuando se tiene una solucién general (2.6), los componentes
con diferentes nimeros de onda k se dispersardan a medida de que el tiempo pase | .

La velocidad de grupo es una propiedad local del paquete de ondas, es la velocidad con la que las
variaciones en la forma de la amplitud de la onda, también llamada envolvente, se propagan en el
espacio. La velocidad de grupo es més significativa que la velocidad de fase y se define como [ I:

_ds
- dk’

Vg

En sintesis, la superposicion de soluciones con diferentes ntimeros de onda se propaga con la velo-
cidad de grupo.

2 . . : . . .
Cuando sucede que 372’ = 0, se tiene como consecuencia que el sistema no clasifica como dispersivo
dado que la velocidad de fase y la velocidad de grupo coinciden.

Supéngase que se tiene un sistema para el cual la relacién de dispersiéon es W (k) = ck, en la que ¢

es una constante. En este caso se satisface ZQTEJ =0.
La velocidad de fase de este sistema es:
W(k) ck
vp = — = — = C
k k

Y la velocidad de grupo del sistema es:

W) _dlek)
g dk dk

Como se puede observar, en este caso la velocidad de fase es la misma que la velocidad de grupo y
el sistema no es dispersivo. Un ejemplo en el que ocurre lo anterior es la ecuaciéon de onda

U U

o2~ o2

En resumen, para que un sistema dispersivo clasifique como tal debe cumplir:
» Admitir soluciones de la forma (2.4)

» La segunda derivada de w con respecto a k sea distinta de cero, es decir:

d*w(k)
dk?

£0.

En la siguiente figura se pueden apreciar el paquete de ondas, y los lugares donde actian la velocidad
de grupo y la velocidad de fase.
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=— Paguete de onda
Velocidad de grupo
« Velocidad de fase

Figura 2.4. Paquete de ondas, velocidad de fase y velocidad de grupo

2.3.5 La Clasificacion de la Ecuacién no Lineal de Schrédinger como Onda Dispersiva

En secciones anteriores se ha abordado el tema de las ondas dispersivas. Al final de la seccién an-
terior se dieron un par de criterios para saber si un sistema clasificaba como dispersivo o no. A
continuacién se mostrard que la ecuacién no lineal de Schrodinger es un sistema dispersivo.

Para que la ecuacién no lineal de Schrodinger clasifique como dispersiva tiene que cumplir:

= Admitir soluciones de la forma ¢(z,t) = Ae!(kr—«t)

» La segunda derivada de w con respecto a k sea diferente de cero, es decir:

d*w(k)
dk?

£ 0.

Como primer paso se verd que la soluciones de la forma ¢(z,t) = Aei(kr=wt) gatisfacen la ecuacién
no lineal de Schrodinger. La ecuacién NLS es:

Ou(x,t) 1 0%u(x, t)
Y/T = 75? *O'|U($,t)|2u($,t)
Sustituyendo las soluciones de la forma ¢(xz,t) = Ae!**=“!) en la ecuacién NLS resulta,

.8Aei(ka:—wt) 1 82A6i(kw—wt)
j— — -

o 5 5 _ U’Aei(lmfo.zt)’2‘(461'(16:1371.016)7
X
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derivando e igualando a cero se obtiene,
i(_iw)Aei(kx—wt) + %(ik)QAei(k:z—wt) 4 U|A’2Aei(k:c—wt) —

Factorizando Aet(kz—wt),

1 4
<w - 51{:2 + U]A|2> Aeitkz=wt)  —
Dado que siempre se cumple que Ae*k2=9t) £ () se puede eliminar, por lo tanto,
1

w— 51& + oA = 0.

Esta igualdad se satisface cuando w sea de la siguiente forma:
Lo 2
wk) = 51@ — olA|*.

Es decir, cuando w es de la forma anterior, las soluciones de la forma o(z,t) = Ae!**=+Y gon
soluciones para la ecuacién no lineal de Schrédinger.

Ahora, se verd si se cumple que la segunda derivada de w(k) con respecto de k es diferente de cero.

1
wlk) = K —alaP

dw(k) 1
= =2k
dk 277
d*w(k) B
dk?

Como se observa, la segunda derivada de w(k) con respecto de k es diferente de cero.

Por lo tanto la ecuacién no lineal de Schrédinger es un sistema dispersivo.

2.4 Conclusiones del capitulo

Este capitulo se centré en el tema de ondas dispersivas, inicié con una breve definicién de onda,
y se dieron algunos conceptos relacionados con ellas. Después, se explicd que existen dos tipos de
clasificacién de ondas: las ondas hiperbdlicas y las ondas dispersivas. Se discutieron algunos temas
relacionados directamente con las ondas dispersivas, tales como: relacién de dispersion, solucion
general mediante integrales de Fourier, paquete de ondas, velocidad de fase y velocidad de grupo.
Se finalizé el capitulo dando argumentos sobre por qué las soluciones de la ecuacién no lineal de
Schrodinger se clasifican como ondas dispersivas.

Las ondas hiperbdélicas son aquellas ondas que se formulan matemé&ticamente en términos de ecua-
ciones diferenciales parciales hiperbdlicas. Por otra parte, las ondas dispersivas se clasifican por el
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tipo de soluciéon que admite la ecuacion que las genera. La clasificacién no es exclusiva, algunas
ondas pueden entrar en ambas clasificaciones y algunas otras en ninguna

En problemas que involucren ecuaciones diferenciales parciales, usualmente las ondas dispersivas
son reconocidas por la existencia de soluciones elementales de tipo onda plana, de la forma:

o(z,t) = Aeilkz—wt),

Para satisfacer dichas ecuaciones, los valores w y k de la expresién anterior, deben de estar relacio-
nados por una ecuacién G(w, k) = 0, la cual es determinada por cada problema. A esta relacién se
le conoce como relacion de dispersion.

Dado que la solucién ¢(x,t) es una solucién para el sistema dispersivo, valida para cualquier valor
de k, se puede superponer la solucién ¢(z,t) sobre todas las k’s para obtener una solucién més
general,

1 o0 < ; 77]
owt) = o= / FR)etka—iW W)t g, (2.12)

para la cual f (k), es elegida para cumplir las condiciones iniciales y de frontera, siempre y cuando,
estos datos cumplan las condiciones para admitir transformadas de Fourier. Es aqui donde se ob-
serva directamente la relaciéon de este capitulo con el capitulo anterior.

Estas soluciones generales describen paquetes de ondas. Un paquete de ondas es una superposicién
lineal de ondas, que toma la forma de pulsos y desplaza de manera compacta en el espacio antes
de dispersarse. El paquete de ondas se puede ver como una solucién en forma de tren de ondas,
en el cual la amplitud de este tren de ondas en lugar de ser constante es una funcién que depen-
de de x y t. A esta variacién de la amplitud se le llama envolvente y es la que genera los pulsos.
En un paquete de ondas existen dos tipos de velocidades: la velocidad de fase y la velocidad de grupo.

La velocidad de fase, es la tasa a la cual la fase de una onda se propaga en el espacio y se denota
por:

w
vp = —.

Pk

La velocidad de grupo es la velocidad con la que las variaciones en la forma de la amplitud de la
onda o la envolvente se propagan en el espacio. La velocidad de grupo se define de la siguiente
forma:

dw
Vg = —.
9 dk
. 2 . : . .
Cuando en un sistema se cumple que 37"; = 0 se tiene como consecuencia que el sistema no clasifica

como dispersivo dado que la velocidad de fase y la velocidad de grupo coinciden. Un sistema es
dispersivo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

» Admitir soluciones de la forma (2.4)
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= La segunda derivada de w con respecto a k sea distinta de cero, es decir:

d*w(k)
dk?

# 0.

La ecuacion no lineal de Schrodinger satisface las dos condiciones anteriores, por lo tanto es un
sistema dispersivo. Lo anterior es relevante dado que el tema principal de esta tesis involucra a la
ecuacion no lineal de Schrédinger y las soluciones de tipo onda plana que admite. Lo expuesto en
este capitulo apoya y justifica las soluciones elegidas para esta ecuacion.




Estabilidad e Inestabilidad
Modulacional de las Soluciones
de la Ecuacion no Lineal de
Schrodinger.

En este capitulo se abordara el significado de inestabilidad modulacional y se verd cémo se relaciona
este concepto con las soluciones de la ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS).

Como se dijo en la introduccién, la estabilidad es un concepto fundamental en fisica. Un fenémeno
se encuentra en estado estacionario cuando las variables fisicas de éste no cambian conforme trans-
curre el tiempo. Ya sea que dichas variables fisicas sean las mismas para todo tiempo, o cambien
en periodos de tiempo, y se repitan de manera idéntica para cada periodo.

Se dice que un estado estacionario es estable si bajo pequenas alteraciones cambian sus variables
fisicas, pero después de un tiempo t finito vuelve al mismo estado estacionario. De otro modo el
fenémeno es inestable | .

Los conceptos de estabilidad e inestabilidad estan fuertemente asociados con el estudio del com-
portamiento de soluciones de ecuaciones diferenciales. Estudiar la estabilidad de las soluciones es
fundamental, ya que solamente las que son estables pueden ser reproducibles experimentalmente.
Aunque las soluciones inestables existen en teoria, rara vez o nunca podrian ser observadas. Por
lo tanto, con un estudio de estabilidad se podra distinguir a las soluciones que se pueden realizar
experimentalmente de las que no | |. Desde un punto de vista practico es importante poder
analizar la estabilidad de un sistema, ya que las perturbaciones siempre van a estar presentes de
una forma u otra.

En ecuaciones diferenciales ordinarias los puntos de equilibrio juegan un papel fundamental. Un
punto de equilibrio ha de satisfacer un cierto criterio de estabilidad para ser relevante fisicamente

[ J

Considérese una ecuacién diferencial
7 = f(x), (3.1)

donde f: B — R", f es C!, y B es una abierto contenido en R". Un punto Z € B se dice que es un
punto de equilibrio si f(z) = 0.
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Un punto de equilibrio es estable si las soluciones préximas permanecen proximas en todo instante
posterior. La definicién matemética de un punto de equilibrio, tomando el sistema (3.1) como
referencia es ':

1. Punto de equilibrio estable: El punto Z es un punto de equilibrio estable si para todo
entorno V de B existe un entorno V3 C V tal que toda solucién z(t) con z(0) en Vi estd
definida y permanece en V para todo t > 0.

2. Punto de equilibrio asintéticamente estable: El punto T es un punto de equilibrio
asintéticamente estable si para todo entorno V' de B existe un entorno V3 C V tal que toda
solucién z(t) con x(0) en V; estd definida y lim;_,~ z(t) = .

3. Punto de equilibrio inestable: El punto Z es un punto de equilibrio inestable si existe un
entorno V' de 7 tal que para todo entorno Vi C V, existe al menos una solucién z(t) con z(0)
en V; tal que a partir de algin 7 > 0, z(7) no permanece enteramente en V.

En el analisis de estabilidad de las soluciones para la ecuacién no lineal de Schrédinger se buscara
seguir la idea que se maneja en ecuaciones diferenciales ordinarias. Se estableceran criterios de es-
tabilidad para una solucién de la ecuacién no lineal de Schrodinger u(z,t), en lugar de un punto,
como en el caso anterior. A continuacién se explicard a grandes rasgos el proceso utilizado para
establecer los criterios de estabilidad que se emplearan en los capitulos posteriores.

3.1 Espacios de Funciones, Normas y Estabilidad

La estabilidad modulacional es un sélo tipo de estabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
parciales. Hay una gran cantidad de diferentes tipos de estabilidad. En esta seccion se describird
cémo se pueden definir algunos de estos tipos de estabilidad y mencionaremos otros.

Para comenzar, se tiene que especificar en qué espacio “viven” dichas soluciones, y una norma

asociada a dicho espacio. Por ejemplo, en el caso tratado en esta tesis, es el espacio de funciones

27
|

continuas y periddicas de periodo ] bara algin k en R, k distinto de cero, con dominio en [O, %] X

R* y contradominio en C:

2m

u: [O,} x Rt — C,
14

es decir, (z,t) se encuentra en [0, %] X RT y u(z,t) estd en C. La norma en cuestién es la norma

de maximo:
u(x,t = max |u(x,t para t > 0 fijo.
|| ( ) )”OO x6[0,27r/|k|]| ( ’ )|a = ]

Si k = 0, se piensa en funciones:

u: (—00,00) x Rt — R.

'Las definiciones de puntos de equilibrio fueron tomadas del libro | ]
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Entonces, si trabajamos con otro tipo de espacios y sus normas podemos definir otros tipos de
estabilidad [ ]. Por ejemplo, para funciones f : R — R, con norma:

1A= [ @)z,

tenemos el espacio de funciones integrables o espacio de funciones L!(R). Si cambiamos de norma,

en la norma L?(R),
£l = ¢ / \f(x) 2,

tenemos el espacio de funciones cuadrado integrable, o el espacio de funciones L?(R).

El espacio H! es el espacio de funciones f : R — R, tales que f y f’ pertenecen al espacio de
funciones cuadrado integrable, con norma:

£ = / (@) da + / | (2)2dz,

—00 — 00

113 = NIFIE+ 115

La norma H' estd fuertemente relacionada a la norma de la energia en mecanica cuédntica. El
hamiltoniano (la energia) es:

oo
HW = [ S+ V@) e
s 2
cuando el potencial V (x) > 0 entonces la ecuacién anterior define la norma. Nétese que la ecuacion
de Schrodinger se sigue del principio variacional:

ov  6H

ot sue

donde g‘ff* es la derivada de Frechet de H con respecto a U* (el complejo conjugado de W).

Para la ecuacion NLS, el hamiltoniano es:

B 1
W = [ Sl olutas,
o 2
el cual define una norma en el caso enfocante o = 1. Para otros tipos de norma, ver [ ].
Es importante notar que una solucién estable en una norma especifica puede no ser estable en una
norma diferente.

En este trabajo se decidié usar la norma de méximo pues, por una parte, es sencilla su formulacién,
y por otra, habia aun casos abiertos para su estudio, como lo son los casos semi-discretos y los casos
discreto-discreto.
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Cabe hacer notar que se le llama estabilidad modulacional cuando se trabaja en el espacio || || (se
calculan médelos de funciones para calcular esta norma) de funciones periddicas. Para otros tipos
de normas no se le llama modulacional. Atin considerando un espacio y una norma, hay muchos
tipos de estabilidad: estabilidad lineal, no lineal, espectral, orbital, estructural, entre otras | ].

Estudios sobre estabilidad de soluciones de la ecuaciéon NLS se pueden encontrar, por ejemplo, en las
siguientes referencias: | I, [ I, [ l,

[ J [ I [ I
[ vl J

3.2 Inestabilidad Modulacional

La inestabilidad modulacional es uno de los tipos de inestabilidad presentes en la naturaleza. El
campo de estudio que comprende la inestabilidad modulacional es muy amplio, pues este tipo de
inestabilidad puede estar presente en fenémenos tanto a nivel microscépico como a gran escala. Lo
anterior explica el porqué la inestabilidad modulacional ha tenido gran auge y relevancia en los
ultimos sesenta anos.

Los estudios sobre inestabilidad modulacional se iniciaron en 1960, de manera independiente, por los
cientificos del oeste (Estados Unidos y Europa), y cientificos soviéticos. Por lo general estos estudios
estaban orientados a diferentes aplicaciones en fisica. La mayoria de los primeros trabajos en el oeste
estaban relacionados con hidrodinamica: ondas de agua, conveccién, etc. Por otro lado, los trabajos
sobre inestabilidad modulacional de los cientificos soviéticos estaban vinculados con los entonces
recientes progresos en: electrodindmica, incluyendo 6ptica no lineal (lasers, autofocalizacién, ondas
de radio no lineales etc.) y fisica de plasma | ].

La ecuacién NLS admite soluciones uniformes en forma de ondas continuas, entre otras. Una cuestion
importante es la estabilidad de las soluciones de tipo onda plana frente a pequetias perturbaciones.
Cuando las perturbaciones rompen la uniformidad de la onda continua, iniciando un crecimiento
exponencial en la amplitud de la onda, entonces se presenta la inestabilidad modulacional [ ].

3.2.1 Inestabilidad Modulacional: Perturbando Amplitud

Se tiene la ecuacion no lineal de Schrodinger,

Ou(z,t) 10 2
i = gt t) = olu(w, t)Pu(z, ). (32)

Suponiendo que para la ecuacién (3.2) existen soluciones de la forma,
u(x,t) = Aellhr—wk)t) (3.3)

en donde A y k son reales, y ademds w(k) es la relacién de dispersién de sistema.
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Ahora, es importante saber qué sucede con la estabilidad de la solucién (3.3) cuando se perturba
su amplitud. Para esto se propone la solucion perturbada,

u(z,t) = u(z,t) + eU(x, ), (3.4)

donde U(z,t) = a(z,t)e’k™=“ v || << 1. De este modo la solucién (3.4) se ve de la siguiente
forma, | | |
u(zx,t) = Aeilkz—wt) | ca(x, t)ez(k:):fwt) = (A+ Ea(ai,t))el(k‘”7”t),

En la expresién anterior se observa de manera mas clara la forma en que se introduce la perturbacion
a la amplitud a la solucién (3.3). Para examinar la evolucién de la perturbacién a(z,t) se realizard
el siguiente analisis.

Se tiene la solucién elemental (3.3) y la solucién perturbada (3.4), y se busca saber cudl es la
distancia en norma que existe entre la solucién perturbada y la solucién elemental,

lu(z,t) —a(z,0)|| = €l[U(z,t)]| = elalz, t)e’ ™|,

= ella(z,t)||||e""* V]| = €|a(z, 1) (3.5)
La estabilidad que se busca es modulacional, es decir, se quiere saber qué sucede con el médulo de

la diferencia entre las soluciones u(z,t) y @(x,t), razén por la cual se utilizara la norma del maximo.

Sea f : [a,b] — R, la norma del maximo se define como:

1F()llmax = max | f(z)].

z€la,b]

Entonces:

1. Si [|la(+,t)||max — 0, cuando t — oo, entonces ||u(-,t) — (-, t)||max — 0, cuando t — co. Para
este caso se dice que la solucién u(z,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.

2. Si ||la(,t)||max — C, cuando t — oo, entonces ||u(-,t) — @(+,t)||max —O(€), cuando t — oo,
donde C es una constante. Para este caso se dice que la solucién @(z,t) es modulacionalmente
estable.

3. Si|la(+,t)||max — 00, cuando t — oo, entonces ||u(-,t) —a(-,t)||max — 00, cuando t — oco. Para
este caso se dice que la solucién u(x,t) es modulacionalmente inestable.

Para analizar el comportamiento de ||a(x,t)||max, S establecerd una ecuacién para a(z,t) mediante
la sustitucién de u(z,t) en la ecuaciéon NLS entre otros calculos. La solucién a(z,t) sera:

para la cual a1 y k serdn constantes reales.
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Una vez que se propone la solucién a(z,t), se establecerd un sistema de ecuaciones compuesto de
dicha ecuacién y su complejo conjugado. En el que (k) es la relacién de dispersion del sistema que
ahora depende de a(z,t), y (k) puede ser un valor real o complejo. Los valores Q(k) pueden ser
expresados de la siguiente forma,

Q(k) = Re(Q) + iIm(2).

Lo que se busca es determinar el comportamiento de ||a(x,t)||max, cuando t — co. Se tiene que:

a(-,t = max |a(z,t)] = max |d3em R
a0l = s oo, 0] = mox | |

Dado que Q(x) = Re(£2) 4 iIm(£2), la ecuacién anterior se puede expresar como:

Ha('7 t) ‘ ’max _ max ‘dlei(nx—Re(Q)t—iIm(Q)t)‘ — max ‘dlei(nx—Re(Q)t)e—iiIm(Q)t’
z€[0,27] z€[0,27]
— max |a~1 ‘ |€i(nz—Re(Q)t) | |€Im(Q)t ’ )
z€[0,27]
Por otra parte, el médulo de un nimero se define como:
|2 = (=~ 2", (3.6)

en el cual z* es el conjugado de z. De acuerdo a esta definicion se tiene que,

’ei9| _ (eiO . 6710)1/2 — (€i9719)1/2 — 11/2 - 1.

Por lo anterior se puede decir que,

lei(mche(Q)t)| -1

Y

en donde k, z y Re(Q2)t son reales. Como consecuencia resulta,

e Ol = 1] s

Y

’€Im(ﬂ)t‘
]

es decir, la norma ||a(-, t)||max depende del valor de [e!™Y¢| pues @ es una constante.

De lo anterior se desprenden tres casos:

1. SiIm(€2) = 0, entonces, ||a(-,t)||max — |d1| cuando ¢ — oco. Para este caso la solucién u(x,t)
es modulacionalmente estable.

2. Si Im(2) < 0, entonces, ||a(-,?)||max — 0 cuando t — co. Para este caso la solucién u(x,t) es
modulacionalmente asintoticamente estable.

3. Si Im(€2) > 0, entonces, ||a(+,t)||max — 00 cuando ¢t — oo. Para este caso la solucién a(z,t) es
modulacionalmente inestable.
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3.2.2 Inestabilidad Modulacional: Perturbando Amplitud y Fase

Recuérdese la ecuacién no lineal de Schrédinger (3.2) es:

ou(x,t 1 9?
W8 S (e t) — olule, ) Pu(e, 1)

Suponiendo que para esta ecuacién existen soluciones de la forma (3.3),
fL(l‘, t) — /161'(Imcfw(lc)t)7

para las cuales A y k son reales, y ademés w(k) es la relacién de dispersion de sistema.

Ahora, es de interés saber qué sucede con la estabilidad de la solucién (3.3) cuando se perturba su
amplitud y fase de manera simultdnea. Para ello se propone la siguiente solucién perturbada:

uw(z,t) = (u(z,t) + eU(x,t))Z(x, 1),

en la cual U(x,t) = a(x, )!98 |¢| << 1y a(x,t) es una funcién para la amplitud. Ademés, la
funcién Z(z,t) = @y ¢(x,t) es una funcién continua y acotada la cual perturba la fase. Al
sustituir U(z,y) y Z(x,t) en la solucién u(z,t) se ve de la siguiente forma,

u(.%t) _ (Aei(kxfwt) + ea(l_,t)ei(szwt)>eieq3(x,t) _ (A + ea(.%t))ei(kxfthreq;(x,t)). (3_7)

En la expresion anterior se puede observar de manera mads clara la forma en que se introduce la
perturbacién a la amplitud y a la fase de la solucién (3.3). En este caso no se trabaja directamente
con la solucién (3.7), se le hace una modificacién a la solucién anterior de la cual resulta la siguiente
solucién?:

u(z,t) = (14 eA(z, t) + ied(z, t))a(z, t), (3.8)

donde A(z,t) = a(fl’t).

Teniendo la solucién elemental (3.3) y la solucién perturbada (3.8), se buscard saber cuanto se
separan ambas soluciones en norma, es decir,

lu(e, t) — (e, 6)|| = [|(A(z, 1) + ied(w, t))a(e, )| = All(cAlw, t) +ied(x, 1))e' =]

lu(z,t) = alz,t)|| = AlleA(w,t) + ie(z, t)][[|’ "] = AlleA(x, 1) + ied(z, 1)]]. (3.9)

Como se dijo anteriormente, la estabilidad que se busca es modulacional, es decir, se requiere saber
qué sucede con el médulo de la diferencia entre las soluciones u(z,t) y @(z,t). Por lo que de nueva
cuenta se utilizard la norma del méaximo.

Entonces:

2En el siguiente capitulo se explicardan con mayor detalle las modificaciones que sufre la solucién u(z, t).
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1. Si||eA(z,t) + ied(x,t)||max — 0, cuando t — oo, entonces ||u(z,t) — @(x, t)||max — 0, cuando
t — oo. En este caso la solucién u(z,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.

2. Si||eA(x, t)+ied(z,t)||lmax — C, cuando t — oo, entonces ||[u(x, t)—u(z, t)||max —O(€), cuando
t — oo, donde C es una constante. En este caso la solucién @(z,t) es modulacionalmente
estable.

3. Si||eA(x, t)+ied(x,t)||max — 00, cuando t — oo, entonces |[u(z, t) — a(z, t)||max — 00, cuando
t — oo. En este caso la solucién u(z,t) es modulacionalmente inestable.

Para analizar el comportamiento de |[eA(x,t) + ied(x,t)||max, en el capitulo siguiente se establecerd
una ecuacién para A(z,t) y ¢(z,t) mediante la sustitucion de u(z, t) en la ecuacién NLS, entre otros
célculos. Las soluciones que se propondran para A(z,t) y ¢(x,t) serdn:

fi(l’,t) _ dlez‘(mc—ﬂ(n)t)’
(Z)(x,t) _ a~2€z‘(mc—(2(/@)t)

en las que a1, da y Kk seran constantes reales.

Una vez que se conoce qué forma tienen las soluciones A(z,t) y é(x,t), serd establecido un sistema
de ecuaciones con ellas; posteriormente se calculard la relacién de dispersion Q(k) del sistema que
ahora depende de A(x,t) y ¢(z,t).

Los valores Q(k) se escribirdn de la siguiente forma:

Q(k) = Re(Q) + iIm(Q).

Lo que se buscard es el comportamiento para |[eA(-,t) 4 i€d(-,)||max, cuando ¢ tiende a infinito.

Se tiene que:

1eA(, 8) + i€d (-, 1) lmax = L le (|2, 8) + ig(x, 1)]). (3.10)

Usando la igualdad (3.6):
€A ) +ied(- )l lmax = max |e|((Alz,t) +ig(w, ) (A(z,1)) —i((w,t))))'/,

xz€[0,27]

= max ! (A, t)]* + ) (x, 1)) /2.
z€[0,27]

Sustituyendo A(z,t) = d1' =0 v g(x, ) = dae’* =2 ge obtiene:

HEA(.’t>+7:€<5(.7t)Hmax _ éﬁ?ﬂ ‘(’aleZ(mc—Q(N)t)‘Q + |d» iRz —Qr ))‘ )1/2.

Dado que Q(k) = Re(€2) 4 iIm(Q2), entonces,

HeA(.’t)—f_ieQ;('?t)Hmax = mgﬁé}gﬂ” e|(|a pi(ka—Re(Q)t— iz’Im(Q)t)|2+ ’a~2ei(m:—Re(Q)t—z’z’Im(Q)t)|2)1/27
- wgﬁ%;ﬂ | (|a7 et e RN Im(Dt|2 || g, pilke—Re(D1) Im(Q)t2Y1/2,
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Como d1, da y ™! son niimeros reales, los términos anteriores se pueden agrupar de la siguiente
manera:
- - . 1/2
HEA(-,t) +i5¢('7t)Hmax _ H[lax]‘e‘(ajf+a~22)1/2(,ez(mche(Q)t)‘Z‘elm(ﬂ)t‘2> )
z€|0,27

0

Recuérdese que el médulo de un ntmero de la forma e? es 1, donde 6 es real. Dado que k, = y

Re(2)t son reales, se tiene que:
|6i(m:fRe(Q)t)| =1.
Como consecuencia resulta,

[€A(-, 1) + i€d(-,t)||max = max ](|6|(a~12 + @) 2) [
x€|0,27

Sea K = |e|(d1% + a~22)1/ 2. Considerando este cambio la expresién anterior es:

€A+, 1) + i€h(-, 1)||max = max K|V,
z€[0,27]

La norma ||[€A(-, 1) + i€¢(-, t)||max depende del valor de |e"™ (V] pues K es una constante. Nétese
que la distancia entre u(x,t) y @(a,t) estéd de nuevo en funcién de e™ (),

De lo anterior se desprenden tres casos:

1. Si Im(Q) = 0, entonces, |[eA(-,t) + i€ (-, 1)||lmax — K cuando t — co. En este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente estable.

1)
2. Si Im(Q) < 0, entonces, |[€A(-,) + i€d(-,t)||max — 0 cuando t — co. En este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.
(
t)

’
3. Si Im(Q) > 0, entonces, |[€A(-,t) 4 i€ (-, 1)||max — 00 cuando ¢t — co. En este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente inestable.

3.3 Conclusiones del capitulo

En este capitulo se abordaron los conceptos de estabilidad e inestabilidad modulacionales, los cuales
son parte central de este trabajo de tesis.

De manera intuitiva se puede decir que una onda plana de la forma u(x,t) es estable cuando ondas
planas cercanas u(x,t) son soluciones cuya tendencia es regresar hacia u(x,t), de tal modo que
quedan contenidas en una vecindad de @(z,t) con forme transcurre el tiempo. Siguiendo la idea an-
terior, una solucién de tipo onda plana u(z,t) es asintéticamente estables si las soluciones cercanas
u(z,t) tienden a u(x,t) conforme transcurre el tiempo y la alcanzan en el limite cuando el tiempo
tiende a infinito, es decir, u(z,t) se aproxima tanto a u(x,t) que parecen casi la misma solucién
pero nunca lo son.
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Al principio del capitulo se mencioné de manera general qué es la estabilidad e inestabilidad en un
sistema. Después se explicaron formalmente estos conceptos para las ecuaciones diferenciales ordi-
narias, en donde se dieron las definiciones de puntos de equilibrio asintéticamente estables, estables
e inestables. Al final de esa seccién se hace una analogia entre los puntos de equilibrio para EDO y
las soluciones de tipo onda plana para la ecuacién NLS.

En las secciones siguientes fue explicado a grandes rasgos el proceso que se utilizaréd para establecer
los criterios de estabilidad e inestabilidad modulacional para las soluciones de tipo onda plana de
la ecuacion NLS continua; perturbando amplitud, y amplitud y fase.

Para ambos casos, en donde fue perturbada solamente amplitud o amplitud y fase de manera
simultdnea, se concluye que el factor determinante para establecer los criterios de estabilidad e
inestabilidad modulacionales es el valor de Im(2), donde Q2 estd dado por la relaciéon de dispersién
G(Q, k), asociada a las ecuaciones para A(z,t) y ¢(x,t).

Los criterios de estabilidad que fueron establecidos, de manera general para el caso NLS continua
son los siguientes:

1. SiIm(Q) = 0, entonces, |[eA(-,t) + i€¢(-,t)||max — K cuando ¢ — co. En este caso la solucién

@(x,t) es modulacionalmente estable.
2. SiIm
u(x,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.

(Q) < 0, entonces, ||€A(-,t) + i€ (-, t)||max — 0 cuando ¢ — co. En este caso la solucién
(

3. Si Im(Q) > 0, entonces, ||€A(-,t) + i€d(-,t)||max — 00 cuando ¢ — co. En este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente inestable.

Estos son los criterios que seran utilizados en el capitulo siguiente para determinar bajo qué con-
diciones la solucién de tipo onda plana @ (z,t) para la ecuaciéon NLS es estable o inestable modula-
cionalmente.

Para los capitulos 5 y 6 sera utilizado el mismo criterio sobre {2 para clasificar a las soluciones de
tipo onda plana de la ecuacion DNLS y el esquema de Crank-Nicolson, como estables o inestables
modulacionalmente. La manera de establecer este criterio sera totalmente andloga al caso NLS
continua.




La Ecuacion no Lineal de
Schrodinger y Analisis de
Estabilidad de Soluciones de
Tipo Onda Plana

La ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS) surge en varios temas relacionados con la fisica, esta
ecuacién se utiliza para modelar diferentes fendmenos con aplicaciones a diferentes campos tales
como: fisica de semiconductores, condensacién de Bose-Einstein, fisica de plasma, dindmica biomo-
lecular, ondas en el agua y 6ptica no lineal por mencionar algunos. Para mayor detalle sobre estas
aplicaciones, consultar las siguientes referencias | Il | v las referencias ahi sugeridas.

El objetivo de este capitulo serd encontrar condiciones de inestabilidad modulacional mediante
perturbaciones de las soluciones de la ecuacién no lineal de Schrodinger continua. Sera analizado
el comportamiento de las soluciones perturbadas para diferentes casos. Después se clasifican dichas
soluciones como estables o inestables modulacionalmente. El capitulo se ha organizado de la siguiente
manera:

1. Calculo de la relacion de dispersién de la ecuacién NLS.
2. Se propone una solucién perturbada en amplitud para la ecuacion NLS.

3. Linealizacién de la ecuacién no lineal de Schrédinger alrededor de la solucién de tipo onda
plana u(x,t) = Aeilkz—wt)

4. Analisis de estabilidad de la solucién de onda plana @(z,t) = Ae*kr=wt),
5. Se propone una solucién perturbada en amplitud y fase para la ecuacién NLS.

6. Se repiten la linealizacion la ecuacién no lineal de Schrodinger y el andlisis de estabilidad de
las soluciones de tipo onda plana para este caso.

7. Resumen y tabla de resultados obtenidos en el capitulo.

4.1 La Relaciéon de Dispersion de la Ecuacién no Lineal de Schrodinger

Recuérdese que la relacién de dispersién es la relacion G(w, k) = 0 que existe entre las variables w
vy k a través de las derivadas parciales de la ecuacion que describe a un sistema dispersivo. En es-
ta seccidn se calculard la relacion que existe entre w y k a través de las parciales de la ecuacién NLS.
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Considérese la ecuacién no lineal de Schrédinger
ou(z,t) _lﬁzu(m,t)
ot 2 022
para la cual ¢ = £1. El signo positivo indica NLS enfocante y el signo negativo NLS desenfocante

[ J

i — olu(z, t)Pu(z, t), (4.1)

Suponiendo que
u(z,t) = Ae'hr—eb) (4.2)

satisface la ecuacién (4.1), para la que A es una constante real o compleja distinta de cero. Si A
es compleja, se puede escribir en forma polar A = \A|ei¢’, para la cual ¢ es el argumento de A. La
solucién (4.2) quedaria de la siguiente forma:

a(z,t) = |AlePe!Frmet) = | g|eihrmette), (4.3)

Obsérvese que las soluciones (4.2) con A real, y (4.3) con A compleja son practicamente iguales, s6lo
que en la solucién (4.3) se tiene un incremento o disminucion en la fase 6(x,t) = (kz —wt), en el que
¢ es el angulo de desfasamiento entre la onda descrita por la solucién (4.3) con respecto a la onda
descrita por la solucién (4.2). El desfasamiento se puede ver desde el punto de vista de la variable
espacial 0(z,t) = (k(z+ %) —wt); o con respecto a la variable temporal 0(x,t) = (kz—w(t— %)) Esta
variacién en la fase no afecta los resultados obtenidos en el anélisis de estabilidad de las soluciones.
Por esta razén, a lo largo de este trabajo se considerard a la constante A real.

Se suponen soluciones de la forma (4.2) ya que la ecuacién NLS es un sistema dispersivo.

Para calcular la relacién de dispersion de la ecuacién (4.1) se sustituye en ella la solucién (4.2)

'aAei(k:c—wt) 1 aZAei(k:c—wt)
BT T2 o

derivando e igualando a cero se obtiene:

- alAei(kz*“t)\QAei(k"”*”t),

i(_iw)Aei(kx—wt) 4 %(ik)QAei(kz—wt) + U|A’2Aei(k:c—wt) —

Factorizando Ae/(kz—«t)

1 4
<w - 51{:2 + U]A|2> Aeitkz=wt) - —
Cabe sefialar que siempre se cumple que Ae!*=«t) £ (. Por lo tanto
1
w—iﬁ+ﬂm2: 0.

Finalmente, se obtiene la relacién de dispersién de la ecuacién NLS

w(k) = %H—amﬁ (4.4)
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4.2 Estabilidad de las Soluciones de Onda Plana

En esta seccién se analizara el comportamiento de las soluciones de tipo onda plana cuando son
perturbadas en primer lugar por la amplitud, y en segundo lugar por la amplitud y fase simultanea-
mente; esto con la finalidad de saber si su comportamiento es modulacionalmente estable o inestable.

4.2.1 Estabilidad de las Soluciones de Onda Plana: Perturbaciéon de Amplitud

A continuacién se perturba la amplitud de la solucién (4.2), para lo cual se agrega una pequena
perturbacién a la amplitud de la solucién @(z,t), dando como resultado la siguiente solucién per-
turbada:

u(z,t) = u(z,t)+eU(z,t), (4.5)

en la cual @(x,t) estd dado por (4.2), |e| << 1, U(z,t) = a(z,t)e*® =) es la perturbacién intro-
ducida a la solucién u(z,t), y a(x,t) es una funcién para la amplitud perturbada.

Se sustituye la solucién perturbada (4.5) en (4.1) con la finalidad de obtener una ecuacién para
a(x,t), al obtener una expresién para a(z,t) se podra analizar més adelante la evolucién de la
perturbacién,

ou 90U 10%°u €0*U 9
1 +1 =———— - —olut+eU|"(u+e€lU). 4.6

ot ot 202 2 0x2 | " ) (4.6)
Por el momento préstese atencién al término no lineal, el cual se desarrollard y agrupard en potencias
de €. Recuérdese que para los nimeros complejos se cumple que |z|? = z - z*, en el cual z* es el
conjugado de z. Usando esta propiedad en el dltimo término de la ecuacién (4.6) resulta

oli+eU*(a+eU) = o(a+eU)(a+eU)* (a+ el)

= o(u+eU)(u" +eU")(u+eU)

= o(|a]® + e(@*U +aU*) + U )?)(a + €U)

= olal*u + eo(2U > + @*U*) + o (2|U*u + U?a*) + o3| U|*U.

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.6) y reacomodando los términos en potencias de € se
obtiene la siguiente ecuacion,

= 25 2
(.au 10%u +U|u|> OU _ U _ ot | ouiap)

“or T2.2 e T T a2
— o (2u|U)? + U?a) — oe®|U|*U.

Recuérdese que se ha definido a la constante ¢ como un elemento cuyo valor absoluto es mucho
menor que 1, lo que implica que los valores absolutos de €? y €3 son mucho més pequefios atin. Con
ello, los términos de orden O(e?) y O(e3) aportan un valor insignificante a la ecuacién, razén por
la cual no se tomaran en cuenta. Notese que los términos que se encuentran entre paréntesis en el
lado izquierdo de la ecuacién anterior no estan multiplicados por €, no obstante, la expresion entre
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paréntesis equivale a cero, pues u(z,t) resuelve la ecuacién NLS (4.1). Los unicos términos que no
se eliminan son los que estan multiplicados por ¢, los cuales son:
ou 16%°U 5
i = ———— — a(@U* + 2Uul?). 4.7
=5 af?) (4.7)
Esta es la linealizacién de la ecuacién no lineal de Schrodinger alrededor de la solucién u(z,t). Véase

que en la ecuacién (4.7) ya no aparece la constante €, pues aparece en ambos lados de la igualdad
y simplemente se factoriza.

Se sustituye U (z,t) en la ecuacién (4.7), recordando que U(z,t) = a(x, t)e’**=“Y)  Usando el hecho
de que |a|?> = A? se obtiene

Oa(x,t) 1 (0%a(z,t) o Oa(z,t) o
L +wa(z,t) = —3 <83:2 + 2ik o —k“a(x,t)
— o(A%a*(x,t) + 2a(z, t) A?).

Al sustituir U(z,t), el término e¢i(kz=wt) aparece en ambos lados de la igualdad, y por esta razén ya
no aparece en la expresién anterior. Usando la relacién de dispersion (4.4) se eliminan los términos
subrayados, y como resultado se genera la siguiente expresion:

Oa(z,t) _EBQa(x,t) B ,kaa(x,t)
T T T2 a2 T e

— o(A2a*(x,t) + a(z, t) A2). (4.8)

La ecuacién (4.8) es la ecuacién linealizada de la amplitud perturbada alrededor de la solucién
u(x,t). A continuacién se calculard su relacién de dispersion.

Considérese la ecuacién (4.8) y su complejo conjugado, con A real

Oa(z,t)  10%(z,t) . Oa(w,t) 9 .
5 = 5 a2 — ik e —o0A%(a(z,t) + a*(z,1)).
Oa*(z,t)  10%*(x,t) . Oa*(z,t) 2,

v S > + ik . oA (a*(z,t) + a(z,t)).

Lo anterior se puede escribir como un sistema de ecuaciones de la siguiente manera:

.0 [ a(x,t) 192 (1 0 a(z,t) ., 0 a(x,t)

i= X =—== X —itk— X

ot \ a*(z,t) 2022\ 0 —1 a*(z,t) ozr \ a*(z,t)

-1 -1 a(z,t)
2 )
to4 ( 1 1 )(a*(x,t))’

Se supondran soluciones de la forma

() =) -
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en las cuales a1 y do son constantes, para de este modo encontrar su relacion de dispersién. Susti-

rkx—Qt)

tuyendo (4.9) en el sistema anterior y eliminando el factor e resulta

~ 2 ~ ~ ~
ai _ k(1 0 ai ai of —1 —1 al
o) =50 A8 )m(8) (7 1)(5)

lo cual es equivalente a

a-m(2) = 505 A (@) (3 ) (2).

Ahora sea A = () — kk y sustituyendo A en la expresién anterior

( a~1 ) %2 —UA2 —O‘A2 ( a~1 )
Al - = 2 K2 2 ~ -
az oA —(% —0A?) az

Este sistema tiene solucién no trivial si

K2 2 2
det 7_0A —A 2_0A = 0,
o A? —(%5 —cA%+ )
es decir,
K2 K2
0 = —[(2—UA2—/\> (2—01424—)\)] + o2A%
K2 2
= — <2 - 0A2> + A% 4 o241
2 K 2 2
Entonces:

(2
2N = 2 (k% — 40 A4?).
4
Como A\ = ) — kk, se tiene que la relacién de dispersién es:
o2
(Q—kr)? = Z(FLQ — 40 A?).
Para el caso k = 0 se obtiene la siguiente relacién de dispersién:
2

m:%w—@ﬁy

Cabe resaltar que este resultado es el mismo que aparece en | | para el mismo caso.

(4.10)

(4.11)
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Analisis de Estabilidad: £ =0

Para el andlisis de estabilidad de las soluciones considérese primero el caso k = 0 y posteriormente
el caso k # 0, comenzando con k = 0 por simplicidad. La intencién en el andlisis es partir de
un caso sencillo, para después continuar con caso mas general. A su vez, para k = 0y k # 0 se
desprenden dos subcasos principales: cuando ¢ = 1, es decir, el caso enfocante de la ecuacién no

lineal de Schrédinger; y cuando o = —1, el caso desenfocante.
(a) Caso desenfocante: Cuando o = —1, la relacién de dispersién (4.11) es:
12
02 = Z(FL2 +44?). (4.12)

Dado que A y k son reales, se obtiene que
;2
Z(/{Q +4A%) >0,

lo que implica que Q? es positiva, por lo tanto las raices 1,2 de la relacién de dispersion (4.12)
son reales y toman los siguientes valores:

9172 = :tg K2 4 4A2,

Dado que los valores 1 y 9 de la relacién de dispersién son reales, las soluciones
a1, 1) = de e,
i(kz+Q2t)

CLQ(CE, t) = 0716

son soluciones puramente oscilatorias y acotadas.

Puede relacionarse este analisis de estabilidad con lo establecido en el capitulo de inestabilidad
modulacional (Capitulo 3). Véase que las raices €2 2 son reales, o visto de otro modo, las partes
imaginarias Im(€;) y Im(£22) son cero. Para este caso se tiene que

e Si Im(2) = 0, entonces ||a(-,t)|lmax — |d1]| cuando t — oo. Para este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente estable.

Lo anterior se cumple para a1 (z,t) y ag(z,t). Por lo tanto, @(z,t) = Ae’"*=%!) es una solucién
modulacionalmente estable.

Caso enfocante: Con 0 =1y k = 0 la relacién de dispersion es:
2

02 = %(“2 — 442), (4.13)

lo que lleva a otros dos subcasos:
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(1)

Si
k| > 2[A],

entonces Q2 es positivo. Los valores Q1 y 5 obtenidos de la relacién de dispersién (4.13)

son reales y de la siguiente forma:

K

K2 —4A2.
2

QLQ =%

Por lo tanto, las soluciones

ag(x, t) — dlei(nx+f22t)7

son soluciones puramente oscilatorias.

Haciendo de nuevo una relacién con el capitulo de inestabilidad modulacional, puede
verse que las partes imaginarias Im(£2;) y Im(€29), son cero. En este caso se tiene que

o SiIm(€Q2) = 0, entonces ||a(+,t)||max — |@1| cuando ¢t — oco. Para este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente estable.

Lo anterior se satisface para aj(z,t) y as(x,t). Por lo tanto puede concluirse que u(z,t) =
Aei(rr=wh) " g una solucién modulacionalmente estable.

Si
k| < 2]4],

entonces 2% es negativo. Lo cual indica que las raices 12 de la relacién de dispersién
(4.13) son imaginarias, y tienen la siguiente forma:

K

= il 5

| |k2 — 4A2|.

Sea Q. = |5]/|K? — 4A2], Q. es real y positivo.

Las soluciones son:

CLLQ(.’E,t) — dlez(nz:l:fllygt) — dlemme:tzﬁl,gt
— dlemateimﬂct — CL~1€MZ€$QCt.
Es decir:
ar(z,t) = dpetTe Rt
as(z,t) = dyet el
Obsérvese que ay(x,y) = e*Fe %t tiende a cero cuando t tiende a infinito, y que

as(x,y) = e"ett tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.
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A diferencia de los casos anteriores, en esta ocasién se tiene que las raices 21 y 29 son
imaginarios, diferentes de cero, una raiz positiva, y la otra su conjugado. Sea €2 la raiz
tal que se cumple que Im(21) < 0, y Q2 la raiz tal que Im(€2) > 0. Asociando lo anterior
con el capitulo de inestabilidad modulacional se tiene:

1. Si Im(Q2) < 0, entonces ||a(+,t)||max — 0 cuando ¢ — oco. Para este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.

)
2. Si Im(£2) > 0, entonces ||a(+,t)||max — 00 cuando ¢ — co. Para este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente inestable.

En base a lo anterior se puede decir que si se elige la raiz €2 y su correspondiente solu-
cién ay(x,t), entonces la solucién @(x,t) = Ae'"*=%!) es una solucién modulacionalmente
asintéticamente estable. De otro modo, si es escogida la raiz €29 y su correspondiente
solucién as(x,t), se tiene que (z,t) = Ae'"®=“H es una solucién modulacionalmente
inestable.

Considerando una solucién general de la forma:
a(z,t) = cra1(x,t) + coan(z,t),

para la cual ¢; y ¢z son constantes. El comportamiento del médulo de a(x,t) conforme
t tiende a infinito, es la superposicién de los comportamientos de |aj(z,t)| v |az(z, 1)
cuando t tiende a infinito. Entonces:

[la(-,t)||max — 00 cuando t — oo.

Finalmente, al considerar una solucién general, puede concluirse para este caso que la
solucion u(z,t) es una soluciéon modulacionalmente inestable.

Andlisis de la Estabilidad: k£ # 0

Recuérdese que la relacién de dispersién del sistema linealizado (4.10) es:

2
(Q — k)2 = ’%(52 — 4o A?).

En el anterior andlisis de estabilidad de las soluciones se tomé k& = 0 en la relacion de dispersion
del sistema linealizado (4.10). A continuacién se hard algo parecido pero considerando k # 0 en la
ecuacién (4.10). Se procederd a analizar los casos desenfocante o = —1 y enfocante o = 1.

(a) Caso desenfocante: Para este caso se tiene 0 = —1 y k # 0, por lo cual la relacién de
dispersion del sistema linealizado (4.10) toma la siguiente forma

2
(Q — kk)? = %(ﬁ +4A2),

Tomando en cuenta que k y A son reales, puede observarse que los valores de §2 también son
reales. Despejando () se tiene:

Qo = k/@ig(HZ—i—llAQ)l/Q.
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Dado que la constante k es real, las raices €21 y 29 de la relacién de dispersiéon son reales.
Para cada valor de {2 se tiene una solucién de la forma a(z,t):

i(kz—t) i(kw—(kn+ 5 (k2+4A2)1/2)t)
Y

ar(z,t) = are =dqie

ag(a:,t) _ dlei(nx+92t) _ a~2ei(nmf(kn—5(52+4A2)1/2)t)'

Véase que las soluciones aj(z,t) y az(z,t) son puramente oscilatorias.

Puede verse que tanto la parte imaginaria Im(€2;), como Im(£2) son cero. Relacionando lo
anterior con el capitulo de inestabilidad modulacional se tiene que:

e Si Im(Q2) = 0, entonces ||a(-,t)||max — |d1| cuando ¢ — oo. Para ese caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente estable.

Lo anterior se satisface para aq(x,t) y az(x,t). Por lo tanto, se puede concluir que u(z,t) =
Aei(m=wh) o5 una solucién modulacionalmente estable.

Caso enfocante: En este caso 0 = 1y k # 0, la relacion de dispersion del sistema linealizado
(4.10) es:

2
(Q—kk)? = Z(f;? —4A?).
Dado que las constantes xk y A son reales no puede concluirse este caso de forma directa como

se hizo en el caso anterior. Del caso enfocante se siguen los siguientes dos subcasos:

(i) Sise cumple que:
k[ > 2|4l

se tiene que (€2 — kx)? es positivo. Lo cual implica que:
Mo =kr+ g(ﬁ;2 — 442,

en las cuales k es una constante real, entonces los valores €25 o de la relaciéon de dispersion
(4.10) son la suma de dos cantidades reales, y por lo tanto € 2 son valores reales.

Dado que los valores que puede tomar §2 son reales, las soluciones a;(x,t) y az(z,t) son
de la forma:

a2, 1) = =0,

ax 1) = e =20),

las cuales son soluciones puramente oscilatorias.

Nuevamente se observa que las partes imaginarias Im(2;) y Im(€2) son cero. Lo que se
establece para este caso en el capitulo de inestabilidad modulacional es que:
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o SiIm(Q2) = 0, entonces ||a(+,t)||max — |@1]| cuando ¢ — oo. Para este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente estable.

Dado que lo anterior se satisface para aj(x,t) y az(z,t), se concluye que u(x,t) =
Ae!(Fz=wt) o5 yna solucién modulacionalmente estable.

Si |k| < 2| A, entonces (2 —kk)? < 0, lo cual indica que los valores 21 » que puede tomar
2 en la relacién de dispersion (4.10) son:

9172 =krk+i

;‘ K2 — 4A2].

Sea Q. = ‘g’«/hﬁ — 4A2|. Entonces las soluciones de la forma a(x,t) asociadas a estos

valores de 2 son:

i(kx—Q7 ot
aja(x,t) = e ( 1,2t),
— ema:e—zknt—z:tzﬁct’

ez(mt—knt)) e:FQct )

o La solucién a;(z,t) es
ai (l’, t) _ ei(mx—kﬁt))e—ﬂct’

la cual tiende a cero cuando t tiende a infinito.

o La solucién ag(z,t) es:
as (.’L‘, t) _ ez(nxfknt))eJrQCt,

y tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

En esta ocasién se observa que las raices 21 y Q2 son de la forma €7 = Re(1) +iIm(€;),
y Q2 = Re(Q2) + iIm(Q2). Sea ©; la raiz para la cual Im(£2;) < 0, y Q2 la raiz tal que
Im(Q2) > 0. Realizando la correlacién con el capitulo de inestabilidad modulacional se
obtiene:

1. Si Im
u(z,

Q) < 0, entonces ||a(-,t)|lmax — 0 cuando t — co. Para este caso la solucién
es modulacionalmente asintéticamente estable.

Im(§2) > 0, entonces ||a(+,t)||max — 00 cuando ¢ — co. Para este caso la solucién
es modulacionalmente inestable.

Si (
En base a lo anterior puede decirse que si se elige la raiz €27 y su correspondiente solu-
cién ay(x,t), entonces la solucién @(z,t) = Ae'"*=“!) es una solucién modulacionalmente
asintoticamente estable. De otro modo, si se elige la raiz (2o y la correspondiente solucién

as(x,t), se tiene que @(x,t) = Ae'"*~“Y es una solucién modulacionalmente inestable.

Considérese una solucién general de la forma:

CL(CC,t) = Clal(xat) + C2a2(x7t)7
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para la cual ¢; y ¢z son constantes. El comportamiento del médulo de a(x,t) conforme ¢
tiende a infinito, se puede ver como la superposicién de los comportamientos de |ai(z, )|
y |az(z,t)| cuando ¢ tiende a infinito. Entonces

||a("t)||max — 0o cuando t — oo.

Al considerar una solucién general, se concluye para este caso que la solucién u(z,t) es
una soluciéon modulacionalmente inestable.

4.2.2 Estabilidad de las Soluciones de Ondas Planas: Perturbacion de Amplitud y Fase

En el analisis de estabilidad de las soluciones de onda plana para la ecuacién no lineal de Schrodin-
ger de la seccién anterior sélo se vio el comportamiento de las soluciones cuando se perturbd la
amplitud de las mismas. Ahora se analizard cudl es el comportamiento de dichas soluciones cuando
se perturba amplitud y fase al mismo tiempo.

Sea la ecuacién no lineal de Schrédinger (4.1), como en la seccién 4.1 de este capitulo,

Ou 1 92 9
= ————u—olul u.

"ot 2 0z
Y suponiendo, al igual que en el inicio del capitulo, que

u(z,t) = Aekr=wb)

para la cual A # 0 es una constante real, satisface la ecuacién NLS. La solucién u(x,t) es la misma
que aparece al inicio de este capitulo.

Se estudiard la estabilidad de la solucién u(z,t), perturbando su amplitud y su fase como sigue:
u(z,t) = (u(x,t) + eU(x, 1)) Z(z,1),

para la cual U(z,t) = a(x,t)e!**=“! es la perturbacién introducida a la amplitud de la solucién

i(z,t) y a(z,t) es una funcién para la amplitud; la funcién Z(z,t) = e’?(@1) es la perturbacién que

se introduce a la fase de la solucién @(z,t) en la que ¢(x,t) es una funcién continua y acotada la
cual perturba la fase; ademads se elige € tal que |e| << 1.

Sustituyendo U(z,t) y Z(x,t) en u(x,t) se obtiene:
u(z,t) = (A+ ea(x,t))ei(kx*w“reg’(x’t)). (4.14)

Puede verse que ea(z,t) y EQZN)(:L', t) son pequenas perturbaciones para la amplitud y fase respectiva-
mente.
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Para realizar el anélisis de estabilidad, se comenzaré haciendo una aproximacién lineal de la solucion
(4.14). Primero se reescribe la exponencial de (4.14) como producto de dos exponenciales,

u(z,t) = (A+ea(m,t))ei(k””—“’t)eifflg(r,t)_

Luego, se escribe ¢! como una serie de la forma 1+ ieg?)(:c, t) 4+ O(€?). Con lo que al sustituir se
obtiene,

u(z,t) = (A4 ea(z,t))(1+ie(x,t) + O(2))elFr—w1),
realizando la multiplicacién indicada, y agrupando los términos de O(1), O(e) y 0(62)7 se obtiene:
u(x,t) = (A + ea(z,t) + iAegZ;(x, t) + 0(52)) pi(ka—wt)

Puede reescribirse la expresién anterior de la siguiente formas:

u(z,t) = <1 + ea(i{ ) + ieg(x, t)> Aellkr=wt),

Los términos de orden € ya no aparecen, pues se suponen muy pequeiios para ser tomados en cuenta.

Para facilitar la notacién se hace el siguiente cambio:

Ala,t) = “(‘Z’ 24

Recuérdese que @(z,t) = Ae’k*=“t) por lo tanto la aproximacién lineal de la solucién perturbada
(4.14) finalmente es:

u(z,t) = (14 eA(x,t) + ied(z,t))u(z,t). (4.15)
Se sustituye la solucién perturbada (4.15) en la ecuaciéon NLS (4.1) con la finalidad de obtener

ecuaciones para A(z,t) y ¢(x,t) y de este modo analizar més adelante la evolucién de estas pertur-
baciones

i (eaAéj’t) + ieagﬁgi’ t)> a(x,t) +i(1 + eA(z, t) + ie&(w,t))au(aﬁ’t) =
1 (a2(eA(x,t) + ied(x, t))a(z, y) N 23(@21(3;,75) + iep(x, 1)) 8u(a:,t)>
2 Ox? Oz Oz
- - 20(x -
— % ((1 + eA(x,t) + ieg(x, t))aa(xQ’t)> — o]l + eA(x,t)

T ied(a, OP[a (L + eA(a, £) + ied(w, O)alz,y).  (4.16)
Se toma |1 + €A(x, ) + ieg(z,t)|? y se linealiza de la siguiente manera:

114 eA(x,t) +iep(z,t)> = (1+€A(x,1))? — 2 (x,t)?

1+ 2eA(x,t) + Az, 1) + 2p(x, )2
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Dado que |¢| se supone muy pequeio, se pueden despreciar los términos de orden ¢2. Considerando
esto, la expresion anterior queda como sigue:

11+ eA(z,t) +iep(z, t)> ~ 1+ 2A(x,t).

Por lo tanto,

11+ €A(x,t) +ied(z, t) 2 (1 + €Az, t) + iep(x, 1)) ~
(14 2€A(z, 1)) (1 + eA(z, t) + ied(z, 1)) + O(e2) ~
1+ 3eA(x,t) +ieg(z, t) + O(e?).

Como se argument6 antes, los términos de orden €2 aportan un valor insignificante, razén por la
cual no seran tomados en cuenta. La expresion anterior ahora es:

11+ eA(z, t) + ied(x, t)|*(1 + €Az, t) + iep(x, 1)) ~ 1+ 3eA(x,t) +ied(x,t).  (4.17)
Sustituyendo (4.17) en (4.16) resulta

) u(xz,t) +i(1 4+ GA(.%',t) 4 i€$(x’t))aﬂ(x,t) _

ot ot

Z, <€8A(a:,t) RCN) (

u(z,y) + 2

0z2

1 P (eA(x,t) + ied(x,t))
2 Ox Ox

O(eA(x,t) + ied(x,t)) Ou(x, t))
0?u(z, )

_% ((1 + ejl(:ﬁ,t) + iegﬁ(m,t)) Ox2

-~

) —o(1+ €A(z,t) + ied(z, t))|a*a(z, y)

— 20€A(z, t)|a*u(x,y). (4.18)

Los términos sefialados se eliminan ya que u(x, t) satisface la ecuacién NLS. De este modo se obtiene

Az, t b(x,t 102(eA(z,t) +ieg(x,t

Z. (ﬁ (0 | ; D6, >) i) = 1L b))
O(eA(x,t) + iep(z,t)) Ou(z,t) ~ o

- 5 i 20€A(z, t)|ul*u(x,y). (4.19)

La ecuacién (4.19) es la linealizacién de la ecuacién no lineal de Schrédinger alrededor de la solucién

u(x,t) cuando se perturba amplitud y fase. El anélisis de estabilidad se realizard para los casos k = 0

y k # 0.

Analisis de la Estabilidad de las Soluciones: Caso &k =0

Para este caso k = 0, es decir, u(z,t) es independiente de z, y por lo tanto,

ou(x,t)

P 0.

Con lo anterior (4.19) se reduce a




Capitulo 4. La Ecuacién no Lineal de Schrodinger y Andlisis de Estabilidad de Soluciones de Tipo Onda
54 Plana

(0A(z,t) | 0d(x,t)\ _, . 10%(A(z,t) +id(x,1))

- 20_"4(377 t)‘ﬂ|2ﬂ($, y)

Dado que u(z,t) # 0 se puede eliminar

; (aﬁ(m) + 003(”““) _ 1P A+ @) o s ppap. (4:20)

ot ot 2 022

Ahora obsérvese por separado la parte real y la parte imaginaria de (4.20),

DA(x,t) 1 % (x,t)

ot 2 0zx2 7

(4.21)

0p(x,t)  10*A(x,t)
ot 2 Ox?
La ecuacion (4.21) tiene la parte imaginaria, y la ecuacién (4.22) tiene la parte real.

— 20 A(z,t)|a(z, )| (4.22)

Derivando la ecuacién (4.21) con respecto a t, y derivando dos veces la ecuacién (4.22) con respecto
ax,

9 0A(x,1) 10 9%p(x,t)

—__ 27 4.2
ot ot 20t 0z2 (423)
9% dp(x,t) 1 6% 92A(x,t) 92 A(x,t) )
- S LT Y A LAY . 4.24
022 Ot 2022 Oa? ol (4.24)
Igualando las ecuaciones (4.23) y (4.24), se obtiene:
DAz, t) 19*A(z,t) 0 0% A(x, )
) = DT AR 4.2
o 1ot 7T T (4.25)

Dado que A es real, entonces se tiene que |u(x,t)|? = A2. La ecuacién (4.25) se puede escribir como:

82 1 L, 0% -
<8t2 i toA w) Alzt) =0 (4.26)

Al igual que en la seccién 4.2.1, se buscan soluciones para (4.26) de la forma
Az, t) = ape’tr=9), (4.27)
en la que a1 es una constante real.

Se sustituye (4.27) en (4.26) para poder encontrar la relacién de dispersién de la ecuacion linealizada.
De este modo se obtiene

(—92 + %(m)”‘ + aA2(m)2> apelreit — ), (4.28)
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ik —i§t

Dado que e » es distinto de cero entonces

—0? + i/# — o A%k%? =0,

ésta es la relacion de dispersion del sistema linealizado. Se expresara la relacién de dispersién anterior
como una funcién de k

1

02 (k) = &* (4&2 = O'A2> . (4.29)
Con la relacién de dispersién del sistema linealizado (4.29), se procede a efectuar el andlisis de

estabilidad de la solucién para los casos desenfocante o = —1 y enfocante o = 1.
(a) Caso desenfocante: Para este caso se tiene 0 = —1, y la relacién de dispersion del sistema

linealizado (4.29) es:
1
QQ = I‘DQ <4K§2 + A2> .

Tomando en cuenta que k y A son reales puede verse que las raices de Q2 son reales y tienen

la siguiente forma:
/1
Q1 = K4/ -K2+ A2
4
1
Dy = —ky/ ZKQ + A2

Para estos valores de (2 las soluciones A o(z,t) son:
Apg(z,t) = a2,

Por lo anterior, se tiene que tanto la parte imaginaria Im(£21) como la parte imaginaria Im(Qs)
son cero. Relacionando lo anterior con el capitulo de inestabilidad modulacional se tiene que:

e Si Im(Q) = 0, entonces ||A(-,t)||max — |d1| cuando t — co. En este caso la solucién
@(z,t) es modulacionalmente estable.

Lo anterior se satisface para A;(z,t) y Ag(z,t). Como Q es real, las soluciones Aj o(x,t) =
a1/ R EM) gon soluciones puramente oscilatorias y por lo tanto acotadas, puede concluirse
que @(z,t) = Ae” ™! es una solucién modulacionalmente estable.

(b) Caso enfocante: Para el caso enfocante o = 1, la relacion de dispersion del sistema linealizado
(4.29) es:

1
D(k) = K2(-K2—A%).
4
Al igual que en el caso desenfocante las constantes k y A son reales, sin embargo no se puede
concluir de forma directa como se hizo en el caso anterior por el cambio en o. Por lo tanto,
del caso enfocante se siguen los siguientes dos subcasos:
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(1)

(i)

Si |k| > 2| A|, entonces Q2 es positivo. Las raices de la relacién de dispersién son:

/1
Ql = |K| ZKQ_A27

Q = —Ix 352 — A%,
y son raices reales. Entonces,
Aa(z,t) = demetionst,
Obsérvese que las partes imaginarias Im(2;) y Im(€22) son cero. Lo que se estableci6 para

este caso en el capitulo de inestabilidad modulacional es que:

o Si Im(Q) = 0, entonces ||A(-,t)||max — |d1| cuando t — oco. En este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente estable.

Dado que esto se satisface para A;(z,t) y Aa(x,t), puede concluirse que (z,t) = Ae ™!

es una solucién modulacionalmente estable.

Si |k| < 2|4], implica que 22 es menor que cero, por lo tanto las raices 4 2 de la relacién
de dispersion,

Y

1
Q= il ’4&2—142

9

1
Qo = —ilk| ‘4/12—142

son imaginarias.

Sustituyendo los valores €21 2 en la solucién A(z,t) se tiene:

1 ~ _ikzEii ot
A1o(z,t) = die 1,2

— CL~1 emxezl:Qct’

para las cuales (0, = [k[y [|1r2 — A2

Sea 4 la raiz para la que se cumple que Im(€Q;) > 0, y Q5 la raiz para la cual Im(€23) < 0.
Realizando la correlacién con el capitulo de inestabilidad modulacional se tiene que:

1. Si Im(€2) > 0, entonces ||a(-,t)||max — 00 cuando ¢ — co. En este caso la solucién
@(z,t) es modulacionalmente inestable.
)

2. Si Im(€2) < 0, entonces ||a(-,t)||max — 0 cuando ¢ — co. En este caso la solucién
u(x,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.
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En base a lo anterior puede decirse que si se elige la raiz 21 y su correspondiente solu-
cién Ay (x,t), entonces la solucién @(z, t) = Ae'"*=“!) es una solucién modulacionalmente
inestable. De otro modo, si se elige la raiz {22 y su correspondiente solucion A (x,t), se
tiene que @(x, t) = Ae'("*=“! es una solucién modulacionalmente asintGticamente estable.

Considérese una solucion general de la forma:
A(z,t) = c1 Ay (2, 1) + cp Az (, 1),

en la cual ¢; y c2 son constantes. Puede verse el comportamiento del médulo de~f~1(ac, t)
conforme ¢ tiende a infinito como la superposicién de los comportamientos de |A;(z,t)]
y |A2(z,t)| cuando t tiende a infinito. Entonces:

||A('7t)||max — 0o cuando t — oco.
Al considerar una solucién general, se concluye para este caso que la solucién u(x,t) es

una solucién modulacionalmente inestable.

Andlisis de la Estabilidad de las Soluciones: k # 0

Ahora se realizara el andlisis de estabilidad de las soluciones de onda plana para la ecuacién no
lineal de Schrédinger en el caso k # 0. Se retoma el andlisis desde la ecuacién (4.19), la cual es:

| OA(x,t)  B(x,t) _ _ 10%(cA(w,t) +ieg(a,t))
i <e 5 + i€ 5 ) a(z,t) = —3 52 u(z,y)—
8(6A(:c,t)a—|g; ied(x,t)) aa(:;, D oped (2. )[a%(z.).

Dado que € es un factor que se encuentra en todos los términos de la expresion anterior, se puede
factorizar y prescindir de él.

(0A(,t)  0d(x,t)\ . 12(A(x,t) +id(x, 1))
z( 5 +1¢ 5 )u(:lc,t)——2 52 u(x,y)—
I(A(z,t) +ip(z,t)) Ou(z,t) . o
5 e —20A($,t)\u|2u(337y). (4.30)

Se separan los términos de (4.30) en parte real y parte imaginaria, como sigue:

DA(z,t) 1 9% (x,t) DA(z,t)
T R T R (431)
00w t) __10°Aw) | 06(n,t) 20 Az, t)|u(z, 1) (4.32)

Ot 2 Ox? ox
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La ecuacién (4.31) tiene los términos de la parte imaginaria y la ecuacién (4.32) tiene a los términos
correspondientes a la parte real.

Para estas ecuaciones, se buscan soluciones de la forma

4(:67 t) — ei(nx—ﬂt) C{l ’ (433)
o(x,t) a2
en las que a; y dy son constantes. Se sustituye (4.33) en las ecuaciones anteriores para asi encontrar
la relacién de dispersién de la ecuacién linealizada, tomando en cuenta que |u(z,t)|> = A% y que A
es real. De este modo se obtiene el siguiente sistema:
o~ L. o .
—iQa; = —i(m) do — tkkdy

1
iQdy = —§(m)2a1 + ikkdy — 20| APd

i — ikr e ( i ) < 0 )
N = . 4.34
( 2 _20|AP2 —iQ + ikk ) 2 0 (4.34)

El cual tiene una solucién no trivial cuando

, . K2
d( JOe o w ) g
5 —20|AlF —iQ+ikk

o bien

lo que ocurre cuando
k2 (K2
(i€ — ikr) (=i + ikK) — o (2 - 2a|A|2> = 0,

es decir,

2 _ .2
(i —ikr)> = kK? (40|A|4/€> .

De tal modo que la relacion de dispersién del sistema linealizado es:

(i —ikr)? = K2 <ayA\2 - ’f) : (4.35)

Con la relacién de dispersién del sistema linealizado (4.35) se procede a hacer el andlisis de estabi-
lidad de la solucién de onda plana para los casos desenfocante o = —1 y enfocante o = 1.

(a) Caso desenfocante: En este caso 0 = —1. Tomando en cuenta que k,x y A son reales, la
relacién de dispersion del sistema linealizado (4.35) es:

(iQ —ikr)? = —k? <A2+“2>
- -
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Calculando las raices de la relacion de dispersion anterior se tiene:

2\ 1/2
- imiz’<\n|<,42+'1) )

y multiplicando por el factor —i ambos lados de la igualdad,

2\ 1/2
0 = k/ﬁ;i(|/@]<A2+z> >

Obsérvese que 2 es real y tiene los siguientes valores.

;2 1/2
O = kx4 (!n[ <A2 + 4> )

2\ 1/2
QQ = k/i — <|FD| <A2 + 4) ) .

1/2
Para facilitar la notacién se introduce una nueva variable €2, = <|I{ (A2 + %2) )

Sustituyendo los valores de € en la solucién propuesta (4.33), se tiene

< 41’2(]},& ) _ ei(n:v—Qt) < a > _ ei(na:—knt:l:ﬂct) ( ap ) )
¢1,2 (.’13, t) dZ dQ
Como Q € R, las soluciones A(x,t) y ¢(z,t) son soluciones puramente oscilatorias y acotadas.

Véase que las partes imaginarias Im (1) y Im(€22) son cero. Lo que se establece para este caso
en el capitulo de inestabilidad modulacional es que:

e Si Im(92) = 0, entonces ||A(-,t) 4 id(-,t)||max — K cuando t — oc. En este caso la
solucién u(z,t) es modulacionalmente estable.

Lo anterior se satisface para Ajo(x,t) v é1.2(x,t). Puede asi concluirse que @(z,t), es una
solucion modulacionalmente estable.

Caso enfocante: En este caso 0 = 1. Recuérdese que k,x y A son constantes reales. La
relacion de dispersion del sistema linealizado (4.35) es

)12 L2 2_’12
(iQ—ikk)* =k" | A 1)

En el caso enfocante no se puede concluir sobre la estabilidad de la soluciéon de una manera
tan directa como en el caso desenfocante ya que no conoce el signo de

(#-5)

Del caso enfocante se siguen los siguientes dos subcasos:
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(i)

Si |k| > 2|A|, se tiene que <A2 - %2) < 0. Tomando este resultado en cuenta, las raices

(-

Multiplicando por un factor —i a ambos lados de la igualdad y despejando €2, se obtiene:

(#-5)

Obsérvese que 2 es real y tiene los siguientes valores.

2
K
/e
(-%)
A — K
4
1/2
(o))
I .
Sustituyendo los valores de 2 en la solucién propuesta(4.33) se tiene que,

< %1,2(x7t) ) _ ei(mv:I:QLQt) < a > — pirw—ikrtEQe ( a ) .
P1,2(, 1) as a

Como 2 es real, las soluciones fl(x, t)y (5(:16, t) son soluciones puramente oscilatorias y
acotadas. Dado que las partes imaginarias Im(€2;) y Im(£3) son cero, para este caso, lo
establecido en el capitulo de inestabilidad modulacional es:

de la relacion de dispersion son:
1/2
iQ —ikk = =ilk|

1/2
Q = krk=L|k|

9

1/2
Ql = kli+|l€’

)

1/2
Qo = kk— x|

Al igual que el caso anterior se introduce 2. = <\/<a|

o Si Im(Q) = 0, entonces ||A(-,t) + i¢(-,t)||max — K cuando t — oo. En este caso la
solucion u(z,t) es modulacionalmente estable.

Lo anterior se satisface para ALQ(ZE, t)y <Z~>1,2(x, t). Puede asi concluirse que para este caso
u(x,t) es también una solucién modulacionalmente estable.

K2

Si |k| < 2]A|, se tiene que 0 < <A2 — T)‘ La relacién de dispersion es:

2
(i —ikr)> = || <A2 - 4) .
Calculando las raices de la relacién de dispersién, se obtiene:
12 1/2
i —ikk = =k <A2 — 4) :
Multiplicando por un factor —i a ambos lados de la igualdad y despejando §2 resulta,

a2\ 1/2
0 = ketilx| (AQ—Z) :

a2\ 1/2
Dy = krk—ilk| <A2—Z> .
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Es decir,

< 4172(137t) ) _ ei(nx—ﬂlygt) ( ay )
Pr2(z, t) a3
1/2 ~
— einxeikntei|”|<A2—%> t < al > '

as

Obsérvese que ; es la raiz para la cual se cumple que Im(2;) > 0, y 5 es la raiz para la
cual Im(£23) < 0. Realizando la correlacién con el capitulo de inestabilidad modulacional
se tiene que:

1. Si Im(Q) > 0, entonces ||A(-,t) + ip(-,t)||max — 00 cuando t — oco. Entonces la
soluciéon u(z,t) es modulacionalmente inestable.

2. Si Im(Q) < 0, entonces ||A(-,t) + i¢(-,1)|lmax — O cuando t — oc. Entonces la
solucién u(z,t) es modulacionalmente asintéticamente estable.

En base a lo anterior se puede decir que si se elige la raiz 21 y sus correspondientes
soluciones A (z,t) y ¢1(x,t), entonces @(x,t) = Ae’"®=+ es una solucién modulacio-
nalmente inestable. De otro modo, si se elige la raiz {25 y sus correspondientes soluciones
Ag(z,t) y QBQ(I, t), se tiene que @(z,t) = Ae"*=“! es una solucién modulacionalmente
asintéticamente estable.

Considerando soluciones de la forma:

Az, t) = c1Aj(z,t) 4 cody(,t),

(ZNS('%t) C3&I(w7t) + 64(;2(‘%'715)7

en las que ¢y, c2,c3 v ¢4 son constantes.

El comportamiento de ||A(z,t) + id(z, t)||max cuando ¢ tiende a infinito, es la superpo-
sicién de los comportamientos de ||A1(x,t) + id1(z,t)||lmax ¥ [|A2(z,t) + id2(x,t)||max
cuando ? tiende a infinito. Entonces:

||A(z, ) + ip(, t)||max — 00 cuando t — co.

Por lo que al considerar una solucién general como la anterior, se concluye para este caso
que la solucién u(z,t) es una solucién modulacionalmente inestable.
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4.3 Conclusiones del capitulo

En este capitulo se llevé a cabo un andlisis de estabilidad de las soluciones de tipo onda plana
a(x,t) = Ae'h*=<t) para la ecuacién NLS. Este andlisis se realizé tomando en cuenta diferentes
casos y subcasos. A continuacién y a manera de resumen se presenta la siguiente tabla con los
resultados obtenidos en este capitulo:

Perturbacion Casos Tipo de Onda
o = —1 (Desenfocante) Estable
k=20 |k| > 2|A| | Estable

o =1 (Enfocante)

) |k| < 2]|A| | Inestable
Amplitud

o = —1 (Desenfocante) Estable

k#0 |k| > 2|A| | Estable
o =1 (Enfocante)

|k| < 2]|A| | Inestable

o = —1 (Desenfocante) Estable

k=0 |k| > 2|A| | Estable
o =1 (Enfocante)

) |k| < 2|A] | Inestable
Amplitud y Fase

o = —1 (Desenfocante) Estable

k#0 |k| > 2|A| | Estable
o =1 (Enfocante)

|k| < 2|A] | Inestable
Tabla 4.1. Anélisis de Estabilidad para NLS.

Obsérvese que cuando se perturbé la amplitud de la solucién u(z,t) = Aetkr=wt) g6 hregenté ines-

tabilidad modulacional tanto en el caso k = 0 como en el caso k # 0. Para ambos casos se presento
inestabilidad modulacional cuando signo(o) fue igual a uno y el nimero de onda  de la solucién
a(z,t) = ;e fue menor que dos veces la amplitud A; es decir, o = 1 y s < 2|A.

Cuando se perturbaron simultdneamente la amplitud y la fase de la solucién a(z,t) = Agilkz—wt)
también se presentd inestabilidad modulacional tanto en el caso k = 0 como en el k # 0. De igual
manera se presenté inestabilidad modulacional para el caso enfocante (o = 1) para el cual el nimero
de onda  de las soluciones A(z,t) = a;e" % y b = a2e" es menor que dos veces la amplitud
A, es decir, k < 2|A]|.

Como conclusién, para el caso NLS continua las condiciones que determinan la inestabilidad modu-
lacional son: encontrarse en el caso enfocante (0 = 1) y que se cumpla x < 2| A|. Para los casos en
los cuales no se cumplen estas condiciones las soluciones son modulacionalmente estables.
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Estos resultados indican que cuando un paquete de ondas que contenga soluciones de la forma
u(z,t) se romperd en algin tiempo ¢ positivo, si alguna de estas soluciones presenta un tipo de
perturbacién en la amplitud o amplitud y fase, y estas perturbaciones entran en los parametros
para los cuales existe inestabilidad modulacional, descritos anteriormente.
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La Ecuacion no Lineal de
Schrodinger Discreta y su
Analisis de Estabilidad de
Soluciones de Tipo Ondas
Planas.

La ecuacién no lineal de Schrodinger discreta (DNLS) es uno de los modelos dindmicos no lineales
fundamentales. Por un lado se debe a que es la discretizacién de la ecuacion NLS la cual tiene una
amplia gama de aplicaciones. Por otra parte la ecuacién DNLS es un modelo fisico de interés por
mérito propio. Quizés el primer conjunto de investigaciones que generd interés en las ecuaciones del
tipo DNLS fue el del area de la éptica no lineal, en particular el de la fabricacién de arreglos de las
guias de ondas | ]-

El objetivo de este capitulo es dar dos diferentes discretizaciones para la ecuacién NLS y realizar
el andlisis de estabilidad de las soluciones para dichas discretizaciones, en caso de ser posible. En
el andlisis de estabilidad se buscara encontrar condiciones de inestabilidad modulacional mediante
perturbaciones de las soluciones de la ecuacion no lineal de Schrodinger discreta. Posteriormente
se clasifican dichas soluciones como estables o inestables modulacionalmente. Este capitulo se di-
vide principalmente en dos secciones: la lattice de Ablowitz-Ladik (A-L) y la ecuacién no lineal
de Schrodinger discreta. Al final de la segunda seccién se incluird una tabla de resultados y seran
comparados con los resultados obtenidos con los resultados del caso continuo.

Diferencias finitas y la ecuacién no lineal de Schrédinger

El método de diferencias finitas requiere de un conjunto discreto de puntos. En este capitulo se
discretizard solamente a la variable espacial. Entonces, nuestro conjunto estarda compuesto de puntos
equiespaciados pertenecientes al eje x.

¥

Figura 5.1. Discretizacién del eje x.

La imagen anterior representa al conjunto de puntos discretos en x, en el que h = Ax es la distancia
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que existe entre cualquier par de puntos consecutivos | ]. Ademas,
xg =0, Ty = Tp_1+ h =x9+ nh=nh, n € N.
Para simplificar, se introduce la siguiente notacion:
Un(t) = u(nh,t) = u(zy, t),
en la que u es una funcién definida en el conjunto z, y la variable continua t¢. Se escribira wu, ()

para denotar el valor de u en los puntos (z,t).

En el capitulo 4 fue definida la ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS) como:

i@u(az, ) 1 O*u(x,t)

Ot 2 Oz?

— olu(z, t)Pu(z, ).
Se usaran diferencias finitas para aproximar el valor de la segunda derivada en el punto x,. Por

definicién la segunda derivada de una funcién en el punto x es:

O*u(x,t) lm u(z + h,t) — 2u(z,t) + u(z — h,t)
Ox? o0 h?

Si en lugar de que h tienda a cero, es considerado un valor fijo para |h| << 1 diferente de cero,
puede aproximarse el valor de la segunda derivada en el punto x,, usando el siguiente esquema:

Pun(t)  Upgr(t) — 2un(t) + up—1(t)

2 2 + O(h?).

Se descartan los términos de orden O(h?), al ser poco significativos. Finalmente se concluye que la
ecuacion DNLS es:
Oun(t) 1

= = =g [tn1 () = 2un(t) + un 1 ()] = olun(t)un(?).

La lattice de Ablowitz-Ladik se obtiene mediante un esquema similar al anterior; la Uinica diferencia
es que se reemplaza el término no lineal —a|u, (t)|?u,(t) por la siguiente expresién | |:

Un+1(t) + Up—1(2T
(1) (€)= oy 1y 22 )
en la cual se aproxima el valor de u,(t) mediante el promedio de la funcién u(x,t) evaluada en los
puntos x,—1 y Tn+1. De esta forma se obtiene la lattice de Ablowitz-Ladik, la cual es:

augt(t) _ _#[Un-i-l(t) — 20 (£) + tn_1(t)] — olun(?)]? Un+1(t) ‘5%1(15)'

i

El capitulo esta organizado como sigue:
» La lattice de Ablowitz-Ladik (A-L)

1 Calculo de la relacién de dispersién de la lattice de Ablowitz-Ladik.
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2 Calculo de la relacién de dispersién de la lattice de Ablowitz-Ladik linealizada.
3 Conclusiones de la seccién.
» La ecuacién no lineal de Schrédinger discreta (DNLS)
4 Calculo de la relacién de dispersion de la ecuacion no lineal de Schrodinger discreta.

5 Se propone una solucion perturbada en amplitud para la ecuacién no lineal de Schrodinger
discreta.

6 Linealizacién de la ecuacion no lineal de Schrodinger discreta alrededor de la solucion de
onda plana i, (t).

7 Analisis de estabilidad de la solucién de tipo onda plana iy, (t) = Ae’"0—+1),

8 Se propone una solucién perturbada en amplitud y fase para la ecuacién no lineal de
Schrodinger discreta.

9 Se repite el proceso de linealizacion la ecuacién no lineal de Schrodinger discreta y el
analisis de estabilidad de las soluciones de tipo onda plana para este caso.

10 Resumen y tabla de resultados obtenidos en esta seccién.

5.1 La lattice de Ablowitz-Ladik

La lattice de Ablowitz-Ladik es un sistema que en el limite continuo recupera la ecuacién no lineal
de Schrédinger (NLS)[ | v es la siguiente ecuacién:

dug, (t 1 U + Upy—
7 ;t( ) = —§[un+1 — 2Up, + Up—1] — J\un|2 <n+12nl> , (5.1)

para la cual 0 = £1. El signo positivo indica (A-L) enfocante y el signo negativo (A-L) desenfocante.

Suponiendo que
Ui (t) = Ae'no—wt), (5.2)
satisface la ecuacién (5.1), en la cual 6 = kh, y ademds A es una constante real como se explicé en

el capitulo 4.

Nétese que la solucion (5.2) cumple las siguientes propiedades:

Tnt1(t) = €t (), (5.3)

diin (1)
Tt

= Wiin(1). (5.4)




Capitulo 5. La Ecuacién no Lineal de Schrodinger Discreta y su Anélisis de Estabilidad de Soluciones
68 de Tipo Ondas Planas.

5.1.1 La relacién de dispersion de la lattice de Ablowitz-Ladik

Se calculard la relacién de dispersién de la lattice de Ablowitz-Ladik usando las propiedades (5.3),
(5.4) y sustituyendo la solucién (5.2) en (5.1)

P =

'dAeinéfiwt 1[
dt

Aei(n+1)6—iwt _ 2Aein5—iwt + Aei(n—l)(s—iwt]

Agins—iot]2 (Aei(n+1)§—iwt +Aei(n—1)§—iwt>
. |
2

Al usar las propiedades (5.3) y (5.4) en la expresién anterior, se obtiene

Wik, (t) = —%[ei5an(t) — 200, (1) + €0, (1)] — ol (t)? <

P, (t) + e 01, (t)
)

Dado que el término @, (t) aparece multiplicando ambos lados de la igualdad puede prescindirse de
él. Por otro lado, se tiene que |1, (t)|*> = |A|?. De esta manera, la ecuacién anterior queda como

10 —id 10 -0
we1- T A (6+6>

2 2
Sera usada la siguiente identidad en la ecuacion anterior,

eié + e—i@
cosf = — 5

y finalmente, es obtenida la relacién de dispersiéon de la lattice de Ablowitz-Ladik,
w=1-cosd — o|A|? cos, (5.5)
o bien,
w=1-(1+0|A]?) cosd. (5.6)
5.1.2 La relacion de dispersion de la lattice de Ablowitz-Ladik linealizada

Ahora que ya es conocida la expresién para la relacién de dispersion (5.5), se verd qué sucede cuando
se perturba la amplitud de la solucién i, (t).

Se define la siguiente solucién perturbada:
Un (t) = Un(t) + eUy(2), (5.7)

para la cual %,(t) es la solucién (5.2), se elige € tal que || << 1, Up(t) = an(t)e' ™4 es la per-
turbacién que se introdujo a la amplitud de la solucién @, (t) y ay(t) es una funcién para la amplitud.
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Para esta nueva solucién perturbada se buscard una expresién para a,(t); para ello primero debe
sustituirse (5.7) en la lattice de Ablowitz-Ladik,

n 1
Z,du (t)

5 = 5l (t) = 2un(t) + una ()] - ofun () (

Un+1(t) + un—1(t)
+1 : 1 )

Sustituyendo
Un () = Uy (t) + eUp(t)
en la expresion anterior, resulta:

duy(t CdUL(t 1 _
2 *) + i€ *) = — —[tnt1(t) + €Upnyi1(t) — 2uy — 2eUp(t) + tp—1 + €Up—1(t)]

dt dt 92 .
7 Un+1 + €Unt1(t) + in—1 + eUp—1(t :
— 0 (t) + €Uppr (1)]? ( ntl +1(?) ; 1 n—1( )> ‘

Usando las propiedades (5.3) y (5.4) en la ecuacién (5.8) se tiene

dUn(t) = Un (t) — 2Un(t) + Un— (t)
o =i (1) (1~ cos(8)) —e< 1 ; ! >

— 0ltn(t) + eUpn(t)? (Un(t) cos(0) + € (

wn (t) + te

(5.9)

Uns(t) ;r Un—l(t)>> ‘

Se toma |iiy, (t)+€U, (t)|? del término no lineal de la ecuacién (5.9) y se desarrolla usando la propiedad
para los niimeros complejos |z|2 = z-z*, en el que z* es el conjugado de z. Lo que da como resultado,

[an(t) + eUn ()P = an(t)uy,(8) + en(t)Un (1) + ety (H)Un(t) + €Un(t) Uy (1)
= Jan(t)]* + e(@n(t)Uy () + @, ()Un(t)) + €| Un(t)]*.
)

Sustituyendo lo anterior en el término no lineal de (5.9) resulta,

(i (1) + €U ()2 (an(t) Cos(5)+e<Un+l( );U" 1“))) i () 2700 (£) c0S(0)

ety (PO T ccon(o) fna (O U + 0 0PU30),

descartando los términos de orden O(€?) y O(e3).

En base a los ultimos célculos, la ecuacién (5.9) queda de la siguiente manera:

i} CdUn(t) o Upsr (£) — 2Un(t) + Un_1(2)
Wiy (t) + i€ T U () (1 = c08(8)) = o|tin ()2 n (t) cos(8) + € (_ +1 : 1 )
— 0'€|'1_Ln(t)|2 (Un—l—l(t) ;‘ Un—1<t)> - O'ECOS((S)(|’I_Ln(t)|2Un(t) + an(t)QU:;(t))

Sustituyendo |, (t)|?> = |A|? y reordenando términos se obtiene

Un(t)
dt

—oelAP < Una (1) ‘; U’”(t)> — e cos(8)(|ARU(E) + (1)U (1)),

Uy (t)[w — (1 — cos(0)) + o| A|? cos(0)] + ie

= —e%[Unﬂ(t) = 2Un(t) + Un—1(t)]




Capitulo 5. La Ecuacién no Lineal de Schrodinger Discreta y su Anélisis de Estabilidad de Soluciones
70 de Tipo Ondas Planas.

Los términos senalados se anulan, pues satisfacen la relacién de dispersion (5.5), resultando

dU;t(t) _ %G[Un-l—l(t) — QU (t) + Up_1(t)] — oe| A2 <Un+1(t) -;- Un—l(t)>

— e cos(8) (| AU (t) + T (£) U (1)).

1€

Factorizando € en la ecuacién anterior, se obtiene la siguiente ecuacién para U, (t),

— 0 cos(8) (JAPUn(t) + 1 (1)*UL(1)).
Recuérdese que Uy, (t) = a,(t)e'™ =Y. Por lo tanto, la ecuacién (5.10) ahora es
wan(t)ei("éfm) + icm;t(ﬂei(”‘sm) = —%[anﬂ(t)ei‘s — 2a,(t) + an_l(t)e*i‘s]ei(ms*”t)
— o|A]? (‘Lnﬂ(t)@“S ';an—l(t)e_w) M=) — g cos(6)| APy (t)e! ("0 (5.11)

— 0 cos(8) iy (t)%a (t)e 0t

n

El término /™% aparece en ambos lados de la igualdad; puede ser factorizado y eliminado de la

ecuacién anterior. Posteriormente, se agrega a la ecuacién (5.11) un cero de la forma:
an(t) cos(0) + an(t) — an(t) cos(d) — an(t) = 0.

Lo anterior con la finalidad de poder eliminar algunos términos de la ecuacién (5.11). Haciendo esto
se obtiene,

day,(t 1 ) ) i6 il
wan(t) +1 a;t( ) - —§[Gn+1e’6 — 2a, + an_16_“5] — U’A‘Q (an+1€ ‘1‘2% 1€ )

— 0 cos(8)|A2an(t) — o cos(6) A%ar (t) 4 an(t) cos(8) + an(t) — an(t) cos(8) — an(t).

Reordenando la ecuacién anterior,

. 1 . B
an(t) (W — 14 cos(d) 4 o|AJ* cos(8)) +i dadt(t) = —i[anﬂew — 2 + @y 1Y)

0 —ié
— o] A? (anﬂe J;an,le ) — o cos(8)A%al (t) 4 an(t) cos(8) — an(t).

Los términos senalados son cero, ya que satisfacen la relacién de dispersién (5.5). Finalmente, es
obtenida una ecuacién para a,(t)

dan(t 1 . .
i agf ) = —§[an+1e“5 — 20, + an_1e”°] — o] A|? <

— 0 cos(8)A%al (t) + an(t) cos(8) — an(t).

any1€" + an_1e7%
2

(5.12)
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A partir de este punto no fue posible continuar con el anélisis de estabilidad, pues no se encontré
una manera de seguir simplificando los términos y por lo tanto, no fue posible concluir algo sobre
la estabilidad de las soluciones para este esquema.

En la Enciclopedia de la Ciencia no Lineal | | se comenta que al momento de esa edicién no se
conocia una aplicacién fisica directa de la lattice de Ablowitz-Ladik; sin embargo, es cominmente
utilizada como punto de partida en andlisis de perturbaciones de sistemas fisicos mas relevantes
como el que sigue.

5.2 La Ecuacién no Lineal de Schrodinger Discreta

5.2.1 La Relacién de Dispersion de la Ecuacién no Lineal de Schrodinger Discreta

Considérese la ecuacién no lineal de Schrédinger discreta (DNLS) como sigue:

idugt(t) — _%[un-i—l(t) — 2up (t) + un_1(t)] = olun(t)Pun(t), (5.13)

para la cual 0 = £1. El signo positivo de sigma indica DNLS enfocante y el signo negativo DNLS
desenfocante.

Supdéngase que
Ui (t) = Ae'mo—wt) (5.14)

satisface a la ecuacion (5.13), para la cual A es real y distinta de cero, y § = kh.

Nétese que para la solucién (5.14) se cumplen las siguientes propiedades:

Uny1(t) = €e9,(t), (5.15)
dun(t)
— = wip(t). (5.16)

Para encontrar la relaciéon de dispersion de la ecuacién DNLS, primero debe sustituirse la solucién
(5.14) en la ecuacién (5.13):

idagft) = %Ww(ﬂ — 20y () + i1 (£)] = 0|n (1) 2n (1),

usando las propiedades (5.15) y (5.16) en la expresién anterior se obtiene

witn(1) = — 3 [0 (1) — 20 () + €0 (1)] — (1) Pin (1),
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Por dltimo se elimina el término @y (t), pues es un factor que aparece multiplicando en ambos
lados de la igualdad y siempre es diferente de cero. Ademds témese en cuenta el hecho de que
|, (t)]? = |AJ]?. Asf se tiene

1. . )
w = —i[elé —2+4e 9 — oA

En la ecuacién anterior se usa la siguiente identidad:

i0 —i0
cos(f) = %, (5.17)
con lo cual se obtiene
w — 1+ cos(8) + a]A* = 0. (5.18)

La ecuacién (5.18) es la relacién de dispersién de la ecuaciéon DNLS.

5.2.2 La relacion de dispersion de la ecuacion DNLS linealizada: Perturbando la amplitud.

Al igual que en el capitulo anterior, se comenzara a perturbar la solucién (5.14) por la amplitud.

Para ello se propone la siguiente solucién perturbada,

Un(t) = Un(t) + eUy(2), (5.19)
para la cual @, (t) es (5.14), € se elige tal que |e| << 1, Up(t) = a,(t)e (™=t es una funcién que se
introduce para perturbar la amplitud de la solucién un( ) ¥ an(t) es una funcién para la amplitud
perturbada.

Se sustituye la solucién perturbada (5.19) en la ecuacién (5.13), con la finalidad de obtener una
ecuacién para a,(t) y de este modo analizar posteriormente la evolucién de la perturbacion,

(dun(t) | dUn(t)
Z< a T a

) = Sl (6) F Ui (6) = 200 (1) — 26U (6) + 01 (1) + (5.20)

Upn_1(t)] — oltn(t) + eUn(t)|* (tn(t) + eUn(2)).

Tomando el término no lineal de (5.20) y usando la siguiente propiedad para los niimeros complejos
2|2 = z- 2%, en la que z* es el conjugado de z, resulta

[ (8) + €Un ()] (@n (8) + €Un(t)) = (an(t) + eUn(t)) (@5 (t) + €Uy (1)) (@n(t) + €Un(t))
= [t (1) [Ptn () + €[2|an (8) PUn(t) + n (£)° Uy (8)] +
€ [2|Un () P (t) + Un(t)*a5, (8)] + €|Un(t)[PUn (t)-

Sustituyendo el resultado anterior en (5.20) y descartando los términos de orden €2 y €3 se tiene,

; (dﬂn(t) n 6dUn(t)> 1

o o) = gl (t) + Unpa(t) = 20n(t) — 2eUn(t) + Un1(t)+ (5.21)

EUnfl(t)] - J[|an(t)|2ﬂn(t) + 6[2|an(t)|2Un(t) + ﬂn(t)zU;(t)H
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Los términos la ecuacién anterior se reordenan,

j 4 ®) s (8) = 200() + 1 (8)] + o1 (1) P (t) ”edUc’zlt(t)

dt 2

+ %e[UnJrl(t) = 2Un(t) + Up—1(t)] — 0€[2]an(t)[?Un(t) + @ (t)*Uy; (1)) = 0.

Dado que los términos senalados satisfacen la ecuacién DNLS, estos se pueden eliminar y solamente
permanecen en la ecuacion (5.21) los términos de orden e. Por lo tanto, la ecuacién (5.21) se reduce
a la siguiente ecuacién:

; dU,(t) 1

2 — Ui (8) = 2Ua(t) + Un 1 (0] — 0RlanOPU0) + an(?U5(1). (5:22)

La ecuacién (5.22) es la linealizacién de la ecuacién no lineal de Schrodinger discreta alrededor de
la solucién w,(t) cuando se perturba la amplitud.

Recuérdese que U,(t) = a, (t)ei(n5—wt)

modo se tiene que

. Por cuestiones de notacion se usara 6, = nd — wt y de este
Upn(t) = an(t)en.

Si se sustituye el valor de U, (t) en la ecuacién (5.22) se obtiene,

d n t iOn 1 ) A ’
Z(a(dt)e) = — i[an_‘_l(t)e'len-‘—l _ 2an(t)620n + an_l(t)e’ben_l]
_ U[2|ﬂn(t)|2an(t)6i0n + ﬂn(t)Qa* (t)e‘“’"],

n

(5.23)

Se deriva del lado izquierdo de la ecuacién (5.23), se factoriza e del lado derecho y se sustituye
|, (t)|? = A2; con ello se obtiene,

(wan(t) + idagt(t)> e = 1[anﬂ(t)ei‘S — 20, () + an_1(t)e"?)e?n

2
— 0[2A%a,(t) + A2a’ ()],

Dado que el factor e se encuentra en ambos lados de la igualdad, puede ser eliminado de la

ecuacién. Paralelamente se afiade un cero al lado derecho de la igualdad de la siguiente forma

an(t)(1 —cos(d)) — an(t)(1 —cos(d)) = 0.

Asf se tiene,

wan(t) + idagft) =— %[anﬂ(t)ei‘S — 20, (1) 4 an_1(t)e™®] — 0[24%a, (1) + A2a%(t)]

+ an(t)(1 —cos(d)) — an(t)(1 — cos(9)).

Haciendo un reacomodo de términos se obtiene,

an(t) [w — 14 cos(d) + 0 A?] +icm;t(t) =— %[anﬂ(t)ei(S — 20, (t) 4 an_1(t)e™?]

— 0 A?[an(t) + a’ ()] — an(t)(1 — cos(d)).

-~
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Por la relacién de dispersién (5.18) los términos senialados son cero, de tal modo que finalmente se
obtiene,

dan(t) 1

i

= Slania (06 = 2an(t) + an1 (e ™) = oA an(t) + an (1)) — an(t)(1 - cos(®)). (5.24)

La ecuacién (5.24) es la ecuacién linealizada para la amplitud perturbada de la ecuacién DNLS. Lo
que sigue ahora, es calcular la relacién de dispersién de la ecuacion (5.24).

Para calcular la relacién de dispersién de la ecuacion (5.24), considérense a (5.24) y a su complejo
conjugado:

ida;ft) _ _%[anﬂ(t)em — 200 (1) + an_1(t)e™°) — 0 A%[a, (t) + aX (t)] — an(t)(1 — cos(d)). (5.25)
=) a0 = 260 + 51 (067] — 0 A%an 1)+ 62(0)] — a3, — cos(d))

(5.26)

Si las ecuaciones (5.25) y (5.26) son sumadas término a término, resulta:
i dan(t) _ da;(t) _ 1
dt a ) 2
—20A% (a}(t) + an(t)) — (1 — cos &) (aX(t) + an(t)).

[anﬂ(t)ei‘S +al (e — 2a,(t) — 2a%(t) + an—1e7° +af_, (t)e?

Por linealidad de la derivada, del lado izquierdo de la igualdad se deriva la resta de a,(t) y a(1);
mientras que por el lado derecho se puede escribir a,(t) = Re(an(t)) + ilm(a,(t)) y ai(t) =
Re(a,(t)) — ilm(an(t)), y de manera similar se hace lo mismo para ani1(t), ay ((t), an—1(t) y

a’_(t). De este modo se obtiene:

i <d<an<t> - a;<t>>> 1

o - = [Re(awrl(t))ei‘S + iIm(ans1(t)e® + Re(any1(t)e ™™ — ilm(ang(t))e™ ™

2

-2 (Re(an(t)) + iIm(an(t))) -2 <Re(an(t)) - iIm(a(t)))

+ Re(an_1(t))e™® + ilm(an_1(t))e ™ + Re(an_1(t))e — iIm(an_l(t))em]
— 20 A? (Re(an(t)) —ilm(an(t)) + Re(an(t)) + iIm(an(t))>

— (1 — cosd) (Re(an(t)) — iIm(an(t)) + Re(an(t)) + iIm(an(t)))

Reagrupando los términos de la ecuacién anterior se tiene:

Z,d(2ihn;:n(t))) =— % [Re(anﬂ(t))(ew + 79 4+ iTm(ans1 () (e — e ) — 2(2Re(an(t)))]

+ Re(an—1(6) (€2 + ™) — iTm(ay 1 (1)) (" - e"ﬂ

— 20 A% (2Re(an(t))) — (1 — cos &) (2Re(an(t))).
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Dividiendo entre 2 ambos lados de la igualdad, y usando la identidad de Euler en la expresion
anterior, se generaran senos y cosenos,

_C“Im(;n(tm __ % [Re(an+1(t))(cos 8) — I (41 (1)) (sin.8) — 2(Re(an(t))) + Re(an_1 (t))(cos )

+ Im(a,—1(t))(sin 6)} — Re(an(t))(2042 + (1 — cosd)).

Los términos que tengan siné y cosé del lado derecho de la igualdad son agrupados y se saca de los
corchetes el término —2Re(a,(t)). De este modo se obtiene la siguiente ecuacién para Im(ay(t)),

—d(ImS?(t))) =— % [COS ) <Re(an+1(t)) — 2Re(an(t)) + Re(anl(t))> +sind <Im(an1(t))

—Im(an+1 (t)))} — 2Re(an(t))oc A%
(5.27)

Por otro lado, si se resta las ecuaciones (5.25) y (5.26) término a término, resulta:

L) a6 = a0 — 20n(6) + 263(0) + an 1 (D

— a;‘l_l(t)ei‘s] — an(t)(1 —cosd) + a; (t)(1 — cosd).

En el lado derecho de la igualdad se escribe a,,(t) = Re(a,(t)) + ilm(a,(t)) y a(t) = Re(an(t)) —
ilm(a,(t)), y andlogamente se hace lo mismo para a,41(t), ay, 1 (t), an—1(t) y aj;_;(t). De este modo
se obtiene:

iw = % [Re(anﬂ(t))ew + iIm(any1(t))e?® — Re(any1(t))e™ + ilm(an41(t))e ™

— 2(Re(an(t)) + ilm(an(t)) — Re(an(t)) + ilm(an(t)))
+ Re(an_1(t))e™ + ilm(an_1 (t))e™ — Re(an_1(t))e + iIm(an_l(t))ei‘;}
— (1 — cos &) (Re(an(t)) + ilm(an(t)) — Re(an(t)) + ilm(an(t))).

Reagrupando los términos de la ecuacién anterior se tiene:

i) 2 Refania () = )+ iTm(ana(0)(e” + )~ 2(2man(r) )

+ Re(an_1(t))(e™® — ) + ilm(an_1(t)) (e + )| — (1 — cos d) (2iIm(an(t))).

Se divide entre 2¢ en ambos lados de la igualdad y se usa la identidad de Euler, lo que generara
senos y cosenos en la expresién anterior,

Cme(;:(t)) =— % [Re(anﬂ(t)) sind 4+ Im(ap+1(t)) cos 6 — 2Im(ay(t)) — iRe(an—1(t)) sind

+ Im(an,—1(t)) cos (5] — (1 = cosd)(Im(an(t))).
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Se agrupan los términos que tengan sind y cosd del lado derecho de la igualdad y se saca de los
corchetes el término —2Im(a,(t)). De este modo se obtiene una ecuacién para Re(ay(t)),

M_l sind | Re(a 1(t))—Re(a _1(t)) + cosd Im(a l(t))_21m(a (t))
dt 2[ ( - ) ( ' (5.28)

+ Im(anl(t))>] .

De esta manera se tienen dos ecuaciones, una para Re(ay(t)) y otra para Im(a,(t)):

W = —% [sin5(Re(an+1(t))—Re(an_l(t))> +cos5<Im(an+1(t))—QIm(an(t))—i—Im(an_l(t)))} ,
(5.29)
dim(an(t)) _ 1 cosd | Re(an+1(t)) — 2Re(an(t)) + Re(an—1(t)) | +sind| Im(an—_1(t))
“ ? { ( ’ ) ( (5.30)

- Im(an+1(t))>] — 9Re(an(t))o A%

Supdngase que existen soluciones de la forma:

(i) = (32 o

en la cual a; y ag son constantes.

Las soluciones propuestas satisfacen las siguientes propiedades:

Re(ani1(t)) = e“Re(an(t)), (5.32)
Im(anys1(t)) = e“Im(an(t)), (5.33)
dRe(an(t)) .
—a - —iQRe(an(t)), (5.34)
dim(an(t)) .
—a = —iQIm(an(t)). (5.35)

Sustituyendo las propiedades (5.32), (5.33), (5.34) y (5.35), en la ecuacién (5.29) se obtiene,

—iQRe(an(t)) = — % [sin 5 <Re(an(t))em — Re(an(t))e_m> + cos & <1m(an(7s))eiA — 2Im(ay(t))

- Im(an_l(t))emﬂ ,
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—iQRe(an(t)) = —% {siné (Re(an(t))(eiA - eiA)> + cos 5<Im(an(t))(eiA -2+ em)>] .
Usando la identidad de Euler se tiene:

—iQRe(an(t)) = [ — i sin ¢ sin ARe(ay,(t)) — cos d cos Alm(a,(t)) + cos 5Im(an(t))] . (5.36)

Ahora se usan las propiedades (5.32), (5.33), (5.34) y (5.35) en la ecuacién (5.30), resultando
1 . .
—(—i)Im(an(t)) = - 5 [cos b <Re(an(t))aA — 2Re(an(t)) + Re(an(t))e_’A)

+ siné(Im(an(t))em - Im(an(t))em>] — 2Re(an(t))oc A%,

iQIm(ay(t)) = —% [COS 0Re(an(t)) (eiA —924 e*iA) + sin Tm(an(t)) (efiA . 6iA):| . 2Re(an(t))0A2.

Usando la identidad de Euler se tiene:
iQm(a,(t)) = [ — cos 0 cos ARe(an(t)) + cos 0Re(an(t)) + isin d sin AIm(an(t))} — 2Re(an(t))o A%
(5.37)

Finalmente, se obtienen ecuaciones para la parte real e imaginaria de a,(t), ecuaciéon (5.36) y
ecuacién (5.37) respectivamente, las cuales son:

—iQRe(an(t)) = [ — i sin ¢ sin ARe(ay,(t)) — cos d cos Alm(ay,(t)) + cos 5Im(an(t))} ,
iQm(any(t) = [ — cos d cos ARe(an(t)) + cos 6Re(an(t)) + isin d sin AIm(an(t))]
—2Re(an(t))o A%,

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas como el siguiente sistema de ecuaciones

() = (s ™h 2 i) Gl ) 099

El sistema (5.38) tiene una solucién no trivial cuando se cumple:

det ( i(sindsin A — Q) —cosd(1 —cos A) )

cosd(1 — cos A) — 2042 i(sindsin A — Q) =0

es decir,

—(sindsin A — Q)% — [ — (cos §)?(1 — cos A)? 4 20 A% cos §(1 — cos A)] =o.

Despejando (sin dsin A — 2)? se tiene:
(Q —sindsin A)? = (cosd)*(1 — cos A)? — 20A4% cos §(1 — cos A). (5.39)

La ecuacion (5.39) es la relacién de dispersién del sistema linealizado cuando se perturba la amplitud.
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5.2.3 Estabilidad de las soluciones de onda plana de la ecuacion DNLS: Perturbacién de la
amplitud

A continuacién serd realizado el andlisis de estabilidad de las soluciones de la forma (5.14), consi-
derando los casos: cosd = 1y cosd # 1; y en cada uno de ellos los subcasos o = 1 enfocante, y
o = —1 desenfocante. Ademds se considerars |A| > 1.

Anilisis de estabilidad: cos(d) =1

Cuando cos(d) = 1, la relacién de dispersién (5.39) es:

0% = (1 —cos A)? —20A%(1 — cos A),
si se factoriza el término (1 — cos A), resulta

0% = (1 —cos A)[(1 — cos A) — 2047, (5.40)

Ahora se verd qué forma tienen las raices {2 para la relacién de dispersion (5.40), para los casos

enfocante y desenfocante, considerando ademds |A| > 1.

(a) Caso desenfocante: Si o0 = —1, la relacién de dispersién (5.40) es:
02 = (1 —cosA)[(1 —cos A) +2A4?].

Nétese que el factor (1 — cos(A)) es siempre mayor o igual que cero, es decir, el lado derecho
de la expresién anterior es no negativo. A su vez, lo anterior significa que las raices €2y 2 de la
relacién de dispersion (5.40) son reales, y tienen la siguiente forma:

Q1 = (1 —cos(A)) +242,/1 — cos(A),
Qs = —/(1—cos(A)) +242y/1 — cos(A).

Entonces las soluciones (5.31) tienen la forma:

( Re(ai, (1)) ) _ inA-9 21 < a >
Im(aiz2 (1)) a9
Como se puede notar, son soluciones puramente oscilatorias y acotadas.

Puede relacionarse este resultado con los criterios de estabilidad que fueron establecidos en el
capitulo 3. Cuando las raices € o son reales, las partes imaginarias de €2, Im(€Q) y Im(Q2),
son cero. Entonces se tiene que:

e SilIm(Q2) = 0, entonces ||a,(t)||max — K, cuando ¢t — oco. Para este caso la solucién u, (t)
es modulacionalmente estable.

Por lo tanto, la solucién u,(t) es modulacionalmente estable.
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(b) Caso enfocante: Si o = 1, la relacién de dispersion (5.40) es:
02 = (1 — cos(A))[(1 — cos(A)) —2427].

Obsérvese que (1 —cos(A)) es siempre mayor o igual que cero y menor o igual que dos, y que
242 > 2 ya que se eligi6 |A| > 1. Esto implica que el término (1 — cos(A)) — 242 es negativo.
Lo cual significa que las raices €2 o de la relacién de dispersién (5.40) son imaginarias y tienen
la forma:

Q) = —ivV1—cosAy/|1 —cos A —2A2]
Qy = ivV1—cosAy/|1 —cos A — 242

Entonces las soluciones (5.31) tienen la forma:

() - ()

(it ) - ()

para las cuales Q. = /1 — COSA\/|1 —cos A —2A42|.

Entonces se tiene que las raices €2 y 29 son ntimeros imaginarios puros, uno positivo y el otro
su conjugado. Al relacionar lo anterior con lo sefialado en el capitulo 3 se tiene lo siguiente:

e Si Im(2) < 0, entonces, ||an(t)||max — 0 cuando t — oo. Para este caso 4, (t) es modu-
lacionalmente asintéticamente estable.

e Si Im(2) > 0, entonces, ||an(t)|lmax — o0 cuando t — oco. Para este caso ,(t) es
modulacionalmente inestable.

Es decir, si es elegida la raiz ©; y su correspondiente solucién ay,(t), resulta que la solucién
Un(t) es modulacionalmente asintéticamente estable. De otro modo, si es elegida 5 y su so-
lucién asociada es agy (t), resulta que uy,(t) es inestable modulacionalmente.

Noétese que
‘ eQCt ’ ’

tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

Ademés obsérvese que
—Qct
e,

tiende a cero cuando ¢t tiende a infinito.

Considerando la siguiente solucién general:

an(t) = crain(t) + caa2, (),
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para la cual ¢; y co son constantes.

El comportamiento de ||a,(t)||max cuando ¢ tiende a infinito, es la superposicién de los com-
portamientos de ||a1p,(t)||max ¥ ||@2n(t)]|max cuando ¢ tiende a infinito. Entonces:

[|an(t)|lmax — o0 cuando t — co.

Por lo tanto, la solucién @, (t) es modulacionalmente inestable.

Andlisis de estabilidad: cosd # 1

Para este caso, la relacién de dispersién (5.39) se considera como originalmente:
(Q — sindsin A)? = cos 6%(1 — cos A)? — 20 A% cos §(1 — cos A).

Considérese |A| > 1.

A continuacion se realizara el andlisis de estabilidad de las soluciones de la ecuacién DNLS para los
casos enfocante y desenfocante.

(a) Caso enfocante: Para este caso o = 1, y la relacién de dispersién (5.39) es:
(Q — sindsin A)? = (cos §)?(1 — cos A)? — 242 cos (1 — cos A). (5.41)
Desarrollando el binomio al cuadrado del lado izquierdo e igualando a cero se tiene:
02 — 2(sin § sin A)Q + (sin §)?(sin A)? — (cos §)?(1 — cos A)% + 242 cos §(1 — cos A) = 0.

Calculando las raices £2; y 22 usando la férmula general,

Q2 = sindsin A + y/cos §(1 — cos A)[cos §(1 — cos A) — 2A42]. (5.42)
De (5.42) puede afirmarse lo siguiente:
1. sindsin A es real.
2. (1 —cos A) es positivo, y ademds 0 < (1 — cos A) < 2.
3. Dado que |A| > 1, entonces 242 > 2, por consecuencia y cos§(1 — cos A) — 242 < 0.

Por lo anterior se puede concluir que el valor de cosd va a definir las raices €27 y 9 como
reales o complejas. Por lo tanto, se desprenden un par de casos méas: cosd < 0, y cosd > 0.

(i) Sicosd < 0 entonces.
cos 6(1 — cos A)[cos §(1 — cos A) — 24%] > 0,

Entonces las raices €21 y {29 son reales y de la forma:

Q2 = sindsin A + y/cos §(1 — cos A)[cos §(1 — cos A) — 2A42].
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Para estos valores 2; 2, las soluciones (5.31) quedan como sigue:

( Re(a(1,2)n(1)) ) _ (At 00) ( a1 ) '
Im(a( 2y, (1)) as

Noétese que estas soluciones son puramente oscilatorias y acotadas. Por lo tanto, resulta
que 1y, (t) es modulacionalmente estable.

Haciendo una relacién de este resultado con los criterios de estabilidad del capitulo 3,
resulta que cuando las raices €22 son reales, las partes imaginarias de @, Im(£;) y
Im(Q2), son cero. Para este caso se tiene que:

o Si Im(€Q2) = 0, entonces, ||an(t)||max — K, cuando t — oo. Para este casouy,(t) es
modulacionalmente estable.

Por lo tanto, la solucién u,(t) es modulacionalmente estable.

(ii) Notese que si cosd > 0 resulta,
cos §(1 — cos A)[cos (1 — cos A) — 24%] < 0,

entonces las raices 1 y {29 son complejas y de la forma:

Q12 =sindsin A +iy/cos (1 — cos A)| cos §(1 — cos A) — 2A2].

Para estos valores §2; 2, las soluciones (5.31) quedan como sigue:

(1) ()

O = \/cos (1 — cos A)| cos §(1 — cos A) — 242].

Sea €2 como sigue,

Para estos valores de 2 la soluciones (5.31) son:

< Re(an(t)) ) — i —i(sin 6 sin Aki0y )t < ay >

Im(an(t)) as

< Re(a(l,Q)n(t)) ) _ ei(nAsin5sinA)eint< ay >

Im(a(m)n(t)) az
Se tiene que las raices {21 y (2o son niimeros complejos; una es el complejo conjugado de

la otra. En el capitulo 3 se establecié lo siguiente:

o Si Im(Q2) < 0, entonces, ||an(t)||max — 0 cuando ¢t — oo. Para este caso uy(t) es
modulacionalmente asintéticamente estable.

o Si Im(€2) > 0, entonces, ||an(t)||max — 00 cuando ¢t — oo. Para este caso y(t) es
modulacionalmente inestable.
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Es decir, si es elegida la raiz Q; y su correspondiente solucién aj,(t), resulta que la so-
lucién uy,(t) es modulacionalmente asintéticamente estable. De otro modo, si es elegida
s y su solucién asociada es agy,(t), resulta que @, (t) es inestable modulacionalmente.

De igual manera, nétese que el valor de

Qpt
e,
tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.
Ademads véase que el valor de
—Qpt
e,

tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito.

Considerando una solucién general de la forma:
an(t) = crain(t) + caag,(t),
para la cual ¢; y co son constantes.
El comportamiento de ||a,(t)||max cuando ¢ tiende a infinito, es la superposicién de los
comportamientos de ||ain (f)||max ¥ ||@2n(t)||max cuando t tiende a infinito. Entonces:
[|an(t))|lmax — o0 cuando t — oo.

Por lo tanto, la solucién @, (t) es inestable modulacionalmente.

(b) Caso desenfocante: Para este caso 0 = —1 y la relacién de dispersién (5.39) es:
(Q — sindsin A)? = (cos §)?(1 — cos A)? + 242 cos (1 — cos A). (5.43)
Desarrollando el binomio al cuadrado del lado izquierdo e igualando a cero se tiene:
0% — 2(sin d sin A)Q + (sin §)*(sin A)? — (cos §)%(1 — cos A)* — 24% cos §(1 — cos A) = 0.

Se calculan las raices 21 y 22 usando la férmula general,

Q12 = sindsin A + y/cos §(1 — cos A)[cos §(1 — cos A) + 2A42]. (5.44)

Al igual que en el caso enfocante, de (5.44) puede afirmarse lo siguiente:
1. sindsin A es real.
2. (1 —cos A) es positivo, y ademéas 0 < (1 —cos A) < 2.
3. Dado que |A| > 1, entonces 242 > 2, por consecuencia y cos§(1 — cos A) + 242 > 0.

Por lo anterior, se concluye que el valor de cos § nuevamente definira a las raices €2 y 29 como
reales o complejas. Por lo tanto, se desprenden un par de casos més: cosd > 0, y cosd < 0.
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(i) Sicosd > 0 entonces,
cos 6(1 — cos A)[cos (1 — cos A) 4+ 24%] > 0,

las raices 1 y €29 son reales y de la forma:

Q12 =sindsin A £ y/cos §(1 — cos A)[cos §(1 — cos A) + 2A42].

Para estos valores (1 2, las soluciones (5.31) quedan como sigue:

(Rt )= ()

Noétese que estas soluciones son puramente oscilatorias y acotadas.

Haciendo una relacién de este resultado con los criterios de estabilidad que fueron estable-
cidos en el capitulo 3, resulta que cuando las raices €2 o son reales, las partes imaginarias
de 2, Im(£21) y Im(€Q2), son cero. Para este caso se tiene que:

o SiIm(€2) = 0, entonces, ||an(t)||max — K, cuando t — oo.
Por lo tanto, la solucién u,(t) es modulacionalmente estable.
(ii) Ahora si cosd < 0 resulta,

cos §(1 — cos A)[cos (1 — cos A) 4 24%] < 0.

FEntonces las raices €21 y €29 son complejas y de la forma:

Q12 = sindsin A £ iy/] cos §(1 — cos A)[cos §(1 — cos A) + 242]].

Sea 2 como sigue,

O = /| cos (1 — cos A)[cos §(1 — cos A) + 2A2]|.

Para estos valores de 2 la soluciones (5.31) son:

(28 )-meemmem(2).

a2

< Re(a,2)n(t)) > _ ei(nA—sindsinA)ej:th< i )
Im(a(1,2)n(t)) as

Aligual que en los casos anteriores, se tiene que las raices {21 y €22 son niimeros complejos;
una es el complejo conjugado de la otra. En el capitulo 3 se establece lo siguiente para
estos casos:

o Si Im(Q2) < 0, entonces, ||an(t)||max — 0 cuando ¢t — oo. Para este caso uy,(t) es
modulacionalmente asintéticamente estable.
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o Si Im(€Q2) > 0, entonces, ||an(t)||max — 00 cuando t — oo. Para este caso () es
modulacionalmente inestable.

Es decir, si se elige la raiz €2 y su correspondiente solucién ayy,(t), resulta que la solucién
Un(t) es modulacionalmente asintéticamente estable. De otro modo, si es elegida Q9 y su
solucién asociada es ag,(t), resulta que u,(t) es inestable modulacionalmente.

De igual manera, nétese que el valor de

e,

tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

Ademads véase que el valor de
—Qpt
e,

tiende a cero cuando t tiende a infinito.

Considérese una solucién general de la forma:
an(t) = claln(t) + CQQZn(t)’

para la cual ¢; y co son constantes.

El comportamiento de ||a,(t)||max cuando ¢ tiende a infinito, es la superposicién de los
comportamientos de ||a1n(t)||max ¥ ||@2n(t)|lmax cuando ¢ tiende a infinito. Entonces:

[|an(t))|lmax — o0 cuando t — co.

Por lo tanto, la solucién u,,(t) es inestable modulacionalmente.
Los resultados para el caso cos(d) # 1 se resumen en los siguientes dos puntos:

(i) Si signo(o) = —signo(cosd), entonces las raices (2 son reales, y la solucién u,(t) es modula-
cionalmente estable.

(ii) Si signo(o) = signo(cos¢), entonces las raices €2 son imaginarias, y la solucién 4, (t) es modu-
lacionalmente inestable.

5.2.4 La relacion de dispersion de la ecuacion DNLS linealizada: Perturbando amplitud y fase.

En la seccion anterior se presenté el andlisis de estabilidad de las soluciones de tipo onda plana
para la ecuacién DNLS en el caso en que solamente se perturba la amplitud de la solucién. En
esta seccién se hard un andlisis andlogo al de la seccidon anterior, pero ahora seran perturbadas la
amplitud y fase de las soluciones de tipo onda plana para la ecuacion DNLS.
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En primer lugar se calculard la relacién de dispersién de la ecuacién linealizada para la amplitud y
fase perturbada en la solucién de la ecuacién DNLS.

Considérese la ecuacién DNLS como al inicio de esta seccién (5.13)

idugfﬂ - *%[unﬂ(t) = 2up (t) + tn—1(t)] — ol (t)[Pun ().

Al igual que antes, supéngase que la funcién (5.14) satisface la ecuacién anterior
ﬂn(t) _ Aei(né—wt)’

para la cual A es real y diferente de cero.

Del mismo modo hay que recordar que la solucién (5.14) cumple las propiedades (5.15) y (5.16),

U1 (t) = €Oun(t),
dun(t)
— = wiy(t).

La relacién de dispersién para la ecuacién DNLS es la ecuacién (5.18),

w=1-cos(8) — ag|A]>.

Para perturbar la solucién (5.14) en amplitud y por la fase, se propone la siguiente solucién pertur-
bada,
un(t) = (an(t) + €Uy (t)) Zn(t), (5.45)

nd=wl) eg ]a perturbacién introducida a la amplitud de la solucién uy, ()

para la cual U, (t) = ay(t)e!
y an(t) es una funcién para la amplitud; la funcién Z,(t) = ei“on(t) eg la perturbacién que se intro-
duce a la fase de la solucién i, (t) en la que ¢, (t) es una funcién continua y acotada para la fase
perturbada; ademads se elige € tal que |e] << 1.

Sustituyendo el valor de Uy (t) y Zn(t) en la solucién uy(t), resulta:
Un(t) = (A + ean(t))eimi—wttedn(®), (5.46)

Al escribir u,(t) de esta forma, se nota que eay,(t) y €y (t) son pequefias perturbaciones introducidas
a la amplitud y fase de la solucion, respectivamente.

Se comenzard el andlisis de estabilidad haciendo una aproximacion lineal a la ecuacién (5.13) de la
solucién (5.46). Primero reescribiendo la exponencial de (5.46) como producto de dos exponenciales,

un(t) = (A+ean(t))ei(”é—“’t)ei&f;n(t)’
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después, se desarrolla en series de potencias el término eied_m(t)’
up(t) = (A+ean(t))(1+ ie(;;n(t) + 0(62))ei(n5—wt)7

realizando la multiplicacién indicada, y agrupando los términos de O(1), O(e) y O(e?), se obtiene:
up(t) = (A+ean(t)+ Z'Ae(gn(t) + 0(62))6i(n57wt).

Puede reescribirse la expresién anterior de la siguiente forma:

un(t) _ (1 i eanA(t) + ,Leq'gn(t)) Aei(né—wt)'

Los términos de orden O(e?) ya no aparecen en la ecuacién anterior, pues son muy pequefios para
tomarlos en cuenta.

Para facilitar la notacién se hace el siguiente cambio de variable:

Entonces la aproximacién lineal de la solucién perturbada (5.46) es:

Un(t) = (14 eAn(t) + iedn(t))in(t). (5.47)

El siguiente paso es sustituir la solucién perturbada u,(t) (5.47) en la ecuacién DNLS (5.13) con la
finalidad de obtener ecuaciones para A, (t) y ¢,(t) y posteriormente poder analizar la evolucién de
estas perturbaciones

) (edA;t(t) + ied¢5t(t)

) Ui (t) + i(l + €A, (t) + z’eén(t)> —
= 5| (1 a0+ B0 ) i) = 21+ €a0) + i) ) a0

YA, i (t) + m{snl(t)> ﬂnl(t)] — ofun ()P un(t). (5.48)

El término no lineal de la ecuacién (5.48) es:

[un (8) Pun (1) = |1+ eAn(t) + iedn (8)*(L + eAn(t) + iedn(t))|Tn (1) n(t).

Se elige el factor |1+ €A, (t) + ied,(t)|? del término no lineal de la ecuacién (5.48) y se desarrolla
usando la propiedad para los ntimeros complejos |z|? = z - 2*, en el que z* es el conjugado de z. De
lo cual resulta,

1+ eAn(t) +icdn(®)? = (14 eAn(t)? — i22hn(t)?
= 14 2eA,(t) + A, ()2 4 (1)
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Se pueden despreciar los términos de orden O(€?), ya que el médulo de € es mucho menor que uno.
Considerando lo anterior la expresién queda como sigue:

11+ eAn(t) +iedn(t)? =~ 1+ 2eA,(2).
Por lo tanto,

114 €An(t) + iehn ()P (1 + €An(t) +ichn(t)) =~ (1+ 2eA,(t))(1+ €An(t) +icdn(t)) + O(2),
14 3eA,(t) + iedy(t) + O(€%).

De igual forma, no se tomaran en cuenta los términos de orden O(€?), pues aportan un valor muy
pequeno. El término no lineal ahora es:

|t (8)P1n (8) = (1 + 3€Ap(t) + iedn (t))|Tn (1) [ Tn (t). (5.49)
Sustituyendo (5.49) en la ecuacién (5.48) se tiene,

) () +i (14 edn(t) + icn(t)) din(t) _

dt dt

i <edAn(t) + ied¢n(t> 7

- % [(1 + €An g1 () + iedn i1 (8))Tn 11 () — 2(1 + eAn(t) + iedn () in(t)+

(1+eA, 1(t)+ ie&n_l(t))un_l(t)} - a<1 + €A (t) +iehy(t) + 2eAn(t)> |t (8) i (). (5.50)

Se suma a la expresion anterior un cero de la siguiente forma,

—%[1 + €A (t) + i€ ()] [Tns1(t) + Tp_1(t) — Gny1(t) — Gn_1(t)] = 0.

De este modo se tiene,

i <edA(Z(t) + iedqsgt(t)) Un(t) 4+ (1 + efln(t) + zeg{;n(t)> dagt(t) =

= 5| (14 a0+ i) amia) + (14 €0+ iedn()) (1) = 1020
-2 (1 + €A, (t) + ieén(t)) T (t) + (1 +eA, 1 (t) + ieqi;nl(t)) 1 (1) + (1 + €A, (t)
- z’aan(t)> (un_l(t) - un_l(t)>] 0o (1 + €A (t) +ied, (t)> |t (1) | (t) — 02€ Ay ()|, ()| T (1)

Se hace un reordenamiento de términos a la expresion anterior, de tal modo que pueda observarse
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que los términos que a continuacién se senalan se eliminan, ya que satisfacen la ecuaciéon DNLS,

i (edACZ(t) + ied¢;t(t) ) T (t) +i(1 + €Ay (t) + €dn(t)) ( du;t( ) - % [un+1(t) — 20 (t) + Up—1(t)

+a|un<t>r2un<t>) -1 [<1 e Ania(6) it ())iinsr (8) + (14 €An(t) + ieon(8)) (—tnsa (1)

— U1 (t)) + (14 €d,_1(t) + z‘eén_l(t))un_l(t)] — 02 Ay, (1) [T (1) P n (1)

i ( Adnll) | ;90n(1) <1 tAnir(t) + i (6 (1)

dt

Por lo tanto la ecuacién (5.50), es equivalente a la siguiente expresién,
) (5.51)

(14 eAn(t) + iedn()) (<1 (8) — Gt (D) + (1 + €A1 (t) + iedn1(0) 1 (2)

— 026 A, (1) ]Tn (1) 2T (2).

La ecuacién (5.51) es la linealizacién de la ecuacién no lineal de Schrodinger discreta alrededor de
la solucién @y, (t) cuando se perturban la amplitud y fase.

Se separaran las partes real e imaginaria de la ecuacién (5.51). Primero escribiendo la parte ima-
ginaria, y después la parte real. Usando las propiedades (5.15) y (5.16), la identidad de Euler, y el
hecho de que |u,|? = A?, resulta

dA;t(t) = cos(8)dn(t) — % |:§5n+1(t)6i5 + q;nl(t)e_i‘s} , (5.52)
_d¢crlzt(t) = Zln(t) cos(d) — % [Anﬂ(t)eié + An_l(ﬂe—i(s} _ 2014”@)142. (5.53)

La ecuacién (5.52) tiene los términos correspondientes a la parte imaginaria de (5.51) y la ecuacién
(5.53) tiene a los términos correspondientes a la parte real.

<%8>:me<2>’ (5.54)

para las cuales a; y ag son contantes, satisfacen a las ecuaciones (5.52) y (5.53). Nétese que (5.54)
tiene las siguientes propiedades:

Supdngase que

App1(t) = eBA,1). (5.55)
d;l(;t(t) = —iQA,(1), (5.56)
on1(t) = €Son(t), (5.57)
don 1) = —iQdy(t). (5.58)
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Sustituyendo (5.54) en las ecuaciones (5.52) y (5.53), usando las cuatro propiedades anteriores y la
identidad de Euler, se obtiene,

SOALD) = cos)in(t) — 5 |3ulDe) 4 5y (0)e 0]
= (cos(d) — cos(d + A))¢n(t),
i00n(t) = cos(d)An(t) — - .

! [Ana)eﬂw ; An<t>ei<5+ﬂ>] oA, (1) A2
= (cos(0) — cos(d + A)) Ay (t) — 204, (1) A%,

Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas como el siguiente sistema de ecuaciones:

ZQ( Ay (t) ) - ( 0 —(cos(8) — cos(6 + A)) ) ( A1) > (5.59)

bn(t) cos(8) + cos(d + A) — 20 A2 0 on(t)
Este sistema tiene una solucién no trivial cuando se cumple lo siguiente,
det < —iQ2 —(cos(d) — cos(d + A)) > 0.

cos(d) — cos(d + A) — 20 A2 —i8)

Es decir, cuando se cumple que
()% + (cos(d) — cos(d + A) — 20.4%)(cos(8) — cos(d + A)) =

Se despeja Q2 de la ecuacién anterior,

02 = [(cos(8) — cos(6 + A) — 20.A2)(cos(8) — cos(d + A))]. (5.60)

Para reescribir la ecuacién (5.60), se usaran las siguientes identidades trigonométricas:
(1) cos(a) — cos(fB) = —2sin (a—;ﬁ) sin (a—;ﬁ)

(2) sin(—0) = —sin(0).

(8) sin(a+ B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B).

in(20) = 2 cos(0) sin(0).

(5) sin?(0) = 3(1 — cos(26)).

Utilizando la igualdad (1) en (5.60), se tiene,

[ (252 () ) (0 (52 (2))]

Usando ahora las igualdades (2) y (3) en la expresién anterior, resulta,

= ((2[smioros (2 o (2 Jsn (2)) - 20
(ofsoros (2 seossron (2) s (2)).

) =
)=




Capitulo 5. La Ecuacién no Lineal de Schrodinger Discreta y su Anélisis de Estabilidad de Soluciones
90 de Tipo Ondas Planas.

lo que es igual a:

02 = <2 [sin(&) cos <§> sin (ﬁ) + cos(d) sin? (ﬁ) ] — 20A2>
(2 [sin(é) cos (?) sin (2) + cos(d) sin2 @) D .

Finalmente, usando las propiedades (4) y (5) en la expresion anterior, resulta:

Q% = ([sin(0) sin(A) + cos(6)(1 — cos(A))] — 20A%) (sin(d) sin(A) + cos(6)(1 — cos(A))). (5.61)

Con ello, la ecuacién (5.61) es la relacién de dispersién del sistema linealizado cuando se perturba
la amplitud y la fase de la soluciéon de tipo onda plana de la ecuacién DNLS.

5.2.5 Estabilidad de las soluciones de onda plana de la ecuacion DNLS: Perturbacién de la
amplitud y fase

Anilisis de estabilidad: cos(d) =1

Cuando cos(d) = 1, la relacién de dispersién (5.61) es:

Q2 = [(1 — cos(A)) — 20A4%](1 — cos(A)). (5.62)
Ahora se analizaran que forma tienen las raices {2 para la relacién de dispersion (5.62), en los casos
enfocante y desenfocante con |A| > 1.

(a) Caso desenfocante: Si 0 = —1, la relacién de dispersién (5.62) es:
0% = [(1 — cos(A)) + 24%](1 — cos(A)).

Se sabe que (1 — cos(A)) es siempre mayor o igual que cero. Por lo tanto, el lado derecho de
la expresion anterior es positivo. Esto a su vez significa que las raices €21 2 de la relacién de
dispersién (5.62) son reales, y tienen la siguiente forma:

Q1 = (1 —-cos(A)) +242,/1 — cos(A),
Qs = —/(1—cos(A)) +2424/1 — cos(A).

Entonces las soluciones (5.54) tienen la forma:

< A(1,2)n(t) ) — (i(An—91,0t) < ai )
b(1,2)n(t) asy
Como se puede notar, las soluciones A, (t) y ¢n(t) son puramente oscilatorias y acotadas.

Se puede relacionar este resultado con los criterios de estabilidad que fueron establecidos en el
capitulo 3. Dado que raices {2 2 son reales, entonces las partes imaginarias de {21 o son cero.
Para este caso se tiene que:
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e Si Im(Q2) = 0, entonces, ||A,(t) + i¢p(t)||lmax — K, cuando t — oco. En este caso la
solucion uy,(t) es modulacionalmente estable.

Por lo tanto, la solucién u,(t) es modulacionalmente estable.

Caso enfocante: Si 0 = 1, la relacién de dispersion (5.62) es:
02 = [(1 — cos(A)) — 24%](1 — cos(A)).

Dado que |A| > 1y (1 —cos(A)) es siempre mayor o igual que cero y menor que dos, implica
que el lado derecho de la expresién anterior es negativo. Lo cual significa que las raices 21 o
de la relacién de dispersién (5.62) son imaginarias y tienen la forma:

Q1 = —iv1—cosA/|1—cosA —242|,
Qy = iv1—cosAy/|1 —cosA —242|.

Entonces las soluciones (5.54) tienen la forma:

< (1,2)n(t) ) — l(nA£i 2t) < ay >
1,2)n(t) az )

( Ao (t) ) _ pind Qe ( ay )
¢(172)n(t) a9 ’

en las cuales Q. = /1 — cos A/|1 — cos A — 2A2|.

-

Las raices 1 y €5 son nimeros imaginarios puros, uno positivo y el otro su conjugado. Al
relacionar lo anterior con lo que fue establecido en el capitulo 3, se tiene lo siguiente:

e Si Im(Q) < 0, entonces, ||An(t) + i (t)|lmax — 0 cuando t — co. En este caso @, (t) es
modulacionalmente asintoticamente estable.

e SiIm(Q) > 0, entonces, ||A,(t) + idp(t)||lmax — 00 cuando t — oo. En este caso iy (t) es
modulacionalmente inestable.

Es decir, si se elige la rafz Q; y sus correspondientes soluciones flln(t) y <;~51n(t), entonces la
solucién @, (t) es modulacionalmente asintéticamente estable. De otro modo, si se elige Q2 y
sus soluciones asociadas Asy,(t) y ¢an(t), entonces @, (t) es inestable modulacionalmente.

Noétese que
et
)

tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

Ademads, véase que
e~

)

tiende a cero cuando t tiende a infinito.
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Considerando las siguientes soluciones generales:
An (t) = ClA~1n(t) + C2A2n(t)7
én (t) = C3¢1n(t) + C4¢2n(t)a

para las cuales ¢y, c2, c3 ¥y ¢4 son constantes.

El comportamiento de Hfln(t) + i&n(t)UmaX cuando t tiende a infinito, es la superposicién
de los comportamientos de [|A1,(t) + i¢1,,(t)||lmax ¥ || A2, (t) + id2n(t)||max cuando ¢ tiende a
infinito. Entonces:

1| A (£) + i ()| |max — 00 cuando t — oo,

Por lo tanto, la solucién @, (t) es inestable modulacionalmente.

Anilisis de estabilidad: cos(d) # 1
Para este caso la relacién de dispersién (5.61) conserva su forma y es:
0% = ([sin(0) sin(A) + cos(8)(1 — cos(A))] — 20 A%) (sin() sin(A) + cos(6)(1 — cos(A))).

Recuérdese que |A| > 1.

A continuacién se hara el andlisis de estabilidad de las soluciones de la ecuacién DNLS para los
casos enfocante y desenfocante.

(a) Caso enfocante: Para este caso o = 1, y la relacién de dispersién (5.61) es:
0° = ([sin(é) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))] — 2A2) (sin(0) sin(A) 4 cos(d)(1 — cos(A))) .

(5.63)
De este caso se siguen un par de subcasos:

(i) Obsérvese que si
sin(d) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A)) <0,
entonces,

[sin(8) sin(A) 4 cos(8)(1 — cos(A))] — 242 < 0.

Esto a su vez provoca que 2 sea positivo. Dado que Q2 es positivo, las raices Q de la
relacién de dispersion (5.63) son reales, y tienen la siguiente forma:

Q1 = /sin(6)sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))/[sin(0) sin(A) + cos(5)(1 — cos(A))] — 242,
Qy = —+/sin(6)sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))/[sin(0) sin(A) + cos(5)(1 — cos(A))] — 242.

Para estos valores (1 2, las soluciones (5.54) quedan como sigue:

(&mwﬂ>_gmﬁmm<@>_
¢(172)n (t) a2
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Nétese que las soluciones A, (t) y ¢n(t) son puramente oscilatorias y acotadas. Por lo
tanto, la solucién @, (t) es modulacionalmente estable.

Haciendo una relacién de este resultado con los criterios de estabilidad que fueron esta-
blecidos en el capitulo 3, cuando las raices €21 2 son reales, entonces tanto Im(€2;) como
Im(Q2) son cero. Para este caso se tiene que:

o SiIm(Q) = 0, entonces, ||A,(t) + idn(t)||max — K, cuando t — oc.
Por lo tanto, la solucién uy,(t) es modulacionalmente estable.

Nétese que si

sin(d) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A)) > 0,

Dado que |A| > 1 resulta

[sin(8) sin(A) 4 cos(8)(1 — cos(A))] — 24% < 0.
La relacién de dispersién es:
02 = ([sin() sin(A) + cos(8)(1 — cos(A))] — 2A2) (sin(d) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))) .

Tomando en cuenta las observaciones anteriores, se concluye que Q2 es negativo. Las
raices €) de la relacion de dispersién son imaginarias y son:

Q1 = —i]y/sin(0) sin(A) + cos(9)(1 — cos(A))+/[sin(0) sin(A) + cos(6)(1 — cos(A))] — 242],
Qy = i|\/sin(0)sin(A) + cos(6)(1 — cos(A))+/[sin(8) sin(A) + cos(8)(1 — cos(A))] — 242|.

Sea

Q. = /sin(0) sin(A) + cos(0)(1 — cos(A))+/][sin(8) sin(A) + cos(8)(1 — cos(A))] — 242|.

Para estos valores de 2 las soluciones (5.54) son:

< {1(1,2)71(75) ) — i(nA£i01 1) < c:n >
¢(172)n(t) as )’

( *{1(1,2)71(75) ) _ einAej:Qct < 5L1 > ‘
b(1,2)n () as

Por lo tanto, las raices £2; y {29 son nimero imaginarios puros, uno positivo y el otro su
conjugado. En el capitulo 3 se establece lo siguiente para estos casos:

o SiIm(Q) < 0, entonces, || Ay (t) + idp (t)|lmax — 0 cuando ¢ — oo. En este caso iy, (t)
es modulacionalmente asintéticamente estable.

o SiIm() > 0, entonces, || Ay (t)+ign(t)]lmax — 0o cuando ¢ — co. En este caso iy, (t)
es modulacionalmente inestable.
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Es decir, si es elegida la raiz 21 y sus correspondientes soluciones flln(t) y éln(t), resul-
ta que la solucién u,(t) es modulacionalmente asintéticamente estable. De otro modo,
si se elige o y sus soluciones asociadas 1212”(15) y ézn(t), resulta que ,(t) es inestable
modulacionalmente.

De igual manera, nétese que el valor de
Qct
e,

tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

Ademas véase que el valor de
—Qect
e,

tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito.

Considerando soluciones més generales de la forma:

An<t) = Clx‘iln(t) + CQAQn(t),
Pn(t) c3P1n(t) + cagon(t),

en las cuales c1, co, c3 v ¢4 son constantes.

El comportamiento de ||/~1n(t)~+ i (t) ||max cuando ¢ tiende a infinito, es la superposicién
de los comportamientos de || A1, (t) +ip1,(t)||max ¥ || A2, (t) +id2n (t)||max cuando ¢ tiende
a infinito. Entonces:

[ A (t) 4 idpn(t)||max — 00 cuando t — oo.

Por lo tanto, la solucién u,(t) es inestable modulacionalmente, para este caso.
(b) Caso desenfocante: En este caso 0 = —1
02 = ([sin(0) sin(A) 4 cos(8)(1 — cos(A))] + 2A2) (sin(0) sin(A) 4 cos(d)(1 — cos(A))) .

(5.64)
Al igual que en el caso enfocante, de aqui se desprenden un par de casos mas:

(i) Obsérvese que si
sin(d) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A)) > 0,

entonces

[sin() sin(A) 4 cos(8)(1 — cos(A))] + 242 > 0.

Esto a su vez implica que 92 sea positivo. Dado que 92 es positivo, las raices Q de la
relacién de dispersion (5.64) son reales y de la siguiente forma:

Q12 = £+/sin(8) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))+/[sin(6) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))] + 2A42.




5.2. La Ecuacién no Lineal de Schrodinger Discreta 95

(i)

Para estos valores 2 2, las soluciones (5.54) quedan como sigue:

( A 2)n(t) ) TN ) < a > ‘

¢(1,2)n(t) a2

Las soluciones Ay (t) y ¢n(t) son puramente oscilatorias y acotadas. Por lo tanto, resulta
que Uy, (t) es modulacionalmente estable.

Haciendo una relacién de este resultado con los criterios de estabilidad del capitulo 3,
cuando las raices {21 2 son reales, las partes imaginarias de {1 o son cero. Para este caso
se tiene que:

o Si Im(Q) = 0, entonces, ||A,(t) + idn(t)||max = K, cuando t — oo.
Por lo tanto, la solucién uy,(t) es modulacionalmente estable.
Cuando se cumple que

sin(d) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A)) < 0,

resulta que,
[sin(8) sin(A) 4 cos(d)(1 — cos(A))] + 242 > 0.

Pues recuérdese que se considera que |A| > 1.
La relacién de dispersion es:
Q% = ([sin(6) sin(A) + cos(8)(1 — cos(A))] + 24?) (sin(8) sin(A) + cos(6)(1 — cos(A)))..

Tomando en cuenta la observacién anterior, se concluye que 92 es negativo. Las raices
21,2 de la relaciéon de dispersién son imaginarias y son:

Q1 = —iy/|sin(6)sin(A) + cos(6)(1 — cos(A))[+/[sin(8) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))] + 242,
0y i/|sin(8) sin(A) + cos(8)(1 — cos(A ]\/ [sin(d) sin(A) 4 cos(d)(1 — cos(A))] + 2A2.

Sea

Q. = /| sin(0) sin(A) + cos(0)(1 — cos(A))[+/[sin(d) sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))] + 242.

Para estos valores de (2 las soluciones (5.54) son:
( Ao (D) ) _ inAtine) < ay )
¢(1,2)n(t) az 7
( {1(1,2)71(75) ) — i 0t < ap > '
P(1,2)n(t) a2

Al igual que en otros casos, las raices €21 y (2o son nimeros imaginarios puros, uno
positivo y el otro su conjugado. En el capitulo 3 se tiene lo siguiente para estos casos:
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o SiIm(Q) < 0, entonces, || A, (t) + i (t)||max — 0 cuando t — oo. En este caso iy, (t)
es modulacionalmente asintéticamente estable.

o Si Im(Q) > 0, entonces, ||A(t) + idn(t)||max — 00 cuando t — co. Entonces i, (t)
es modulacionalmente inestable.

Si se elige la raiz €, y sus correspondientes soluciones A1y, (t) y (%m(t), la solucién uy,(t) es
modulacionalmente asintdticamente estable. De otro modo, si se elige {22 y sus soluciones
asociadas Aap(t) v ¢an(t), n(t) es inestable modulacionalmente.

De igual manera nétese que
Qct
"],

tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito.

Igualmente véase que
—Qct
e,

tiende a cero cuando t tiende a infinito.

Considerando soluciones generales de la forma:

An<t) = leiln(t)+c2142n(t)7
én(t) = C3(l~sln(t)+c4(52n(t)>

para las cuales c¢q, ca, c3 v ¢4 son constantes.

El comportamiento de Hfln(t)j— i6n (t)||max cuando t tiende a infinito, es la superposicién

de los comportamientos de || A1,, () +id1,, ()| lmax ¥ || Azn (t) +id2n ()] lmax cuando ¢ tiende
a infinito. Entonces:

[ A (t) 4 ipn (t)||max — 00 cuando t — oc.

Para este caso, la solucién 4, (t) es modulacionalmente inestable.
Los resultados para el caso cos(d) # 1 pueden resumirse de la siguiente manera:

(i) Si signo(o) = —signo(sin(d)sin(A) + cos(d)(1 — cos(A))), entonces las raices €2 son reales, y
la solucién ,(t) es modulacionalmente estable.

(ii) Si signo(o) = signo(sin(d) sin(A) 4 cos(d)(1 — cos(A))), entonces las raices €2 son imaginarias,
y la solucién w,(t) es inestable modulacionalmente.

Tanto en el caso cos(d) = 1 como en el caso cos(d) # 1, se tomé como condicién que |A| > 1. Esto se
hizo para poder asegurar la existencia de inestabilidad modulacional en aquellos casos en que ésta
se presenta. En la referencia [ |, el autor Panayotis Kevrekidis escribe en la pagina 144
un comentario al respecto: para el caso enfocante, independientemente de la amplitud A, siempre
existird un ndmero de onda lo suficientemente pequeno, tal que la solucién u,(t) serd inestable
modulacionalmente.
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5.3 Conclusiones del capitulo

En este capitulo se realizé un andlisis de estabilidad de las soluciones de tipo onda plana para la
ecuacién DNLS. Se tomaron en cuenta diferentes casos y subcasos. A continuacién y a manera de
resumen se presentan las siguientes tablas que contienen los resultados obtenidos en este capitulo.

Perturbacion Casos Tipo de Onda
o = —1 (Desenfocante) y |A| > 1 | Estable
cosd =1
o =1 (Enfocante) y |A| > 1 Inestable
Amplitud —
g=-4 cosd >0 | Estable
|Al > 1
cosd < 0 | Inestable
cosd £ 1 (D_eS(lenfocante)
g=454 cosd <0 | Estable
|Al > 1
(Enfocante) cosd > 0 | Inestable
o0 = —1 (Desenfocante) y |A| > 1 | Estable
cosd =1
o =1 (Enfocante) y |A| > 1 Inestable
) o=-1, Q>0 Estable
Amplitud y Fase |Al > 1
<0 Inestable
cosd £ 1 (D_esiznfocante) Q
=5 Q<0 Estable
|Al > 1
(Enfocante) Q>0 Inestable

Para la cual @ = sindsin A 4 cosd(1 — cos A)
Tabla 5.1. Anélisis de Estabilidad para DNLS.

n—wt)

Cuando se perturbé la amplitud de las solucién i, (t) = Ae*® , se tuvieron las siguientes con-

diciones en las cuales se presentd inestabilidad modulacional:

» Para cosd = 1, cuando o = 1 (enfocante) y |A| > 1, se tiene que las soluciones son modula-
cionalmente inestables.

= Para cosd # 1 se tuvieron los siguientes subcasos de inestabilidad:
a) En el caso desenfocante (0 = —1), cuando |A| > 1y coséd < 0.
b) En el caso enfocante (0 = 1), cuando |A| > 1y cosd > 0.

Cuando se perturbé la amplitud y la fase en la solucién i, (t) = Ae’® =Y el andlisis arrojé las
siguientes condiciones de inestabilidad modulacional:

» Para cosd = 1 cuando, 0 = 1 (enfocante) y |A| > 1 se encontré que las soluciones son
inestables.
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= Cuando cosd # 1, la estabilidad o inestabilidad de las soluciones dependen del valor de
Q = sindsin A + cosd(1 — cosA); considerando este valor @) se obtuvieron los siguientes
subcasos en los cuales se presenta inestabilidad:

a) En el caso desenfocante (0 = —1), cuando |[A| > 1y Q <O0.
b) En el caso enfocante (0 = 1), cuando [A| > 1y Q > 0.

Si no se cumplen las condiciones descritas anteriormente, entonces las soluciones son estables.

Los resultados para el caso cos(d) # 1 tanto cuando se perturbé amplitud como cuando se perturbo
amplitud y fase son similares. Sea 7 = cosd en el caso para el cual se perturba amplitud; y 7 = @
para el caso en el que se perturban amplitud y fase. Entonces los resultados de los andlisis se resumen
en los siguientes dos puntos:

(i) Sisigno(o) = —signo(7), entonces las raices €2 son reales, y la solucién @y, (t) es modulacional-
mente estable.

(ii) Si signo(o) = signo(7), entonces las raices {2 son imaginarias, y la solucién uy,(t) es modula-
cionalmente inestable.

Se puede decir que cuando un paquete de ondas contenga soluciones de la forma ,(t) el paquete
de ondas se puede romper a partir de algin tiempo t. Esta ruptura sucederd si alguna de estas
soluciones presenta un tipo de perturbacién, ya sea en amplitud o amplitud y fase, ademas si estas
perturbaciones se encuentran en los casos para los cuales existe inestabilidad modulacional.

Al comparar los resultados obtenidos en este capitulo con los resultados del capitulo 4, se obtienen
las siguientes conclusiones. En algunos casos para los cuales se presenta estabilidad modulacional
en las soluciones de la ecuaciéon NLS, no se repite la estabilidad para las soluciones de la ecuacion
DNLS. Lo anterior se puede observar al contrastar las tablas que se encuentran al final de am-
bos capitulos. Lo anterior confirma lo explicado en la referencia | ], en la cual
se menciona que es importante analizar las versiones discretas que los modelos continuos puedan
tener, ya que en varios esquemas no lineales discretos pueden manifestarse efectos de inestabilidad
modulacional, que a veces no existen en el modelo continuo.




El Método de Crank-Nicolson
Linealizado

El método de Crank-Nicolson es un método de diferencias finitas usado para encontrar la solucién
numérica de ecuaciones en derivadas parciales. Se trata de un método implicito e incondicionalmente
estable [ ]. El método fue desarrollado por John Crank y Phyllis Nicolson en el afio 1947.

Diferencias finitas y el método de Crank-Nicolson

Como ya ha sido mencionado, el método de diferencias finitas trabaja con un conjunto discreto de
puntos. Para el método de Crank-Nicolson se requieren discretizaciones en la variable temporal y
espacial. Entonces, el siguiente conjunto discreto de puntos estard compuesto de una malla puntos
pertenecientes al plano (z,t). La siguiente figura ilustra lo mencionado anteriormente,

Af

AX

0 Ym-1 Ym Xmas x=L X

Figura 6.1. Discretizacién del plano (x,t) para el método de Crank-Nicolson.

en el cual Ax es la distancia que existe entre cualquier par de puntos consecutivos en el eje x y At
es la distancia que existe entre cualquier par de puntos consecutivos en t. Adem4s,

zo =0, T = Tm_1 + Ax = 29 + mAx = mAx, m € N.

t0 =0, t =" 4 At =0 + nAt = nAt, n € N.
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El método de Crank-Nicolson se usa generalmente en ecuaciones dispersivas, como por ejemplo:

or or o*T
a =F <T7x’t’&c’8302> )

y es de la siguiente manera:

Tt —n 1 oT 0°T oT o°T
m_Tm— Nt gt — Er (T, z,t, —, — 6.1
Al g |fm \ BB g gez ) T\ BT b 52 ) | (6:1)
en el que el lado izquierdo de (6.1) es la aproximacion de la derivada de T'(x;, t"+%) con respecto a
la variable temporal, usando diferencias centrales, y el lado derecho es el promedio del operador F'
para los tiempo t"*! y t" respectivamente. La férmula de diferencias centrales es:

OT (z;,t") T —1 !
ot - 2A¢t '

Obsérvese que en la férmula para el método de Crank-Nicolson (6.1), en el lado izquierdo no aparece
el coeficiente 1/2, y el numerador es de la forma Tt — T a diferencia de la expresién anterior,
esto se debe a que el punto en el cual se estima la derivada con respecto al tiempo es T'(x;, t”*é) y
el nimero de paso es $At | ]

La ecuacién no lineal de Schrodinger es:

Ou(x,t) _182u(3:,t)
o T 2 o

— olu(z, t)Pu(z, t).

Discretizando la ecuacién NLS utilizando el método de Crank-Nicolson (6.1), se obtiene:

st =gy V[ (unhy = 2unt ) + (ug g — 2up + g y)
- 2
At 2 2(Ax) (6.2)
A el

Usualmente se utiliza una variante de (6.2) con la finalidad de ahorrar tiempo al momento de utilizar
el método de Crank-Nicolson (6.1) en la ecuacién NLS. Esta variante es el método de Crank-Nicolson
linealizado. A grandes rasgos, en este esquema se aproxima el coeficiente |u|? del término no lineal
de la ecuaciéon NLS mediante extrapolacion lineal | -

El método de extrapolacién lineal es un método mediante el cual se aproxima el valor de una funcién
en el punto x,; esto mediante la creacién de una recta y(z) que une a los puntos (zn—1, f(Zn—1)) y
(Zn, f(xn)), donde f(x,) =~ y(zs) cuando x, es muy cercano a z,. El esquema es el siguiente:

y(ri) = y(Tn-1) + %(y(xn) — y(Tp-1))-
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En este caso se quiere aproximar el valor de una funcién en el punto t"*!, para el cual la distancia

entre dos puntos consecutivos es At. El esquema resulta de la siguiente forma:

n+1 n—1 tn+1 — tnil n n—1
y(" ) = y@" )+ W(y(t )=y ),
2At

= y(t") + 5 W) —y(E ).

El esquema que resulta es:
y(t"h) = 2y(t") —y(t" ). (6.3)

Usando el esquema (6.3) para aproximar los valores de |u”|? v [uF1|? se tiene:

um &~ 2fup P = 2P,
P~ 2 =
2 112 resulta:

Sumando los valores para |u,|* v |u

™ 17+ | 2 2fug, 2+ Jup 2 — Jup 22,

n—2‘2

Despejando el valor de |ul’;

como sigue,

g 22 = 2fu 2~
Finalmente se tiene que:

L e A e e S U o

Sustituyendo lo anterior en el esquema de Crank-Nicolson (6.2) se obtiene el siguiente esquema de
Crank-Nicolson linealizado:

Z.UnmJrl — Uy 1 {(Uﬁ:&l = 2up ™ ) + (upy gy — 2up, +up, )
At 2 2(Ax)?
_ (6.4)
— g (E R

El objetivo de este capitulo es dar condiciones de inestabilidad modulacional mediante perturba-
ciones de las soluciones del método de Crank-Nicolson linealizado, para esto se realizara un anélisis
del comportamiento de dichas soluciones perturbadas para algunos casos. Después dichas solucio-
nes se clasificaran como estables o inestables modulacionalmente. El capitulo estd organizado de la
siguiente forma:

1. Célculo de la relacién de dispersién del método de Crank-Nicolson linealizado.

2. Se propone una solucién perturbada en amplitud y fase para el método de Crank-Nicolson
linealizado.

3. Linealizacion alrededor de la solucién de tipo onda plana .

4. Anilisis de estabilidad.

5. Resumen y tabla de resultados obtenidos en el capitulo.
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6.1 La Relacion de Dispersion del esquema de Crank-Nicolson lineali-
zado

Considérese el esquema de Crank-Nicolson linealizado (LCN):

1 1
i(un-‘rl _ un ) — H[(uz’;:-l - 2unm+1 + ufntl) + (u?n—‘rl - 2“% + unm—l)]
3 1, . w4y
~ ot (Sl - 1) M

en el cual = (AA;)Z.

Supéngase que admite soluciones de la forma:

-n __ i(kTm—wt™
Uy, = Ae (kzm ),

para las cuales A puede ser real o compleja distinta de cero, x,,, = mAx y t" = nAt. La solucién
anterior se puede reescribir, mediante unos cambios de variables, como sigue:

a = Aemen, (6.6)
enel cual § = kAx y r = e WAL
Nétese que las soluciones de la forma (6.6) tienen las siguientes propiedades:
amtt = alr, (6.7)
sy = e, (6.8)
lar | = Alr|™. (6.9)

Sustituyendo (6.6) en la ecuacién (6.5) y usando las propiedades (6.7), (6.8) y (6.9), se obtiene la
siguiente ecuacién:

(ﬂf’nei‘sr —2urr + a%e*i‘sr) + (flfnei‘S -2y + ﬂ%e*i‘s)
2

_ K
2

1 N i
— ot (Sl - o) Bl LT,

Ya que el factor ], se encuentra en ambos lados de la igualdad y es distinto de cero se puede
eliminar,

ir—1)=— %[r(ei‘s 24 e 4 (¢ — 24 e7))—
At
T AP — [ ) 4 1),
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Obsérvese que —% se puede escribir como ﬁ, y que (ei5

i5/2 _

-2+ e’i‘s) se puede expresar como un

binomio al cuadrado de la forma (e e~/ )2, Tomando en cuenta estas propiedades la expresién
anterior se escribe de la siguiente manera:

i6/2 _ —is/2
=1 = r+1) ”(2) TR - ),

i(r—1) = (r+1)[usin®(6/2) — LAZQ‘ (3 — Ir[72)].
Sea
B = [usin?(5/2) — T2 A% (3 — rl ),
la expresion anterior se convierte en,
i(r—1) = (r+1)B. (6.10)

Nétese que B es real. Ahora, si se realizan algunas operaciones algebraicas a la ecuacién (6.10), se
concluye que |r| = 1, como se explica a continuacién:

i(r—1 = (r+1)B=
ir—rB = B+i=
r(i—B) = B+i=
A B—i—ié
i—B
lr| = 1.

Se sabe que |r| = 1, sustituyendo este valor en B resulta:
At
B = psin2(6/2) — UTAQP"(?, —172),

lo que es igual a:

At
B = psin?(6/2) — UTA? (6.11)
Finalmente, usando (6.11) en (6.10) se obtiene la relacién de dispersién del esquema LCN, la cual
es:

ilr—1)=(r+1) (u sin®(§/2) — U—NAQ) (6.12)

El hecho de que |r| = 1 proporciona otro dato adicional en términos de estabilidad del esquema
de Crank-Nicolson linealizado. Para muchos esquemas existen restricciones sobre la manera en que
deben de elegirse Ax y At de modo que el sistema sea estable y por lo tanto 1til computacional-
mente. En el libro | | aparece la siguiente definicién de estabilidad:
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Definicion 6.1.1. Un esquema de un paso en diferencias finitas con coeficientes constantes es
estable en una region de estabilidad A, en el cual Ax y At pertenecen a A, si y solo si existe una
constante K independiente de 0, Ax y At, tal que:

lg(0, Az, At)| < 1+ KA.
Si g(0, Az, At) es independiente de Ax y At entonces la condicion de estabilidad es:
l9(0)] < 1.

donde g(0) es un factor amplificante, y 0 = Axk.

La cantidad g(0) recibe el nombre de factor amplificante debido a que es una cantidad para la cual
se satisface la siguiente igualdad:
Vit =g(0)V, (6.13)

en la cual ‘A/;z es la transformada de Fourier V. Basicamente esta igualdad dice que la solucién del
esquema al tiempo n + 1 es equivalente a multiplicar la transformada de Fourier de la solucién al
tiempo n por el factor amplificante g(#). De la ecuacién (6.13) se obtiene la siguiente expresion:

A

Ve = g(6)"V0. (6.14)
Un esquema en diferencias finitas poseera un factor amplificante segtin las caracteristicas de dicho
esquema. Una manera de encontrar el factor amplificante es sustituir V,? = g(6)"e"™? en el esquema
a analizar. La ecuacién que resulte de dicha sustitucién puede ser resuelta para encontrar el factor
amplificante. Para mayores detalles consulte la referencia | ].

Al inicio de la seccién 6.1 se sustituyé a?, = Ae?®™r™ en el esquema de Crank-Nicolson linealizado.
Obsérvese que en nuestro caso el factor amplificante g(0)™ es ™. Ademds, se concluye al final de
la seccién 6.1 que |r| = 1. Dado que |r| = 1 se satisface la condicién de estabilidad de la definicién
(6.1.1), por lo tanto es esquema de Crank-Nicolson linealizado es estable, y no solo eso, debido a
que no existen restricciones sobre cémo elegir Az y At para que se satisfaga |r| = 1, entonces se
concluye que el esquema de Crank-Nicolson linealizado es incondicionalmente estable.

6.2 La Relacién de Dispersion del esquema LCN linealizado

Para hacer el andlisis de estabilidad de la solucién (6.6), se propone la siguiente solucién perturbada
en la que se introducen pequenas perturbaciones a la amplitud y fase de la solucion 4,

ul, = (@, + UL) 23, (6.15)

n ,idm,.n
N

para la cual 4]}, es la solucién (6.6). Para perturbar la amplitud se utiliza la funcién U}, = ea
Para perturbar la fase de @7, se usa la funcién Z? = e**%. Suponiendo a”, y ¢7, son reales. Y ademds

le] << 1, pues se desea introducir pequenas perturbaciones.
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La solucion (6.15) se escribe de la siguiente manera:
= (A + eall) rrelomTicom

Haciendo una aproximacion lineal de la solucién u;),, desarrollando en series de potencias el término
; 3 . 7 . .
e“®m y despreciando los términos de orden mayor o igual a 2. De esta forma resulta:

= (A + ea® + Aieg? )re™.

Factorizando A de la expresién anterior,

TL

ur = A(l+ GI + i€ e,

Sea A7, = 7*” La aproximacién lineal de la solucién perturbada es:

= (14 €A, 4 iegl )ar,. (6.16)

Recuérdese que para la ecuacién NLS, la cual admite soluciones de la forma u(x,t) = Aekr—iwt op
el caso k = 0 la relacién de dispersién de la ecuacion NLS es:

w = oA’

Haciendo una analogia de lo anterior, se considera el siguiente caso especial en el cual se elige
6 = kAx = 0, lo cual implica que,

y la solucién u), = Aepm cuando § = 0, queda de la siguiente manera:
up, = Ar™. (6.18)

Como siguiente paso, se sustituye la solucién perturbada (6.16) en la ecuacién (6.5) con la finalidad
de obtener ecuaciones para A% y QN% y de esta forma poder analizar posteriormente la evolucién
de estas perturbaciones. Como es una expresion muy larga, se hard en tres partes. Primero el lado
izquierdo de la ecuacién (6.5),

it = up) = A1+ €A+ il antt — (14 A, + iedp )]

m

Los términos anteriores se reacomodan de la siguiente manera:

m m

i(un—l—l_un) —Z( —-n+l - )+Z[(€An+1+16¢)n+l) —n+1 (EA” +Z€¢n)—n] (6.19)

La segunda parte corresponde a la segunda derivada espacial discreta, la cual esta en el lado derecho
de la ecuacién (6.5),
iy = 2up -t =(1+ AT +iegnfhantl — 21+ AR+
i€¢?n+1)ﬂ21+1 + (1 + 6An+1 +Z€¢n+1) n+11

m
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Los términos anteriores se reordenan de la siguiente forma:

n+1 n+1 n+l __ n+1 n+1 —n+1 An+1 n+1 n+1
Uy — 2up ™ Fup T = (U — 2UT U, ) + (AR +dedn ) —

2(€AZ;H +i€¢?n+1)@fn+l ( An+1 +Z€¢n+1) nJrl1

m

De manera andloga para u, ;1 — 2uy, + u,;, ; resulta,

Uppi1 — 2Upy + Uy g = (U g — 20y, + Uy ) + (EAerl + Z€</5m+1) m+1"

2(eA™ +ieg™ )ul + (eA” | +ied” )u .

Se usan (6.20) y (6.21) en la siguiente expresion,

(upphly = 2ultt ) + (ul g — 20l + u;z_n}
2

~lE ol

_ _ _ _ _ _ M
[(upth = 2aptt +apmth) + (ap, . — 2up, +ap, )] — = [( mhl +iegnt amth
— 2(eAH gl unt + (EA?ntll + ieﬁz?ntl yap + (GA%H + 7“€¢m+1) m1

— 2(Al, e )al, + (AN +iedl i )al,_ 1}

Para la tercera parte se aproximara el término no lineal de la ecuacién (6.5), el cual es,

3 1 u™tl oy
ot (Bl 2 Gl ) i,

2
Véase la forma que tienen |u”|? y |ul 1%,
a2 = L eAp, + e P = [+ AR + (b
[1+ 26 A7, + A2 + 2320 a2

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

Los términos de orden € pueden ser despreciados, pues son muy pequenos y aportan muy poco a

la expresion anterior. De este modo,
n|2 AN\ |7 (2
Jum|? 2 (14 2e A7) |up, [~
De manera andloga se calcula |u™!|?, teniendo como resultado,

fup P (1 2eAT D fap

De este modo se tiene que la expresién (6.23) al sustituir (6.16) en ella es,

3 1 il i At
oAt <2|u%|2_2‘u%—1’2> (um +um) — g <3|—n |2 | —n— 1|2+2(36An |u |2

2 4
—EAn 1|—n 1| ))((’lj?,j_l-i-ﬁn) (6An+1+ze¢n+1) n+1 (GAn +26¢n)—n>
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Realizando las operaciones anteriores y despreciando los términos de orden mayor o igual a €2,

resulta:

3 1, .. ultl 4y ZANA _ _
ot (Gl gl ) PR TR a2 P )+

2 4
— eAp ap ) (st + an,) + Glan)? — lan HP)[(eAR +ied ™) (6.24)

2(3e A" |a"

‘2

m
amtt + (eAn + ieég)ag]} :

Una vez realizadas estas tres partes se hace la suma de ellas, el resultado de esta suma es la susti-

tucién de la solucién perturbada (6.15) en el esquema LCN.

Al sumar las expresiones (6.19), (6.22) y (6.24), los términos subrayados se pueden eliminar ya que
satisfacen el esquema LCN. La expresién que resulta es,

A + el = (e, + dedf)] =~ | (B3 +iedfh s
AL + et Y+ (ALY + ied )T+ (€A + i)

3 § 3 At B y
— 2(eA™, + iegl)a, + (eAT ) + el )ar, 1] - UT [2(36A%|ﬂfn|2 —eAn1 (6.25)

g [P (@ aap,) + (3, — | ) [(ART + iedun ! + (e, +
iedn)an]).
La ecuacién (6.25) es la linealizacién del esquema (LCN) alrededor de la solucién @, cuando se

perturban amplitud y fase.

Ahora, la ecuacién (6.25) se separa en parte real e imaginaria. Recuérdese que A} y ¢ son reales.
La parte imaginaria de la expresién anterior es:

Ain+1-n+1 in —n __ n+1 7n+1 Tn+1 7n+1 n+1 —n—i—l
6’4m Up — — 6flmum - T i |: m1%ma1 — 2¢m U, ¢ + ¢m+1um+1

oAte
4

—%mnwm@m]- ﬂmﬁ—mﬂmMMW+%mw

La parte real de (6.25) es

(6¢n+1 —n+1 €¢ ) — 4 |:A:Z:_11 721-:_11 o 2An+1 n+1 + An-‘r n+1 +

oAte

Ay = 20+ Ay - T3 AR - A e

(et + ) + B, |* — [an, ?) (AR apt + fl?@%)] :

+1

Por otro lado ]!, = Ar™ y |r| = 1, lo cual implica que |u,| = A. También se tiene que u%
10 n

Uy = €Uy, con 0 = 0, lo cual conlleva a que las ecuaciones anteriores se simplifiquen de la

— e
= TU,,
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siguiente manera,

At = A, = L Gt~ 200+ B+ (B — 2004 )
N : (6.26)
- 7A2(¢%+17” + ém)s
@5 = ) = =4 (A - 2 A (A — 2+ )
(6.27)

— A2 [(3/1" AV (r 4 1) + (AN 4+ A7) .

La ecuacién (6.26) corresponde a la parte imaginaria y la ecuacién (6.27) corresponde a la parte
real de (6.25). Estas son las ecuaciones linealizadas alrededor de la solucién ay,.

Una vez que se obtienen las ecuaciones (6.26) y (6.27) se procede a calcular la relacién de dispersién
correspondiente al sistema acoplado de las ecuaciones (6.26) y (6.27). Supéngase que

A, = yoetempr, (6.28)

b, = o™ p", (6.29)

satisfacen las ecuaciones (6.26) y (6.27), para las cuales g y $o son constantes reales, ¢ = KAz
y p = e ¥ donde k es real y Q puede ser real o imaginaria. Nétese que las soluciones (6.28) y
(6.29) tienen las siguientes propiedades:

Antl — p AN (6.30)
Ot = porm, (6.31)
Al =P AT (6.32)
Pros1 = €90, (6.33)

Se sustituyen las soluciones (6.28) y (6.29) en las ecuaciones (6.26) y (6.27). Adicionalmente, se
usan las cuatro propiedades anteriores. Al sustituir para la ecuacién (6.26) resulta,

(pr = DAy, = = L€ =24+ ¢ 9)pdlir + (€7 — 2+ ¢74)d]]
B oAt

A2+ 1),

oAt

——A%[(pr + D)oy

(r =1y, = L P (or 1 1)g7, = 7
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Por la identidad de Euler se tiene que:
(eiap/2 _ 672'@/2)
2i ’

sin(ip/2) =

Al hacer esta sustitucién y considerando que e — 2+ e~ = (ei‘f’/ 2_eiv/ )2 la expresion anterior
es:

- ~ oA ~
(or — 1), = usin®(/2) (pr + 1), — 5 A2[(pr + 1))

Recuérdese que A% = oe?™p" y ¢p, = ¢poe'?™p", al sustituir estas soluciones en la expresién
anterior resulta,

: . T _ipm n At Ao plpm
(pr — V)gpoe™™p" = pusin®(p/2) (pr + 1)goe’ ™ p" + ———A*[(pr + 1)goe" "™ p"].

2
Recuérdese que B = —J0AtA?. Finalmente, el resultado de sustituir las soluciones (6.28) y (6.29),
en la ecuacién (6.26) es:
(o7 — D)o = (usin?(/2) + B) (pr + 1)do. (6.34)

En un proceso analogo al anterior, se sustituirdn las soluciones (6.28) y (6.29) en la ecuacién (6.27),
y usando las propiedades (6.30), (6.31), (6.32) y (6.33) resulta,

~lor = )t = (€7 2 ey 4 (¢ -2 )

— UTMA2 [(3 - ;) (r+1)A" + (pr + 1)[%} ,

= psin®(p/2)(pr +1)A" — %aAtAz [(3 - ;) (r+1)+ (pr + 1)] An

Se tiene que A", = Ye¥™p", ¢ = ¢oe¥™p", v B = —%JAtAZ, al sustituir estos valores en la
expresion anterior resulta:

_ . 1

—(pr — Do = (usin(p/2) + B)(pr + o + B (3 - p) (r+ 1), (6.35)
Entonces las ecuaciones (6.34) y (6.35), respectivamente, quedan como sigue:

(pr =Vt = (usin®(¢/2) + B)(pr + 1),

~(pr—1do = (usin(p/2) + B)(pr + Vo + B (3 - ;) (r+ 1)¥o.

Noétese que si se multiplica la ecuacién (6.34) por el término (pr — 1) y la ecuacién (6.35) por el
término —(usin?(p/2) + B)(pr 4+ 1) (ambas ecuaciones se usan en su nueva forma) se obtiene:

(pr =1%o = (usin®*(9/2) + B)(p*r* — 1)y,
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(usin?(p/2) + B)(p*r? — 1)go = — (usin®(¢/2) + B)*(pr + 1)*¢o — (usin®(/2) + B)

(or + 1)B (3 - ;) (r + 1)to.

(6.36)

Los términos subrayados son iguales, entonces,

(or = 12 = ~(usin®(p/2) + B)pr + Dllusin? (o/2) + B)or + 1)+ B(3 - 1)+ 1),

La ecuacién anterior se simplifica al introducir la siguiente variable, D = psin?(¢/2) + B, de esta
manera se tiene:

(pr —1)* = =D(pr + 1)[D(pr + 1) + 3(3 — ;) (r+1)]. (6.37)

La ecuacién (6.37) es la relacién de dispersion del esquema LCN linealizado alrededor de @}, .

6.3 Analisis de Estabilidad de las Soluciones.

En el capitulo 3 se establecié que la estabilidad de una solucién dependerd de cuanto se aleja en
norma la solucién original @”, = Ae®™r™ de la solucién perturbada u?,, en este caso serfa:

lup, — apll = Al|(eAr, + iegm)|[[|e”™r"|| = Alel[|(Ap, + iglh)]].

De lo anterior se observa que lo que determina cudnto se aleja la solucién original @, de la solucién
perturbada u, es el comportamiento de ||(A}}, + i¢],)|| cuando n tiende a infinito.

Al igual que en capitulo 3 se usard la norma del méximo, de este modo se tiene que,

AR, + 8653l = mass( (A7, + %)) = max/ |4 2 + |7 2

Recuérdese que para niimeros complejos se satisface |z|? = z - 2*, en el que z* es el conjugado de z,
entonces:

AR 107 e = ma/ () (A + (35 (35)

Sustituyendo fl"m = el p" y gj;"m = goelPmp",

(AR, + id)llmax - = ma§\/ (oeie™pm) (e~ 1™ p™) + (doeie™ o) (Goe =9 '),

me

— maxy/ (Uetemeien|pf2n) 4 (Getemeionpf2n).
me
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Por otro lado, el médulo de un nimero de la forma e?e=" = 1, en el cual 6 es real. Dado que ¢ y

m y son reales se tiene lo siguiente:

1CAR, + 865 = maey/ (UB1127) + (G10l2%) = 3/ (05 + )P

Sea K = \/v¢ + qgg; con este cambio la expresion anterior es:
||(A77:Ln + ié%)"max = maxK|p[".
meN

La norma |[(A”, + i¢",)||lmax depende del valor de |p|, pues K es una constante.

De lo anterior se desprenden tres casos:

1. Si |p| = 1, entonces, ||(A?, + i¢™)||max — K cuando n — oco. Entonces la solucién
modulacionalmente estable.

2. Si |p| < 1, entonces, |[(A™ + i¢")|lmax — 0 cuando n — oo. Entonces la solucién a@?, es
modulacionalmente asintoticamente estable.

3. Si |p| > 1, entonces, ||(A?, + i¢™)||max — 00 cuando n — oo. Entonces la solucién @
modulacionalmente inestable.

6.4 Andlisis de Estabilidad de las Soluciones para los casos g%o =0y

Yo = 0.

6.4.1 Caso 1: ¢y = 0.

Se dard inicio haciendo el analisis de estabilidad de la soluciones de la forma u];, = Ar™, con la
solucién perturbada en amplitud y fase propuesta anteriormente (6.20),

u = (1+ A" + el )al,.

En la seccién anterior se establecieron las ecuaciones (6.34) y (6.35) para encontrar la relacién de
dispersion del sistema linealizado (6.37). Para hacer el anélisis de estabilidad de soluciones en éste
y el siguiente caso, se trabajard con las ecuaciones (6.34) y (6.35), las cuales respectivamente son,

(pr —Lpo = (nsin®(¢/2) + B)(pr + 1)do,
(pr—1)go = (/JSiHQ(SO/Q)+B)(PT’+1)¢0+B<3—;)(T’Jrl)?ﬁo-

Supéngase que ¢p = 0y 1 # 0 para la ecuacién (6.34), lo cual nos genera,

(pr —1)pg = 0. (6.38)
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Entonces:
pr—1=0.

Se despeja p y calcula su médulo de la siguiente forma:

1
P = -,
T
1 1
ol = 5= =1
ri

Cabe recordar que |r| = 1.

La solucién perturbada es .
Uy, = (1 + €A}, + eon) ),

para la cual,
A= oy

B = ducmp

Se tiene que (;NSO = 0, entonces QN% = 0. Por otro lado, |p| = 1, donde p = e AL 15 que implica que,

’e—iQAt’ = 1,
lo que significa que €2 es real.
Entonces, se tiene que:
An ime n
An = e p",
— wO 62mapeilﬂAtn’
¢0 ezmtpizQAtn.

La funcién flﬁl es puramente oscilatoria y es acotada, lo cual implica que )}, = (1 + eflﬁl)ﬁﬁl es
acotada. Con base en lo anterior se llega a la conclusién que ., es modulacionalmente estable. Este
resultado concuerda con los criterios de estabilidad establecidos en la seccion 6.3.

6.4.2 Caso 2: iy = 0.
Anélogamente se trabajard con las ecuaciones (6.34) y (6.35),
(pr =0 = (usin®(¢/2) + B)(pr + 1),

—(pr=1do = (usin(p/2) + B)(pr + Vo + B (3 - ;) (r + 1)¥o.

Supdngase que 19 = 0 en la ecuacién (6.35), lo que genera,

(pr—1)¢o =0, (6.39)
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en donde qBO = 0. Igual que en el caso anterior pr — 1 = 0.

Se despeja p y se calcula su médulo,

lp| = 1.

Recuérdese que la solucion perturbada es

U = (14 €A™ + g )ul,,

en la cual,
An ime n
Am - woe (pp )
mo T _imp on
¢m - ¢0€ Sap .
Como el valor de vy es cero, entonces A", = 0, ademés |p| = 1, en donde p = e *** entonces,

|e—iQAt| — 1’

lo cual, como se mencioné anteriormente, implica que € es real.

Andlogamente al caso anterior, se concluye que d;% es puramente oscilatoria y acotada, lo cual
implica que upy, = (1 + €gyy, )ur, es acotada y finalmente u), es modulacionalmente estable. Nétese
que este resultado es congruente con los criterio de estabilidad establecidos en la seccion 6.3.

6.5 Analisis de estabilidad con D=0.

Como se establecié antes, la relacién de dispersiéon del esquema LCN linealizado es la ecuacién
(6.37), la cual es,

(pr —1)2 = —D(pr+1) [D(pr +1) + B<3 - ;) (r+ 1)] ,

donde D = psin?(¢/2) + By B = —%UAtAQ.

Se multiplica la relacién de dispersién (6.37) por p en ambos lados de la igualdad,

p(pr —1)? = —pD(pr + 1) [D(pr +1) + B<3 — ;) (r+ 1)} ,

lo anterior es para que la relacién de dispersién (6.37), tenga estructura de polinomio y pueda rea-
lizarse el analisis del comportamiento de la solucién perturbada.
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Haciendo el desarrollo de la expresion anterior e igualando a cero resulta:

PP (r3(D? + 1)) +p? [2T(D2 —1)+3DBr(1+r)]+

Se va a trabajar con la ecuacién (6.40), la cual es equivalente a la ecuacién (6.37) y se buscard saber
c6mo es la magnitud (médulo) de p.

En esta seccién se realizara el andlisis de estabilidad para el caso D = 0. La variable D fue intro-
ducida al final de la seccién (6.2) en la ecuacién (6.37) para simplificar la expresién de la relacién
de dispersién del sistema linealizado para el esquema LCN.

Como ya fue explicado se va a trabajar con la ecuacién (6.40), que es una expresién equivalente
para la relacién de dispersién (6.37), para el caso D = 0, en el cual ¢ # 2n7 con n € (—00,00).
Noétese que cuando D = 0, el valor de ¢ es 1, es decir, cuando D = 0 no es posible analizar el caso
desenfocante (o = —1).

Si D = usin?(¢/2) + B es igual a cero, la relacién de dispersién (6.37) queda:
pPr? —2p°r +p=0. (6.41)
La ecuacién (6.41) puede reescribirse de la siguiente manera:
p(p*r? —2pr 4+ 1) = 0.

Inmediatamente se observa que una raiz del polinomio (6.41) es p; = 0. Para calcular las otras dos
raices se usard la formula general en el polinomio de segundo grado p?r? — 2pr 4+ 1 = 0. La férmula
general para resolver el polinomio anterior es:

2r+/(=2r)2 —4r2  2r 1

P23 = 22 T2 T

Entonces, se tiene una raiz doble ps = % y p3 = % La raiz p = 0 carece de importancia para el

analisis de estabilidad. Los médulos de las raices p2 3 son:
1 1
rlo ]
pues anteriormente se dijo que |r| = 1.

La solucién perturbada (6.16) es:
up, = (14 €Ay, + el )i,

donde fl% = e p" y é% = qgoewm,o”, Yo y QNSO son constantes y p = e %A%,
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Para este caso se tienen soluciones de la forma:

in _ ipm n
(1,2,3)m — Yoe P1,2,35

in I _ipm . n

¢(1,2,3)m = ¢oe P1,2,35

para las cuales los tres médulos de p son:

- ‘p‘l =0,
. ‘:0‘2 =1,
= |pls =1.

Segun los criterios de estabilidad establecidos en la seccién 6.3, si se toman p; y sus correspon-
. . n n . s _ . . s
dientes soluciones Ai,, ¥y ¢1,,, se tiene que la solucién @, es modulacionalmente asintéticamente
. . . . n on .z _
estable. Si se eligen py y sus correspondientes soluciones Az, y ¢2,,, entonces qgenla So~h711c10n Uy, es
modulacionalmente estable. Si se escogen ps y sus correspondientes soluciones As,,, v ¢3,,, también
resulta que la solucién #;,, es modulacionalmente estable.

Considérese las siguientes soluciones generales:

= ~n ~n = n
Anm = ClAlm + CQAQm + 63A3m,

~ ~n ~n ~n
bm = Cabip, + P2y, + C6P3,

en donde ¢y, co, c3, ¢4, C5 ¥ cg SON constantes.

El comportamiento de [|(A?, 4 i¢™)||max cuando n tiende a infinito es la superposicién de los

. Tn .on n .on - n .on .
comportamientos de ||(A1,, +i01,,)||max, [|(A2,n +02,,)||max ¥ ||(A3,, +i03,,)||max cuando n tiende
a infinito. Entonces:

en donde K = /93¢ + (]3(2)

Para este caso se tiene que la solucién «), es modulacionalmente estable.

(A" + i¢™)||max — K cuando t — oo,

6.6 Anadlisis de estabilidad para los casos r =1y —i.

Para realizar este andlisis de estabilidad hay que retroceder al final de la seccién 6.1, en la que
se calculd la relacién de dispersion del esquema Crank-Nicolson linealizado, la cual es la ecuacion
(6.12):

i(r—1)=(r+1)B,

donde B = (u sin?(6/2) — "TNA2>, y |r| = 1. Recuérdese que en paginas anteriores fue considerado

0 =0, lo que implica que B = —”TMAQ, es decir, B es distinto de cero (ver ecuacién (6.17)). Este
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supuesto es relevante, pues bajo estas condiciones se calculé la relacién de dispersiéon del sistema
linealizado (6.37) en la seccién 6.2 de este capitulo.

El hecho de que |r| = 1 permite suponer, entre otros casos, que r = 1,1,—1i y —i, con lo que se
pueden obtener los siguientes resultados:

» Sir =1, entonces la relacién de dispersién (6.12) es:
i(l-1)=(r+1)B,

dado que B # 0, de la ecuacién anterior resulta que r = —1, lo cual es una contradicciéon pues
al inicio se supuso que r = 1. Por lo tanto no se puede considerar caso r = 1 para realizar un
analisis de estabilidad.

» Sir = —1, entonces la relacién de dispersién (6.12) es:
i(r—1) = (~1+1)B,

dado que B # 0 de la ecuacién anterior resulta que r = 1, esto es una contradiccién pues en
este punto se considera que r = 1. Por lo tanto tampoco es posible considerar el caso r = —1
para realizar un andlisis de estabilidad.

» Sir =1 entonces la relacién de dispersién (6.12) es:

i(i—1) = (i+1)B,
i —i = (i+1)B,

—-(1+4) = (i+1)B,
de lo anterior se concluye que B = —1. Entonces, si 7 = ¢ implica que B = —1.
» Sir = —i, la relacién de dispersién (6.12) es:

i(—i—1) = (—i+1)B,

—i?—i = (—i+1)B,
(1—-i) = (—-i+1)B,
por lo tanto B = 1. Entonces, si » = —i, implica que B = 1.
De los cuatro puntos anteriores sélo pueden considerarse dos valores para r; 7 =¢con B = —1,y

r=—icon B=1.

Se tiene que la relacién de dispersién del sistema linealizado es la ecuacién (6.40)

p*(r*(D* 4+ 1))+p*[2r(D? — 1) + 3DBr(1 + r)]+
p(1+D*+ DB(1+7)(3—7)) — BD(1+7r) =0,

: . ain2 _ _aAt 42
para la cual se satisfacen que D = psin®(p/2)+ By B = —25° A%
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Supéngase que ¢ = 2n7 con n € (—o00,00), es decir sin(p/2) = 0, lo cual implica D = B. Conside-
rando lo anterior, la relacién de dispersion del sistema linealizado (6.40) queda:

p°r? (B +1)+p° [2r(B* — 1) + 3B%*r(1 + 1)+ 6.42
p(1+ B2+ B2(1+7)(3 - 1)) - BA(1+7) =0, (6.42)

Con esta nueva version para la relacion de disperson del sistema linealizado (6.42) se hara el andlisis
de estabilidad para los casos r =iy r = —i.

6.6.1 Analisis de estabilidad para r = i.

Recuérdese que si r = i, entonces B = —1. Obsérvese que si B = —1 se esta trabajando con el caso
enfocante 0 = 1. Con r =iy B = —1 el polinomio (6.42) queda:

P22 1+ 1) + p?[2i(1 = 1) + 3i(1+4)] + p(1 + 1+ (1 +14)(3 —14)) — 1(1 +i) = 0.
Simplificando el polinomio anterior resulta:
—2p% +3p%(i — 1)+ 2p(3+14) — (1 +4) = 0. (6.43)

El polinomio (6.43) es la relacién de dispersién del sistema linealizado para el caso enfocante D = B,
r=1y B=-—1.

Para el polinomio (6.43) se realizé el cédlculo de las raices y el médulo de cada una de ellas utilizando
el software “Wolfram Mathematica 7 for Students”, dando como resultado las siguientes raices para

p:
p1 = 0.774933 + 0.697304%, en donde |p;| = 1.04248,

p2 = —2.51979 4 0.718686¢, en donde |pa| = 2.62027,
p3s = 0.244853 4+ 0.0840107, en donde |p3| = 0.25886.

Como se mencioné anteriormente, la solucién perturbada (6.16) es:

U = (14 A" +ieg )un,

en donde fl% = 1hpe¥mp" y QN% = q@oewmp", oy $o son constantes y p = e AL
Para este caso se tienen soluciones de la forma:
A?l,Z,B)m = ¢Oewmp711,2,37
d)?l,Q,S)m = ¢0€wmp?,2,3a
para las cuales los tres valores de p y sus médulos son:
p1 = 0.774933 + 0.697304i, en donde |p1| = 1.04248,
p2 = —2.51979 + 0.718686i, en donde |pa| = 2.62027,

p3 = 0.244853 + 0.084010¢, en donde |p3| = 0.25886.
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4% Raices pnb *
W[Solve[-2 pA3+3pr2 (1) +2p (3+4) - (L+i) == 0, p]]

p—=0.774933 + 0.697304 41}, {p—=-2.51979+0.7186864i}, [p—+ 0.244853 +0.08401064}}

Abs[0.7749333770675464 + 0.69730385469338353 1]
1.04248

Abs[-2.5197866089392162 + 0.7186855759722561 1]
2.62027

Ab=[0.2448532318716699 + 0.08401056933436069 1]

0.2588465

Figura 6.2. Raices de p y sus modulos.

De acuerdo a lo establecido en la seccién (6.3), si se eligen p; y sus correspondientes soluciones fil;
y qblm, resulta que la soluc10n iy, es modulacionalmente inestable. Si se eligen p2 y sus correspon-
dientes soluciones Agm qbgm, también se tiene que la solucién u]), es modulacionalmente inestable.
Por otro lado, si se toman p3 y sus correspondientes soluciones Agm y qgg:; resulta que la solucién
uy, es modulacionalmente asintéticamente estable.

Considérense las siguientes soluciones:
~7l ~n - n - n
Am = ClAlm + CgAgm + CgAgm,
~'I’L ~n ~n ~n
Oy = CaPlpy + 5020, + C6P3

en donde cy, ¢2, C3, ¢4, C5 ¥ Cg SON constantes.

El comportamiento de H( (;NS )||max cuando n tiende a infinito es la superposicién de los
comportamientos de |[(A1, +id1.)|lmaxs ||(Azim +id2m)|lmax ¥ ||(Asry +id3 )||max cuando n tiende
a infinito. Entonces:

[|(A} + idy)||max — 00 cuando t — oo.

Por lo tanto, para este caso, la solucion u;, es modulacionalmente inestable.

6.6.2 Analisis de estabilidad para r = —i.

A continuacion se realizard el andlisis de estabilidad para el caso r = —i, entonces B = 1. Obsérvese
que si B =1 se esta trabajando con el caso desenfocante 0 = —1. Con r = —¢ y B = 1 el polinomio
(6.42) es

P2 (—i)2(1+ 1)+ p*[ = 2i(1 — 1) = 3i(1 —4)] + p(L + 1+ (1 = )(3+14)) — (1L —4) = 0.
Simplificando el polinomio anterior resulta:

—2p% = 3p%(i + 1) +2p(3 — i) — (1 —i) = 0. (6.44)
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El polinomio (6.44) es la relacién de dispersion del sistema linealizado para el caso enfocante D = B,
r=—iy B=1.

Para el polinomio (6.44) se realizé el célculo de las raices y el médulo de cada una de ellas utilizando
el software “Wolfram Mathematica 7 for Students”, dando como resultado las siguientes raices para

p:
p1 = 0.774933 — 0.6973044, en donde |p;| = 1.04248,

p2 = —2.51979 — 0.718686:¢, en donde |pa| = 2.62027,
p3 = 0.244853 — 0.084010i, en donde |p3| = 0.25886.

Nétese que los médulos de p123 son los mismos que para el caso r = i yB = —1, por lo tan-
4§ Raices p.nb *

H[Solve[-2p*3-3p~2 (T+1) +2p(3-1) - {1-T) == 0, p]]

[{p—0.774933 - 0.697304 1), [p—-2.51979-0.718686 1), [p — 0.244853 - 0.08401064]}

Abs[0.7749333770675464 - 0.6973038546933831 1]

1.04248

Abs[-2.5197866089392162 - 0.7186855759722559 1]

2.62027

Abs[0.24485323187166985 - 0.08401056933436057 1]
0.258865

Figura 6.3. Raices de p y sus moédulos.

to el andlisis de estabilidad de las soluciones es totalmente andlogo. Entonces, la solucién u;, es
modulacionalmente inestable.

6.7 Relacion de dispersion del sistema linealizado con B =0

En la seccién 6.1 se calculd la relacién de dispersién del esquema LCN (6.10), la cual es:

i(r—1) = (r+1)B,
en donde B (6.11) es:
B = pusin®(6/2) — UTNAQ.

Para realizar el analisis de estabilidad de la solucién @?, = Ae*™r"™ (6.6), se propuso una solucién
perturbada para LCN de la forma:

= (@ + UR) 20,




120 Capitulo 6. EI Método de Crank-Nicolson Linealizado

La solucién u}, es una solucién de la forma u;},, pero con pequenas perturbaciones introducidas en
la amplitud y la fase.

Sustituyendo la solucién perturbada u, en el esquema LCN (6.5) se obtuvo la relacién de dispersion
(6.37) para el esquema LCN linealizado alrededor de la solucién @],. Para calcular esta relacién de
dispersién se elige § = 0, por analogia a los capitulos anteriores en los cuales se comenzaba el anélisis
de estabilidad de soluciones con los casos k = 0, en el capitulo 4, y cosé = 1 en el capitulo 5. Al
tomar d = 0 en este capitulo el se obtuvieron los siguientes casos en los que se realizé el andlisis de
estabilidad: 1 =0, go=0,D=0,r =iy r=—1.

En esta seccién se buscara calcular otra relacién de dispersion para el esquema LCN linealizado,
andloga a la relacién de dispersién (6.37), pero ahora tomando B = 0y 0 # 27n, con n € N. Lo
anterior con la finalidad de encontrar nuevos casos para el andlisis de estabilidad de las soluciones
de la forma u;, para el esquema LCN.

Se tiene que el esquema de Crank-Nicolson linealizado (6.4) es:

ot =g, 1 [<umﬂ — 2up ™ gt (a2, )
At 2 2(Ar)?
3lun 2 n—1|2
— % < ’u2m’ _ ‘umz ’ ) (u%&-l +UZ1)

La solucién perturbada (6.16): ) )
= (1 + €A}, +iedy, U,

Se sustituye la solucién perturbada (6.16) en la ecuacién (6.5). Este procedimiento se realizé en la
seccién 6.2 de este capitulo, dando como resultado la expresion (6.25):
[(GA”H—i—zed)”H) —n+1 (eAn +Z€¢n)—n] — |:( An+ +15¢?n—:_11) 771”—:_11

2(eAn +iegm™am™ + (5;12:11 + iﬁ(lgnmtl yamth + (EAm+1 + 7’6¢m+1) m+1
oAt . _
- el el + (e ey )| - T 2By - e
A ) ) + (3l

P fa (A edy a4 (AT +
ied )|

m

Con B = 0 en la relacién de dispersion (6.12), se tiene que r = 1. Con 7 = 1 se modifica la solucién
ur,, la cual queda de la siguiente manera:

a = Ay = AP, (6.45)
Para la solucién (6.45) se cumple lo siguiente:
EZL—H = Uy,
=N 0 =n

Uy = € Uy,
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Se sustituyen las propiedades de (6.45) en la expresién (6.25), de este modo se obtendran ecuaciones
para A" y qS con lo cual posteriormente se podra analizar la evolucién de estas perturbaciones,

ile(An™ +ign™t — Ay, —ign)un] = =5 [G(A” gt e’ — 2e(Apt i) + (AR +
n+1y\_—id n i6 An - Tn An - Tn —id | = oAt An
¢ ) + G(A +1 + Z(berl) - 26(Am + Z¢m) + 6(‘élmfl + Z(ﬁmfl)e U — T 26(3Am

— ATDA(2) + (347 - A (AR + g + AT + ié’&)} i,

Dado que el factor u],, se encuentra en ambos lados de la igualdad, se puede factorizar y eliminar de
la expresién anterior. Ademds, por la identidad de Euler ¢ se puede expresar como cosd + isin g,
con lo cual la expresién anterior quedaria como sigue:

i[e(ATH gt — AP — g )] = _E [ (AP 4 igmth ) (cos & + isind) — 2e( AL +igl ™)+

(A" i Y (cos § — isind) + e(Am+1 + z¢m+1)(cos<5 +isind) — 2e(A" +ig") + e(A?_ +
. At _ _ - _ .
idp,_1)(cosd — isin 5)] = JT {46(3,4" ApTDA? 4 2A%( A gt + A, + z’¢;g)] :
Se separa la expresiéon anterior en parte real y parte imaginaria, para posteriormente poder con ellas
construir un sistema de ecuaciones. La parte imaginaria es:

ie[AMFL — AN = _ e [(A" thsing + ¢t cos §) — 290 4 (A%, sind + ¢4 cos )+
(A" sind + P4 cosd) — 21 4 (— AP _; sind + @7, cos 5)] — (6.46)
aAtz
|: (¢n+1 + ¢n ):|
La parte real es:
—e[prHt — g )] = — % {(A” th cosd — @l sin§) — 247 + (AT cos§ + @t sind)+
A" cosd — @ L sind) — 24" + (A" cosd + @7 sind)|— 6.47
m+ m+ m m m
aAt

—— A% [ (3A7, — A1) 4 2(AF 4 AT )],

Supdngase que las soluciones (6.28) y (6.29), definidas anteriormente, satisfacen las ecuaciones (6.46)
y (6.47). Las soluciones (6.28) y (6.29) son, respectivamente:

woeupm n

¢n ¢O€z<pm n

para las cuales g y (]30 son constantes reales, p = KAz y p=-e , en donde x es real y ) puede
ser real o imaginaria. Las soluciones (6.28) y (6.29) tienen las siguientes propiedades:

Antt = pAy,

—iQAL
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Ot = pdl,
Al = e AT
d;%-i—l = ewﬁgnm-
Se sustituyen las soluciones (6.28) y (6.29) y sus cuatro propiedades en las ecuaciones (6.46) y (6.47).
Sustituyendo las soluciones en (6.46) resulta:

(p—1A" = — % (pe® AT sind + pe'? P cos§) — 2pP", 4+ (—pe P AT sin & + pe P cos §)+

(e A" sin § + e Pl cos §) — 297, + (—e AR sind + e ¥ Pn, cos 5)} -

At ~
T A (p+ Doy

Factorizando los términos A7 v ¢7, en la expresion anterior, lo que resulta:

4
oAt
2

(0= Dy = = B s (e = e09)(p-+ 1)+ B, cos B + )+ 1)) — 203+ 1) -
A2 (p+1)e},.
(6.48)

Sustituyendo las soluciones (6.28) y (6.29) y sus cuatro propiedades en la ecuacién (6.47) resulta:

—(p—1)¢", = — % {(pewfi”m cos§ — pePr sin§) — 2p A", + (pe ¥ A" cos § + pe T sin §)+

(e A" cos§ — PP sind) — 24" + (e" ¥ A" cos b + e P sin 6)} -

oAt

1\ - -
A2[4<3—>A:;+2 +1 AZ;L}
1 P (p+1)

Igualmente se factorizan los términos A” " en la expresion anterior:
m m

(= 1 = = [ (L cosd(e 4 )+ 1)+ B snde ™ — ) (o4 1) — 2 o4 1) -

At 1 -
T2 42 [4 <3 - ) +2(p+ 1)] An.
4 p
(6.49)
También por la identidad de Euler se tiene que:
0, —i0 0 —if
cosﬁzi, sin(‘):%
2 21
Sustituyendo estas igualdades en la ecuacién (6.48) resulta:
(p—1)A" = — % A (p+1)2isindsing + ¢ (p+ 1)2cosdcos p — 267 (p+ 1) | —
(6.50)

oAl

2 i
5 AP+ 1)om,.
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De igual manera, se sustituyen las igualdades en la ecuacién (6.49):

—(p—1)p", = — £ {fl&(p +1)2cosdcos p + ¢, (p + 1)2i sin §(— sin ) — 247 (p + 1)] —

(6.51)
”AtAZ { (3 - ;) +2(p+ 1)] An
En la ecuacién(6.50) se agrupan los factores A” de el lado izquierdo de la igualdad:
- ~ At
An [(p - 1)+ zg(p + 1) sin 4 sin cp] =¢n(p+1) { - g(cosécos p—1)— g A2] (6.52)

Anélogamente en la ecuacion (6.51) los factores ¢!, se agrupan de el lado izquierdo de la igualdad:

~ ~ A
qﬂ[— (p—1) —i%(p—l— 1)sinésin<p] =An (p+ 1)[— %(Cosécosgp— 1) — HAQ}—

s ALA? (3 _ 1) ar.
p

Recuérdese que fl% = 1hpe¥mp" y q@% = qggewmp”, al sustituir fl% y QB% en las ecuaciones (6.52) y
(6.53) se genera el siguiente par de ecuaciones:

[(p -1)+ z§(p + 1)sind sin gp] Yo = [ - g(cos5cosg0 —-1)— UNAQ} (p+ 1)oo, (6.54)

(cosdcosp —1) — UAtA2] (p+ 1)vo—

NR:

[— (p—1) —it(p+ 1)sin5sin4 bo :[
2 " (3 ) 3))%. (6.55)

Se escriben las ecuaciones (6.54) y (6.55) como un sistema de ecuaciones de forma matricial. Para
facilitar la escritura y lectura del sistema, se introducen tres nuevas variables; sea G = cos d cos @,
H =sindsinpy J = UTNAQ. El sistema queda de la siguiente manera:

o s e ) (0

(gt ) (5) =] |

SIS

(G—1)+J}(p+l)+

J _3> ]
? <3 r ! ®o

Igualando a cero el sistema anterior se obtiene:

<—(p—1)—i’5(p+1)H) {_g(g_l)_J}(pH) %o 0

[g(G—l)—i-J](p—l-l)—l-QJ(?)—})) (—(p—l)—i’é(PH)H) o 0




124 Capitulo 6. EI Método de Crank-Nicolson Linealizado

El sistema anterior tiene una solucién no trivial cuando se satisface lo siguiente:

(-e-n-e+or)  [-4G-1-d]p+D
det =0.

[’5(G—1)+J](p+1)+2<}(3—;> <—(p—1)—i‘5(p+1)H)

Es decir, cuando se cumple que:

<—(p—1)—ig(p—|—1)H)2— <[—g(G—l)—J](p—kl))([g(G—1)+J](p+1)+

o)

Realizando las operaciones en la ecuacién anterior y agrupando los términos en potencias de p se
obtiene:

2 2 2 2 2
H2+'L;G2—‘LL2G+Z—i—uGJ—uJ—i—)—i—p(—Q—’l;H2+'LL2G2—/,L2G+

112
p2<1+J2+iuH—4

2

1 2
% +2uGJ — 2uJ +2J% — 3uGJ + 3uJ — 6J2> + p <MGJ —pud + 2J2> + <1 —ipH — 'UZH2+

12 12 12
ZG2 — 2G+4+uGJ—uJ+J2—2uGJ+2uJ—4J2) =0.
La expresién anterior no tiene estructura de polinomio. Se multiplica la expresion anterior por p,

para asi obtener el siguiente polinomio:

p3<1 + J? 4 p(iH + J(G — 1)) + /f((G —1)2 - H2)> —|—p2<— 2277 +1) + p(J(1 - G)+
2 2

%((G —1)2 - H2)> +p<1 — 3]+ u(—iH+J(1-GQ)) + %((G —1)2 - H2)>+

(2J2 + uJ (G — 1)) = 0.

(6.56)
En el que G = cosdcosp, H=sindsinpy J = ‘TTAtA2.
Supéngase que el término independiente del polinomio (6.56) es cero,
272+ nJ(G—-1) = 0, (6.57)
J2J+pu(G-1)) = 0. (6.58)

Es decir, J es cero 0 2J + (G — 1) es igual a cero. Dado que J es:

oAt
J==4%
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donde o = 1, At y A son distintos de cero, entonces J es distinto de cero, por lo cual 2J+u(G—1) =
0. Anteriormente se definié G' = cos § cos ¢, entonces se tiene que:

2J+pu(G-1) = 0,

wG-1) = =2/,
pu(cosdcosp —1) = —QUTNAQ.
Lo que genera la siguiente expresién:
p(cosdcosp — 1) = —aAtA% (6.59)

Obsérvese que:
—2 < (cosdcosgp) — 1 <0.

Es decir, cosd cos p — 1 es negativo o cero, considérese el caso en que es negativo. Dado que

At
n= TI'Q’
en donde Az y At son positivos, entonces el lado izquierdo de (6.59) es negativo. Por otra parte, el
lado derecho de esa ecuacién es —aAtA2, con o = £1. Para que se satisfaga la igualdad (6.59) es
necesario que o = 1, por lo tanto el caso 0 = —1 no puede ser considerado. En conclusién, para el
caso enfocante o = 1 en el que se satisface (6.59) se tiene:

p(cosdcosp — 1) = —AtA? = —2J. (6.60)

y el término constante del polinomio (6.56) es cero.

Recapitulando, el término independiente del polinomio (6.56) es cero cuando o = 1 y se satisface
(6.60). Por lo tanto se puede factorizar p en todos los términos del polinomio, y queda de la siguiente
manera:

p<p2 (1 + 2+ p@H + J(G—1)) + f((G —1)? - H2)> + ,0< — 20272 + 1) + pu(J(1 - Q)+

“22(((; ~1)% - H2)> + <1 — 3+ p(—iH+J(1 - Q)+ ‘f((G —1)% - H2)>> =0.

(6.61)

El polinomio (6.61) tiene una raiz p = 0. Para encontrar las otras dos raices hay que resolver el
siguiente polinomio de segundo grado:
p e
p2<1 + I +ipH + Ju(G —1) + T (G- 1)2 — 4H2> —|—,0< —4J% =2+ pu(J(1 - Q)+

) ) (6.62)

2 2
%(G —1)2 - ’;Hz) + (1 —3J2 —ipH + Ju(l — G) + %(G 1) - ZHQ) — 0.

Una de las condiciones para que el término independiente de (6.56) sea cero es:

p(cosdcosp —1) = —2J.
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Sustituyendo esto en el polinomio (6.62) se obtiene:

1 2 1 2
p2<1+J2—|—iuH—2J2+ A7 - ZHQ) +p(—4J2 —2427 4 2477 - ‘;H2)+

1 2
(1 —3J% —iuH +2J% + Z4J2 — /ZH2> =0.

El polinomio que resulta es:
1 1 1
p? <1 +ipH — 4H2) —2p (1 + 2H2> + (1 —ipH — 4H2> =0. (6.63)
Luego, se factorizan los coeficientes del polinomio (6.63) como sigue:

2
. <1+iuH—‘fH2> —2p(1+“22H2> = <1+1§‘H> :
. <1+“2H2>:<1+’5‘H)< —%‘H),
2
. 2 2 i
. (1—ZMH—*1H2>—2p<1+*;H2>:< —5H> :

Sea e = 1+ “;HQ, y €' el complejo conjugado de e. Sustituyendo e y €’ en el polinomio (6.63)
resulta:

N

p?e* —2pee’ + (¢)* = 0. (6.64)

El polinomio (6.64) tiene dos raices repetidas de la forma:

1—%H ¢
P12 = 731 == (6.65)
14+ 2H

De lo anterior se puede observar que los médulo de p; y p2 son:
P12l =1.
La solucién perturbada (6.16) es:
ult, = (1+ €Ay, + ey, )ur,,

para la cual A7, = ge™p" y o7 = ¢oe?™p™, 1y y do son constantes y p = e *HAL,

Para este caso se tienen soluciones de la forma:

in _ wwm n
A(1,2,3)m = e’ P1,2,3
in _ I _ipem . n
¢(1,2,3)m = ¢oe P1,2,3:

Los tres médulos de p son:

= |pli =0
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lpla =1
lpls =1

De acuerdo a lo establecido anteriormente en la seccién 6.3, si se eligen p; y sus correspondientes
soluciones Ay, y gb}%, resulta que la solucién %, es modulacionalmente asintéticamente estable. Si
se eligen po y sus correspondientes soluciones Agm y d)gm, se tiene que la solucion uy, es modula-
cionalmente estable. Si se toman ps y sus correspondientes soluciones Agm y ¢3ZL, también resulta
que la solucién ), es modulacionalmente estable.

Considérense las siguientes soluciones:

= ~n ~n - n
Ay = Ay, +c2As,, + c3As,,,
~ ~n ~n ~n
bm = Cabrp, + P2y, + D3,

en donde c1, ¢2, €3, ¢4, C5 ¥ Cg SON constantes.

El comportamiento de ||(121% + i&%)HmaX cuando n tiende a infinito es la superposicién de los

. - n .Tn ~n .Tn - n .Tn .
comportamientos de |[(A1,,, +i01,,)|lmax; || (A2, +702,)||lmax ¥ ||(As,, +703,,)|Imax cuando n tiende
a infinito. Entonces,

donde K = /42 + (53

Por lo tanto, para este caso, la solucién ), es modulacionalmente estable.

I[(A + ™ )||max — K cuando t — oo,
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6.8 Conclusiones del capitulo

En este capitulo se realizé el andlisis de estabilidad de las soluciones de tipo onda plana para el
esquema Crank-Nicolson linealizado, tomando en cuenta diferentes casos y subcasos. A manera de
resumen se presenta la siguiente tabla de resultados.

Perturbacion Casos Tipo de Onda
Yo =0y o0==l1 Estable
do=0 yo==1 Estable

0=0,B#0 D=0yo=1 Estable

Amplitud y Fase
r=i, B=—-1yo=1 Inestable

r = _2" B=1 yo= —1 | Inestable

B=0 u(cosdcosp—1) = —2J | Estable
yo=1

Tabla 6.1. Analisis de Estabilidad para el esquema CNL.

El analisis de estabilidad de soluciones se realizé perturbando la amplitud y la fase en la solucién de

. _ (ke —wt™ - o . A
tipo onda plana @, = Ae'k*m=w!") Para el caso en el cual 6 =0y B # 0, B = psin®(§/2) — a8t A2
se obtuvieron los siguientes resultados:

= Cuando las condiciones iniciales 1y 0 ¢ son cero, se tiene que la solucién u;, es estable, sin
importar si ¢ €s uno 0 menos uno.

= Cuando D es igual a cero, necesariamente o tiene que ser igual a uno; bajo estas condiciones,
la solucién @), es estable.

= Sir=14¢, B=—1y o0 =1, entonces la solucién u}, es inestable.
» Sir=—i, B=1y o= —1, se tiene que la solucién u],, es inestable.

En el caso en el cual B = 0 se hizo el anélisis de estabilidad para un subcaso, en el cual p(cos d cos o —
1) = —2J. Bajo estas condiciones se obtuvo que la solucién @), es estable.

Noétese que de los casos analizados, sélo se encontré inestabilidad modulacional en los que: r = 1,
B=-1yo=1,r=—i, B=1y o = —1. Los otros casos analizados son estables modulacio-
nalmente. El analisis aqui realizado no contempla el caso en el cual el término independiente del
polinomio (6.56) es distinto de cero. La complejidad del dicho polinomio hizo que no fuera posible
encontrar sus raices para el caso mencionado.

Al relacionar la informacién de este capitulo con los paquetes de ondas, se concluye que una envol-
vente que contiene soluciones de la forma ), se rompera en algin tiempo ¢ positivo cuando alguna
de las soluciones presenta un tipo de perturbacién en amplitud y fase, y la perturbacién entra en
los parametros de inestabilidad modulacional.
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En este trabajo de tesis se abordé el tema de estabilidad e inestabilidad modulacionales de las solu-
ciones de tipo onda plana para las ecuaciones no lineales de Schrodinger continua (NLS) y discreta
(DNLS). En este trabajo se buscé encontrar una extensién de lo ya estudiado por otros investigado-
res, lo cual genera satisfaccion al saber que siempre se pueden aportar ideas a futuras generaciones
interesadas en temas afines.

La estabilidad modulacional es s6lo un tipo de estabilidad de soluciones de EDP. Existen diferentes
tipos de estabilidad, y para saber a cudl estabilidad se esté refiriendo, se tiene que especificar en
qué espacio estan definidas dichas soluciones y asi elegir una norma apropiada, y con esto ya se
puede especificar el tipo de estabilidad con la cual se estara trabajando. La norma que se utilizé en
el trabajo de tesis fue la norma del maximo, razén por la cual la estabilidad de esta tesis es modu-
lacional. Finalmente, es importante senialar que si se elige soluciones definidas en otros espacios y
sus normas asociadas, es posible definir otros tipos de estabilidad, ademds, si se tiene una solucién
estable para alguna norma definida, no necesariamente esta misma solucién tiene que ser estable
para otra norma. A continuacién y modo de conclusién un breve repaso del presente trabajo de tesis.

En los primeros dos capitulos se plantearon los antecedentes y se explicaron conceptos importantes
para el resto del trabajo, abordando los temas de transformada de Fourier y ondas dispersivas, asi
como la relacién que existe entre ellos.

En el capitulo 3 se trataron los conceptos de estabilidad e inestabilidad modulacionales, haciendo
una analogia entre la estabilidad de los puntos de equilibrio en ecuaciones diferenciales ordinarias,
y las soluciones de tipo onda plana para la ecuaciéon NLS. Ademés, se definié el criterio bajo el cual
una solucién de tipo onda plana para la ecuacién NLS es estable o inestable modulacionalmente.
Este criterio también aplica para los casos discretos.

El tema principal de esta tesis se centré en los capitulos 4, 5 y 6, respectivamente. Fn ellos se
realizaron los andlisis de estabilidad e inestabilidad modulacionales de las soluciones para las ecua-
ciones no lineales de Schrodinger continua y discreta; en el caso discreto se trabajo con la lattice de
Ablowitz-Ladik, la ecuacion DNLS y el esquema Crank-Nicolson linealizado.

Al comparar los resultados obtenidos entre los capitulos 4 y 5, se concluyé que aunque en esencia
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se trabajé con la misma ecuacién, en los casos en los que se presenta estabilidad modulacional en
las soluciones para la NLS, no se repite el mismo comportamiento de estabilidad para las soluciones
de la ecuacion DNLS. Lo anterior se puede observar al contrastar las tablas de resultados que se
encuentran al final de cada capitulo.

La observacién que se hace en el parrafo anterior es importante porque confirma lo explicado en la
referencia [ ], en la cual se menciona que en algunos modelos continuos es impor-
tante analizar las versiones discretas que éste llegara a tener, ya que en varios esquemas no lineales
discretos pueden manifestarse efectos de inestabilidad modulacional, los cuales a veces no existen
en el modelo continuo.

En el capitulo 6 se siguié un procedimiento similar para realizar el andlisis de estabilidad que se
realizé en los capitulos 4 y 5, debido a las caracteristicas del esquema Crank-Nicolson. En particular
esto se debid a la forma de la relacion de dispersion del sistema linealizado alrededor de la solucion
uy,, la cual es un polinomio de tercer grado. Lo anterior motivé el uso de otras herramientas para
poder estimar los valores de las raices de dicho polinomio, que son las que indican si la solucién u},
es estable o inestable. El caso en el que no se determiné estabilidad o inestabilidad modulacional
puede ser resuelto en una investigacién futura.

Es importante destacar que los resultados obtenidos en el capitulo 6 son un aporte a la literatura
en el area de estabilidad modulacional para el esquema de Crank-Nicolson linealizado. Al momento
de realizar este trabajo de tesis no se encontraron referencias sobre este tema, en las cuales se expu-
sieran resultados similares realizados con el proceso que aqui se expuso. Ademads, se destaca que las
referencias relacionadas al esquema de Crank-Nicolson linealizado son escasas en comparacién con
las referencias que existen para las ecuaciones NLS continua y discreta, en el drea de inestabilidad
modulacional.

Finalmente, es importante senalar que se logré el objetivo de presentar un trabajo autocontenido,
para el cual se dieron las definiciones de estabilidad e inestabilidad modulacionales, se trabajé con
distintas versiones de la ecuacion no lineal de Schrodinger, se mostré una variedad de ejemplos,
casos y subcasos, y se describieron, en la medida de lo posible, los pasos a seguir para obtener los
resultados mostrados.




Apéndice

A.1 Anadlisis

= Convergencia Uniforme: Sea fr : A — N una sucesiéon de funciones con la propiedad de
que para cada € > 0 existe un entero L tal que k > L implica que p(fx(x), f(x)) < € para
todo z € A. En donde p es la métrica en N. Bajo estas condiciones decimos que fj converge
uniformemente a f en A.

» Funcién periddica: Sea f(¢) una funcién definida para toda t. Se dice que f(t) es una funcién
periddica si existe un p > 0 tal que para toda t se satisface,

ft+p)=f().

» Funcién continua a trozos: Una funcién f(t) es continua a trozos en un intervalo a <t <b
si f(t) esta definida en ese intervalo y es tal que el intervalo puede subdividirse es un niimero
finito de intervalos, en cada uno de los cuales f(t) es continua y tiene limites finitos cuando ¢
tiende desde el interior a cualquiera de los puntos extremos del intervalo de subdivision.

= Serie Trigonomeétrica: Una serie trigonométrica es una serie de la forma,
ag + ay cosx + by sinx + ag cos 2z + by sin2x + . ..

donde ag, ai,...,b1, - son constantes reales y reciben el nombre de coeficientes de la serie.
Usando el signo de sumatoria esta serie también puede escribirse de la siguiente forma,

o
ao + Z(an cos nx + by, sinnx).

n=1
= Teorema de Riemman-Lebesgue: Supongamos que f es una funcién acotada y Riemman
integrable en [a, b]. Entonces
b
lim f(z)sin(azx)dz = 0,

a—0o0 a

donde « es cualquier constante real mayor que cero.
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