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EL PROBLEMA DE LA COLINEALIDAD EN LA REGRESION LINEAL 

Par Ernesto Barrios Z. 

RESUMEN 

Se hace una revision amplia del tema de la Colinealidad en la 

Regresi6n Lineal. Aunque este es. un problema netamente numerico 

debido a la "mala calidad" de los datos, los estadisticos estan 

involucrados, pues la calidad de los estimadores se ve afectada. Se 

muestran los efectos que provoca la presencia de la coiinealidad y 

sus causas mas frecuentes. Se pre~entan varies procedimientos 

utilizados Prara su diagn6stico, algunos de ellos apoyados en 

herramientas desarrolladas en el terrene del Analisis Numerico como 

puede ser la Descomposici6n en Valores Singulares. Asi tambien se"' 

dice c6mo poder remediar el problema o en su defecto se recomienda 

como alternativa el usa de estimadores sesgados o del tipo ~ayesiano. 

Finalmente, se propane una estrategia para atacar el problema. 
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1. INTRODUCCI ON 

Considerese el modele de regresi6n lineal multiple 

Y =[3X + ... +{3X +u i 1 11 . p ip i 1 = l, ... ,n 

o, en su forma matricial, 

Y=X{3+u 
1 

donde ynx1' xnxp' {3px1' unx1 y con los supuestos 

a) E(u) = e (vector de cerosJ 

b) Cov(u) = o-
2 ! 

c) X no estocastica, de rango p. 

(1) 

(2) 

El estimador de Minimos Cuadrados (MC) ~ del vector de parametres {3 

es aquel que minimiza la suma de cuadrados 
n 

2 S(£3)= L (Y -{3 X - ... -{3 X ) . 
. 1 1 11 ' p ip 
1=1 

Una forma derobtener ~ es derivando la suma de-cuadrados2 

S(£3) = IIY-X{311
2 = (Y-X[3)' (Y-X£3) 

respecto a {3, igualar a e y resolver las ecuaciones normales 

X'X£3 = X'Y 

cuya soluci6n, si (X'X) es no singular esta dada por 

~ = (X' X) - 1X' Y. 

(3) 

La existencia y unicidad del estimador ~ esta garantizada por el 

supuesto 2c) y en tal caso, en teqria, puede realizarse sin problema 

el analisis complete de la regresi6n. 

Sin embargo, en la practica, y a raiz del uso de la computador~_en el 

analisis de regresi6n, los modelos han sufrido la inclusion 

indiscriminada de regresores, lo que se refleja frecuentemente en que 

1Mas adelante se discute el supuesto 2c). 
~ el trabajo 11.11 denotara la norma 2, o norma euclidiana (llxll = 

2 

II [ \' 2] 1/2) • d. l t . xll = .t... x , a menos que se 1n 1que o con rar1o. 
i 

1 
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la matriz de disefio .X es de range seudodeficiente
3

, por lo ta..11.to X' X 

resul ta casi- singular y en tal ca~o la computadora tendra problemas 

en el calculo · de la soluci6n del sistema (3). El problema de la 

colinealidad 

computacional. 

en la regresi6n es precisamente de caracter 

El que X sea de range seudodeficiente, como se vera mas adelante, 

puede tener consecuencias graves sabre la calidad de los estimadores 

~. por lo que este heche se identifica como el · problema de la 

colinealidad en la regresi6n. Si X es de range incomplete se dice que 

hay colinealidad perfecta. ~n Econometria el problema es comun y se 

le conoce desde hace tiempo como multicolinealidad, perc a la luz de 

la nota 3, necesariamente se requerira de al menos dos variables 

colineales para que se presente el problema, por lo que se le 

referira simplemente como colinealidad. Por otro lado, los analistas 

numericos identifican la colinealidad simplemente con el problema que 

se presenta al querer resolver las ecuaciones normales, y esto es un 

reflejo del mal condicionamiento de la matriz X ~ Asi, la presencia 
r 

de colinealidad, es el problema de multicolinealidad para los 

econometristas y el mal comportamiento de la matriz X para los -'),. 

analistas numericos. 

Para el modelo de Regresi6n Lineal Multiple (1), autores como Freund 

y Milton (1979), afirman explicitamente que el rango de la matriz X 

no es un supuesto de la regresi6n, mientras que otros como. 

Intriligator (1978) si incluyen como supuesto el punta 2c, esto es, 

que X sea de range complete. Considero que esto esta ligado con lo 

que se entiende par modele y esto dependera del objetivo de la 

regresi6n. Si el interes del analista es observar el efecto que 

tienen las variables independientes X , ... X sabre la respuesta, en 
1 p 

base a la matriz de disefio _X, ciertamente el range no debe ser un 

supuesto; por otro lado, si el objeti vo es hacer pron6st ico de la 

3
La matriz X se dice de range seudodeficiente si existen constantes 

t , ... , t , no todas cercanas a cere, tales que D X ~ 9, donde X = 
1 p . i i 

(X, ... , X), X , 1 = 1, ... ,p. 
1 p i nxl 

4
Seudodeficiencia, mal condicionamiento de una matriz y otros 

conceptos del analisis numerico, se presentan en el apendice. 

2 



variable explicada y el rango de X es deficiente, se puede entonces 

trabajar con un modelo reducido, de modo que la matriz de disefio sea 

de range complete. Asi tambi€m, Farrar y Glauber ( 1967) mencionan 

que la colinealidad "es .una faceta y un sintoma de un disefio 

experimental pobre", pero no siempre es un disefio lo que da lugar a 

la regresi6n (tal es el caso mas comlin de la regresi6n en 

Econometria), mientras que por otro lado, Chatterjee y Price (1977) 

comentan que la colinealidad no-es un problema de modelamiento, sino 

de deficiencia en los datos, o bien como indica Baz ( 1976), "es un 

problema de fal ta de informaci6n". 

De manera similar, ios autores no se ponen de acuerdo sabre si el 

problema de co lineal idad es o no estadistico. Asi, por ejemplo, 

Besley, Kuh y Welsch (1980) indican que no lo es, pues no invalida el 

analisis de regresi6n; sin embargo, considerando las fuentes mas 

frecuentes de colinealidad que enuncian Montgomery y -peck (1982) y 

sus posibles remedies, bien puede considerarse un problema 

estadistico, pues aunque es factible lievar a cabo la estimaci6n Yt 
el analisis rbajo colinealidad, en la practica se pueden obtene0' 

resultados inservibles. En lo que si hay consenso es en quel.a 

colinealidad es un problema grave del Analisis de Regresi6n Aplicado 

que merece ser estudiado
5

. 

Como algunos de los objetivos de la regresi6n, Montgomery y Peck 

(1982) mencionan los siguientes:-

- Identificar los efectos marginales de las variables explicativas 

xi, 

- La estimaci6n y predicci6n de la variable respuesta Y, 

- La selecci6n apropiada de las variables en el modele. 

Estos no seran faciles de alcanzar en presencia de colinealidad pues 

al separarse los regresores de la ortogonalidad las variables 

comienzan a compartir informacion, lo que vuel ve difici 1 apreciar el 

s 
Un buen ejemplo es el libro de Belsley, Kuh y Welsch (1980), 

"Regression Diagnostics: Identifying Influential Data and Sources of 
Col linearity" 

3 
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6 efecto particular de los regresores . Ademas, la estimaci6n misma de 

los parametres y por lo tanto de la variable. respuesta sera altamente 

sensible al mal condicionamiento de X, lo que constituye una fuente 

de imprecision. En cuanto al pron6stico de la variable dependiente no 

habra problema siempre y cuando el ni vel de los predictores x 

mantenga la estructura · de la matriz de disefio. Finalmente, los 

metodos comunes de selecci6n de variables ·se veran oscurecidos en 

presencia de col inealidad, por lo que no sera posible apl icarlos con 

exito. 

Una manera frecuente de trabajar en Econometria es la siguiente: Se 

postula el modele y sus supuestos, se precede a la estimaci6n de los 

parametres necesarios, para despues llevar a cabo la val idaci6n del 

modele mediante la verificaci6n de los supuestos, y en caso que estes 

no se satisfagan, se intenta su correcci6n, siempre que esta sea 

posible. Asi por ejemplo, el supuesto- 2b) considera la ausencia de 

correlaci6n serial de primer arden (cov (u ,u) = 0, l*J), este 
1 j 

supuesto se valida mediante el estadistico d de Durbin-Watson y en 

caso.de no climplirse se hace la correcci6n de-Cochrane- Orcutt. De 

igual forma, 2b) supone la homoscedasticidad en los errores (var (u ) 
i ~ 

2 
= IT ' i=l, ... , n) y mediante la prueba de Bartlett o de White puede 

verificarse el supuesto; en caso de no cumpl_irse, pueden aplicarse, 

las transformaciones de variables del tipo Box y Cox, entre otras. 

Con esta idea se ha estructurado el presente- trabajo; en primer 

lugar, se muestran los efectos de la colinealidad con la intenci6n de 

convencer de la necesidad de su estudio. En la siguiente secci6n se 

presentan las posibles fuentes de la colinealidad, para despues, 

exponer algunos. metodos de diagn6stico que identifiquen la presencia 

de colinealidad. La secci6n 5 trata de la correcci6n de la 

colinealidad (cuando es posible corregirla) y presenta estimadores 

distintos a los de Minimos Cuadrados como alternativa. Finalmente, 

en la secci6n 6 se dan algunas conclusiones .. 

6 
Dos regresores X J , X se 

k 
dicen ortogonales 

n 

si LX X =0. 
1=1 ij ik 

El 

Disefio de Experimentos explota la ventaja de trabajar con este 
tipo de variables. 

4 



2. EFECTOS DE LA COLINEtU.I-DAD 

Considerese el modele (1), 

Y = f3 X + ... +{3 X +u 
i 1 11 p ip 1 

7 si se transforma el modelo a 

1 = 1, ... ,n; 

y
1 

= {3 X + •• • +{3 X +U 
1 11 p ip 1 

1 = 1, ... ,n, 

donde 
y - y 

i 
X - X 

1 j j 

(4) 

X = 
ij 

[ ECX -X )2
]

112 

k=l kj j 

se tiene la doble ventaja de eliminar posibles problemas de 

co{.inealidad no esencial y de poder interpretar X' X y X' Y como 

matrices de corr~laciones entre los regresores y de los regresores 

con la variable dependiente respectivam~nte8 . A~que, por otro lado, 

Besley, Kuh y Welsch ( 1980) consideran que no se de ben centrar las 
r 

variables pues ocultarian posibles relaciones entre los regresores; 

para la presentaci6n de esta secci6n consideraremos el modelo ~ 

transformado (4). 

Para el estimador de MC, ~ = (X'X)-1X'Y = CX'Y; donde C = (X'X)-1
, se 

tiene que, E(~) = f3 

var(A ) = ~2c . 
pj Jj 

y cov(~) = ~2c. En particular, E(~ ) = f3 
J J 

y 

Se sabe por el teorema de Gauss-Markov que dentro de los estimadores 

lineales insesgados, ~ es el mejor estimador, es decir de varianza 

minima, pero esto no garantiza que esta sea pequefia. De hecho, es 
9 posible demostrar que 

1 
c = 

JJ 1 - R2 

j 

7Se usara la misma representaci6n para el vector de parametres {3, 
pero n6tese que es distinto el utilizado en el modele (1) y el usado 
en el modelo (4). 
8Vease por ejemplo, Belsley, Kuh y Welsch (1980). 
9Vease, Johnston (1972) 

5 
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_______ donde coeficiente de determinacion multiple al hacer la 

regresi6n de X respecto al resto de variables independientes. En 
j 

presencia de colinealidad, al menos una de las variables 

explicativas, por ejemplo X , podra aproximarse linealmente en 
j 

terminos de las otras, por lo que R2 sera'cercano a 1 , C sera muy 
. . j jj 

· gr'ande y por lo tanto tambien var(~ ) , lo que ocasiona una gran 
j 

incertidumbre en la estimaci6n de ~ . 
j 

Los C son llamados factores de inflacion de ·1a varianza (FIV) de-
JJ . 

los parametres y Marquardt ( 1970) los interpret a como "los fact ores 

por los cuales las varianzas de los estimadores son incrementados, 

debido solamente a la correlaci6n entre los predictores". Si uno o · 

varios FIV son grandes (:::: 10), esto indica que los parametres 

respectivos estan estimados pobremente. 

Si se considera el supuesto esferico de los errores, esto es 
2 uN(e,o-I), la longitud de J:os intervalos de 100(1-a)% de confianza 

para (3 es 
j 

L = 2 vc--· t(n-p;a/2)~ 
j jj 

mientras que el correspondiente para el caso ortogonal es ., 

L' = 2 t(n-p·a/2) 
j ' 

luego, 

L /L' = YC 
j j j j 

Asi pues, otra interpretacion de los FIV es que su raiz cuadrada 

indica que tanto el intervale de confianza del parametro respective 

se ha "inflado" debido a la colinealidad. 

Extendiendo la idea, Willian y Watts (1978) presentan la 

interpretacion siguiente: si (X' X) esta en la forma de matriz de 

correlaciones, 0 :S det(X'X) :S 1; si los regresores .son ortogonales 

det(X' X) = 1, y en el extreme opuesto bajo colinealidad perfecta 

det (X' X) = 0. La region de confianza para una matriz de disefio 

ortogonal al 100(1-a)% esta dada por la relaci6n 

(~-{3)' (~-(3) :S po-2 F(p-, n-p; a) 

mientras que si los regresores son no ortogonales, la region al mismo 

6 
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nivel estaria dada por 

de donde el cociente de los vollimenes de las regiones es det(X'X) 112
. 

Es decir, 100(det(X' X)-
112 

- 1)% es el incremento del volumen de la 

region de confianza al separarse las variables independientes de la 

ortogonal idad. 

Por otro ·lado, la colinealidad en los datos provocara sobrestimaci6n 

de los· parametres. Sea L=ll~-/311 la distancia entre el estimador ~ y el 

vector real de parametres (no observable) J3. 

2 A 2 P A 2 P A 2 P -2 
E(L ) = E(llp-/311 ) = L: E(p -/3 ) = L: var(p ) = (j' L: o 

j=l j j j=l j j=l j 

donde o, 1 = 1, ... , p son los valores singulares de la matriz X ~0 
i 

Bajo colinealidad (mal condicionamiento de X) uno o mas de sus 

valores singulares seran cercanos a cero, por lo que la distancia 

promedio entre ~ y J3 sera muy grande, luego 

de donde 
p 

E(ll~ll 2 ) = IIJ311 2 + (j'
2L: o--:"2 

j=l j 

Asi pues, el estimador ~ tendera a ser mucho mas grande que el vector 

de parametres /3, par lo que en presencia de colinealidad se tendran 

estimaciones amplificadas de los parametres. 

10La Descomposici6n en Valores Singulares (DVS) se presenta en el 
apemdice. 

7 
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3. FUENTES DE LA COLINEALI DAD 

Si frente a un problema de colinealidad se pueden identificar sus 

causas, se estara en posicion de dar la mejor soluci6n al problema, 

perc esto no siempre sera posible. Habra ocasiones en que no sea 

sencillo determinar las fuentes de la colinealidad, o bien que a(m 

identificando las causas, resulte imposible eliminar el problema. Es 

importante de cualquier modo conocer las fuentes de col inealidad mas 

frecuentes, para que estas se eviten en la medida de lo posible. 

Montgomery y Peck ( 1982) consideran como fuentes principales de la 

colinealidad: 

1. El metodo empleado en la recolecci6n de datos. Cuando las 

observaciones de las variables expl ic.at i vas son tomadas solamente 

de un subconjunto del espacio muestra, donde su comportamiento esta 

relacionado. Asi por ejemplo, si .se quiere anali;zar el consume 

domestico de gas como funci6n del ingreso familiar, el nillnero de 

personas po~ familia y el consume de electz:-icidad, y la muestra se 

restringe a un solo rumba de la localidad, es muy probable que e'l ~ 

consume de electricidad sea a su vez explicado mediante el ingreso 

familiar y el numero de personas par familia. Tambien pueden 

suceder problemas de colinealidad cuando se trabaja con ranges muy 

pequefios de las variables explicativas . 

2. Las restricciones sobre el modelo y la poblaci6n. Las 

restricciones en la poblaci6n son quiza la causa de c'olinealidad 

mas frecuente cuando se trabaja con variables temporales en 

Econometria, pues en general tienden a crecer o decrecer de manera 

. t 11 conJun a . 

En ocaciones, algunas variables resultan de la agregaci6n de otras, 

par lo que al incluirlas en el modele seguramente estaran 

relacionadas con alglin otro regresor. Sucede par ejemplo, cuando se 

incluye el PIB (Product a Interne Brut a) en los mode los 

11p . l h t d . t 1 or eJemp o, se a mas ra o que ser1es empora es crecientes e 
lo que se ha independientes muestran cierta correlaci6n; esto es 

llamado correlaci6n espuria. Vease Granger (1969). 

8 
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Por otro lade, en lo que se refiere a restricciones del modele, con 

frecuencia se incluyen variables indicadoras exhaustivas. Por 

ejemplo, si I , I , I , I son variables indicadoras que 
1 2 3 4 

representan las estaciones del afio (Ik=1 si 

k-esima, I =0 de otro modo), necesariamente 
k 

se esta en la estaci6n 
4 

L Ik_= 1, luego ,si se 
k=l 

incluyen las cuatro variables en el modele desde un principia se 

estara incluyendo relaciones de colinealidad. 

3. Elecci6n del modelo. Este caso puede ser el resultado de las 

fuentes anteriores. Por ejemplo, en un modele polinomial de 
2 . 

regresi6n, las variables X y X alr~dedor de 1 se comportan de 

manera similar. Asi tambien, es conocido el mal comportamiento de 

la matriz X en modelos de interpolaci6n polinomial cuando se 

trabaja con grados altos. 

4. Sobreespecificacion del modelo. Esta causa tambien es comtin en 

modelos ec0nometricos. Se incluyen tantos regresores que muchos de 

ellos resultan relacionados entre si. Tambien es frecuente 

encontrar en estudios de la salud modelos con demasiadas variables 

explicativas, por lo que necesariamente se dan relaciones entre 

ell as. 

Finalmente, como se coment6 al inicio de la secci6h, el conocer las 

fuentes de la colinealidad nos permite evitarla cuando es posible, y 

eventualmente proponer alguna soluci6n. 

12 . 
En pecos modelos se justifica incluir como variable explicativa el 

PIB; sin embargo, en la practica diaria es muy socorrido como 
predictor. 

9 



4. DIAGNOSTICO DE LA COLINEALIDAD 

Habiendo mostrado los efectos que tiene la col ineal idad sobre el 

estimador ~ y sus fuentes potenciales, en esta secci6n se presentan _ 

algunas formas en que se ha ihtentado detectar el problema en el 

pasado; asi mismo se presentan los metodos de diagn6stico utiliz~dos 

actualmente aprovechando el desarrollo que han· tenido los. metodos 

numericos en los ultimos afios, tanto_e~ el terrene te6rico, como en 

el desarrollo de bibliotecas y sistemas de c6mputo de calidad.· Cabe 

aclarar que el orden en que se presentan las formas de diagn6stic6 ~o 

necesariamente corresponde al de su aparici6n en la literatura. 

Hist6ricamente se han definido cri terios con el fin de detectar la 

presen9ia de la colinealidad. Algunos de ellos surgen del estudio de 

los efectos del problema, otros se basan en el analisis directo de la 

matriz de disefio X. Ciertos criterios que se siguen para el 

diagn6stico son bastante simples y no~ requieren de gran esfuerzo, 

aunque quiza r par lo mismo no son del todo s_:guros; En el extremo\ 

opuesto, 
( 

hay pr.,ocedimientos casi infalibles pero que requieren de: 
/ 

trabajo extra al de un analisis de regresi6n estandar. 

1. Entre las formas de diagn6stico elementales esta el 

elementos de la 
A 

corr(X , X ) = p
1
J 

i j . 

matriz (X' X) en su forma de 

obsL.var ios/ 

correlaci6n,\ 
I 
' = r 

ij 
= (X~X) . 

ij 
Aquellcis elementos de la matri~ 

cercanos a ± 1 indican que las· variables correspondientes estan 

correlacionadas. Sin embargo, es posible que atin en presencia de 

colinealidad perfecta los r . sean bajos y esto porque la dependencia 
iJ 

de una de las variables independientes es de dos o mas de las 

restantes. Es poco comlin que se de el problema de colinealidad debido 

a la correlaci6n entre dos variables exactamente. 

2. Si despues de estimar los coeficientes del modele se tiene que la 

F global es significativa, pero las t-;parciales no lo son, ·los 

resultados se interpretarian como si el modele en general fuera 

correcto, pero ninguna de las variables regresoras tomadas 

independientemente aportara informaci6n import ante para la 

explicaci6n de la respuesta; esto es un sintoma comun de 

10 



colinealidad, pero no necesariamente bajo colinealidad este se 

present a. 

3. Como se coment6 en la introducci6n, la colinealidad es el mal 

comportamiento de la matriz de disefio X, par lo que calculos que 

involucren a (X'X)-1
, y en particular ~. seran altamente sensibles a 

los datos. Asi pues, otra forma de intent?r diagnosticar la 

colinealidad ~s observando la sensibilidad de ~ a la eliminaci6n de 

observaciones y/o predictores13
• De -la misma forma, si en la 

estimaci6n resultan valores o signos no esperados par los parametres, 

esto puede estar indicando que hay problemas de colinealidad, aunque 

tambien podria ser resultado de una mala especificaci6n del modele o 

bien de la ignorancia que se tiene sabre la variable respuesta y su 

relaci6n con los regresores. 

4. Otro procedimiento de diagn6stico es par media de los factores de 

inflaci6n de la varianza FIV = C Basandose en su experiencia 
j jj 

practica, Montgomery y Peck (1980) cons~deran que FIV mayores que 10 

son indicadores de una pobre estimaci6n debido a la colinealidad. 
r 

Este criteria tiene la ventaja de ser simple y poder llevarse a cabo 

utilizando una salida estandar de regresi6n lineal. Sin embargo, no 

aporta informacion acerca de que variables estan involucradas en la o 

las interdependencias. 

5. Nuevamente, si los' datos estan centrados y escalades, la matriz 

(X' X) toma forma de matriz de correlaciones y en tal case 0 :::: 

det(X'X) :::: 1. De heche, en los casas extremes, si se tiene 

colinealidad perfecta det(X'X) = 0; en el opuesto, si los regresores 

son ortogonales det (X' X) = 1. De esta situaci6n se si,gue que det (X' X) 

pequefios es sintoma del problema, perc lque tan pequefio ha de· ser 

det (X' X) para poder considerar que se tiene colinealidad?. Est a es 

equivalente a tratar de determinar el rango numerico de una matriz, 

13Se pueden tener estimadores de ciertas combinaciones lineales de los 
parametres con varianza moderada y sin problemas de sensibilidad en 
los datos. Estas se conocen como funciones estimables. Vease Theil 
(1971) o Scheffe (1959). 

11 
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prcblema_a(m en estudio . 

6. Precisamente en esta 1 inea es el ya famoso articulo de Farrar y 

Glauber (1967), que durante algt.m t iempo se pens6 resol veri a el 

problema de diagn6stico. Bajo supuestos de normalidad y ortogonalidad 

en los regresores (contrario al supuesto 2c, X no estocastica) y bajo 

cierta transformaci6n llegan a que det (X' X) se distribuye 
. 2 

aproximadamente como ~ , lo que permi tiria comparar estadisticamente 

det (X' Xf-con cero. Sin embargo, estes supuestos son demasiado fuertes 

y pocas veces se cumplen .en la practica, ademas su trabajo tiene · 

omisiones importantes como lo muestran Kumar (1975) y Wichers (1975) 

en sus articulos y Belsley, Kuh y Welsch (1980) en su libra. 

7. Par otro lado, Silvey (1969) aborda el problema de la colineali~ad 

mediante la Descomposici6n Espectral de la matriz (X' X). Uno o mas 
valores caracteristicos pequefios son sintoma de colinealidad. 

Asociado a cada valor caracteristico pequefio hay una relaci6n lineal 

entre los regresores. En · su analisis ~por Componentes Principales, 

Silvey propane ademas, .formas de corregir la colinealidad afiadiendo 
r . 

informacion apropiada quepueda romper la estructura de los datos. J7.a 

manera de diagn6stico que ·el propane resulta incluida en la que se ., 

presentara mas adelante utilizando DVS, ademas de que el uso de la 

descomposici6n singular arroja mayor informaci6n y los algori tmos 

desarrollados para este ultimo resultan mas est able's numericamente 

que los utilizados usualmente para los sistemas caracteristic:os15
• 

Cabe sin embargo, destacar su trabajo. 

8. Considerese entonces la Descomposici6n en Valor Singular (DVS) de 

la matriz X, X = UDV' , donde U , V matrices ortogonales y D = 

[;
~] · nxn pxp ' _ 

8 
, ~ = diag(o, ... ,o ), o :::: ... ::::a >0 y 8 matriz de ceres. Si X es 

1 p 1 p . 

de range incomplete, entonces al menos uno de los valores singulares 

14
El rango numerico de una matriz es el range que tiene su 

representaci6n interna en la computadora. Una forma de determinar el 
range de una matriz es por el ntimero de valores singulares distintos 
de cera, pero nuevamente, l cuales podrian considerarse cera?. Vease 
Golub, Klema y Stewart (1976). 
15Paquetes como EISPACK (1976) y UNPACK (1979) para computadoras 
grandes, LOBOLIB (1985) para Computadores Personales. 
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d V , ... t - - 16 ...... X ' d d p• ' t e n. sera exac~..amen e cera .. ;:,1 ae rango seu o _er 1c1en e, entonces 

uno o mas de los valores singulares seran cercanos a cera. 

El nfunero de condici6n de la ma'triz X, K(X): =o /o , es un indicador 
. 1 p 

de lo mal comportada (numericamente) q~e puede resultar la matriz X. 

0 bien, extendiendo la idea de Boley y Bittanti (1986), K-1 (X) es la 

"distancia relativa de la matriz X a la colinealidad perfecta". En la 

practica, si 10 ~ K(X) ~ 1000, se considera que la colinealidad es 

moderada, mientras que si K(X) > 1000, entonces el problema es grave. 

9. Besley, Kuh y Wel::;ch (1980)' definen lo que ellos llaman indices 

de condici6n, 

om ax 
71. = 

J oJ 
j = 1, ... ' p 

y consideran que uno o mas valores de 71 mayores que 30 son un 
J 

sintoma de colinealidad (n6tese que K(X) = max{71 }). 
J 

En la secci6n 2, se vi6 que var(~ ) 
j 

2 = cr FIV , luego, a partir 
j 

de DVS de X se puede expresar, 

FIV 
J 

2 
p v 

=I: _i_J 

1=1 o2 

i 

donde v 
ij 

= [V] . 
ij 

De aqui, es clara que valores singulares pequefios tienen como 

consecuencia una estimaci6n pobre del parametro Besley, Kuh y 

Welsch ( 1980)' utilizan est a informaci6n para descomponer 

porcentualmente los FIV y definir las proporciones de descomposici6n 
J 

de la varianza 

7r 
ij 

= 

2 
v 

i J 

FIV 
J 

i' J = 1, ... ' p, 

de tal modo que si se construye la matriz IT= (n: ), la suma de los 
ij 

elementos de una columna es 1, y los elementos de una misma fila 

estan asociadas a un mismo valor singular y s6lo a uno. Valores de 

n: que resulten par encima de 0.50 significa que mas de un 50% de la 
ij 

varianza de un estimador se concentra en una componente, situaci6n 

16 En este case, par el supuesto 2c) p(X) = p, por lo que o > 0. Vease 
p 

el apendice para una mayor explicaci6n y referencias bibliograficas. 
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que seria indicadora de posible colinealidad. 

Analizando la matriz II de 
. . proporc1ones, es posible detectar que 

valores singulares son los que mas infl uyen en la varianza del 

estimador ~ , observar todas las relaciones de colinealidad que se 
. j 

presentan y la magnitud de estas, ademas de identificar las variables 

que intervienen en cada una de las relaciones. Asi por ejemplo, si se 

tiene que rr
22

, rr
23 

_ y rr
25 

tienen valor-~~-- ~-~-tos y el indice de 

condici6n ..... tambien lo es, entonces Hts variables X X · X · 
''2 2' 3' 5 

establecen (ap~oximadamente) una relaci6n lineal. Si de igual forma 

se identificara una relaci6n entre las variables X y X se pensaria 
1 3 

entonces en la posibi~iqad de eliminar la variable X
3 

del modelo -por 

aparecer en mas de una relaci6n colineal. 

Asi pues, en esta secci6n se han presentado distintas formas de 

diagn6stico de la colinealidad. Algunas de elias son bastante simples 

y no requieren mas alla de los resultados usuales de un analisis de 

regresi6n. Otras, mas complejas, · ofrecen mayor informacion y 

seguridad en el diagn6stico a costa de un trabajo extra (no simple) 
r 

de calculo. 
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5. CORRECCION Y ALTERNATIVA 

El objetivo de la seccion es presentar distintas opciones a seguir 

una vez que se haya identificado la presencia de colinealidad. En 

ocasiones sera posible disminuir la gravedad del problema (guiza 

hasta eliminarlo); en otras, habra que "vi vir con el problema" y en 

tal caso se sugiere utilizar estimadores distintos a los-de Minimos 

Cuadrados. 

A diferencia del supuesto del rango, la mayoria de los autores 

coinciden en que el mejor remedio para corregir colinealidad es 

afiadir informacion de "mejor calidad". Esto es, incorporar 

informacion extra de modo que rompa la estructura colineal
17

. Asi, por 

ejemplo, Silvey (1969) describe como debe ser la informacion 

adicional de modo que esta sea "optima", pero esto no siempre es 

posible por razones economicas o fisicas (repetir o extender un censo 

puede ser muy costoso, asi como res!llta imposible tamar cierta 

informacion pna vez que concluye el expe~imento o proceso en 

estudio). 

Sin embargo, debe notarse que hay situaciones en que la colinealidad 

no puede resolverse aumentando datos de "calidad". Tal es el caso 

cuando la fuente del problema son las restricciones sabre el modelo o 

su especificacion. Aqui, la mejor solucion es precisamente la 

reespecificacion del modelo, tratando de evitar el uso de todas las 

variables explicati vas que intervienen en la relacion co lineal, o 

bien utilizar (cuando sea posible) metodos o tecnicas del Disefio de 

Experimentos. 

En algunos casos es posible definir combinaciones de predictores que 

conservan la informacion de las variables pero evi tan usar todas 

elias, .lo que disminuye la posibilidad de relaciones colineales. Sin 

embargo, muchas veces esto es imposible por la naturaleza misma del 

analisis de regresion, como cuando se desea estudiar la relacion 

entre un subconjunto especifico de regresores y la variable 

respuesta, y en tal situaci6n la alternativa posible es el uso de 

17Vease, Farrar y Glauber ( 1967). 
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otro tipo de estimadores diferentes a los MC, no necesru""'iamente 

lineales o insesgados. A continuacion presentarnos algunos de estes · 

estimadores. 

a) Estimadores Bayesianos. Incorporan informacion previa al modele a 

manera de distribucion a priori del pararnetro ~. Asi por ejemplo, 

si se considera a prior1 que ~ N(~ , ~ ) , el estimador bayesiano 
18 . 0 0 

resul ta dado por 

b) Estimadores Hixtos. Estes estimadores . fueron desarrollados por 

Theil y Goldberger (1961). Al igual que los bayesianos, los 

estimadores mixtos utilizan informacion previa, pero traducen esta 

aurnentando los datos del modele en lugar de suponer una 

distribucion a priori del pararnetro. Se considera que, en base a 

esa informacion el analista puede construir r (con r<p) 

restricciones sabre el pararnetro ~. 

18 

o:=R,B+v 

con o: y v vectores aleatorios rxl, tales q4e E(v) = a, .,. 

var(v) = V, R matriz rxp conocida, de range complete. Las 

restricciones se incorporan al modele original para formar el 

modele arnpliado 

Me bt . 1 t . d . t 19 y per se o 1ne e es 1ma or m1x o 

Learner (1973) estudia el problema de la colinealidad desde el punto 
de vista bayesiano. Baz ( 1976) presenta en particular estimadores 
bayesianos sesgados y la justificacion bayesiana de otro tipo de 
estimadores sesgados. · 
En general, para un tratamiento bayesiano del modele lineal, vease 
Boxy Tiao (1973) y Zellner (1971). 
19Puede verse por las restricciones y el hecho de estimar per MC en el 
modele ampliado que los estimadores mixtos resultan insesgados. 
Notese tarnbien su semejanza con los estimadores ·bayesianos; de heche 
los EM tienen justificacion bayesiana. Vease Besley, Kuh y Welsch 
(1980) y Theil (1971) para ejemplos. 
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c) Estimadores Cordillera
20

• Hoerl y Kennard (1970 a. b.) presentaron 

un procedimiento al que llamaron Ridge Regression, como extension 

a la regresion de trabajos anteriores de Hoerl a los que llamo 

"Ridge Analysis". A diferencia de los estimadores bayesianos y 

mixtos los estimadores cordillera y de componentes principales que 

mas adelante se presentan son estimadores sesgados del vector-de 

parametres (3. 

Como se vio en la secci6n 2, uno de los efectos de la colinealidad 

es producir estimadores de MC con gran· varianza. Se sabe por- el 

teorema de Gauss-Markov que.dentro de la familia de estimadores 

lineales insesgados los de MC son los de varianza minima, pero 

esto no garantiza que la varianza sea pequefia; por ello el uso de 

estimadores sesgados se justifica al reducir la variaci6n del 

estimador o mejorar su estabilidad, aUn a costa de introducir un 

sesgo. Existen, por supuesto, cri terios para definir cuanto se 

esta dispuesto a aceptar de sesgo con tal de reducir la 

variabilidad del estimador; uno de esos criterios es el Error 

Cuadratico.Medio (ECM) ~1 

Hoerl y Kennard (1970a) presentan los estimadores cordillera 

para "el control de la inflaci6n e inestabilidad general asociada 

con el uso de estimaciones MC". De manera simplista se puede 

argumentar que en el case extrema de que la matriz X' X sea 

singular, la matriz (X'X + ri) resulta de range complete para 

0, (se sigue al 2 
r)' 1, los 0 > no tar que Co + j = ... ' p son 

j 

val ores singulares de (X'X + oi)), o bien, para o suficientemente 

(X' X -1 -1 grande, + ri) .::::: o I, sin importar lo mal comport ada que 
- 22 

pueda ser X . 

20Traduccion del ingles "Ridge estimators". 
21ECM(~) = E(t2 (~)) = E(ll~-{311 2 ). 
22Existen varias justificaciones de los estimadores cordillera tales 
como el bayesiano (Baz (1976)), como resultado de un proceso 
regularizante a la Tijonof (Barrios y Lopez (1986)), etc. Asi mismo 
se recomienda la lectura del articulo de Marquardt (1970) para una 
exposicion de los estimadores sesgados y su usa con datos no 
ortogonales. 
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Ahara bien, en la secci6n 2-se vi6 que la distar'lcia "promedio" del 

e~timador ~ a ~ es 

en forma analoga, la distancia de ~ 
. r a ~ es 

02 
E(L 2 (~ ) ) = cr2}: _.::....J -

r Co2+r)2 
-'-"··-·---'-~ - j 

=: g1( 0 ) + g2( 0 ) 

donde a = V~ = (a , ... , o:-)'. Aqui, g puede interpretarse como 
- 1 p - 1 

la variaci6n total (suma de varianzas) y g como el cuadrado del 
2 

sesgo introducido al usar ~r en lugar de ~. 

Hoerl y Kennard ( 1970a) mostraron que existe 0 > 0, para el cual 

ECM(~ ) < ECM(~), ·par lo que podrian pensarse los estimadores 
r 

cordillera como alternativa a los ·estimadores de. minimos 

cuadrados. Sin embargo no es posible asignar un valor especifico a 

0 que satisfaga la desigualdad anterior (y en tal caso se dice que 
r 

el est imador es. admisible) pues las condiciones sabre ella quedan 

-em· terminos de cr2 y ~. en general desconocidos. Por lo que es -, 

necesario definir criterios que conduzcan a una buena elecci6n de 

0 . Hoerl y Kennard (1970b) proponen _el uso de la traza cordillera, 

que consiste en graficar las~ Co) (j = 1, ... , p) para distintos 
j 

valores de r y elegir aquel valor r
0 

para el cual las trazas de 

los estimadores parecen estabilizarse23
. 

d) Regresi6n en Co,mponentes Principales. El procedimiento de 

componentes principales en la regresi6n, como alternativa cuando 

hay colinealidad, ha mostrado ser muy eficiente
24

• Como se 

presentan aqui estos estimadores resul tan tambien ser sesgados, 

pero poseen la ventaja de poder controlar la varianza del 

estimador. 

23Vease Barrios y Lopez (1986) y Montgomery y Peck (1982), donde se 
present an otros metodos para seleccionar r. Dempster, Schatzoff y 
Wermuth ( 1977), presentan un estudio de 56 simulaciones, comparando 
entre distintos procedimientos de selecci6n de 0 . Sin embargo hasta 
ahara, no existe una forma de escoger r que domine en general al 
resto de los procedimientos. 
24Vease Gunst y Mason ( 1977), para un estudio de simulaci6n. 
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De manera muy simple, se puede decir que el procedimiento de 

componentes principales consiste en la transformaci6n del modele 

original de modo que los nuevos regresores resul ten ortogonales 

entre si, con las ventajq..s que esto impl ica. 

transformado en su forma can6nica es 

Y = Za + u 

El modele 

donde, Z =XV y a= v·~. para cualquier matriz ortogonal V pxp. Se 

tiene entonces que V'X'XV = Z'Z = A 

v se elige adecuadamente, i\.:::: 
1 

= diag(i\.
1

, ••• , i\.P),donde si 

... il::i\. >0, son los valores 
p 

caracteristicos de la matriz X' X. Los nuevos regresores 

ortogonales Z , ... , Z se conocen como las componentes 
1 p 

principales. El estimador de MC en el modele transformado queda 

A -1 -1 
a = (Z'Z) Z'y=A 2'y 

A o-2(Z' 2 )-1 = o-2A-1 con var(a) = 

A A - 2 
y var tot(a) = 1: var (a ) = o- L 1/i\. 

j ' j 

Como ya se ha comentado, asociado a la colinealidad se tienen 
-

valores singulares pequeiios o , 
j 

lo que repercute en la inflaci6n 

de la varianza total del estimador. Una manera de reducir esta -~ 

A varianza es eliminar aquellas componentes a con valor 
' k 

caracteristico asociado i\. pequeiio25 . En tal forma, si las ultimas 
k 

r componentes son eliminadas, el modele reducido 

* * Y = Z a + u = (2 , 
1 . . . • 2 1 [~~ ·] + u p-r a 

p-r 

resulta mal especificado pues al vector de parametres le faltaran 
ti.* A componentes, con el correspondiente estimador de MC a =(a , ... , 

1 
A )' d d .. , A a sesga o pero e menor var1ac1on que a. 

p-r 

Al igual que en los estimadores cordillera, hay ciertos criterios 

que indican el nlimero de regresores que podrian ser eliminados26 .En 

25 N6tese que si o son los valores singulares 
j 

val ores propios de· (X' X), entonces o~ = i\. J , J = 1, 

de X y i\. son 1 os 
j 2 

... , p, pues !:. = 

V' (X' X) V =- A. 
26Vease, Silvey ( 1969). 
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esta linea, Marquardt (i970) introduce la idea'--·cte·"-· ra:ngo 

fraccionario, que a su vez resulta relacionado con-el problema de 

determinar el range de una matriz. 

Ademas de la gran ventaja de contar con un respaldo teorico 

importante, el uso de componentes principales tiene la de que, atm 

con datos mal condicionados, el procedimiento resulta ser de los 

mas eficientes para efectos de pronostico. Sin embargo~_:__tiene el 

inconveniente de transformar el modele original, lo que dificulta 

en ocasiones ~u interpretacion. 

Finalmente, vale mencionar nuevamente que aunque la mayoria de los 

autores coinciden en que la mejor manera de remediar el problema de 

la colinealidad es mediante informacion extra de mejor calidad, esto 

no siempre es posible, y en tal caso se presenta como alternativa el 
27 uso de estimadores sesgados o del tipo bayesiano 

) -

27En el libra de Montgomery y Peck (1982), sec. 8.5.7, se cementa una 
buena seleccion de articulos respecto a la comparacion y evolucion de 
los estimadores sesgados. 

20 



(}"·-."' 
~~~· 

6. CONCLUSIONES 

La colinealidad es uno de los problemas que aparecen con mayor 

frecuencia en la regresi6n y, vista friamente, es un problema 

numerico de mal condicionamiento de la matriz de disefio X, debido a 

la "mala calidad" de los datos. Esto se hace evidente al intentar 

resolver las ecuaciones normales de los Minimos Cuadrados. Como 

consecuencia, los estimadores obtenidos resultan pobremente 

calculados, de gran variabilidad o altamente sensibles, llegando 

inclusive a ser inservibles en la practica. Sin embargo, el 

diagn6stico y su remedio son materia de estudio de la Estadistica. 

Una vez especificado el modele puede resultar que la matriz de datos 

tenga rango deficiente, lo que obliga a su reespecificaci6n de modo 

que la matriz correspondiente sea de rango complete (para este 

memento ya se ha comenzado con el anal isis de la regresi6n). Asi 

pues, definidos los regresores que i-ntervendran en el modele y 

estimados los parametres, se debera evaluar la calidad de las 

estimaciones. Para esto se sugiere usar desde un principia metodos 

numericos de calidad en la regresi6n - como la descomposici6n QR -

evitando en lo posible trabajar con las matrices X y X'X. En esta 

linea vease par ejemplo, Golub (1979), Stewart (1973), Montgomery y 

Peck (1982) (versiones recientes de paqueteria estadistica para 

c6mputo han incorporado este tipo de algoritmos). 

Para diagnosticar la presencia de colinealidad en la regresi6n, sabre 

los resultados de una salida estandar de computadora se verifica si 

se detectan algunos de los sintomas comentados en la secci6n 4, como 

son valores o signos no esperados, F global significativa y 

t-parciales pequefias; alternativamente, utilizando los errores 

estandar de.los coeficientes se calculan los FIV correspondientes, y 

si es factible, se averigua la sensibilidad de los estimadores 

ejecutando varias corridas ordenadas eliminando · observaciones y/o 

regresores. 
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Se sugiere calcular las proporciones de descomposici6n de la varia."'l.za 

II solamemfe- bajo sospecha de colinealidad pues la descomposici6n en 

val ores singulares puede resul tar costosa. Si se detecta _ que el 

problema esta presente, entonces habra que identificar todas las 

relaciones _colineales y los predictores que intervienen en elias. En 

este momenta se recomienda detenerse para investigar las posibles 

causas de la colinealidad o si es factible eliminar uno o mas de los 

regresox:_es impl icados en las relaciones. -· 

Siempre que sea posible, es conveniente aumentar datos· de mejor 

calidad de modo que aligeren 0 eliminen el problema de la 

colinealidad. Si esto no fuera posible y el objetivo del modele es la 

estimaci6n y predicci6n de la variable dependiente, se recomienda el 

uso de componentes principales y trabajar con los niveles de 

variaci6n (de la variable respuesta) que se desee. 0 bien, si el 

objetivo es el analisis del modele propuesto o el control de la 

respuesta se sugiere entonces el usa de estimadores cordillera. Por 

otro lado, si el analista tiene informacion que pueda incorporar al 

modele, puederutilizar estimadores del tipo bayesiano. 

Por ultimo, resulta com(m en la actualidad realizar analisis de ~ 

regresi6n en computadoras personales y. no siempre se dispone de 

paqueteria especializada para ~oder elegir entre los distintos tipos 

de estimadores. Si este fuera el caso, cabe mencionar que es posible 

trabajar los estimadores cordillera con rutinas estandar·de regresi6n 

lineal. El estimador cordillera ~ sera el estimador de MC del modele 
0 

ampliado 

[!] = [Jr]~ + u. 
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7. APENDI CE
28 

Descomposici6n LU. Sea A e ~nxn. Existen entonces L, U e ~nxn 

triangulares inferior y superior respecti vamente. L con 1' s en la 

diagonal principal tales que A = LU. 

Aplicaciones: a) El sistema .Ax=b puede descomponerse en· dos sistemas 

triangulares, Ly=b, Ux=y, donde para el primero y =b , 
1 1 

y2 =b2 -121y1' ..... , etc. (sustituci6n hacia adelante) y 

para· el x =y /u , 
n n nn 

x = ( y -u x ) /u , 
n-1 n-1 n-1, n n n-1, n-1 

segundo 

etc. (sustituci6n hacia 

atras). 

n 
b) det(A) = det(LU) = det(L) det(U)=l·.TI u 

1=1 ii 

Descomposici6n QR. Sea A e ~mxn (m~n). Existen matrices Q 

ortogonal y Rnxn triangular superior tal que A = Q [:]. 8 e ~Cm-n~~ 
de elementos todos nulos. 

Apl icaciones: a) Como Q es ortogonal, no modif'ica la norma de un 

vector para el problema de MC, min 11Ax-bll 2 = min 

IIQ(Ax-b)ll 2 y su soluci6n se obtiene al resolver el 

sistema Rx=c1, donde Q' b = [~~], con susti tuci6n hacia 

atras. N6tese que resolver Rx=c1 es pref'erible que 

resolver las ecuaciones normales R' Rx=R' c (A' Ax=A' b) 
. 1 

que implica mas trabajo de c6mputo y par lo mismo mas 

errores. 

n 

b) Si A , 
nxn 

det(A)=det(QR)=det(Q)det(R)=loTI C 
. i =1 jj 

Condicionamiento numerico de un problema. Es una consideraci6n 

importante siempre que se piense en el usa de computadoras digitales. 

Debido a la longi tud f'ini ta de la palabra, los nUJlleros solo pueden 

28Parte del material e ideas que aqui se presentan f'ueron extraidas 
de Boley y Bittanti (1986). Se recomienda el libra de Stewart 
(1973) para adentrarse en el Algebra Lineal Numerica. 
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representarse aproximadamente en la computadcra. En el trata..·niento de 

tales aproximaciones los modelos mas usados son los que consider-an 

que sucede si los ndmeros son perturbados ligeramente. 

En la soluci6n de un problema uno debe apl~~ar algUn algoritmo. Si el 

problema es ~1 condicionado o mal planteado, entonces pequefias 

perturbaciones a los datos pueden arrojar_resultados practicamente __ _ 

inutiles. 

_ Si un problema es bien condicionado y el -- metoda empleado para su 

soltiCi6n- es estable, entonces se puede_ creer en la respuesta. _ Un 

metoda se dice estable si introduce pocos err-ores en los calculos. Si 

el problema es bien plante~do y el metoda inestable, se puede pensar 

en usar mejores metodos. Sin embargo, no se puede pensar en mejorar 

la. calidad de la soluci6n si el problema es mal condicionado, 

independientemente de que el metoda utilizado sea estable o no. En 

este sentido, la descomposici6n QR es un algoritmo estable. 

Descomposici6n en Valores Singulares (DVS). Sea A e IRmxn (m~n). 

Existen matrices Umxm' Vnxn ortogonales y ~n. tal que ~= [~] 
A=diag(o , ... , o ) , o ~ ... ~o ~ 0, llamados valores singulares de ,.,. 

1 - n 1 n 

IR
(m-nlxn de A, 8 e matriz elementos nulos tal que, A = ~v·. 

Aplicaciones: a) El range de una matriz A = ~v· es el ndmero de 

valores singulares distintos de cero. 

n 

b) Si A , det (A) = 1T o 
nxn 1=1 i 

Para la norma matricial II All = max {II Axil: lfxll=l} heredada de la norma 

euclidiana usual, se tiene que si Q es una matriz ortogonal, IIQxlf = 

llxll y IIQAII = IIAII, de donde se sigue que 

flAil = IlLII = o 
max 

Si A es no singular, A-1 = VL-1U', y 
nxn 

Para A no singular, se define el ntimero de condici6n de A, 
nxn 
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K(A) -= IIAII IIA-1 11 = o lo ~ 1. 
1 n 

Esta cantidad K(A) resulta util para estimar la sensibilidad respecto 

a perturbaciones de la matriz A en la soluci6n de sistemas de 

ecuaciones lineales , el calculo del rango, de la inversa, etc. 

AsL por ejemplo,- considerese el sistema Ax = b. Al resolverlo, se 
-obtiene X, que es la soluci6n exact a de un probTema- perturbado 

ligeramente AX. = b. De donde A(x-x) = (b-b). Multiplicando ambos 

lados de la igualdad -1 tomando normas por A y 

Esto es, el error en la respuesta esta acotado por el error eh el 
-1 30 lado derecho del sistema ampliado IIA II veces . El error relative 

nx-xn 
Txr 

indica el ntimero de digitos de precisi6n en el calculo de x. En el 

caso del sistema Ax=b, IIAII·IIxll ~ llbll, de donde se sigue que 

fix-xu < K(A) lib-En 
llxll - llbll 

Asi, el ntimero de digitos significativos en x esta acotado por los de 

b ampliado K(A) veces. Para perturbaciones en A, se obtiene en forma 

analoga que 

llx-xll :s K(A) IIA-Ail 
llxll IIAII 

Por otro lado, el rango de A = p(l:) = #{ 1: o :;eQ}. Se dice que la 
1 

matriz es de rango seudodeficiente si o es muy cercano a cero. Si 
n 

A es no singular y s6lo entonces, se tiene que 
nxn 

0 ~ ... ~ 0 > 0. 
1 n 

Sea E 
nxn 

una perturbaci6n de A tal que A+E resulte singular. Luego, 

la distancia a la singularidad de la matriz A esta dada por 

dsing = min liEU = o 
(A+E)sing n 

29 

El ntimero de condici6n depende 

IIAII IIA-111 . K(A)=o /o es valido 
V v 1 n 

de la norma utilizada; 

s6lo en norma 2. 

asi, K (A) = 
v 

30Es posible alcanzar esta cota, por lo que no hay manera de mejorarla. 
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y la distancia rela.tiva 

Se sigue entonces, que K(A) tambien . es un indicador de la 

sen5ibilidad. de rango(A). Similar-mente, o indica el "tamafio" de la 
r 

perturbaci6n para reducir a A, a una matriz de rango r-1 y or/o
1 

el 

"tamafio relative" ... 

··-···---·---------. . . . 

. .;, ___ ....:._ _________ ._ -

Finalmente, n6tese que si ~ es cercano a cera, K(A) tiende a ser muy 
n 

.grande y las cotas a los err-ores tienden a explotar; por lo que uno 0 

mas valores singulares pequefios son indicadores de problemas 

potenciales en la estabilidad del calculo (mal comportamiento). 
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