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Resumen 

Se estudian los metodos numericos para la solucion de ecuaciones 
diferenciales estocasticas del tipo de Ito, en especial los de Runge
Kutta. El interes principal es el de investigar la estabilidad numerica 
de dichos metodos, para lo cual se cornienza par definir dicho con
cepto. La primera version es una extension obvia de la A--estabilidad 
(respecto a una ecuacion de prueba linea0 al caso estocastico, pero 
resulta ser demasiado restrictiva: la A--estabilidad de un metoda es 
independiente de la discretizacion del termino de difusion. Par ella se 
desarrolla un concepto de estabilidad numeric a mas sofisticado, basad a 
en una ecuacion de prueba no lineal. Se define el concepto de region de 
estabilidad en forma probabilistica, y se presentan los aspectos com
putacionales requeridos para el calculo de dichas regiones. 

Clasificaci6n Ternatica de la AJiriS (1980): 65120 (principal), 60H10, 34F05, 
65107, 93E15 
Palabras clave: Estabilidad numerica, metodos Runge-Kutta, metodos im
plfcitos, ecuaciones diferenciales estocasticas, estabilidad estocastica. . 

* Este articulo recoge parte del trabajo conjunto realizado con Renato Spigler, de la 
Universidad de Padua (Italia), durante el aiio academico 1990-1991. Vease la Bibliografia. 
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2. DIEGO BRICIO HERNANDEZ 
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1 Soluciones numericas. 

Se construye una soluci6n numerica del problema con valores iniciales 

p 

dx = b(t, x) dt + 2:::: ak(t, x) dvVk, to< t < T; Xt0 = x0 (1) 
k=l 

especificando, para cada entero positivo n, 

e una partici6n T(n) de [to, T], digamos t0 = ibn) ::; t~n) ::; ... ::; t1:;) = 
T, donde kn crece en forma mon6tona con n, a la cual correspondeu 
incrementos ~dn) := t~:)1 -- t~n), i = 0, 1, ... , kn- 1, y norma ilr(n:) II := 

"t(n) maxo:::;i<kn .w. i ; 

., fi 't. { (n) (n) (n)} d d d' . o una suces1on m a x0 =: x0 , x1 , ... , xkn e vectores - 1mens10-

nales, con x~n) independiente de los incrementos fuuros lYk(ti+I) _:_ 
liVk (ti) , i = 0,1; ... , kn -1 de los procesos de vViener liVk, k = 1, ... , p, 

d d (n) " · " ( (n)) · 0 1 k 1 ' t'd .. y on e xi aprox1ma x ti , 2 = , , ... , ~ n en a gun sen 1 o; 

o un metodo de interpolaci6n que transforme la sucesi6n finita de vee~ 
tores aleatorios { x~n), x~n), ... , x1:;)} en el proceso estocastico x(n) := 

{ x(n)(t), t 0 ::; t ::; T} con trayectorias continuas. 

Con frecuencia se construyen particiones uniformes, t~~)1 . t~n) +.6.t(n), i = 
0, 1, ... , kn -1, aunque de variarse el tamaiio de paso :-quiz a en forma aleato

. ria, vease [2]- se podrian quiza obtener mejores resultados (a un costo com
putacional mayor, es claro). 

En una aplicaci6n tipica, la sucesi6n finita {~r~n), xin), ... , xtn se genera 

reemplazando la ecuaci6n diferencial estocastica (EDE) en (1) por su version 
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integral, aplicada a un subintervalo generico [t~n\ t~~)d, a saber 

A continuacion, se usan reglas de integracion numerica para aproximar cada 
una de las p + 1 i:ritegrales sobre [ti,ti+1] en terminos de los valores de x(t) 
para t E T(n). Toda una familia de reglas de integracion numerica tiene la 
estructura 

J.' <p(s)ds = {t, b;<p(a + c;h)} h + error, 

donde h := b - a y 

bj ;::: 0, j = 1, 

(2) 

(3) 

(4) 

Formulas como (2) se han utilizado para discretizar las integrales estocasticas 
en (1) p.ej. en [10], [13] and [14]. Si se elige la formula (2) con pesos 
bj = bJ,j = 1, ... ,m, se obtiene 

J.' u•(s,x(s))dWk(s) = {t. bju-'(a + c;h,x(a + c;h))} 6Wk + error, (5) 

don.de ~Wk := vVk(b)- vVk(a), para k = 1, ... ,p. 
Se obtiene un ejemplo sencillo de lo anterior cuando se elige la regla de 

integracion numerica 

1b c.p(s)ds = cp(a)(b- a)+ error (6) 

para aproximar cada una de las integrales, con lo que resulta el metodo de 
Euler 
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don de 
(8) 

Si se eligen las reglas de integraci6n numerica de otra manera se ob
tendra un algoritmo distinto para la generaci6n de { x~n), x~n), ... , x1:l}. Por 
supuesto, tanto la convergencia como la estabilidad dependen de la elecci6n 
de regia de integraci6n numerica. Por lo que respecta a la interpolaci6n de 
los resultados, quiza la mejor elecci6n sea una simple interpolaci6n lineal 
por segmentos, por su sencillez y porque el proceso obtenido x<n) ( t) tiene ya 
trayectorias continuas. 

2 Metodos Runge-Kutta para EDE's. 

Comq es bien sa"'?ido, la familia de Runge-l{utta (RK) resulta de hacer'una 
elecci6n combinada de reglas de integraci6n numerica sobre cada subintervalo 
[t~n), d~~) [3]. Se requierenp+1 metodos RK: uno para el coeficiente de deriva 
f y el otro para cada uno de los terminos con ruido. 

Sean X a and Xb aproximaCiones a x( a) y x( b), respectivamente, para un 
subintervalo dado [a, b] en una partici6n de [t0 , T]. Para discretizar la EDE 
(1), usemos p + 1 reglas de integraci6n como (2), obteniendo . 

donde b.t := b- a, ti :=a+ citlt, y xi es una aproximaci6n a x (ti)· 
La familia de metodos Runge-Kutta estocasticos (RKE) result a de acoplar 

(9) con algoritmos semej antes que d~n los valores intermedios xi, j -:- 1, ... , in. 
En efecto, de 

. (10) 

se obtiene 

(11) 
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Si se aplica el metodo RKE general (9)-(11) a los casos: a) d = 1, f = 1, (J'k =: 
0, k = 1, ... ,p and b) d = 1,f = O,O'k = 1,0'1 = 0, l =f. k, se obtienen las 
condiciones 

. m 

I: bj = 1, k = o, 1, ... , p 
j=l 

(12) 

Por otro lado, en el caso a) obtenemos tambien 2:.:~1 aJ1 = Cj, 1 :::; j :::; m. 
Definamos cj := I.:~ 1 aj1 ,j = 1, ... ,m, k = 1, ... ,p, con cJ .- Cj, para 
obtener las condiciones 

m 

L aj1 = cj, 1:::; j:::; m, k = 0, 1, ... ,p (13) 
i=l 

que deben satisfacer los coe:ficientes de (9)-(11). A veces se elige cj = Cj, k = 
1, ... ,p (vease [13] y (7), as! como los ejemplos dados en las siguientes sec
ciones), pero no hay ninguna ventaja real en hacerlo aparte de la mayor 
sencillez en la implementaci6n computacional del correspondiente metodo 
RKE. 

Deflnanse los vectores bkl Ck E mm' junto con la matriz Ak E mmxm 

como Ak := (aj1):l=l' bk := (bt, ... ,b~)T, Ck := (ct, ... ,c~)T, para k = 

0, 1, ... ,p. Entonces, los p + 1 metodos RK en (9) y (11) se pueden denotar 
mediante el conjunto ordenado de "tablas de Butcher" 

~l_~k ~, k=0,1, ... ,p, (14) 

mientras que las condiciones adicionales (12) y (13) se escriben en forma 
abreviada 

bkl = 1, Akl = ck, k = 0, 1, ... ,p, (15) 

donde 1 := (1, ... , 1 f. Cada una de las p + 1 matrices en bloque en (14) 
se llama una componente del metodo, y corresponde a un metodo RK para 
EDO's determin!sticas. La componente 0 se conoce como determin{stica, en 
tanto que las restantes p se llamaran estoccisticas. Asf pues, la discretizaci6n 
de EDE's como (1) requiere p + 1 metodos RK -quiza distintos, uno para 
la integral determin!stica y uno para cada integral estocastica. Un metodo 
RK para EDO's es expllcito. si su matriz de coeficientes A es estrictamente 
triangular inferior; en caso contrario, se dice que es impllcito. La importancia 
de esta distinci6n es que en el caso implicito hay que resolver un sistema de 
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ecuaciones en cada subintervalo, con el consiguiente recargo computacional. 
Podemos resumir lo anterior en la siguiente 

Definicion 2.1 El- conjunto ordenado de metodos RK en (14)-(15) se llama 
un metodo de Runge-Kutta estocristico (RKE) con m etapas intermedias. Se 
dice que es expHcito si todos sus componentes lo son; en caso contrario se 
conoce como implicito. 

Una colecci6n muy importante de ejemplos de metodo RKE es la familia 
generalizada de Heun, dada por 

0 0 0 0 0 0 
1 1-, "'f 1 1-{3 f3 (16) 
1 1-p jL 1 1- /\ ), 

donde {3, 1\, "f, p E [0, 1). 
Se puecle usar el error uniforme en media cuadratica, 

para cuantificar la calidad de un metodo de aproximaci6n como los que ape
nas hemos descrito (no necesariamente RKE). 

Definicion 2.2 Un algoritmo numerico para la solucion de (1) con·verge uni
formemente en media cuadratica si Rn __,. 0 cuando n __,. oo para cualquier 
eleccion de coeficientes f y a y condici6n inicial x0 que garanticep. existen
cia y unicidad de la solucion. Se dice que el algoritmo tiene arden global de 
convergencia v1 si Rn = 0 (h 211

) cuando h __,. 0, donde jjT(n)ll ::::; h, n > 1. 

En los trabajos [8] y [9] hemos estudiado la convergencia de los metodos RKE 
generales ( expl{citos e implfcitos). Ah:f se demuestra el siguiente resultado, 
aplicable a metodos RKE en dimension 1 (p = d = 1): 

10bserve que este concepto de orden de convergencia difiere del de otros autores, p.ej. 
(13]: este es el de H.iimelin dividido por 2.Mas aun, e~te error es global, mienlras que otro~ 
autores consideran el error en un paso unicamente. . 
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T€orema 2.1 Supongamos que J, a : IR x IR -+ 1R tienen derivadas acotadas 
hasta orden 2. Entonces, la solucion numeTica de (1) obtenida mediante el 
metodo RKE {14}, (15} converge uniformemente en media cuadfatica a la 
solucion {y(t), t0 :::; t :::; T} de 

dy [t(t;y)+.A~:(t,y)a(t,y)l dt (17) 

+ a(t,y)dlV, y (to)= x (to), 

· donde 

.A={ob:T 
I cl 

si m = 1, 
(18) . , 

s1 no. 

El or·den de convergencia no puede ser mayor que 1, y esta cota optima la 
·reali::a la familia generali::ada de Heun {16). 

3, A -estabHidad estocastica. 

Es natural comenzar el estudio de la estabilidad numerica a partir del con
cepto cl.isico de A-estabilidad, introducido originalmente en [4]. Se requiere 
que los modos que decaen exponencialmente en la soluci6n de la ecuaci6n 
diferencial esten bien aproximados. en la soluci6n numerica, por lo que 

z = qz, q,Re(q) < 0 (19) 

(con z(t) E(/) para cada t E JR) es la ecuaci6n de prueba que resulta natural 
elegir en el caso determin!stico [5]. Aplicado a (19), un metodo R.K como 

Ali_ 
1flT 

conduce a la ecuaci6n en diferencias 

(20) 

(21) 

cuyo factor de crecimiento R(·) esta dado por R(z) := 1 + zbT(I- zA)- 1 1. 
Se dice que el metodo R.K (20) es A-estable si R transforma el semiplano 
izquierdo de([,' en el disco unitario abierto. 
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La ecuaci6n de prueba mas sencilla que generaliza (19) al caso estocastico 
es 

p 

dz = qzdt + 2=: O"kdvV.~;, Re (q) < 0. (22) 
k=l 

Tal ecuaci6n se obtiene linealizando la EDE aut6noma2 

p 

dx = f(x)dt + :E O"kdvV.~; 
k=l 

alrededor de un estado de equilibria del sistema no peTturbado, digamos x con 
f (x) = 0. De nuevo, requeriremos que se preserven los rriodos que decaen 
exponencialmente a pesar de la discretizaci6n. 

Supondremos en lo que sigue que q := -o: + iw ( o: > 0), y 0'1: := vei(p.~; + 
iT.~;),. k = 1' ... 'p son constantes complejas, z := X+ iy' y vVk := -j:;(Ul: + 
iv}:), !;; = 1, ... ,p. Aqui x e y son proceso's estocasticos reales, en tanto 
que todos los proc.esos de "Wiener lh y 11,~; son independientes. Usando.la 
representaci6n matricial 2 X 2 de los numeros complejos, la EDE compleja 
(22) se puede expresar en forma matricial real, a saber . 

p 

d( = Q(dt + L_ r,kdB.~;, (23) 
k=l 

don de 

Q := ( :" =: ) E' := ( :.: ~:' ) , k . 1, ... , p 

y ( := (x, yf, B := (U, 1if .. Supongamos que ((0) es Gaussiano, indepen
diente de los procesos de vViener vVk, k = 1, ... , p. Entonces .( es un processo 
Gaussiano bidimensional dado por 

. ((t) = etQ((O) + t lot e(t-s)Q~kdB.~;(s), t > 0. _, 
k=l - -

Su media m(t) := E((t) y_su matriz de covarianza ___ _ 

K(t) := E (((t)- m(t)) (((t)- m(t)f 

2que a su vez se obtiene corrompiendo el sistema dinamico aut6nomo :i: = f(x) con p 
fuentes independientes de ruido blanco Gaussiano aditivo. . 
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estan dadas por 
m( t) = etQ E((O) 

y 

P 1t T K(t) = etQCov (((0)) etQT + L e(t-s)QL;k (~k) e(t-s)QT ds, 
k=l 0 

respectivamente, como resulta de las propiedades elementales de la integral de 
·wiener [12]. Mas aun, f{ satisface el problema con valores iniciales asociado 
a la ecuaci6n diferencial de Lyapunoff 

P T 
I{= QK + J<QT + 2.: Ek (Ek) , K(O) = Cov (((0)), (24) 

k=l 

como se verifica directamente. Observese que, puesto que a > 0, la ecuaci6n 
diferencial (24) tiene una unica solucion de equilibria K, la cual satisface la 
eecuaci6n algebraica de Liapunoff 

QK + f{QT + t Ek (Ek)T = 0. (2;5) 
k=l 

Un calculo simple muestra que la matriz de covarianza en estado estacionario 
asociado con la ecuaci6n (23) es ]{=vi, donde 

(26) 

cociente que representa una relaci6n de fiuctuaci6n-disipaci6n [7). En forma 
amUoga, la estabilidad de Q (es decir, el hecho de que a > 0) implica que 
m(t) -t 0 y K(t) -t f{ cuando t -too. As{ pues, la ecuaci6n de prueba (22) 
tiene una unica soluci6n de equilibria, rnisma que es un proceso estacionario 
Gaussiano z con media cero y varianza f{. Mas aun, cualquier otra soluci6n 
de la ecuaci6n diferencial de Lyapunoff decae e~ponencialmente a esta. 

Si se aplica el metoda RKE (14)-(15) a (22), se obtiene que 

p 

Zi+l = Ro(qh)zi +I: Rk(qh)o-k .6.lVk, (27) 
k=l 

don de 
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(eo:= 0)). La soluci6n de (27) con la condici6n inicial z(O) esta dada por 

p i-1 

Zi = Ro(qh)iz(O) + ~ O"k Rk(qh) L Ro(qh)i-i-lflHlk,j· (29) 
k=l j=O 

Finalmente, un calculo elemental muestra que 

Cov(zi) = Ro(qh) 2iCov(z(O)) + 

por lo que existe una distribuci6n limite de la solucion de la ecuacion en 
diferencias (27) si y solo si IRo(qh)l < l. Una tal distribucion es Gaussiana, 

d
. . h '\'P R!<(qh)2( ak)2 

con me m cero y vananza L-k=l l-~(qh)2 

Definicion 3.3 Se dice que el algoritmo RKE (14)-(15) es .4..-estable si Ro 
manda en el disco abierto unitario a todo complejo z con Re (z) < 0. 

En term.inos de este concepto, los desarrollos precedentes se pueden re-
sumir en el siguiente enunciado: - -

Teorema 3.2' El metodo RKE (14}-(15} es A-e.stable si y solo si lo es su 
co-rnponente deterministico. 

Asi pues, la discretizacion del termino de deriva controla la estabilidad 
numerica. Esto es as£ solo porque el termino de difusion de la ecuacion de 

. pr~eba (22) no depende de z. El concepto de A-estabilidad es muy sencillo y 
facil de aplicar, pero ya se ve que es muy restringiclo, por lo que convendraa . 
substituirlo por otro mas idoneo en la proxima seccion. Vease [8] para una 

.-exploracion mas cletallada del concepto de A-estabilidad numerica en el caso 
estocastico. 

4 Estabilidad numerica no lineal. 

Consicleremos la ecuaci6n (1) en su forma de Stratonovich, 

p 

dx = f(t,x)dt + l:Gk(t,x) o d1·V\ t0 < t::; T;xt 0 = Xo (30) 
k=l 
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don de 

(31) 

Supongamos que los coeficientes b, a 1 , ... , aP son continuamente diferencia
bles y que el problema (30) tiene soluci6n unica. Supongamos que los campos 
vectoriales a 1 ( t, ·), ... , a 1 ( t, ·) conmu tan en el senti do de las algebras de Lie, 
es decir 

oak oa1 

[a\ al] := ox ar- ox ak = 0 (32) 

Siguiendo a [16], la ecuaci6n (30) se puede considerar en forma trayectorial 
-y lo haremos asl.- al menos fuera de un evento excepcional N con P(N) = 0. 

Sea x una soluci6n particular, x una segunda soluci6n de (30) con x(O) =} 
x(O). Sea Wo E n- N, ~(t) := x(t,wo) y escribamos z(t) = z(t,w) := 
x(t,w)- e(t). Por la hip6tesis de diferenciabilidad, 

f (t,~(t) + z(t)) 

ak ( t' ~ ( t) + z ( t)) 

f (t,~(t)) + ~~ (t, ((t)) z(t) + E(t) 
ex 

0 k 
ak (e(t)) + :X (t, ~(t)) z(t) + ry(t), 

donde los procesos estocasticos E y TJ son "pequeiios" siempre que z sea 
"pequeiio". Entonces, 

r of p r oak 
z(t)-z(O) - Jo ox(~(s))z(s)ds+[;Jo ox (e(s))z(s)odvV(s) 

+ fotE(s)ds+ fotTJ(s)o'dvV(s). 

Definamos 

q(t) := ~~ (t, ~(t)); c(t) := ~: (t, e(t)) (33) 

y entonces 

dz = q( t)zdt + c( t)z o dvV +Edt+ TJ o dlV. (34) 

Despreciando los terminos pequeiios en (34), obtenemos la EDE 

dz = q(t)zdt + c(t)z o dVV, (35) 



(. 
' 

.,. 

,~. 

12 DIEGO BRICIO HERNANDEZ 

que describe las "perturbaciones:' a partir de la trayectoria ~· N6tese que los 
coeficientes q(t) y c(t) son determin!sticos, pues hemos fijado una trayectoria · 
del proceso x. 

Se obtiene un caso especial cuando los coeficientes q y c\ ... , cP son ma
trices d x d constantes, a -saber 

p 

dz = qzdt + Z ckz o dH!k, 
k=l 

(36) 

Por otro lado, la dinamica de un sistema de este tipo esta gobernada par los 
valores propios de sus matrices coeficientes, que bien pueden ser complejos. 
De hecho, podemos pensar que q, c1 , ... , cP son escalares, valores estimados 
de dichos valores propios, caso en el que z, 1'V1 , ... , H'p seran necesariamente 
escalares y complejos. Nos restringiremos a este caso escalar complejo. 

Es clato que la ecuaci6n escalar co:mpleja (36) es la EDEmas sencilla que 
quisieramos tratar .bien mediante un metoda numerico, digamos el metoda 
RKE (14). Por lo tanto, la tomaremos como ecuaci6n de pru:eba -alternati,;a 
a (22)- para investigar la estabilidad de un metoda numerico para la inte
graci6n de EDE's. 

En contraste con (22), que representa un sistema lineal, esta nueva ecuaci6n 
de prueba.representa un sistema no lineal, ya que el termino estoca.stico con
tiene productos de la funci6n incognita por el ruido blanco. Mas precisa
mente: la ecuaci6n (22) es lineal con ruido blanco como termino forzante y 
la correspondencia rv f--7 z es afin; en cambio, la ecuaci6n (36) es lineal ho
mogenea en z, pero la dependencia corresponden_cia lV r--+ z. no es ni siquien 
afin. 

· Para especificar (36) en modo tal que se garantice que sus soluciones 
decaigan, procederemos como sigue: Sean o:,w, Q, Uk, Vi. como en la secci6n 
3 y sean ck := Vi(Pk + Tki) -=J. 0, (1 ~ k ~ p). Entonces, la EDE (36) es 
equivalente al sistema vectorial real 

p 

d( = Q(dt + E ( Ck( 0 dUk + Dk( 0 clFk) '. ..:~(37) 
k=l 

donde ( := (Re (, Im ()T, y 

Ck := ( Pk -Tk J , D.!.::= (. -p:.k _:_Pk J , k = 1, ... ,p. (~S) 
T!; Pk J " -Tk J 

-~·----·--··-···-----~~- ---~-----·-·--------·--------·-----~----------· ----
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N6tese que las matrices en (3S) conmutan entre s1, por lo que los campos 
vectoriales que multiplican a los diferentes dUk y dl'k en (37) conmutan en 
el sentido de (32). 

Ademas, la ecuaci6n (37) muestra que resolver la EDE de Stratonovich 
(36} mediante un metoda RKE equivale a discretizar la correspondiente EDE 
de Ito dz = qz dt + 2:);=1 ckzd~Vk, sin ninguna correcci6n adicional. En 

efecto, dado que ( Ck) 2 + ( Dk) 2 
= 0, k = 1, ... , p, el termino de correcci6n 

prescrito en (31) se anula. For lo tanto, (37) es equivalente ala EDE vectorial 
de Ito con los mismos coeficientes de difusi6n y de deriva. Ademas, sigue 
del Teorema 2.1 que el termino de deriva se debe corregir antes de que se 
aplique un metodo RKE. Sin embargo, la correcci6n consiste en substraer 

A I: { ( Ck) 2 + ( Dk) 2 } ( del coeficiente de deriva Q(, por lo que la ecuaci6n 

permanece inalterada. 
Por lo tanto, podemos concentrarnos en las propiedades de estabilidad de 

la ED E bidimensional de Ito que se obtiene al reemplazar odUk y od}'k en 
(36) con dT-h and dl'J;, respectivamente. 

Notese que z(t) = 0 siempre es una soluci6n de (36), yes asint6ticamente 
estable en media cuadratica si P(t) := E (z(t)z(t)T) -+ 0 cuando t -+ oo 
-vease (1]- para cualquier soluci6n z que no se anule identicamente. En 
efecto, un calculo directo basado en la formula diferencial de Ito prueba que 
P satisface el problema con valores iniciales 

p 

P - QP + PQT +I: ( ck pckT + Dk P DkT), (39) 
k=l 

P(O) - E ( z(O)z(O)T) . 

Este es un sistema lineal con coeficientes constantes, con una unica soluci6n 
de equilibria dada por P(t) = 0 para valores adecuados de sus parametres. 
Sea v la relaci6n fl.uctuaci6n-disipaci6n de (26), con Ck en lugar de ak.· 

Teorema 4.3 La solHci6n de equilibria de la version de Ito de {36) es asin
toticamente estable en media cuadrdtica siRe (q) <-lim (q)l, 0 < v < 1. 

v ease (9] para la demostraci6n de este resultado. 
Si se aplica un metoclo RKE a la ecuaci6n de prueba (36) -o a su version 

de Ito- resulta una ecuaci6n en diferencias, cuya soluci6n puede refl.ejar el 
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cornporta.miento de la correspondiente soluci6n de (36). Resulta natural 
definir estabilidad numerica como sigue: 

Definicion '*.4 Un metodo numerico se llamara estable si, al discretizar la 
ecuaci6n de prueba (36) con soluciones no cero que decaen, la soluci6n de la 
ecuaci6n en diferencias resultante tambien decae a cero. 

r-::: -R . ...:] .J 1 "1" 3 d o l eg1ones ue es ~aon1o.a ·. 

Igual que para las EDO's, para las EDE's se pueden disefiar tecnicas numei:icas 
adaptativas que controlen el tamafio del paso de integraci6n para evitar la 
acumulaci6n de errores de redondeo. Tales tecnicas usan como base los re
quisites de convergencia, ademas de las regiones de esiabiliclad con objeto de 
limitar la elecci6n del paso. Veamos como se puede introducir el concepto de 
region de estabilidad correspondiente a la definicion 4.4. 

Una aplicaci6n directa del metodo RKE (14) a la forma de Ito de la 
ecuaci6n (36) conduce a la ·version discretizada 

(40) 

. ( 41) 

esta definido para todos los vect01:es z := (z0 , z1 , ..• , zP) E (EP+l para los 
cuales I- L:~=o zkAk es im·ertible. 

NOTA: a) Los factores de crecimiento 

son variables aleatorias complejas que dependen de todas las componentes 
del metodo RKE bajo consideraci6n. b) Si A1 = · · · = Ap, b1 - ·; • = bp, 
entonces el factor de crecimiento de simplifica, clanclo lugar a 

S(z) = R (zo + z1 + · · · + zp), z E(EP+l. (42) 

,jl 
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La soluci6n de ( 40) corresponcliente a una dada condici6n inicial z0 es 

( 43) 

y una condici6n suficiente para la estabilidad ( es decir, ZJ --+ 0 as t --+ co) es 
que ISJI < 1 - c:, j = 0, 1, ... para E > 0 dado. De acuerdo con lo anterior, 
el metodo es estable si la imagen deS es un subconjunto compacta del disco 
abierto unitario en(/), solo que este requisito es demasiado restrictive. En 
particular, para (14) con A1 = · · · = Ap, b1 = · · · = bp, de la ecuaci6n ( 42) 
se sigue en este caso que el metodo RKE correspondiente es estable en este 
sentido si y solo si R transforma todo el plano complejo en un subconjunto 
compacta del disco unitario. As! pues, ningun metoda RKE con R invertible 
es estable. En particular, los metodos RKE cuyo factor de crecimiento es una 
transformaci6n lineal fraccional no singular son necesariamente inestables. 
Por ejemplo, el metodo REE (16) con f-l = (3 = A = "'( no ser1 estable para 
ningun "f E [0, 1]. En efecto, su factor de crecimiento es R(z) = 1+1(~~;)z, que 
claramente es no singular. 

Conviene re]ajar algo los requisites de estabilidad para evitar los inconve
nientes ardba seiialados. Podemos hacerlo mientras explotamos el caracter 
estocastico del factor de creciwiento, busca:ndo clefinir regiones de estabilidad 
para el metodo RKE (14) que refl.ejen la naturaleza probabilistica del pro
blema. Para ello, n6tese que cada ck D.lllk es una variable aleatoria Gaussiana, 
con media cero y varianza l~kl 2 h, con h := ~t. Entonces, la probabilidad de 
que ISJI < 1 - e: se puede evaluar mediante 

donde cada Zk es una variable aleatoria compleja Gaussiana con media 0 y 
varianza 1 cualquiem. En particular, podemos tomar Zk = exp-i·arg(ckl(XJ:+ 
i1''k)/ 0,, donde tanto Xk como Yk son independientes y N(O, 1). Si definimos 

z := qh, vk = (p~ + rf)j,B, k = 1, ... ,p, resulta que jCkjy'h = J2vk1Rezj. 
Por lo tanto, la probabilidad de interes es 

don de Xk, Ykl k = 1, ... , p son Gaussianas estanclar e inclependientes. 
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Por el Teor~ma 4.3, hay estabilidad si Rez < -Jimzj, 0 < v < 1. En la 
practica, nos interesara caracterizar las regiones del plano complejo z para 
las cuales la pro babilidad en ( 4"1) es cercana a 1 (para cualquier elecci6n 
ra"·onable de relaci6n :fluctuaci6n-disipaci6n v). Sea e: > 0 dado de antemano. 
De:finamos, para cada valor de v E [0, 1], el conjunto Ge,v formado por todos ---.. 
los n{tmeros complejos z que satisfacen las condiciones a) Rez < -IImzj, 
b) la probabilidad en ( 44) pasa de 1 - e:. El conjunto bidimensional Gc,v 

·· se llama la Tegi6n de estabilidad con riesgo e: co-rrespondiente a v para el 
algoritmo RKE (14). 

Suponga que la relaci6n de fl.uctuaci6n a disipaci6nsea v. Si se elige h 
de tal manera que qh E Ge,v, se asegura que la condici6n de estabilidad 

se cumpla en por lo menos 100(1- e:)% de los casas. Veamos a coritinuaci6n 
un algoritmo de simulaci6n para el d.lculo de dichas regiones de estabilidad3 

como funci6n de los parametros que caracterizan el metodo Rl<E en cuesti6n, -------· - - · --------
digamos del vector B E 0. 

El procedimiento para la simulaci6n tiene cuatro parametros ( d~notados 
porN, R, my n) ademas deB, de los cuales N, my n son enteros positivos. 
R es la distancia maxima a partir del orige1i que define la parte de la cuna 
Re z < - Im z que se va a explorar; se genera una malla r dentro de este 
sector de. la manera siguiente: dividanse los intervalos 0 :::; r :::; R y 3rr j 4 <-
e < 57r 14 en m y n subintervalos de igual longituci, determinando as1 los 
puntas 1·o < r 1 < ... < rm y 80 < 81 < ... < en, respectivamente. r consta 
detodoslospuntosrj(cosBk+isinOk), j=0,1, ... ,m, k=0,1, ... ,n. N 
es eln.umero de conjuntos de 2p n{tmeros Gaussianos estandar independientes 
que se van a generar en cada punta z E r, generados por ejemplo segun el ·--
metoda polar [6]. 

Para ca.da B E 0 y para cada elecci6n dee:> 0 y v E (0, 1), se estima la 
·probabiliclad ( 44) mediante la -f~ecuencia relativa p, que a ~u vez se calcula 
en el modo siguiente: 

3 Aun en los ejemplos sencillos, el ca.lcuJo analitico es prohibitive. 

,, 
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I* Procedimiento: estimaci6n p 
p6ngase contador:= 0; 
para k = 1, ... ,N{ 

} 

generense 2p nlirneros gaussianos estandar 
e independientes, x1 ,y1 , ... ,xp,yp; 

p6ngase 0' := S(z; J2vkiRe zi(xk + iyk), k = 1, ... ,p); 
si Ia! < 1, sumele 1 a contador; 

hagase p := contador/ N; 

lT 

Ya especificado este c<:Uculo, el procedimiento de simulaci6n se puede ex
presar como s1gue: 

I* Procedimiento: ca.lculo de la region de estabilidad *I 
EJ.ij anse e, E, v; 

para cada. z E f { 
estir;(GSe p; 
clecidase: z E r si y solo si p > 1- E. 

} 
En [9] se reportan dlculos hechos para N = 1000, 1n = 10, n = 5, R = 10 

sobre el metodo RKE 6ptimo -en cuanto a orden de convergencia- (16), con 
A= fJ = ~' f3 = "/ E [0, 1] = 8, es decir 

0 
1 
1 

0 0 
1-1 I 
1/2 1/2 

0 
1 
1 

0 0 
1 -~ "'f 
1/2 1/2 

Este algori tmo RI\E corresponde a la discretizaci6n 

( 45) 

Xi+l-Xi - [~f(ti,xi)+~f(ti+1,xf+1 )]D.ti+ .(46) 

+ [~0' (ti, Ii) +~a (ti+l, xf+l)J D.~·Vi 
xf+1 -Xi - [(1-!)f(ti,xi)+!f(ti+b:rf+l)]~ti+ ~---(47) 

+ [(1-!)a(ti,xi)+··w(ti+l,xf+l)]D.T·Vi, 

cuyo superindice p esta por "predictor". 
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.A .... bstract 

This paper deals 'With the numerical stability of methods for the 
solution of stochastic differential equations of tile ho type, with spe
cial emphasis on the Runge-Eutta family. The simplest approach to . 
stodJ.astic numerical stability involves a direct extension of the well 
known concept of A -stability, which is defined with respect to a linear 
stochastic differential test equation. Hmvever, this stability concept 
presents serious disadvantages, e.g. a numerical method is stable re
gardless of how the stochastic term in the equation is discretized. 
Th.is is clearly unsatisfactory, and calls for a more refined analysis. 
Thus, a nonlinear test equation is introduced, and numeric;al stabil
ity of a method is defined in terms of it. Stability regions are then 
defined probabilistically, and a simulation algorithm is presented for 
their computation. 


