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Resumen

Se estudian los métodos numéricos para la solucién de ecuaciones
diferenciales estocdsticas del tipo de Ito, en especial los de Runge-
Kutta. El interés principal es el de investigar la estabilidad numérica
de dichos métodos, para lo cual se comienza por definir dicho con-
cepto. La primera versién es una extensién obvia de la A-estabilidad
(respecto a una ecuacidn de prueba lineal) al caso estocéstico, pero
resulta ser demasiado restrictiva: la A-estabilidad de un método es
independiente de la discretizacién del término de difusién. Por ello se
desarrolla un concepto de estabilidad numérica més sofisticado, basado
en una ecuacién de prueba no lineal. Se define el concepto de region de
estabilidad en forma probabilistica, y se presentan los aspectos com-
putacionales requeridos para el célculo de dichas regiones.

Clastficac¢idn Temdtica de la AMS (1980): 65L20 (principal), 60H10, 34F03,
65107, 93E15

Palabras clave: Estabilidad numérica, métodos Runge-Kutta, métodos im-
plicitos, ecuaciones diferenciales estocisticas, estabilidad estocistica. -

*Este articulo recoge parte del trabajo conjunto realizado con Renato Spigler, de la
Universidad de Padua (Italia), durante el afio académico 1990-1991. Véase la Bibliografia.
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1 Soluciones numéricas.

Se construye una solucidn numérica del problema con valores iniciales

P
dz = b(t,z)dt + > o (t,z) dWF, to <t < Tjzy = o (1)

k=1

especificando, para cada entero positivo n,

o una particién 7™ de [t, T, digamos t, = t§» < ¥ < ... < t,(:‘) =
T, donde k, crece en forma mondtona con n, a la cual corresponden

incrementos At := t,(_’;)l ~t™ i =0,1,...,k, — 1, y norma 7™ =
maXogicka, A8 5
& una sucesién finita {:L'o = z{, 2™, ... ,xiz)} de vectores d-dimensio-

. nales, con :z:,(n)

Wi(t), 1= 0,1,...,k,—1 delos procesos de Wiener Wy, k=1,...,p,
y donde :p,(") “aproxima” z (tfn)) ,1=0,1,...,k, en algin sentido;

o un método de interpolacién que transforme la sucesién finita de vec-
. n ’ .
- tores aleatorios {xg .’.,x&"’,... ,:z,'f:‘)} en el proceso estocastico (™ o=

{:z:(")(t), to <t < T} con trayectorias continuas.

Con frecuencia se construyen particiones uniformes, tf_’f_)l = tgn)—{—At(”)‘, 7=
0,1,...,k,—1, aunque de variarse el tamafio de paso —quiz4 en forma aleato-

ria, véase [2]- se podrian quizd obtener mejores resultados (a un costo com-

putacional mayor, es claro). :
. ., ;o ., . n n n i
En una aplicacidn tipica, la sucesidn finita {;ré ), mg ), cee, mg_n)} se genera

reemplazando la ecuacidn diferencial estocastica (EDE) en (1) por su versién

independiente de los incrementos fuuros Wy (ti41) —
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_integral, aplicada a un subintervalo genérico [tf ), tf_’,‘_)l] a saber

£

(tfi)l) (tg"‘)) (’;’1 f(s,z(s))ds + Z/((n) (s,2(5))dWi(s)

A continuacién, se usan reglas de integracién numérica para aproximar cada
una de las p + 1 integrales sobre [¢;,¢;41] en términos de los valores de z(t)
para t € (™. Toda una familia de reglas de integracién numérica tiene la
estructura

/: p(s)ds = {Em: bjo(a + th)} h + error, (2)

i=1

donde h:=b—ay

C1S cen SCm, (3)
b;20,j=1, ... m; ) bj=1 (4)
i=1

Férmulas como (2) se han utilizado para discretizar las integrales estocésticas
en (1) p.ej. en [10], [13] and [14]. Si se elige la férmula (2) con pesos
b; = bk,j =1,...,m, se obtiene

/ab o*(s,2(5))dWi(s) = {Z bt k(a + ¢;h,z(a + th))} AWy + error, (5)

j=1

donde AW, = Wi(b) — Wk(a), parak=1,...,p
Se obtiene un ejemplo sencillo de lo anterior cuando se elige la regla de
integraciéon numérica

/ab ¢(s)ds = ¢(a)(b — a) + error | (6)

para aproximar cada una de las integrales, con lo que resulta el método de
Euler

E+)l_$()+f( ) +ZG (x y Ty )AI’V}EZL% (7)
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donde ‘
AW = W, (43)) — Wi (£7) (8)
Si se eligen las reglas de integracién numérica de otra manera se ob-
tendrd un algoritmo distinto para la generacién de {x((,"),:vgn), )} Por

supuesto, tanto la convergenc1a. como la estabilidad dependen de 1a eleccién
de regla de integracién numérica. Por lo que respecta a la interpolacion de
los resultados, quiza la mejor eleccién sea una simple interpolacidn lineal
por segmentos, por su sencillez y porque el proceso obtenido z(™(t) tiene ya
trayectorias continuas. ’

2 Métodos Runge-Kutta para EDE’s.

Como es bien sabido, la familia de Runge-Kutta (RK) resulta de hacer una

eleccién combinada de reglas de integracidén numérica sobre cada subintervalo

[t(”), i,(i)l] [3]. Se requieren p-+1 métodos RK: uno para el cerLc1ente de deriva

f y el otro para cada uno de los términos con ruido.

Sean z, and 2} aproximaciones a z(a) y z(b), respectivamente, para un
subintervalo dado [a, ] en una particién de [to, T]. Para discretizar la EDE
(1), usemos P + 1 reglas de mtecrracmn como (2), obtemendo

Jj=1

Ty — Ty = {i b?f (tj,x’)} At + Z {Z b;’ak(tj,a:j) } AWk 9)

donde At :=b—a, t; := a + ¢;At, y 27 es una aproximacién a z (¢;).
- Lafamilia de metodos Runge-Kutta estocisticos (RKE) resulta de acoplar

(9) con algoritmos semejantes que den los valores intermedios 27,5 =1,...,m.

En efecto, de

o =g, +/ ))ds + ];/ k(s z(s))dWy.(s ) | .v | (10)

se obtiene

R m p (m " ‘ : | .
o=, + {Z s f (tz,:c‘>} At+ Y {Z afo (tz,l‘l)} AWy, j=1,...,m
=1 k=1 \[=1 .
| (11)
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Si se aplica el método RKE general (9)-(11) alos casos: a)d =1, f =1,0F =
0, k=1,...,pand b) d =1,f = 0,06 = 1,6/ =0, | # k, se obtienen las

condiciones
T

Sbh=1,k=01,...,p (12)
=1
Por otro lado, en el caso a) obtenemos también Y7 % =¢;, 1 < j < m.
Definamos c;? = a;?,,j =1,...,m, k= 1,...,p, con ¢} := ¢j, para
obtener las condiciones

Za§,=c§,1SjSm,k=0,1,---,P (13)
=1

que deben satisfacer los coeficientes de (9)-(11). A veces se elige ¢f =¢;, k=
1,...,p (véase [13] y (7), as{ como los ejemplos dados en las siguientes sec-
ciones), pero no hay ninguna ventaja real en hacerlo aparte de la mayor
sencillez en la implementacién computacional del correspondiente método

RKE.

Definanse los vectores by, ¢, € IR™, junto con la matriz 4y € R™*™

T T
— (k" — {1k k e (F k L
como Ap := (aﬂ)jl=1, by, 1= (bl""’bm) , Ck 1= (cl,...,cm) , para k =

0,1,...,p. Entonces, los p 4+ 1 métodos RK en (9) y (11) se pueden denotar
mediante el conjunto ordenado de “tablas de Butcher”

ce | Ag

T , k=0,1,...,p, (14)

mientras que las condiciones adicionales (12) y (13) se escriben en forma
abreviada
1=1, All=c, k=0,1,...,p, (15)

donde 1 := (1,...,1)”. Cada una de las p + 1 matrices en bloque en (14)
se llama una componente del método, y corresponde a un método RK para
EDO’s deterministicas. La componente 0 se conoce como deterministica, en
tanto que las restantes p se llamardn estocdsticas. Asi pues, la discretizacién
de EDE’s como (1) requiere p + 1 métodos RK -quizd distintos, uno para
la integral deterministica y uno para cada integral estocdstica. Un método
RK para EDO’s es explicito si su matriz de coeficientes A es estrictamente
triangular inferior; en caso contrario, se dice que es implicito. La importancia
de esta distincidn es que en el caso implicito hay que resolver un sistema de
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ecuaciones en cada subintervalo, con el consiguiente recargo computacional.
Podemos resumir lo anterior en la siguiente

Definicion 2.1 El conjunto ordenado de métodos RK en (14)-(13) se llama
un método de Runge-Kulta estocdstico (RKE) con m etapas intermedias. Se
dice que es explicito si todos sus componentes lo son; en caso contrario se
conoce como implicito. :

Una coleccién muy importante de ejemplos de metodo RI\E es la famzlm
generalizada de Heun, dada por

0 0 0 0 0 0
1| 1-v 7 1 1 1-8 8 (16)
1| 1—p p 1 ]1=X2

donde B, A, v, € [0,1].
Se puede usar el error uniforme en media cuoadrdtice,

Byi= sup Ea™(t) - 2()|’

tg<i<T

para cuantificar la calidad de un método de aproximacién como 105 que ape- ‘
nas hemos descrito (no necesamamente RL{E) -

Definicion 2.2 Un algoritmo numérico para la solucidn de (1) converge uni-
formemente en media cuadrdtica si R, — 0 cuando n — oo para cualquier
eleccidén de coeficientes f y o y condicidn inicial zo que garanticen existen-

- cia y unicidad de la solucidn. Se dice que el algoritmo tiene orden global de

convergencia v* si R, = O (h*) cuando h — 0, donde HT@H <h, n2>Ll

En los trabajos [8] y [9] hemos estudiado la convergencia de los métodos RKE
generales (explicitos e implicitos). Ah{ se demuestra el siguiente resultado
aplicable a métodos RKE en dimensidn 1 (p =d =1):

10Observe que este concepto de orden de convergencia difiere del de otros autores, p.ej.
[13]: éste es el de Riimelin dividido por 2.M4s atn, este error es global, mientras que otros
autores counsideran el error en un paso unicamente.
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Teorema 2.1 Supongamos que f,o : RX IR — IR tienen derivadas acotadas
hasta orden 2. Fnionces, la solucidn numérica de (1) obtenida mediante el
método RKE (14), (15) converge uniformemente en media cuadiatica a la
solucidn {y(t),to <t < T} de '

dy = 1)+ A Gt & (1)
+ o(t,y)dW, y(to) = z (o),

© donde )

/\___{ 0, S1 'm=1, (18)

ble;  sind.

Fl orden de convergencia no puede ser mayor que 1, y esta cote dptima la.

realiza la familia generalizada de Heun (16).

- o 233 3 ﬁf‘l' 3 o

3 A-—estabilidad estocastica.

Es natural comenzar el estudio de la estabilidad numérica a partir del con-
cepto clasico de A-estabilidad, introducido originalmente en [4]. Se requiere
que los modos que decaen exponencialmente en la solucion de la ecuacidn
diferencial estén bien aproximados en la solucién numérica, por lo que

2 =qz, ¢,Re(q) <0 (19)

(con z(t) € para cada t € IR) es la ecuacién de prueba que resulta natural
elegir en el caso deterministico [5]. Aplicado a (19), un método RK como

cl A
T3 (20?
conduce a la ecuacion en diferencias
ziy1 = R(qh)x, (21)

cuyo factor de crecimiento R(-) estd dado por R(z) := 1+ zbT(I — zA)711.
Se dice que el método RKX (20) es A-estable si R transforma el semiplano
izquierdo de @ en el disco unitario abierto.
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La ecuacién de prueba mas sencilla que generaliza (19) al caso estocastico
dz = qzdt + 5 o*dWj, Re(q) < 0. (22)
k=1 .

Tal ecuacidn se obtiene linealizando la EDE auténoma?

, -
dz = f(z)dt + > o*dW;,

k=1

alrededor de un estado de equilibrio del sistema no perturbado, digamos Z con
f (&) = 0. De nuevo, requeriremos que se preserven los modos que decaen
exponencialmente a pesar de la discretizacién. :
Supondremos en lo que sigue que ¢ := —a +iw (o > 0), 7 ¢* = V2(pi =
i7t), k =1,...,p son constantes complejas, z 1=  + ty, y W = \—/1—5(U;; +
Vi), k= 1,...,p. Aqui z e y son procesos estocésticos reales, en tanto
que todos los procesos de Wiener Uy y Vi son independientes. Usando.la
representacién matricial 2 x 2 de los ndmeros complejos, la EDE compleja
(22) se puede expresar en forma matricial real, a saber hE

d¢ = QCdt+ 3 T*dBy, o (23)

» _ ) k=1
donde v o o
. — —W 3 Pk —Tk . _
= ] SF= L f E=1,...,
Q .(w __a) (m_pk-)’ =1,..p

y (= (x,y)T, B := (T, V_)T ..Supongamos que ((0) es Gaussiano, indepen-
diente de los procesos de Wiener Wy, £ =1,...,p. Entonces ( es un processo
Gaussiano bidimensional dado por - :

. p t T
C(t) = (0 + / =92TR 4B, (s), t > 0. -
' k=170 SR

Su media m(t) = E((¢) y;su matriz de covarianza

K1) = E (¢() — m(t)) (¢(¢) — m(®))”

2 . . . . . . ’ .
que a su vez se obtiene corrompiendo el sistema dindmico auténomo & = f(z) con p
fuentes independientes de ruido blanco Gaussiano aditivo. :
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estén dadas por

m(t) = Y E¢(0)

P t .
K(t) = ¢9Cov (((0)) 'Y + ) [ =9k ()" =207 g,
k=170

respectivamente, como resulta de las propiedades elementales de la integral de
Wiener [12]. M4s atn, K satisface el problema con valores iniciales asociado

a la ecuacién diferencial de Lyapunoff

K=QK+KQT + fj n* (zk)T, K(0) = Cov (¢(0)), (24)
k=1

como se verifica directamente. Obsérvese que, puesto que « > 0, la ecuacién
diferencial (24) tiene una tnica solucién de equilibrio &, la cual satisface la
eecuacidn algebraica de Liapunoff

QK +RKQT+ 5 2* (zk)T = 0. (25)

Un célculo simple muestra que la matriz de covarianza en estado estacionario
asociado con la ecuacién (23) es K = vI, donde
P k(2
y = k=l il , (26)
20 :

cociente que representa una relacién de fluctuacién—disipacidn [7]. En forma
analoga, la estabilidad de @ (es decir, el hecho de que a > 0) implica que
m(t) — 0y K(#) = K cuando t — oco. Asf pues, la ecuacién de prueba (22)
tiene una unica solucion de equilibrio, misma que es un proceso estacionario
Gaussiano z con media cero y varianza . Maés ain, cualquier otra solucidn
de la ecuacion diferencial de Lyapunoff decae exponencialmente a ésta.

Si se aplica el método RKE (14)—(15) a (22), se obtiene que
' P
zip1 = Ro(gh)z + Y Ri(gh)o" AW, (27)
k=1

donde

Ri(z) =1+ zepbl (I — 240)7'1, k=0,1,...,p. (28)
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(cp := 0)). La solucién de (27) con la condicién inicial z(0) estd dada por

zi = Ro(qh)'z(0 +ZG’LR;: qh) TRO qh)ITIAW, (29)

j=0
Finalmente, un calculo elemental muestra que
) E2(0),
) 2
Ri(gh)? (ak)
— Ro(gh)?

por lo que existe una distribucién limite de la solucién de la ecuacién en
diferencias (27) si y sélo st |Ro(gh)] < 1. Una tal distribucién es Gaussiana,

’ P: (qh) U}' 2
con media cero y varianza h )\, —1= Ro((h)" -

Ez; = Ro(q/
Cov (z) = Ro(gh)¥Cov(z(0)) + hi (1 _ Ro(qh)g,;) ,

. Definicicn 2.3 Se dlCP que el a 16011tmo RKE (14)- (U) es A-estable si Ro
~ manda en el disco abierto unitario a todo complejo z con Re (z) < 0.

En términos de este comepto los desauoﬂos pr t,cec.entes se pueden re-

surnir en el smmente enunciado:

Teorema 3.2 Fl método REFE (14)-(15) es A- estable st y sélo st lo es su
componente deterministico.

Asi pues, la discretizacidn del término de deriva controla la estabilidad

numérica. Esto es asi sélo porque el término de difusién de la ecuacién de

prueba (22) no depende de z. El concepto de A-estabilidad es muy sencillo y

+ facil de aplicar, pero ya se ve que es muy restringido, por lo que convendrad -

substituirlo por otro mas.idéneo en la préxima seccién. Véase [§] para una

-exploracién més detallada del concepto de A-estabilidad numeérica en el caso

estocdstico.

4 Estabilidad numérica no lineal.

Consideremos la ecuacién (1) en su forma de Stratonovich,

, .
dz = f(t,a)dt + > o (t,z) o dW*, 1ty <t < Tz = 20 (30)
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donde
14 a k
> gy (31)

k=1

t\.'JIr—-l

Supongamos que los coeficientes b,c?,...,0" son continuamente diferencia-
bles y que el problema (30) tiene solucién unica. Supongamos que los campos
vectoriales o(¢,-),...,0'(¢,+) conmutan en el sentido de las dlgebras de Lie,
es decir

[ak,a’] =0 ——0" = (32)

Siguiendo a [16], la ecuacién (30) se puede considerar en forma trayectorial
-y lo haremos asi- al menos fuera de un evento excepcional N con P(N) = 0.

Sea Z una solucién particular, z una segunda solucién de (30) con z(0) s
#(0). Sea wg € 1 — N, £&(t) := Z(t,wp) y escribamos z(t) = z(t,w) :=
z(t,w) — €(¢). Por la hipétesis de diferenciabilidad,

FILED +20) = FLED)+ D (1Ew) (D) + ()

o (1,E(1) +2(t) = o (€t >>+ai<t £) =(8) + 1(2),

donde los procesos estocasticos € y 7 son “pequefios” siempre que z sea
“pequenio”. Entonces,

z(t) — 2(0) = ( £(s)) z(s)ds + Z /t 9o z(s) o dW (s)

/ ds—{-/ s)odW(s

Definamos 5 »
alt) = 5L (4, E(0), <lt) = oo (1,€(1) (33)
y entonces —
dz = q(t)zdt + c(t)z o dW + edt + 1 o dW. (34)

Despreciando los términos pequetios en (34), “obtenemos la EDE

dz = q(t)zdt + ¢(t)z o dW, (33)
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que describe las “perturbaciones” a partu de la Lra/ectorm . Nétese que los
coeficientes ¢(t) y ¢(t) son deterministicos, pues hemos ﬁJa,do una trayectoria
del proceso Z.

Se obtiene un caso especial cuando los coeﬁuentes q y ¢%,...,cP son ma-
trices d X d constantes, a saber

P .
dz = qzdt + 5 Fz 0 dW, | (36)
k=1

Por otro lado, la dindmica de un sistema de este tipo estd gobernada por los
valores propios de sus matrices coeficientes, que bien pueden ser complejos.
De hecho, podemos pensar que g,c',...,c? son escalares, valores estimados
de dichos valores propics, caso en el que z, W1,..., W, serdn necesariamente
escalares y complejos. Nos restringiremos a este caso escalar complejo

Es claro que la ecuacién escalar compleja (36) es la EDE mds sencilla que
quisiéramos tratar bien mediante un método numérico, digamos el método
RKE (14). Por lo tanto, la tomaremos como ecuacion de pruebe —alternativa
a (22 ) para investigar la estabmc d de un metodo numérico para la inte-
gracién de EDE’s. ' _

En contraste con (77) que remescnta un sistema lineal, esta nueva 2 ecuacion
de prueba representa un sistema no lineal, ya que el término estocdstico con-
tiene productos de la funcién incdgnita por el ruido blanco. Maés precisa-
mente: la ecuacién (22) es lineal con ruido blanco como término forzante y
la correspondencia W +— z es afin; en cambio, la ecuacién (36) es lineal ho-
mogénea en z, pero la dependencia correspondencia ¥ — z no es ni siquiera
affn. | | |

-Para especificar (36) en modo tal que se garantice que sus soluciones
decaigan, procederemos como sigue: Sean a,w, @, Uk, Vi como en la seccién
3y sean ¢ := 2(pr + i) # 0, (1 < k < p). Entonces, la EDE (36) es

equivalente al sistema vectorial real

d¢ = Q(dt+Z(C"g o Uy + D*¢ o dV%) ,- o _;f:;(37j

k=1

¢t (P T, praa (TR hsnp ()
ko Pk P Tk -
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Nétese que las matrices en (38) conmutan entre si, por lo que los campos
vectoriales que multiplican a los diferentes dUy y dV}. en (37) conmutan en
el sentido de (32). A

Ademas, la ecuacién (37) muestra que resolver la EDE de Siratonovich
(36) mediante un método RKE equivale a discretizar la correspondiente EDE
de Ito dz = qzdt + YF_, cF2dWy, sin ninguna correccidn adicional. En
efecto, dado que (Ck)2 + (Dk)2 =0, k=1,...,p, el término de correccién
prescrito en (31) se anula. Por lo tanto, (37) es equivalente a la EDE vectorial
de Ito con los mismos coeficientes de difusién y de deriva. Ademads, sigue
del Teorema 2.1 que el término de deriva se debe corregir antes de que se
aplique un método RKE. Sin embargo, la correccién consiste en substraer
Ay {(C’“’)z + (Dk)z}c del coeficiente de deriva Q(, por lo que la ecuacidén
permanece inalterada. ‘

Por lo tanto, podemos concentrarnos en las propiedades de estabilidad de
la EDE bidimensional de Ito que se obtiene al reemplazar odUy v odV; en
(36) con dUy and dV4, respectivamente.

Nétese que z(¢) = 0 siempre es una solucién de (36), y es asintéticamente
estable en media cuadridtica si P(t) := (z(t)z(t)T) — 0 cuando ¢t — oo
-véase [1]- para cualquier solucidn z que no se anule identicamente. En
efecto, un calculo directo basado en la férmula diferencial de Ito prueba que
P satisface el problema con valores iniciales

»
P
P = QP+PQ"+Y. (C*PCH + DFPDMT), (39)

k=1

P(0) = E(2(0)2(0)7).

Este es un sistema lineal con coeficientes constantes, con una tnica solucidén
de equilibrio dada por P(t) = 0 para valores adecuados de sus pardmetros.
Sea v la relacién fluctuacién-disipacién de (26), con ¢; en lugar de o*.

Teorema 4.3 La solucidn de equilibrio de la versidn de Ito de (36) es asin-
toticamente estable en media cuadrdtica si Re(q) < —|Im(g)], 0 < v < 1.

Véase [9] para la demostracién de este resultado.
Si se aplica un método RKE a la ecuacién de prueba (36) —o a su versidn
de Ito— resulta una ecuacidn en diferencias, cuya solucién puede reflejar el
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comportamiento de la correspondiente solucién de (36). Resulta natural
definir estabilidad numérica como sigue:

Definicion 4.4 Un método numérico se llamara estable si, al discretizar la
ecuacién de prueba (36) con soluciones no cero que decaen, la solucidn de la
ecuacion en diferencias resultante también decae a cero.

o

5 Regiones de estabilidad.

Igual que para las EDO’s, para las EDE’s se pueden disefiar técnicas numéricas
adaptativas que controlen el tamafio del paso de integracidn para evitar la
acumulacidn de errores de redondeo. Tales técnicas usan como base los re-
quisitos de convergencia, ademads de las regiones de estabilidad con objeto de
limitar la eleccién del paso. Veames cémo se puede introducir el concepto de
regién de estabilidad correspondiente a la definicidn 4.4. o
‘Una aplicacién directa del método RKE (14) & la forma de Ito de la
ecuacién (36) conduce a la versién discretizada :

g =S (gh, AW, .., AW, 25, (40)

donde AW ; := Wi (tj41) — Wi (t;), k=1,...,p y‘

oot (Soa) (-fa) s

k=0 k=0.

estéd definido para todos los vectores z := (z0,21,...,2,) € C*™' para los
cuales T — Y h_q zxAx es invertible. :
NOTA: a) Los factores de crecimiento

S; =5 (gh, AWy, PAW,)
son variables aleatorias complejas que dependen de todas las componéntes
del método RKE bajo consideracidn. b) Si Ay = -« = A,, by = -+ = b,

entonces el factor de crecimiento de simplifica, dando lugar a

S(z)zR(zo-{-_zle_---—i—:p), zE@"ﬂ. | (42)
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La solucién de {40) correspondiente a una dada condicién inicial zg es
i-1
= | 11 St} =, (43)
=0

y una condicidn suficiente para la estabilidad (es decir, z; — 0 as t — o) es
que |Sjl <1—¢ j=0,1,... para € > 0 dado. De acuerdo con lo anterior,
el método es estable si la imagen de S es un subconjunto compacto del disco
abierto unitario en €, sélo que este requisito es demasiado restrictivo. En
particular, para (14) con A; = --- = A, by = -+ = b, de la ecuacién (42)
se sigue en este caso que el método RIE correspondiente es estable en este
sentido si y sélo si R transforma todo el plano complejo en un subconjunto
compacto del disco unitario. Asi pues, ningiin método RKE con R invertible
es estable. En particular, los métodos RKE cuyo factor de crecimiento es una
transformacién lineal fraccional no singular son necesariamente inestables.
Por ejemplo, el método RKE (16) con g = f = A = v no seri estable para
ningtn v € [0, 1]. En efecto, su factor de crecimiento es B(z) = %}?—z, que
claramente es no singular.

Conviene relajar algo los requisitos de estabilidad para evitar los inconve-
nientes arriba sefialados. Podemos hacerlo mientras explotamos el caracter
estocdstico del factor de crecimiento, buscando definir regiones de estabilidad
para el método RKE (14) que reflejen la naturaleza probabilistica del pro-
blema. Para ello, nétese que cada c* AW}, es una variable aleatoria Gaussiana,
con media cero y varianza |c*|?h, con h := At. Entonces, la probabilidad de
que |S;] < 1 — ¢ se puede evaluar mediante

P(|S (gh,Vh'Zy,..., VR Z,)| <1 =),

donde cada Z; es una variable aleatoria compleja Gaussiana con media 0y
varianza 1 cualquiera. En particular, podemos tomar Z; = exp~"218 )( Xp+
iY%)/V/2, donde tanto X} como Y} son independientes y N(0,1). Si definimos

z:=qh, vp = (p} +18)/8, k =1,...,p, resulta que |C*|v/h = \/2ui|Rez]. .

Por lo tanto, la probabilidad de interés es

(ls( . \/20eRe 2|(Ns +iY3), k:l,...,p) <1> )

donde X, Y, kE=1,...,p son Gaussianas estandar e independientes.
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Por el Teorema 4.3, hay estabilidad si Rez < —[Imz}, 0 <v < 1. Enla
préctica, nos interesard caracterizar las regiones del plano complejo z para
las cuales la probabilidad en (44) es cercana a 1 (para cualquier eleccién
raronable de relacidn fluctuacién-disipacién v). Sea e > 0 dado de antemano.
Definamos, para cada valor de v € [0,1], el conjunto G, formado por todos
los ntimeros complejos z que satisfacen las condiciones a) Rez < —|Imz|,

b) la probabilidad en (44) pasa de 1 — e. El conjunto bidimensional G,
-se llama la regidn de estabilidad con riesgo € correspondiente a v para €l

“algoritmo RKE (14).

Suponga que la relacién de fluctuacidn a disipacién sea v. Sl se elige h
de tal manera que qh € G, se asegura que la condicién de estabilidad

]5( s/‘7uh]Rez|(Ak+zY) i$'=1,...,p>|<1"

se cumpla en por lo menos 100(1 — €)% de los casos. Veamos a continuacién
un algoritmo de simulacién para el célculo de dichas regiones de estabilidad®

como funcién de los pardmetros que caracterizan el método RKE en cuestidn,

digamos del vector 8 € O.

El procedimiento para la simulacién tiene cuatro pardmetros (denotados
por N, R, m y n) ademés de 8, de los cuales N,m y n son enteros positivos.
R es la distancia méxima a partir del origen que define la parte de la cufia
Rez < —Imz que se va a explorar; se genera una malla I' dentro de este

sector de la manera siguiente: dividanse los intervalos 0 < r < Ry 3n J4 <--
8 < 57/4 en m y n subintervalos de igual longitud, determinando asi los

puntos 1o < M1 < ... < 7Ty <O < ... <0, respectivamente. I" consta
de todos los puntos r;(cos O +isinfy), j =0,1,. , k=0,1,...,n. N
es el nimero de conjuntos de 2p niimeros Gaussumos estandal 111depend1entes

que se van a generar en cada punto z € I, generados por ejemplo segin el |

método polar [6].
Para cada § € O y para cada eleccién de e > 0y v € (0,1), se estima la

probabilidad (44) mediante la frecuencia relativa p, que a su vez se calcula

en el modo siguiente:

2 » . . ’ . 2, . o,
2Atn en los ejemplos sencillos, el cdleulo analitico es prehibitivo.
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/* Procedimiento: estimacién p ®/
péngase contador:= (;
para k=1,...,V{
genérense 2p nimeros gaussianos estdndar
e independientes, 1,Y1,...,%Zp,Yp;
péngase o := S(z;/2vk|Re z|(zk +1yx), k= 1,...,D);
si |o] <1, simele 1 a contador;
}
higase p:= contador/N;
Ya especificado este cdlculo, el procedimiento de simulacién se puede ex-
presar como sigue:
/* Procedimiento: cdlculo de la regién de estabilidad */
Elijanse &,¢,v;
para cada z € I'{
estinese p;
decidase: 2z €@ giy sélo si p>1—ec¢.
}
En [9] se reportan célculos hechos para N = 1000, m =10, n = 5, R = 10
sobre el método RKE éptimo —en cuanto a orden de convergencia— (16}, con
A=p=13 B=7€[0,1] = 0O, es decir

0 0 0 0 0 0
1| l=yy _1]l-y7x. : (45)
1] 1/2 1/2 1] 1/2 1/2

Este algoritmo RKE corresponde a la discretizacién

1 1
Tip1 — T = [gf(ti,fi) + §f(fi+1,$f+1)] At; + (46)
1 1
+ [50 (ti, i) + 29 (tig1, $?+1)J AW;
zfiy —zi = [(1=79)f (@) +9f (bipr, 2] A+ 77 (47)
+ [(1 =)o (i, i) + 70 (tipr, 20, )| AT,

cuyo superindice p estd por “predictor”.
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This paper deals with the numerical stability of methods for the
solution of stochastic differential equations of the Iio type, with spe-
cial emphasis on the Runge-Kutta family. The simplest approach to .
stochastic numerical stability involves a direct extension of the well
known concept of A-stability, which is defined with respect to a linear
stochastic differential test equation. However, this stability concept
presents serious disadvantages, e.g. a numerical method is stable re-
gardless of how the stochastic term in the equation is discretized.
This is clearly unsatisfactory, and calls for a more refined analysis.
Thus, a nonlinear test equation is introduced, and numerical stabil-
ity of a method is defined in terms of it. Stability regions are then
defined probabilistically, and a simulation algorithm is presented for
their computation.



