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PREFACIQ.

Esta monografia contiene cinco conferencias dictadas por el autor
ante estudiantes y profesores de la Universidad de Sonor‘a
(Hermosillo), durante la uUltima semana de marzo de 19839. A dichas
conferencias asistié una audiencia muy variada, con miembros. del
Departamento de Matematicas y de la Escuela de Clencias Quimicas, asi
como estudiantes de las licenciaturas en Matematicas, Geologia,

Ingenieria Industrial y de Sistemas e Ingenieria Quimica.

Figura en ella un apéndice dedicado a la ley de la Gravitacién
Universal, en su versién newtoniana, incluyendo su aplicacién a la
descripcién de las érbitas planetarias. Este Gltimo material fué
expuesto ante estudiantes de la Maestria en Educacién Matematica de
la Universidad de Guanajuato, en abril de 1989. Por- otro lado, la
parte referente a los modelos deterministicos a base de ecuaciones
diferenciales ordinarias fué impartido como cursille para estudié.ntes
de licenciatura durante el XVIII.C-ongrfeso de la Sociedad Matematica

Mexicana, celebrado en Mérida, Yucatéan en Noviembre de 1984.

Para ser justos, debemos decir que estas notas constituyen una
parte del material pf‘ebarado durante la imparticién del curso Meodelos
Matematicos, en 1983 y 1985, como parte de 1la Licenciatura en
Matematicas - que ofrece la Universidad Auténoma Metropoiit'ana
(Iztapalapa), en la Cd. de México. Faltaron de incluir aqui un buen
namero de ejemplos, asi como algunas técnicas de aﬁféaximacién para la
solucién de ecuaciones algebraicas y diferenciales, y técnicas .de

simulacién de Monte Cgrlo. Aparte: de los ejefnplos, el material

faltante ha slido ya cubierto por.el autor al menos en pa.rf.e, ‘en'las =

monografias "Andlisis Numérico" y "El método de monte Carlo" que se

citan en la Bibliografia.-——-—--

La seleccién de material obedece a una vieja preocupacién del

autor por entender la relacién de las Matematicas con el mundo .real. .

En particular, entender cémo se originan los conceptos matematicos a
partir de situaciones concretas, mediante lo que comunmente se

denomina "planteamiento de pr'oblemas"f. Para ello, se presenta un buen
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numero de ejemplos, tomados de 4reas.de la Fisica Clasica como la
Mecanica de Particulas y del Medio Continuo, la Conduccién de Calor en
‘Sélidos y la teoria elemental de los Circuitos Eléctricos; se dan
ejemplos- tambien de otras &4reas, mejor identificadas con la Ingenieria
Quimica, como son los fenémenos de Difusién y Reaccién. Sin embargo,
ésta no es una coléccién de ejemplos (clésicos y modernos), asi como
tamboco es una cqleccién de técnicas de solucién de ecuaciones. Su
objetivo es mids bien metodolégico, y los.éjemplos:sirven para motivar

e ilustrarzlqs_ggpceptos importantes.

Uno de'léé Conceptos que ma&s se. ha querido enfatizar es el de

:DETERMINISMO, que resulta fundamental para el plénteamiento de

K problemas. En dos conferencias (la 3‘y'1a 4) se ha buscadd ilustrar el

‘cardcter relativo de este aspecto, que mis bien es una propiedad de
los modelos mateméticos de la realidad'y'no de ésta. Previamente, éﬁ
la. segunda conferen01a se dan los elementos que constltuyen un modeloi
" deterministico, digamos uno a base “de ‘ecuaciones diferenciales. }Dbsf
elementos muy: 1mportantes de todo».modelo ‘son las- representaqiones
matemiticas del espacio y del tiempo, vy en la primera conferencia nos
'zééupamos de elibsL Como subptoducto de{todo io anteridr, en=ié primera
parté de la ﬁltima'conferencia se formuian-algunas "reg%as" para el-
'piénteamiento de problemas, usando la»metpdologia de "elegir primérov

una ley de conservacién y luego una forma:deocélcular los distintos _'
términos de la misma". La-ﬁltima conferencia preéenﬁa ademds -algunas
consideraciones“.metodolégicas sobre la. Validacién der los modelos
magématicos; las técnicas5 de la 1nferenc1a estadlstica ~resultan .

. fundamentales para eilo Finalmente, el apéndice ofrece un eJemplo muyi

completo de un modelo matematlco deterministico vy algunas de susi“

_consecuenc1as..Véas§ el inicio de cada una de las sels_pgptes;vahl se

'da.una descripcién especifica del temé}ffatado.

Algunos libros de eJemplos de modelado matematlco que vale la
'-:péna recomendar  son  [Noble, 1887], : [Haberman 19771, [Andrews-
, McCioné,lSSO], ) [Boyce,19811.[Burgheélﬁdprie,1981],  [Harte, 1985] N
" [Beltrami, 1987], entre otros. Un 11brq¥exce1ente orientado hacia las.

| técnicas de solucién de las ecuaciones es [Strang, 1986]; dos libros de

"técnicas de simulacién" que vale la pena mencionar son ‘.

ii
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[Ferziger, 19811 y [Yakowitz,1977], para no hablar del monumental

~[Press et al.,1988]. Libros donde se desarrollan con gran amplitud los

temas matemdticos aqui tratados (modelos deterministicos), en especial
la parte de reaccién y difusién, son [Aris; 18751, [Fife,1978] y, con
alcance enciclopédico y alto nivel matemAtico, [Smoller,1983]; para la
parte estocéstica, véanse [Nelson, 1967] y [Schuss,1980]. Finalmente,
dos libros sobre modelado matematico que sobresalen del resto, pues
contienen una multitud de ejemplos interesantes que combinan tanto
técnicas de solucién como aspectos metodoiégicos, son [Aris,1978] y
[Lin-Segel, 1974]. Por otro lado, todo buen 1libro de Fisica o

Ingenieria sirve para ilustrar este material..

- En todo el trabajo se ha buscado ilustrar y motivar las.ideas sin
complicar excesivamente la presentacién desde el punto de vista
matemdtico. El nivel matematico presupone un dominio de las Ecuaciones
Diferenciales al nivel de [Boyce-DiPrima,198771, [Braun,1984] o
[Simmons,1972], de la Probabilidad al nivel de [Feller, 19681, y del

Calculo Avanzado al nivel de [Marsden-Tromba, 1987]. Fuera de las

'Matematicas, conviene contar con un conocimiento de la Mecénica y

'Eiectricidad al nivel de .[Resnick-Hallidéy,1980]. Finalmente, los

conceptos de Termodinédmica y Fendmenos de Transporte que aqui se
maﬁejan puedeﬁ consultarse en_‘[Callen,lSBO] 'y [Bird et al.,1861],
respectivamente. Se recomienda la referencia [Cérdenas et al.,1978],
donde se desarrollan alguncos temas de Calculo Avanzado muy en relacién

con su aplicacién termodinémica.

Las figuras, férmulas, etc. se numeran internamente a cada

seccién. En cuanto a las referencias interhas! la férmula k de la

seccién n de la conferencia m se llama (k) en la misca seccién, (h.k)»

v L r i y ) ] 3 '.'~ R . . .
en otra seccién de la misma conferencia y {m.n.k) cuando se le

menciona desde otra conferencia. FinaimenEgL;;ggﬁuagradecgd_al Dr. .

AlfinionFLofés'pob>sus comentarios y sugerep¢ia§"sobre algunos puntos

‘dei'Aﬁéﬁ&ice, y a la Srita. Elizabeth Esparza por su efiéiente labor

de mecanografiado.

'D.B.H., Valenciana, Julio de 1989.
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CONFERENCIA 1.

UN EJEMPLO: LA MECANICA DE PARTICULAS.

En esta conferencia se examina el modelo matemdtico por

-excelencla, la Mécanica Cléasica, en lo que se refiere al movimiento

uhidimensional de particulas puntuales. En la primera seccién se
discuten las diferentes posibilidadés para representar el espacio y el
tiempo en términos 'matematicos. Se concluye que, a pesar de 1lo

limitado de 1la experiencia, que sélo permite efectuar un nimero finito

de mediciones, conviene representar tanto‘el espacio como el tiempo
mediante los puntos de la .recta real (o de un espacio euclidiano de.

dimensién adecuada). En la segunda seccién se dan algunos ejemplos de

particulas que se mueven en un campo de fuerza, cdn énfasis en los

.aspectos relacionados con la conservacién de la energia mecanica. -

- piedra. En particular, nos damos‘ CUéﬁta de -que para hablar de

1.1 La representacién del tiempo y del.espacio{

Problema: "Una piedra cae y se desea predecir su trayectoria".

Comencemos por precisar lo que vamos a entender por trayectoria:

se trata de especificar, en cada instante de tiempo, la posicién de-la..

trayectoria hay que hacerlo en términos de tiempo y -espacio, por lo
que convendra precisar primero estos-éonceptos. Lo haremos desde una

perspectiva empirista, tomando en cuenta los instrumentos' de medicién

" “'a nuestro alcance, que suponemos funcionan correctamepte['“

En la préctica, medimos el ‘tiempo mediante un reloj, que nos da

un cierto grado de pbecisiénL Si ésta es de‘més_dé 1 .seg., lo mas

N

natural es tener como representante del tiempo al conjunto Z de loé

- numeros enteros, y decir que {0} es el preéente;‘{...,-g;;l} el pasado

" imponen los instrumentos ‘de medicién, esfé’elecciénﬁﬁézPepresentante'

y {1,2,...} el futuro. Ademéé'deerepreseﬁ#arAlas restricciones que nos

matemdtico para el tiempo refleja el ordénulineal entre instantes,

‘mediante la relacién = en Z: dados dos ‘instantes s,tezﬁkaecimos que s -

es anterior a t si sst. Esta eleccién de representante matematico para
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el tiempo nos lleva a construir un modelo a tiempo discreto.

Pero sdboﬁgamaéwqﬁe hemos elegido un relocj més fino, que nos da
una precisién mayor, digamos de fracciones de segundo. Méas aln,
tomamos en cuenta la posibilidad de que refinamientos tecnolégicos
sucesivos nos den relojes capaces de distingir entre instantes cada
vez méds préximos. Aun cuando es natural que tales refinamientos tengan
un 1imite, al menos en principio podemos continuar el proceso
indefinidamente. Es claro que si la descripcién del tiempo es discreta
no podemos ‘tomar en cuenta esa posibilidad; necesitamos un
representante matematico del tiempo en el cual sea clerto que "entre
dos instantes cualesquiera hay otro".rEs decir, se trata de conservar
la posibilidad de subdividir el tiempo ‘en lapsos arbitrariamente

cortos, sin perder la relacién de precedencia temporal.

Lo anterior se puede lograr tomando como representante del tiempo
al conjunto @ de los nimeros racionales con su relacién s, en lugar de
(Z,<). En efecto, dados dos inatantes s,teQ, s=st se interpreta
diciendo que s es anterior a t, y si s<t entonces %(s+t)e(s,t). Asi
pues, el tiempo resulta infinitamente divisible y puede darse {0} como
el pfeéeﬂfe, con el pasado (resp. futuro) represeﬁtado mediante el
conjunto de los racionales negativos (resp. positivos).

" Consideraciones andlogas se aplican a la descripcién del espacio:

conviene dividir el espacio en fragmentos cada vez més pequefios, segun

-la precisién que nos permitan nuestros instrumentos de medicién, para

lo cual conviene tomar como su representante tambien al conjunto @ de
los numeros racionales,»ba.-sabiendas de que sera posible dar uﬁa'
descripcién unidimensional del fenomeno. En este caso-la relacién s en
Q@ nos permite ordenar las p051ciones recorridas por la piedra a lo
largo de su caida.

Conviene ™ sefialar “que la visién. que lleva. a describir el
movimiento de la pledra en forma wunidimensional supone que basta
especificar la posicién de una de las partes de la piedra para tenerw
una descripcién completa del movimiento. Parg simplificar las cosas;-

representamos a la pledra como un punto materlial, sin dimensionéé
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fisicas:'la posicién de la pledra es la de dicho puntc material. Esto,
desde luego, es una ideallzacién. Més aun,  despreciamos también
cualquier efecto que puedan tener otros éuerpos ssbre la pledra,
inclusc el viento, la rotacién de lé'Tierra, ¢td. Tampoco interesa la

forma de la piedra, ni su material.

Las simplificaciones anteriores son idealizaciones de un
observador  a escala humana, parado sobre la superficie de la Tierra y
provisto dé sus instrumentos de mediciéd (reloj ; cinta métricaj. 0
quiza, ademds del reloj nuestro qbsePVador dispone de una céamara
fotografica que produce imagines iﬂiérmiteﬁtés pero proéximas en el
tiempé. Segun sus observaciones, la piédravcae a lo largo de una recta

que_pasa por el centro de la‘Tierra,fEQrvlq_que efectivamente bastara

' con especificar en cada instante la.altura a la que se encuentra la

piedra en relacién con el piso-para deéscribir su caida.

Resumiendo: convenimos por ahora en representar tanto el tiempo

como ‘el espacio mediante nuUmeros racionales; en cada instantef ‘la

piedra ocupa un solo punto del espacio y su unico atributo de interés

es la altura a la que se halléd en relaciénzai piso.

Para un experimento daddf‘qbteneMQs;dnaVtabla de vzlores del tipo

de R . s

donde

en tanto que

si X, s la altura inicial.

Podemos refinar muestras mediciones -y entonces iaystabla ~de

resultados sera




even

Tiempo: l t! l t | t’ | - | t’ |

'o:l X’ l x’ | x’ l v | x’ '
Espacio: o n

donde t0=t6, t;=T, con n>m, por lo que los lapsos entre mediciones son
ahora més cortos. Vemos, ademds, la calda de la piedra y tenemos la
conviccién de que ésta "pasa por todos los puntos de la recta a lo
largo de la cual cae". Todo esto nos lleva a postular la existencia de
una funcién x:0—Q, de la cual sdlo conocemos los valores registrados

en el experimento, a los cuales interpola, de tal manera que

x(t):= altura de la piedra en el instante t.

Interesa ademés hablar de cantidades dinémicas que relacicnan
espacio y tiempo. Por ejemplo, la velocidad media entre dos

instantes t y t+h es

x(t+h) - x(t)
h ] H

la aceleracién media entre los instantes t, t+h1 y t+h1+h2 sera

Vt(h)i=

Ve (8,) = v (h))

at(h;’hz?' . hz

Conceptualmente al menos, puede pensarse en refinar las
mediciones, tomando instantes de tiempo cadé vez mas préximos (es
decir, h cada vez maé pequefio) y considerar el comportamiento de:éétaS'
cantidades dinédmicas en funcién de h. Pof ejemplo, tomemos la
velocidad media vt(hf, para t fijo, que 'empificamente se puede
determinar para h>e, donde € es la precisién de nuestro reloj.. Podemos
graficar vt(h) con respecto a h y estudiar que sucede al "extrapolar h
a cero", segin se indica en la figura 1.

o,

Yt (fh')

S

€ . : h’

Flg. 1: Comportamiento de la velocidad med!a..




La contrapartida matemética de esta operacion de laboratorio es B

la de "tomar el limite cuando h tiende a cero"”, es decir el limite

lim x(t+h) - x(t)
h=0 h

si existe, dicho limite se llamard la velocidad 'instanténea en el
instante t, y sera denotado como v(t). Analogamente la aceleracién

=y instantanea a(t) se define mediante el 11m1te

. lim v({t+h) - v{t)
- . . hs0 h

Asi pues, las primeras dos derivadas de la trayectorla X nos dan la: ' "‘[

velocidad y la aceleracién de la partlcula

Sin embargo, puede suceder que para alguna sucesién {h H en ®

con h lO la sucesién {v } de nimeros racionales dada por

x(t+hn) - x(t)
' .n_:— -~ h

n

érroje valores cada vez maé parecidoé entre si y que, sin embargo, no
converja a ningun. racionél. Para QQifér estos problemas, conviene
“tdmar como representante del- tiempo Ay tambiéh' del éSpacio) al
conjunto R de los numeros beales Este -es suflClentemente rico como - | _ , 'g

para no dar lugar a anomallas como la ya senalada basta con que

lim v =-v
m
m, N

=0

:para asegurar que el llmlte lim v existe (como nﬁmerd‘real), Esta
propiedad es la completltud o completez de la 'recta real

- * [Rudin, 19761 .

- Asi pues, tomaremos como representanfe del tiempo al conjunto-R-
E : .de los numeros reales,‘cdn su relacisén = yila operaciép de +; si el -

presente es {O}, el pasado-es (-w,0) y el futuro es (0, +w).

= o  la trayectoria de la particula estd dada por una funcién x:R—R.




Ejemplo 1.

-

1.2 Particulas en un campo de fuerza.

Dado que empiricamente podemos determinar velocidades vy
aceleraciones instantéaneas, <la trayectoria x:R—R debe ser al menos
dos veces continuamente diferenciable. Ademads, debe cumplir Ilas

condiciones iniciales
x(0)=x_, x(0) =0, : (1)

puesto que la piedra se solté desde una altura X, respecto al piso.

Bajo condiciones normales, la piedra se suelta y queda bajo la
accién de la fuerza de gravedad, por lo cual la aceleracién sera
constante e igual a la de la gravedad; es decir x es solucidén de la

ecuacién diferencial
x=-g | . (2)
donde g = 9.81 cm/segz. De ser asi, la trayectoria es
o 1 .2 '
x(t) =X, 7 &t (3)

. j'
Si, en lugar de soltar la piedra a partir del r°poso se le da

una velocidad inicial vo, entonces las condlclones 1n1c1a1es son

x(0)=xo, x(0) = Vo, (4a)

por lo que la trayectoria queda determinada como
x(t)'= Xx+v t - & gt2 | (4b)
" "o o 2

Ejemplo 2.

Supongamos que la particula estd cargada electricamente, con

»rcarga q ymasa .m, y que es ‘atraida por otra carga puntual Q, fija a»b

o op—— Q : una altura H sobre. el nivel del
o " ‘piso a lo largo de la vertlcal De
q:- T o
H . . acuerdo a la ley de Coulomb el
- Xo efecto electrostatico se traduce en
una aééi;;écién adicional de
Fig.‘ 2: La particula cargada que LN a9 2 sz
cae en un campo eléctrico. m [H-x(t)] seg




en el instante t, donde k es una constante de proporcicnalidad dada
por las propiedades dieléctricas del. medio. Entonces, la ecuacién de
movimiento de la particula es '
qgQ

(H-x)?

La trayectoria . queda de nuevo determinada mediante | las

*——.-{-l_(.o‘

(5)

condiciones iniciales (4a), si X ? H.a

Ejemplo 3. L
Generalizando ios ejemplos 4 éhterioréé,3iVgupongamos que la
particula se mueve bajo la accién de un campb de fuerza dado por un
potencial total U; entonces, la fuerza que actUa sobre la particula es
-U’ (x), por lo que la ecuacién de movimiento es
mx = =U’(x).
La funcién enérgia total, tambiéé llamada funcién hamiltonianafes
CHG V)= Dwe U
Yy, a io 1arg6 del movimientb, sus valoreS»soh
E(t):= H(x(t), x(t)).
Asi pues, la tasa de variacién de la energia total-es

En. otras palabras, la energia total se conserva’ a lo largo del
movimiento: en el plano de faSe;ﬁlé fase es la pareja posicién -
_ velocidad), las trayec;orias de la particula‘esféh.contenidas en las

curvas de nivel de la funcidén hamiltoniana.

En particular, paré la piedra en caida libre U(x)=mgx y la léy de

conservacién anterior dice que

n v(t)® + mgx(f)'= ﬁgx t20. |

z e o B0 |
Al momento de tocar el suelo (x=0, t=t0) la velocidad de la piedra es
entonces - v(to) = T§§§;ﬂ Para saber gugndo ocurfira eso, de (3)

~ obtenemos la respuesta.to= I§§;7§‘ "f'“” g




|

I . : Fig. 3: La forma tipica de una fuerza viscosa. -

-

>Para el ejemplo 2,

kqQ,

. U(x) = mgx + Hx’

en el plano x-v, el movimiento de la particula se da a lo largo de las

curvas de nivel de la funcién hamiltoniana

12 kqgQ
-my + mgx + —/—,
2 g H-x

Para las condiciones iniciales (4a), posicién y velocidad estén

ligadas mediante la ecuacién

1,2 2 1 1 _W
Em(v Vv, ) + mg(x xo) + kqQ[ﬁ:§ }— O.m

Ejemplo 4.

En el eJemplo 3, supongamos que la particula se encuentra
sumergida en un fluido ‘(agua, aire, acelite, etc.). La accién del
fluido se manifiesta mediante una fuerza que se opone al movimiento de

la particula, y que sdélo actia si ésta se mueve.

Sea f:R—R tal fuerza viscosa con f(v):= valor de dicha fuerza
cuando 1a»particula se mueve con velocidad v; entoncés, debe cumplirse
que f£(0)=0. Ademads, la grafica de f debe encontrarse en los cuadrantes
"segundo y cuarto, es decir vE(v)=0 [véase la figura 3], pues la fuerza

viscosa se opone al movimiento de la particula.

?f(v)

Si, ademas de esta fﬁerza. actla sobre la pafticula un campo .de

fuerza dadoimediante un potencial U, la ecuacién de movimiento es
mk = ~U' (x) + £(x)

Veamos qué sucede a la energia total a lo largo de las trayectorias de

8 L



este sistema dinédmico:

g%. = m;({—g’ (X)m+ f(X)] + U, (X);( :
e.d. ﬁ
dE i) )N (t)=0. | | o |

o f{x(t))x(t)=0.

Asi pues, la energia no puede aumentar y de hecho disminuye si
la particula se mueve. Es en este sentido que la fuerza viscosa es

disipativa.n

Ejémplo 5. _ _ _ )
Supongamecs éhora que la fuerza viscosa es lineal, es decir,
C - f(v)=-Bv, con. p>0. Supongamos édémés qué scbre la particula actua una
- fuerza variable F, qué no depende de la posicién ni de la velocidad de
la misma, s6lo del tiempo; supengamos que F:R—R es continua.

Estonces, la ecuacién de movimiento es » 7 i

Wr 7

mx = -U’ (x) - Bx + F(t)

_En el espacio fase, la ecuacién de movimiento es B ‘-QEZ'L’} P
X=v ‘
. 1., - B .1
v = = U (g) -V + = F(t)

yvun"célculo sencillo muestra.que
dE _ - .. 2 |

Integrando entre.t1 \ tz’ la relacién enterior se transforma en

AE = Q + W,
: donde
S ‘ £
".’.':_." ’ . A . 2 ‘
o - , o ' Q:=~-f Bv(t)3dt,
w » : o : _ o t -
. 3
- t v |
e
W= —f F(t)v(t)dt.
Jeo




-‘;I
7
o

Obsérvese que W es‘el trabajo realizado sobre la particula por la
fuerza externa F, en tanto que Q es el calor absorbido por la
particula, todo durante el intervalo [t1’t2]’ Claramente Qio;mféwéual
indica que dicho calor realmente se pierde, es decir, es energia que

cede la particula al medio circundante.

La relacién
AE = Q + W

expresa la ley de la Conservacién de la Energia en forma cercana a la

Primera Ley de la Termodinamica.

10
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CONFERENCIA 2.

‘LOS ELEMENTOS DEL MODELADO MATEMATICO.

El objetivo de esta segundaj‘conférencia es presentar los

elementos que constituyen un modelo matematico construido bajo una

6ptica deterministica. Se comienza .por 'poner en: evidencia dichos

elementos en la seccién 1, mediante el andlisis de- una .cuerda

vibrante.vaé 'dg una presentacién critica del teza, enfatizando

claramente las diferentes hipétesiSf”&' cémb‘“ééiutraducen éstas en

diferentes mdéélos para la cuerda. En lavéegunda Secqién se daiuh
.-modelo matematico para la conduccién de calor-en una barra metalica.

" .Al hacerlo se busca ilustrar tanto el uso de la”ley de conservacién de

la energia como el papel hhe Jueganflas%hipétesis y los diferentes

elementos del modelado matematico. N _ : B _ gﬁ

2.1 Lla cuerda vibrante y los componentes de un modelo.

En la seccién anterior hemos construido modelos matemiticos de

situaciones sencillas, que se refieren al movimiento de una particula

..bajo la accién de diversos tipos de fuérza externa. Exz cada caso, el

pr1nc1pal atributo de interés es la p051cion de ‘la partlcula .pero

‘suponemos que tamblen ‘se™ - puede medir su ve1001dad asi pues,’ el

atributo comblnado de interés-es la fase (p05101én-ve1001dad) En cada

caso, se observa un fendmeno porque el atrlbuto de int=“es cambla con.

- el tiempo.

Igual que-en la prlmera sec01én se argumenté hasta usar el

conJunto R de numeros reales para medlr el “tiempo -y el espacio, o

podemos defender la eleccién de- R® como conjunto de valores de los

atributos de interés. En general si se: desea estudlar n atributos se :

‘representarén sus valores medlante los elementos de un conjunto AcR™.

En cada. uno de los casos se estudia el moviziento de una

partlcula que se supone es una masa puntual De manera andloga podria '

estudiarse el movimiento de un sistema de N partlculas, cada una un

punto material; cada particula tiene una posicién y ura velocidad y

11 ) -
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durante el desarrollo del fendémenc 1los atributos bajo estudio
(posicién y velocidad) cambian no sélo en el tiempo, sino que cambian
de particula a particula en cada instante. Asi pues, los atributos se
distribuyen en el tiempo y en el espacio durante el desarrollo del
fendmeno. El espacio estd representado en este caso mediante un
conjunto finito con N elementos, digamos {1,...,N}; se dice entonces

que se trata de un modelo a espacio discreto.

Sin embargo, hay otras situaciones en las que el espacio se
considera continuoc. Por ejemplo, si cae un objeto de dimensiones
finitas y queremos tener cuenta del movimiento de cada una de sus
partes, habra que repfesentarlo mediante algun subconjunto S de R%. si
el cuerpo es suficientemente rigido esto no es necesario, pues dada la
fase de uno cualquiera de sus puntos la de los-demés queda fijada
automaticamente. Si, por el contrario, el cuerpo en cuestién no es
rigidc (como por ejemplo la membrana de un tambor) entonces se debe
por fuerza dar una representacién continua del” espacio y debe
estudiarse el fendémeno en tanto que redistribucién espacio-temporal de

la fase.

Algunés veces, mediante consideraciones de simetria se ‘podra
simplificéh. la representacién del espacio, y entonces S serd un
subconjunto de R® O'R?. En general, en un modelo a -espacio continuo
_____ éste se representara mediante un subconjunto ScRd, con 1sds3;

tipicamente se querrd calcular derivadas de funciones definidas en. S,

por lo que convendra que S sea abierto,

Ejemplo.
1 _ “Una cuerda uniforme y ligera se mantiene razonablemente tensa
ig , sujetandolaAporvlos_extremos. En -un momento dado se pulsa la cuerda y E

comienza a vibrar, sin que se suelte. Se busca ‘describir las

vibraciones resultantes".

35 M .
b& Comencemos por precisar las ‘condiciones bajo las que se 3

desarrolla el fenémeno, pues hay demasiados aspectos que deben

rotta

Ca especificarse todavia. En efecto, el fendémeno puede ser . sumamente

comple jo si‘ admitimos la posibilidad de movimientos verdaderamente
. ————— . 12 i:‘ ————




tridimensionales, es decir, que saquen a la cuerda del plano vertical

que la contiene inicialmente (véase la figura 1). - 1

Supondremos  entonces que  las ]
oscilacioﬁés de la cuerda estéan
conf'inadas a dicho plano. Mas aun,
la cuerdé no se doblé; como en- la

figura 2; es decir, supondremos que

cada puhtq_de la cuerda oscila a lo
L . - : largo de la vertical - que lo

contiene al inicic. Lo anterior
Fig. 1: Una forma posible
para una cuerda que osclle
en tres dlmensiones. " mantiene tensa en todo momento,.

equivale a suponer que la cuerda se

Finalmenté, - consideremos a i la ..

cuerda como un ~ objeto
w7

unidimensional, ignorando = la

diferencia en posicién y velocidad

(fase) de los puntos en una seccién

Fig. 2: Una forma posible - - transversal dada de la misma. -Véase
para una cuerda que oscile

: “.'la figura 3.
éen un plano vertical pero

. que se dobla.

i
/ 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7
7 7 :
/ 7
€ Z >

'Flg. 3: quma de una cuerda tensa que oscila en un plano

"~

‘vertlcal y cuyos extremos se mantleneﬁ filjos.

- De acuerdo con 1lo anterior;  podemos - represéntar_;el espacio
médiante S:= (0,4, donde_‘eies' la longitud de la cuerda tensa en

reposo; de nuevo tomaremos como' representante del tiempo a ‘la recta

13
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real. Dado que interesa llevar un registro de la posicién y velocidad

de cada uno de los puntos de la cuerda, midiendo la pesicién respecto

- ‘al estado de equilibrio, resulta que conviene tomar como espacio de

atributos a Rz.

Las hipétesis que hemos introducido implicén la existencia en
cada instante de una funcién x:S—A ("cada punto de la cuerda tiene
una fase bien definida"). Sea x(z)=:(u(z), v(zj), con u el perfil de
posicién y v el de velocidad. A menos que_la cuerda se rompa, €l
perfil de posicién debe ser una funcién cqntiﬁua Yy lo mismo el de

velocidad. Ademds, debe cumplirse que
u(0)=0, u(&)=0 ‘ (1)

para cada perfil x, puesto que los extremos de la cuerda permamencen

fijos.

Con obJjeto de especificar plenamente el conjunto E de los
perfilgs admisibles debemos detallar ain mas la descripcién del
sistema en cuestién. Comencemos por suponer que'la tensidén se reparte
uniformemente a lo largo de la cderda, con una magnitud T unidades de
fuerza (digamos T dinas, en el sistema cgs). Para cada zeS, sea 06(z)
el éangulo que forma 1a tensidén con féspecto a la horizontal{ sean z,

z+h € S, con h>0, como se muestran en la figura 4.

6(z+h)

|

l

. |

6(z) S |
. o |

:

.i,‘ifffv,. z h

Fig. 4: -Ané.lisis de un segmento de la cuerda vibrante.

La componente vertical neta;défia”fuerza de tensién sobre el

tramo de la curva proyectada sobre [z;z+h]. es




L

T sen8(z+h) + T sene(z),

" es decir

tgo(z+h) tgo(z)

- T > s
J1+tgze(z+h) Jz+tg29(z)

T

pues senb(z)<0, tgb(z)>0, segun la figura 4,

Supongamos ahora (por mera conveniencia) que u es diferenciable,

~.de tal manera que

u’=tg6.

y entonces la tensién resultante es

T u’(2+h) o (z)

J1+u’(z+h)2> | J1+u’(z)2

Si suponemos, adem&s, que u  es dos veces contlnuamente
diferenciable, el Teorema del Valor Medio nos autoriza a expresar_

" dicha fuerza como

Tot || (z*an)h; | _' . (2)

ﬂipara algun ae(0,1). Conv1eme entonces tomar .como perflles de p03101én
“al conJunto de todas las func1ones u: [0, £]=R, contlnuas en [0,¢], dos
Veces contlnuamente diferenciables en (0 6) y que satis ;acen (1). Para 
- tales perflles, la expresién (2) nos permlte calcular ‘la tensién que
- actla sobre el tramo de cuerda. que en reposo ocupa la porcién de z a
z+h. En cuanto a los perflles de ve1001dad aceptables, seran aquellas 

-funciones continuas v:[0,2]—R, que satisfacen ademis v(0)=0, v(2)=0

("los extremos no se mueven").

Ahora bien, a cada instante teR le.déEe corresponder un perfil de
atributos, por lo que’ debe existir una’ funcién 'QfﬁfaE, ~1lamada la
trayectoria de la cuerda en el espacio de-perfiles. Iniroduzcamos una

notacién mas convencional, definiendo -

15
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x(t,z):= w(t)(z),

(ult,z), v(t,z)):= x(t,z).

Nétese que v=§5 Ademés, debe poderse” hablar de aceleracién para

at’
cada punto de la cuerda. Conviene entonces restringir a trayectoria
2
t (ult, ), v(t,*)) para los cuales g% y Q—% a) estén definidas para
3t

cada (t,z), con teR, zeS y b) sean continuas ahi.

Si las velocidades que se alcanzan no son demsiado altas, podemos
calcular la fuerza disipativa que ejerce el medioc sobre nuestra
porcidn de cuerda tal y como se hizo en el ejemplo 1.2.5; es decir,

dicha fuerza estd dada por

_Iz“'ﬁ (t,Q)dg, | (3)-

donde p>0.

Supondremos conocida tambien la densidad lineal de la cuerda, p
(constante, medida en g/cm), de tal manera que
z+h

azu |
z 4t

es "el término "masa X aceleracién" que aparéce en la Segunda Ley de

Newton.

Despreciando . la accién de la gravedad sobre la cuerda (se trata
de un material ligero), las unicas fuerzas externas son (2) y (3), por

lo que la Segunda Ley de Newton afirma que

- 2+h » z+h

: g u _ du 8 | 8wz Y
[ » 000 - L“ 5t (19096 + T g7 j———— (t.zvahln

.’ -A: ‘:%__. a — - - C g - —_— I 1+(au/az)2 L e

Basta dividir entre h y tomar el limitéhgﬂ;hdo‘h—édmb;fé‘ogtéﬁer“’

que
' . 6u
d. u du 5] 5z
= * Hzp = T ——r "’
at2 at dz D (4)
1+ —
8z
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Por lo comun se supone que las  vibraciones son de pequefia

,amplitud. Ello implica. que 6(z) toma valores pequefics, por lo que

sene(z)~tge(z) y entonces (4) da lugar a
2 2 : ‘
a
plls P =12l | (5)
8t 8z

llamada la ecuacién del telégrafo.“ Si no hay friccién (u=0), la

ecuacién dél telégrafo se reduce a

d"u - 2 d'u . AT ' (6)

donde c%:=T/p. -Esté' ecuacién -se 1llama normalmente de la cuerda
vibrante; en realidad, sabemos que”se obtiene a partir de (4), bajo la
suposicién de que no hay friccién y de que .las' oscilaciones ' son

pequefias. ' o e : . 5

Conviene: observar que las unldades de c en el sistema cgs® son-

cm/seg,‘ es dec1r', c es una Velocmlad resultaser ‘la ve1001dad de

propagacidén de las ondas generadas.por la cuerda vibrante,

- Asi pues, a manera de conclusién: las trayectorias en el espacio
de los perfiles son las funciones tm(u(t,«), u(t;+)), solucionés del

sistema de ecuaciones en derivadas parciales -

at =
611‘__& .
- A '

o cualquiera de sus veréiones simplificadas (5) y (6).n
Del modelo anterlor y de los dados en las secciones precedentes
podemos extraer algunas COHClUSloneS generales acerca de los modelos

gue hemos :venido construyendo

Se barte dando una’representaciQn»paPa el tiempo y tambien para

el espacio. Esta altima (S) es un'-conjunto finito (o a lo més

17
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numerable), cuando se estéd modelando un sistema de particulas; si se
trata de modelar un medio continuo, S es un subconjunto abierto de Rd,
para d<3. EI tiempo se representa mediante un subconjunto de Z
(modelos a tiempo discreto) o un intervalo en R (modelos a tiempo

continuo).

En cada casoc, se trata de estudiar un cierto numero n de
atributos de interés, cuyos valores .se representardn mediante los
elementos de un conjunto -AcRn. En eédé. instante se tendrd una
distribucién especial de atributos, representada mediante una funcién

9 x:S—A, llamada perfil de atributos. Los perfiles aceptables
constituyen un conjunto E, y quedaran fljados mediante consideraciones
de tipo fisico o matemdtico dictadas ﬁor la misma situacién bajo
anadlisis.

:':1;'

o El objetivo del modelado es represgntar el fendémeno, para lo cual
o se debe especificar la reparticién de los atributos en el espacio y en
o el tiempo. Esto se puede lograr dando la trayectoria-temporal de los
- perfiles. En otras palabras, interesan las funciones w: T—E, cada una
de las cuales 'qonstituye' una posible trayectoria; de nuevo, cada
problema limita la clase de las trayectorias admisibles, las cuales
constituyen un conjunto Q. - 3

Queda asi establecida la forma general que toma un modelo

1
o
R

matemiatico, a saber
<T,S,A,E, @,
‘donde T, S y A son conjuntos,

T: el tiempo, TcR

A

S: el espacio, S finitd o S abierto en rRY.
. A los atributos, AR. T . e
Ademds , -

o - E: los perfiles admisibles; un conjunto de fuﬁcioﬁes de"“
) Sen A ’ B '

o - Q: las trayectorias admisibles, un conjunto de funciones
- - de T en E. )




2.2 Un ejemplo: la conduccién de calor en sélidos.

Problema: "El extremo izquierdo de una barra metalica esta

empotrado en un material que se mantiene a temperatura constante, en.

tanto que el derecho estd libre (véase la Fig.1). Lz atmésfera que

rodea la barra es muy extensa y recibe calor de la barra a todo lo

largo. Se desea modelar la variacién espacio-temporal ' de la

temperatura en la barra".

AT

Fig. 1: Una barra empoti‘ada en. jv.m,a'::pared,vertical'

.La situacién anterior puede" presentarse en un. andlisis

simplificado de<'los fenémenos que suceden en una aleta de

enfriamiento: se busca dlslpar calor de un cuerpo caliente dotandolo;

de aletas a vlp_ 1argo ‘de él para asi aumentar la_ksuperflcle de

" transferencia de energla al exterior. Veamos cémo estz situacién nos

péfﬁité ilustrar ‘los elementos de un modelo matematlco tal y como se

deSCPlblePOH en la se001én anterlor, ‘a partlr del analisis de la

- cuerda vibrante.

Suponlendo que la barra sea esbelta, la temperatura en cada una

de’ sus secciones transversales sera aprox1madamente constante Para

'representante del-tiempo tomarembs T:

81mp11f1car la descripcién de este. -fenémeno, supongamos que la o

temperatura es de hecho constante sobre éada seccién transversal de la
barra, es decir, que. varia unlcamente en ‘direccién axial, .y esto en
cada - instante. Esta consideracién nos sugiere tomar S ZO 2) como

Pepresentante del espacio donde- ¢ es longitud de . la barra Como

=;R,;Dado que el unico atributo

de interés es. la témperatura (medlda “en 'OK), que no  puede ser

negatlva ' tomaremos A =[0, =) como espacio de atributos.

18
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...t de todo lo cual resulta una tabla de valores

Sea T0 la temperatura de la pared, Ta la del medio ambiente,
ambas medidas en °K. Supongamos que la barra cede calor al ambiente en
proporcién directa a la diferencia de temperatura y al area expuesta
(ley de Newton sobre el enfriamiento). Supongamos ademéds que el
extremo izquierdo de la barra est4 en to@o momento a la temperatura de

la pared.

Los perfiles de temperatura seran funciones x:(0,£8)<[0,®), que
supondremos continuas, es decir, no hay saltos en los valores de la
temperatura a lo largo de la barra. Desde luego, debe cumplirse que
x(0+)=T°, segin lo que hemos supuesto. En general, x(z) es la
temperatura en aquella seccién de la barra que se encuentra a z cm de

la pared (0=zs!).

En el extremo de la derecha, se pierde calor al exterior. Si la
barra es cilindrica y tiene radio R, su seccién transversal tiene area
nRz, por lo que las pérdidas de calor al exterior son

7(nR?)[x(8)-Ta] cel

seg’

gsegiun la ley de Newton del enfriamiento. Aqui ¥ es una constante
positiva, que supongamos conocida; nétese que sus unidades son

-2'°K-1, B

calsseg tecm

Por otro lado, dentro de la barra se tlenen secciones a distintas
temperaturas. Es un hecho empirico que dicha circunstancia genera una
transferencia neta,de energia, de las partes'més calientes a las més
frias. Este fenémeno se puede estudiar midiendo la temperatura a -lo

largo del tubo en un -instante dado, mediante ﬁermopares colocados en

- las posiCiones,’zi,...,zp.j!Dadd .este arreglo experimental, dichas

mediciones se efecttan frecuentemente, digamos en los instantes

(1) (1) N
T T et e

donde T?) denota el valor de.la témperatura medida en el instante t1

por el termopar colocado en el punto zj. De dicha tabla se puede




-~

estimar los gradientes de~temperatura, mediante-los cocientes.

(1 _ (1)
S LE S = -1 =
g, = 77 J=1,...,p~1; i=1,...,r
j+1 ]

A su vez, se determina el flujo de calor Q!J a través de cada una de

las p secciones transversales estudiadas, y esto también en cada uno

.- Es

cal

de los r instantes considerados. Aqui Qij_esta medido en A

' ‘ ' ‘seg.cm” -
un hecho empirico, verificado en un gran numero de casos, que Qij/gij
es constante - (al menos. dentro del efror experimental considerado.

permisible) y toma valores negativos, que'dependen solo del material-

de que esté constltulda la barra. En particular, el calor se transmlte-*
“en la d1recc1on en que dlsmlnuye la temperatura, como ya hemos

" ...sefalado.

Idealizando la situacién anterior, . supongamos que,x:(O,@)—»[Otm)

es diferenciable. Entonces, las observa¢i6nes anteriores se traducen.

‘en la llamada ley de Fourier, segin la cual el flujo delcaloﬁ’por

7unidad de area a lo laﬁgo_de la barra es =-kx’(z) cal. (medida en la
L - ' : seg-ch
seccién z). Aqui k es un numero. positivo, que supondremos conocido;

cal

sus unidades son ————— y se llama la conductividad térmica de!l'r*

seg* cm'_Kﬂ

wﬁmaterlal de que estd hecha la barra En partlcular el fluJo de calor .

‘en el 1nter10r de la barra, medldo en su extremo libre es

; e cal -
k(#R ? (3 ) Seg *

cuando ellpebfil de temperatura es x. S ' -

En vista de - 1os anterlor Yy puesto’ que no se acumula energla en
el extremo derecho, cada perfil d1ferenc1able por. la 1zqu1erda en

= { debe cumpllr la condic1én

-‘kx':’(fw = 7[x(e)4"T’ .

: De “hecho convendra tomar perflles que son dos veces continuamente-

dlferenc1ab1es en (0,2), segih se vera mas adelante. Asi pues,
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E:= {%ECIEO,EJAC?(Qlﬂ){_xQQ)=T°, kx’(£)+7x(£)=7Ta}

Sea w:T—E una trayectoria en el espacio de los perfiles

admisibles; de nuevo, utilizaremos la notacién
ult,z):= w(t)(z).

Es decir, u(t,-)eE es el perfil de temperatura en la barra, medido en

el instante t. Supongamos que gE es continuamente diferenciable.

t

Igual que hicimos para la cuerda vibrante en la seccién anterior,

examinemos los eventos que suceden ‘en la seccién de la barra

. "comprendida entre z y =z+h, con 0<z<z+h<f (ver figura 2), en un

.instante fijo t. Sea ahora p la densidad del materizal de la barra,

cal
g’k

medida en g/cma, Cp su capacidad calorifica, medida en

==

" Zth

Fig. 2: Seccidn de la barra metdlica de la figura 1.

El contenido total de energia en esta  seccién es

(nR?)f pCpu(t,C)dC, por lo que su tasa de acumulacién es
¥4 . .

Z+h

(nR )jz pC u(t,g)dg = (nR )J pC au

cal

(t,3)dg —= . (1)

seg
Por otro lado, a lo la:goAde‘la barra se conduce el calor; segin la
ley de Fourier .en z entra calor con una~tasa .

B -k( Rz)au

(t,z)

Asi pues,

+k(nR )[ (t z+h) - g%(t,z)]

da el calor neto transferido por cohduccién a través de la seccién

”bajo estudio. Dado que u(t,')eCZ(O,ﬂ), el Teorema del Valor'Medio nos
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permite expresar dicha cantidad en la forma de

| k(7R%)h 5%u (t,z+an) 2L I - (2)
2 ! -seg '’ :

_ ' 8z
donde «&(0, £).

Finalmente, se transmite calor al medio circundante: segun la ley
de Newton del enfriamiento, la tasa ‘de pérdidas de calor por dicho

concepto es

z+h CT o '
vizar) [ Tu(t, -1 Joc 22 o - ®

Puesto que se:- conserva la energia, la tasa neta de acumulacién

(2) - (3) debe coincidir con (1), es decir

SNCEE 5% oy R o
~ J;p(p—t (t,8)dg = kh—(t, z+ah) - .ﬁ?_ [u(t,8)-T 1dg,
z L 9z z a ‘ .

e

péra cada t, y donde de(O,l).'Bagta_diQidiP entre h y tomar'ei 1imité

-cuando h—0 para obtener que

e N . »
du _ d'u _ _ S ‘ .

donde ) 7
o= ;E+.{ B:= 2y f4b)

- pRCp;' 
? Asi pues,'lasmtrayectorias_admisihlés‘chstituyen un conjunto ,

formédo por aqueliés'funciones u:Rx(0,2)—[0,®) tales que

1) ult,)ec'0,8nC%(0, 1), teR

du o ’

-. N _ au ) : . — |
]51) u(t,O) — TO’ k -6? (t:e)‘*'alu:(t;g)—'a/Ta)tER

 111) u satisface la ecuacién diferencial (4).

f:n.ESto concluye la especificacién de un modelo matematico para la
situacién planteada. m
Igdal que para las particulas en‘un campo de fuerza estudiadas en

la seccién 1.2, tambien para la barPé metalica en un bafio térmico que
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acabamos de estudiar podemos investigar el comportamiento de la
energia. En este caso la energia mecénica del sistema no cambia, pues
ndrﬂse registra ningun desplazamiento, pero si cambia su energia
térmica. Analogamente a la funcién hamiltoniana que nos da la energia
mecédnica total en la secclén 1.2, podemos dar el funclonal entalpia,
que para cada perfil x de temperatura da la correspondiente energia

térmica en la barra:
2 ¢ '
H(x)i= (k%) | pC x(2)dz.
g P

A lo largo de una trayectoria tiwu(t,+) en el espacio E de los
perfiles de'temperatura,‘la energia térmica estd dada en funcién del

tiempo mediante

E(t):= H(u(t,))

es decir,
2 ¢
E(t) = (%) pC u(t,z)dz.
. 0 p
Un céalculo simple basado en (4) lleva a que

L = ~@)Zt,0) - y () [ult,O-T ] - (ZHR)wfﬁ[u(t,z)—Ta]dz, (5)
que no es otra cosa que un balance global de energié térmica: la tasa
neta de acumulacién en la barra es la diferencia entre la tasa con qﬁe
la energia entra a la misma por el extremo izquierdo empotrado en la
pared a alta temperatura y la tasa con que la barra cede calor al

exterior a traves de su paredes.

Por otro lado, hay circunstancias en las que no se observan
cambios temporales en la temperatura.de los diferentes puntos de la

barra, es decir, en sus perfiles ‘de,"tgmperatura. De un pérfi; de

" temperatura que, una vez alcanzado, ya no cambia, se dice que es

estacionario. . . L [P D

Sea UeE un tal perfil. Nétese que, a lo largo de la trayectoria
estacionaria correspondiente, la energia E(t) es constante, por lo que

el balance global de energia (5) se reduce a

fl

(nR*)kT (0) = y(nR®)[W(L-T I+(2nR)y[<®> - T 1,
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donde
£

= L I u(z)dz
tJs

es la temperatura media a lo largo de la barra.

Ahora bien, la trayectoria estacionaria satisface (4), por lo que

el perfil estacionario U es solucién del problema de valores a la -

: frontera
o ; é_E - @-T) = ' | . (62)
2 : ..
- L ..dz ' ) ' A
u(0) =T, ku' (&) + yu(8) = 4T o - (8b)

Un céalculo simple, aunque algo tedioso, muestra que

U(z)= T +(T-T )g(z2), | | (72)
donde o e

_(ke- 7)coshc(£+z)+7coshc(€ z)+(kc+y)senhc( £+z). kc'senhc(e—z)

[?ﬁZ) ke cosh ¢ + ¥ senh c? (7bl s

" con c:= {B/a..

ka perfil arbitrario f#u no sera esta01onarlo, por lo que si
dlChO perfll de temperatura se alcanza en un momento dado (dlgamos en}'
‘ t O) a partir de ahi ‘se desatara un  proceso. termodinamico
'_}rrever51ble, en el que la temperatura en cada punto de la barra se’
vyera.camblar,qontlnuamente en el tiempo. Sin embargo, a lavlargavse .
restablecerd el estado .estacionario u. En efecto; sea ueQ la
trayectoria correspondiente, que puede obtenerse medlante el método. de
separacién’ de variables apllcado al problema de valores iniciales
s B - correspondlente a (4) con la condicién inicial u(0; +)=r, Sea 8:=f-u,

" v:=u-U. Entonces; Vv satisface el problema de valores inicidles y a la

S  -fnontera.
LA : ’ av _ 8°"v PR e e L : :
3T = a—z-. Bv, o .. (88.)'.
: 8z . .
v(t,0)=0 kg= (t, 8+ yv(t,&)=0 e (8b)--.
v(0, +)=3. , o . (8c)
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El método de sep;racién de variables conduce al problema de

valores propios
ay" - By = Ay en (0,8 . | (92)
y(0)=0, ky’ (&)+ yy(&)=0, | (Qb).
cuya solucién es

A= —B- aw wk(z) = senw z, k=1,2,... (Sc)

k

con {wk,k=1,2,...} son las soluciones positivas de la ecuacién

k

trascendente
kw + ytgwl =0,

Entonces, la solucién del problema (7) queda expresada en la forma

. ® Akt
v(t,z)f )X ce wk(z), N (10)
k=1 -
donde {ck,k=1,2,...) son los coeficientes de Fourier de la funcién &

respecto al sistema ortogonal {wk}, es decir

kz).

=)
é(z) = c ¥
k=

De (10) es claro que Vv(t,z)—0 caundo t—+tw, por lo que
u(t,z)—aﬂ(z) y con ello queda establecida la ultima afirmacién en
cu;sivés: el perfil (7) es estable (se puede mantener) pues, si se le
pertﬁrba, el sistema reacciona en fofma tal que a la larga se

restituyen las condiciones deseadas.

ﬁn la segunda'parte de la conferencia 4 se construyén modelos
mateméticos muy cercanos al que nos ha ocupado en esta seccién.. Ahi se
examinan con mayor atencién varios -aspectos: ya -encontrados en 'él
fendémeno de la conduccién de calor, pero con referencia a la difu31énrv

molecular. Por “ejemplo, ahi 'se estudian con detenimiento lés

: dlferentes condlclones a la frontera que puedan presentarse, a51 -como

la caracteriza016n matemdtica de los flujos (de materia o energia,

segln se trate). En.cierto sentido, dicha se001én puede con51derarse

como una continuacién de ésta.
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CONFERENCIA 3.
EL CARACTER RELATIVO DEL DETERMINISMO.

Los modelos considerados hasta ahora han sido construidos desde
una 6ptica deterministica: existe un estado, cuyo conocimiento en un
instante dado determina el futuro, siempre que se conozcan los
factores externos que actan sobre el. sistema en cuestién. En esta
conferencia ilustramos el tipo de consideraciones que se hacen cuando
no se puede asignar un estado. En la seccion 1 se-aborda de nuevo el
fenémeno de la partiéula que cae, pero desde un punto de :visté
distintd; se descubre que el mismo fenémeno ‘puede apafecer
-deterministico 0 noj; segun la éptlca desde la cual se estudie. Eh la
seccién 2 se ilustra lo anterior mediante la de81ntegra01én
radlactlva para tiempos largos resulta determlnlstiCc, en tanto” que
para tlempos cortos no. Se da el espa01o probabllistlco como modelo no
determlnlstlco por excelen01a ) ‘ ‘ il

3.1 Determinismo e indeterminismo.

Regresemos a la ‘situacién estudiada en la prlme”a conferen01a,

“acerca .del objeto que“cae. Hemos vlsto cémo es p051b;e construir un
‘modelo matematico para ta1A51tuac1én-baJo dlversas supcsiciones acerca

- de la forma, tamafio, etcf, del objeto, asi como de_laSgcaracteristicés

del medio que lo rodea. En particular, -hemos construido'un modelo
segln el cual el tiempo que tarda en caer -una mdﬁgﬁa que se suelta

desde una’gltura xo‘eé de:QZXO/g, suponiendo que 13 ace1éracién'de la

~gravedad g es constante a lo largo‘de la trayectqria.

Fijémonos ahora en otro atributo -de léimOneda, como ‘es la cara
que queda hacia  arriba una’ vez que toca el piso. .En ‘efecto, la

experiencia nos indica que en la inmensa mayoria de los casos . la

. moneda reposaré en el suelo con 4guila (A) o sol (S) hzcia arriba, y
. que sélo en raras ocasliones descansaréd sobre su canto, o rodard y se

- perdera de. vista. 'Ademds, nunca jamas se ha visto' que la moneda

desaparezca a medio camino hacia el Suelo 51no que c1ertamente .cae.

Asi pues, sln demasiados escripulos podemos aflrmar que
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i) la moneda cae,
ii) presenta A o S,

y nada mas.

Tambien la experiencla en este tipo de lanzamientos nos recuerda
lo dificil que resulta predecir qué cara va a salir -al lanzar la
-moneda: por mas que repetimos el lanzamiento, no sabemos qué factores
fijar para que nuestra prediccién concgerde con lo observado. Una

ronda tipica de volados tiene como resultados
A, S, S, A S, A A A (1)

Sin embargo, algo que si podemos hacer es repetir el experimento
un cierto numero N de veces, contando el numero NA de ellos en que
sale aguila. La frecuencia relativa correspondiente es

N
N, _

i TR

Para los resultados (1), las frecuencias relativas son

N |1 |2 |3 | 4|58 |6 |7 ]| 8] .
£ 1.000 |0.5000.333]0.500|0. 200]0. 500 |0. 571 0. 625
; ; . ”
f.(N) 1
wny A
A
§
A P
A
o ,
5 "N

Fig. 15' Comportamiento de rla fr;eqﬁencia relati_w/é_

e - R T e T D - : Sh
A:la’largalse7obéervan,comportamientos del tipo ilustrado en la figﬁra

ié 1: los valores fiN) oscilan en forma ertétiCa, pero paré N grande, las
- oscilaciones son cada vez menores (con éigUnas desviaciones), en torno
o ‘ a un valor pAé[O,ll. Se repite este experimento un numero r de veces,

obteniendo asi numeros
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(1) (r)
A

que, en términos generales, difieren "poco". Luego entonces, algo que

si puede predecirse es este valor-pA, al menos dentro de un aceptable

margen de error: el valor pAE[O,ll asi determinado se_-ilama la-

probabilidad de que salga &aguila al lanzar la moneda en cuestién.

Esta construccién se puede realizar paré un sinfin de situaciones
en las que en principio no seidetecta ninguna reproducibilidad: se
elige-un evento observable, se repite el experimento un "gran! numero
de veces y se det'er'mina. el "limite" de la ‘sucesién de frecuencias

relativas cuando el numero de repeticiones crece indefinidamente. El

resultado es la probabilidad del evento en cuestién,'oAmejor dicho, -

una.éstimacién de dicha probabilidad. Para afihar la estimaCién de la
probabilidad de un evento, conviene determinarla un numero “grande" dé

veces y tomar a su promedio como estimador.

El enfoque énterior para la determinaqién»de prébabilidadeSISé_

conoce como frecuentista, y corresponde a una-visién empirista del

origen del cénqcimiento. Su  base fundamental, Vaceféa ~ del

comportamiento asintético de las frecuencias relativas de un evento al
fepetirse un experimento,. se llama Principio de la Regularidad

Estadistica y es una generalizacién de la experiencia. Este enfoque

tiene sus limitaciones y hay enféques alternativos; tambien hay

maneras de darle la vuelta a las.criticas -que se le hacen. Basta .por

ahora  decir que no hay ninguna solucién enteramente satisfactoria al

problema de aclarar el origen del concepto de probabilidad. El enfoque -

frecuentista es suficientemente bueno, y especialmente atractivo para

la aplicacién de'Iaférobabilidédﬁailas cienclas éxperimentales, pues

segin él la probabilidad'es una propiedad fisica que puedé medirse

' expebimentalmeﬁte.{;-;

Todo esto eékﬁien conocidé,yy el resultado final es uﬁﬂmodelo

probabilistico para este aspecto del fendmeno "lanzamientd de una

‘ moneda", Veamos las caracteristicas de dicho modelo.

.
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Primeramente, tenemos los resultados posibles del experimento en

cuestién, que no son sino los elementos del conjunto
Q = {A,S},

segun hemos convenido. En seguida, reconocemos los eventos observables

asocliados a este experimento:

- que salga éagulla

- que salga sol

- que salga algo ("Aguila o sol")

- el resto, |
Ly _ .
donde "el resto" incluye todos esos éventos concebibles que sin
embargo hemos clasificado como imposibles. Representamos todos los
eventos anteriores mediante subconjuntos'de Q, a saber {A}, {S}, Qvy

¢, respectivamente. Tenemos pues la familia de eventos

ot

4=, {A}, {S}, @

como segundo ingrediente de este modelo.

Después, siguiendo. el enfoque frecuentista determinamos P, (la
probabilidad de que salga aguila) y entonces ps=1—pA (la probabilidad
de que salga sol). Claramente la probabilidad de que salga algo es uno

. (pQ=1) y la.probabilidad'de que salga algo imposiblé es p¢=0 (nunca se
- observa). En otras palabras, tenemos una funcién P:4—[0,1] que asigna

a cada evento su probabilidad:
P(A)=vpA _ ,P(S)=1-pA

thl P(¢)=0

Dicha funcién se denom;na_la brobab;lidad y completa la terng'ordengda

(Q, 34’ ‘P), : : __?‘_‘_.;".Q o - (1?

llamada espacio probabilistico: este es el modelo métemético utilizado .

ek con mayor frecuencia para describir situaciones en las que interviene

el azar. Pero hay alternafi?aglwsélo que aqui no hablaremos de elfés;

s

L ' Del andlisis anterior parece desprenderse la conclusién
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“siguiente: el mismo fendémeno (la caida libre de una moneda) presenta
dos aspectos, uno de los cuales puede tratarse en forma determigist;gg_w; lgf

en tanto que el otro parece requerir un tratamiento no deterministico.

Sin embargo, a continua01én veremos que las cosas no son asi de
simplés, y que hay otras variables que influyen tambien. Por ejemplo

la escala de observacién. R

- ~ Supongamos que el aspecto determinlstico del fenémeno (el tiempo

"que la moneda tarda en ‘llegar al suelo cuando se  le suelta desde

=l

cierta altura) se estudia con una moneda pequena, armados de un reloj

= - de baja precisién. Si se suelta la moneda de alturas menores de 1 m,
el tiempo de caida sera menor de 0 5 seg Dada - la pre0151én del FelOJ,
T . - es concebible que los resultados de medlr dicho tiempo ocho veces sean
1, 0,01 0,1, 1, 1 : o '(3')

compéresé con (1). Mas aun, 1gual que ‘cuando ‘se estudia el otro

aspecto - de los volados, al repetlr el experlmento que dio lugar a (G)ﬂ
o L no se obtlene nlnguna Peprodu01b111dad Bajo estas condiciones,4 un -
ol ' observador conclu1r1a que este aspecto del fenémens no puede tratarse

'determlnistlcamente, y optaria por una. descrlpcién probabilistica afln

a (2). En dicho modelo @ los resultados p081b1es serlan 0. y 1 de tal

manera que. Q={0,1}, £~{¢ {0}, {1} Q} y P se’ determlnarla segun un

enfoque’ fpecuentlsta

Eﬁ -  ¢Qué paso? El eJemplo anterlor nos ensefia que una - misma 51tuac1én
o ) sy B e e

puede aparecer determlnlsta desde una, escala de” observa01én y n

-{ﬁ ‘if'w'. determinista desde otra. Por lo tantq, el determinismo resulta més
e . "‘bien ser una 6ptica para el_analisiérde’la realidad fisica, ‘antes que

una propledad intrlnseca de la mlsma la sigulente seccién&;;

}profundlzaremos en’ el estudio de estos aspectos

Problema "Una substan01a radlactlva S presenta dos isétopos é;' mwvw;ﬂl:;; .

Yy S Ambos son radlactivos,my _se descomponen emLtlendo particulas ¢, T

e , By ¥ con lo que dan lugar a sendos isétopos estables B N B segun ' - o

las reacc1ones




-

Si_+ Bx + o + e + hv, i=1,2

S1 se descompone muy lentamentef_ﬂsé_.muy rapidamente. Por 1lo
tanto, el "estudio experimental de -estas descomposiciones requiere
instrumentacién distinta: eﬁ el primer caso se registra la masa del
radioisétopo S1 mediante una balanza analitica; en el segundo, se

- _ .cuenta el nlmero de particulas alfa desprendidas usando un contador

Geiger. En ambos casos se mide el tiempo mediante un reloj bastante

. ~ preciso. Se deséa describir el fendémeno en términos mateméticos"”.

En ambos casos se puede trabajar a tiempo continuo, es decir,

eVl

tomando T:= R. Ademas, el espacio aqui no Jjuega ningin papel, puesto
que sbélo se registra la radlactividad en forma global, mediante el .

instrumento del caso. Por lo tanto, en ambos casos representaremos el

espacio mediante un sclo punto.

En cuanto a los atributos, aqui si hay diferencia: en el primer
. - caso se registra una variable continua (lé masa), en tanto que en él
' segundo se registra una variable entera (el numero de particulas
alfa); en ambos casos se trata de variables no negativas, por lo que

A1:= [0,w), A2:= Nu{0},

donde N denota el conjunto de los numeros naturales. Dada la eleccioén
de representante espacial ‘(Si = S2 = {1}), de manéra natural se |
identifican los perfiles con los atributos, igual que en los ejemplos

de mecanica de particulas vistos en el capitulo anterior. As{ pues,

o

' E1:=[O,m), E2:=NU{O}.

%ﬁ L Por lo que se refiere a las trayectorias, podemos hacer las
= ~ '’siguientes consideraciones. Evidentemente, ‘en el primer. caso se
Fj . “{endrén funciones reales no negativas, definidas en toda la recta.

s ——peal. Tomando en cuenta que puede medirse empiricamente la tasa
instantanea de desintegracién, mediante el procedimiento ya descrito
en la seccién 1.1, es natural pedir que_Q1 conste de funciones reales

-continuamente diferenciables, m:R—[0,x), con
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informacién presente. Como quiera, se trata de una idealizacién cuyas

predicciones deben tomarse con cautela, sobre todo para. tiempos

~-At

largos{ cuando t—w, e m, tomara valores por debaJo de la precisién

de nuestra balanza"analltica,_a81 que en la practica se concluye que
el radioisétopo se agota. -De manera andloga, en el pasado remoto la
masa del radioisétopo  tiene un valor grande, pero seguramente no

tiende a +w cuando t—-w como predice el modelo.

Con todo y sus limitaciones, este modelo es éumaménte util para

1dent1f1car un radlolsotopo, mediante la determinacién de la.constante
.de desintegracién radlactiva A que le corresponde Para ello, basta
medir el tlempo,necesario para que una masa dada de S1 se redu;éa a la

mitad (el tiempo de vida media, ta/z)'-En efecto, sabiendo qué

se obtiene de ahi que "7,' .
- A = 1_<§_g_z__ o T )
=~ » , R 1/2 o _

Resiprocamente, si se conoce. la constante de de51ntegrac16n
utlllzarse para determinar la edad de objetos -que 'lo contengan:” basta
observar que ' '
log ml/ﬁ

. - _ SN 0 .
i ‘ tl'— A ’

rocas mediante esta fdérmula: se mide el valor actual m, y. se estima

‘ My - con lo cual se obtlene la edad’ t.

med1c1ones con prec151én abso:

:ta ﬂEn la préct1ca esto no sucedef

lo que conv1ene proceder de manera dlferente, 11ustremos lo anterlor

' radlactiva A de un_mgigpppw>radioisétopo SI,H,este;”modelo” puedeﬁ

la’ Geocronologla a desarrollado métodos _para calcular la edad de las'

Estas_<técnicas," -por - supuesto : suponen' posible -rééiizar‘mlas;_"

por_u

SN radlactlva A. Se mlden las masas remanentes ml;:..,mN en 1nstantes

1.

t ""’tn; por otro lado, se sabe que al- graflcar los puntos

"R;Qifi’:'h; N

Vo e -

“mediante: ‘una.’ técnlca para estlmar la constante de de31ntegracién'1;'"




-

en escala semilogaritmica se obtienen puntos "mas o menos" alineados a

lo largo de una recta de pendiente positiva a traves del origen de

» coordenadas.

m <;
og —— -
log =

- -
A |~ - 5t

Fig.1: Datos experimentales sobre el comportamiento

temporal de la masa residual de radioisdtopo.

i Se tiene entonces que
o .
! 0 _ i, _
]'Og mi ._ Ati+ 81 1—1,-.-3N

y se determina A por el método de los minimos cuadrados, buscando
N .
minimizar la suma de residucs cuadraticos 1§18?. Se obtiene entonces
la férmula '
n mo
Y t log —
N , A=

e

ﬁ en lugar de (2).

E? , En cuanto a la determinacién de 92, es claro que témbien consta
de funciones no negativas- sobre la recta, pero cuyos valores son
enteros. De hecho, las trayectorias Son’ funéiéhéék e§cg1onadasv no

”v?i@eébeéiedté;Jﬁ:R—eNu{0}, donde . o “ R

R : ‘N(t):=~nﬁmero_dérparticﬁlas‘alfa;gmitidas-~~¢'

e - hasta el instante t., .

Para cada trayectoria puede distinguirse una sucesién. de
“instantes o o -
5 o 0=T <T.<T< ... , : _ . (4)
L 0 1 2 :

donde




ésima

rl‘= instante en que se desprende la i pérticula o.

Dado que cualquier muestra de r‘ad_ioisétopo-'-S2 no contiene mas de

un numero finito de nicleos y cada nicleo puede der lugar a unas
cuantas particulas. alfa, en la préctica la sucesién (4) debe terminar.
Sin embargo, el ndmero finito de nﬂcléos es muy grand del orden del
nﬁmero de Avogadro 6. 023x1023, por leo que parece legitimo suponer que
(4) es infinita: el fenémeno puede proceder en forma indefinida en el

tiempo.

A pues, Qz consta de funciones escalonadas, con valores no-
negatlvos y cuyos saltos son todos p051t1vos, de magnitud 1., Por
conveniencia, conviene considerar que son funciones continuas por la

derecha, de tal modo que ‘
- N(Tk) = (rk) N(t )+ 1, k=1,2,... . (B
En otras palabfésgf'

-»Qz= {N:R—eNU{O} vale (5)*para_alguna‘squsi6n (4)};

una trayectoria tipica tiene la forma dada en la figura 2

radloisétopo 52

St ée repitew~e1 experimento ‘un cierto numero de veces,'

”_”_“”f obtep@ran otras tantas - trayectorias, todas dlstlntas Sln embargo, es “3;Miiijfw
-%1;————"posible -detectar-- “una. regularidad de--tipo~~estadistico, eligiendo T
B eventos observables del tlpo de i eeieenoe

"se desprenden n=particulés alfa en t




L

Es decir se conduce un gran numerc k de experimentos de duracién
t segundos, y se anota el' namero kn de aquellos en los que se
desprendieron exactamente n particulas. Se forma la frecuencia
relativa kw/k y se determina su comportamiento asintético, observando
que se asienta en torno a un valor, al cual llamamos pn(t): la
probabilidad de que se desprendan exactamente n particulas alfa en t

segundos.

‘Siguiendo a [Feller,‘ 19681, podemos construir un modelo
probabilistico para este fendémeno. Para ello conviene basarse en

hipétesis convenientes, y las siguientes parecen razonables:

i) Si O<s<t, el numero de particulas alfa emitidas durante

[s,t] no depende del nimero que fue emitido durante [O,s].

ii) La probabilidad de que se emita exactamente una particula

alfa durante [t,t+h]l es Ah+o(h), donde A es una constante positiva.

iii) La probabilidad de que se emita méds de una particula alfa
durante [t,t+h] ‘es o(h).

iv) Para cada-nzo, pn('] es continuamente diferenciable.

o

v) Es seguro que en un intervalo de longitud cero no se

p@ _ desprenda ningung‘particula alfa,
@4 iv) El comportamiento del;fenémeno no depende del Iinstante en
que se comienza a observarlo, sino sélo de la duracién de la

F2d observacién.

Sea Ah(s;tf;ﬁgl» evento consistente en que se desprendan

exactamente n particulas -durante el intervalo [s,t] con n20, ossst.

Fss? trayectoria con exactamente n saltos entre los instantes s.y t, por lo

que A (s,t) puede - identificarse con el conjunto de ~dichas -
n

trayectorias. Ademds, ~cualquier - asignacién de probabilidad a 1los

eventos en Qz debe ser tal que

3 . v . RN . . R .

- Claramente este ~evento se observa siempre que se registre una =



P(An(s,t))»= pn(t—s),

_en virtud de vi).

Claramente
A (0,t+h) = A (0,t) n A (t,t+h),

por lo que, de i), ii);'iii)

p,(t+h) = p (t)p_(h)

po(t)(l-khéo(h)),

~es decir .

- po(t%‘h) - po(t) '
- h

o(h)
h

= -Apo(t) +

v En virtud de iv) y v), se tiene entonces que

P,= ~AP

o R0)=t. e . , .7%55?)

- Analogamente, para nx1-

A(0,t+h) = A (0,t) n A (t,t+h)
n-- n : 0 o

oA L (0t)n Ai‘(-t’t*?}_?___ﬂt__gé__‘,’*n-k(_9_»_?)_,__0___'31‘(}_»_t?‘h?: I
’donde‘ + Qy;ﬁi “denotan ahnién ,ajena._lEvidentemenﬁe, ‘en: virtud de ~iJ'
tenemos-qugrff _ A T T S CoL ey S
,_pn(t+h) = pn(t)po(h) f,?&?{(t)p1§h)]+pr’

donde Rn‘éé'la prbbab?ifdad'del teréer:términdf‘QﬁeLsefrefiere al

'_desprendimiantq_de‘doé 6‘mé§ particulég;aifa»en'el'intervalo [t,t+hj.§*

" Dado-que .,' '_“?»i i;:

n.. . S .'..'..‘_.',..N‘W..
kgéAn-k(O'tJ=n'Ak(t?tfb

gy

O=R = -P[Ez A ‘-t’""?’»*h"‘]:‘ e oo e E T

> ”16 cuenta lo_anterior,védémQSfde 1) y ii), obtenemos que..
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pn(t+h) - pn(t)
h

Finalmente, de iv) y v) se obtiene

= =) pn(t) + Apn_l(t) + o{h).

p, = —Apn + Apn_l, pn(O) = 0,nz1 (5b)

al tomar limite cuando h—O0.

De lo anterior resulta que la sucesion de prebabilidades
{pn,n = 0,1,2,...} satisface el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (5). Este es un problema de valores iniciales que se
resuelve en forma recursiva sin mayor dificultad, llegando a que

e_ht(kt)n

pn(t)= n

n= 0,1,2,... ' (6)

En el lenguaje usual de la Probabilidad, el resultado anterior se

expresa diciendo que "el numero de particulas alfa desprendidas en un

intervalo de longitud t es Poisson con parémetro At".

.De esta manera se han probabilizado 1os eventcs de la forma
ﬁgs,s+t), para nz0, sz0, tz=0.. Hay muchos otros eventos de interés
aparte de estos, por lo que resulta de gran importancia completar la
construccién de un espacio probabilistico

| (92, 4, P),
donde a es una familia suficientemente grande de eVentos, con

An(s,s+t) € 4, n=0, s=0, t=0

y P:4—[0,1] es una probabilidad en el sentido técnico del término. EIl
espacio probabilistico resultante se denomina proceso estocéstico de

Poisson. Para los detalles de su construcclién referimos al lector a

[Doob, 1953]. Vease tambien el capitulo XVII de [Feller, 1968] para .

otros ejemplés de procesos estbcasticos afines al de Poisson’

" Como quiera, el.ejemplolanterior,ilﬁsfra de nuevo la 1mportéhciafw
de la escala de observacién.sobre>la percepcién de la réalidad; en
este caso se trata de una escala temporal. En efecto, el mismo;
féﬁémeno aparece como deterministico,o no, seglin se le examine para

tiempos largos (primer caso) o para tiempos cortos (segundo caso).
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'descripcién que de él1 damos Aqui se brdfundiza lo ya'enunéiadO‘en-Iaﬂf
, ‘prlmero desde un punto de v1sta mlcroscéplco 'y luego desde un punto de

térmlco, y se indlcan algunos casos llmltes del mismo. En la segunda
‘molecular tqmando en cuenta la . posibilidad de-. produccién y

dondiciones a la frontera.

 gcon agua. Sln agitar, se. deJa formar la mezcla hasta que se llega 2a

una solucién. homogenea de ,color grls obscuro (ver figura -1).

CONFERENCIA 4. .
LO MICROSCOPICO Y. LO.MACROSCOPICO, ' o

Esta conferencia -busca :ilustrar el - efecto del. punto de vista
desde el que se estudia un fenémeno sobre el modelo que de ¢l se hace:
La tesis fundamental es que la éptica con la que se examina el mundo

real determina nuestra percepcién dgll“mismo Y, por ende, la

conferen01a anterior, acerca de la relatlvidad del determlnismo Se

‘considera el ‘fenémeno de la difusién molecular el cual se estudia,,_ ‘ ' ]

‘vista macroscopico En la seccién 1 se da un modelo estocéstico, el de

Ornsteln—Uhlenbeck para el movimiento de  una particula en‘ ‘un bano
seccion se presenta el modelo cléasico fenomenoléglco de la difusién

aniquilamiento de materia y enfatizando el planteamiento de las

471+ La difusién molecular, ™ 7"

‘AProblema ."Se deja caer una gota de tinta negra en ‘un rec1piente .

Desctlbase el- fenémeno en términos matematicos".

-~ Fig. 1: El-fendmeno de la difusién molecular . . . ===
Evidentemente, las particulas de la tinta se mueven en el-

interior del fluido circindante (el agua), pues de otro modo no se
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entiende cémo se da la homogenelzacién. Por cierto, las particulas que
constituyen la tinta son granulos de tamafio mucho mayor que el de las
moléculas del agua, por lo que hay una clara distincién entre unas y
otras. Por otro lado, las moléculas del agua tambien estédn en
incesante movimiento, por lo que debe darse un sin nimero de choques
entre ellas y cada uno de dichos gréanulos. Estos choques, junto con la
influencia que sobre la particula de tinta puede ejercer un campo de
fuerza externa, da como lugar el que la particula se mueva en el
interior de la solucién; en esto consiste el fendmeno de la difusiéon

molecular.

Por observacién directa se sabe que las trayectorias de las
particulas de tinta son bastante irregulares, y que resulta dificil
predecirlas. Por un lado, se puede saber con cierta precisién la

'posicién del punto de partida, pero quizd no sea licito decir que en

_.
AN

-
Loa
[

el intebior de la gota de tinta las particulas se encuentran
inicialmente en reposo. Por otro, ain cuando se conozca la fase
inicial para cada particula, el grandisimo ntmero de moléculas. de agua
que la bombardean -a alta velocidad, desde todas las direcciones,
gé provoca efectos muy complicados sobre aquella. Ademéds, es en extremo
: dificil caracterizar esta fuerza adicional, debido precisamente a su
naturaleza flucfuante, 'y a que los cambios suceden con extrema
rapidez. Asi pues, conviene aislar esta parte del fenémeno y tratarla
por métodos ad hoc que especificaremos a continuacién. Baste por
ahora decir que supondremos representables eétos- efeétos mediante
alguna fuerza externa variable con el tiempo F(t) y asi aparecera en

las ecuaciones del movimiento de la particula.

Por lo qde respecta a la parte>lenta del fenémeno (el movimiento

_;de la partlcula en si), corresponde a la 31tua016n descrlta en el -

EJemplo "1.2.8. Para fac111tar las ‘cosas supongamos que el mov1m1ento

5se da énhuna sola dlménsién, sea m>0 la masa de la particula que se
e ’ ‘,dlfunde, y supongamos que el campo de_}uerza déﬁg;;“ael cual se mueve
;; est4d dado por un potencial vec? (R); supongamos ademids que el medio
ejérce'una fuerza viscosa lineal en la velocidad con constante de
pnop&rcioﬁélidad B>0. Del eJjemplo antes citado, las ecuaciones de

movimiento son

.



X=v (1a)
v=-Llu(x) -8B 1 | - e
- vE- = U’ (x) . SV F(t), (1b)
que deben complementarse con las condiciones iniciales )
xFO) =X v(0} = Vo | (1c)
 si se desea elegir una‘trayectoria'de entre todas las posibles.
. En éfeéﬁo, supongamos por ahora due lai fuerza externa F es
continua y que el unico campo de fuerza que actla es el de la gr‘avedad
. S [U(x) = mgkl, por lo que:el.problema a resolver es S 5
R S - | .
X =v : x(0) = X, (2a)
ve-By ;g + 1 F(f)lu'»v(O) = v - - (2b)
m mo 0T 0

La segunda de estas ecuaciones Se‘llama de Langevin. La sblu@ién

de este problema es

S ol ng), w1 [ [_mE] o)

i : x(t)=.xo- Eg t + E{Ydf Eg] 1 -e “+‘E*' 1-e - 'F(s)dsi -

- ) o

e g Bltos) | .v_mmﬁmfmw*_.wh_

: - -mg, (,,mgl m 1 oo (3p)
vit= - By [vo+._.B ]v_e *‘mJ e " Reas B9
'Inmediatamente nos-damos cueﬁta‘défalgunas cosas: L B e

_ a) Tanto la veloc1dad como la p051c1on pueden ; descomponerse en
‘iun tran51torio una parte permanente y otra fluctuante.

b) Para la veloc;dad el réglmen permanente da una veloc1dad

" constante de 'asentamiento; cuya . magnltud es mg/B -El tran51torlo

'1desaparece exponenc1almente

fvc) Para la p05101on deila partlcula,}el reglmen“estac1onario

"’puede a su'vez descomponerse en_dos componentes una de mov1m1ento

.frectillneo “uniforme a la - veloc1dad 11mite (x ——Et) y' una deriva.T”
L O S mv . L ‘ v..'...___-i . B

o ?.,,‘“ :
"_.constante BO + 8[2] la"prlmera de cuyas . partes “se debe’"a““Ia””

velocidad inlcial -la segunda al tlrén de la gravedad. Aqui tambien el S
‘ kg—“ _”iwwvtran51torlo desaparece con rapldez exponen01al -
EE E -d}  Por Gltimo, la fuerza fluctuante da lugar a fluctua01ones enT T T
(i _posicion y velocidad dadas por integrales del tipo o m~l-f¥- S —
) - ""““"T‘_'_zi"zfﬁ,,
e e
%_ IR S LA, o
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t
Iga(s)F(s)ds, (4)
A _

donde ¢ es una funcidén continua.

Asi pues, sin la presencia de la fuerza fluctuante la particula
se desplazaria en movimiento rectilineo uniforme. El efecto de los
choques intermoleculares hace que en cambio se de el movimiento
erradtico observado. En otras palabras, la. fuerza fluctuante F no puede
ser una funcién continua: ae hecho, debe ser tal que las integrales

como (4) sean erraticas, para cada instante t.

" En [Hernandez, 1988] hemos dado en forma elemental Ila
construccién de un objeto matemético llamado ruido blanco, que es un
proceso estocéstico generalizado, para el cual tienen sentido las

P integrales del tipo

llamadas de Wiener. Una tal integral define una variable aleatoria

gaussiana para cada t, de tal manera que  {p(t),teR} constituye un

proceso estocéstico gaussiano. Ademas,

t
Ep(t)=0, Ep(t)%= [ |ols)]?as; (5b)
. 0 .

en general,

?*’ ' Asi pues, podemos representar ia fuerza fluctuante F como un

mdltiplo escalar de ruido blanco, digamos F=¢§, con o¢>0; las -

fluctuaciones en la posicidén y velocidad son los procesbé estocasticos

:'gaﬁééiahdé-;»~v,_t N W
. . N : e o '» N N B : o . ) "'?““:. . v
JRS R el . - =(t=-s)] .. . - SO S
) o {B J‘o[l,,w‘? o ﬁ]&{s)'?s, telR} | L (82)
fi; M | 6 ) ,
o e - Blies) S
%joe " £(s)ds, teR} , B (6b)

respectivamente.. Un calculo elemental basado én.lS)ﬁmuésﬂra.que la
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t . .
p(t):= I ¢(s)€(s)ds, , (5a) .
N . 0 -

t t t -
E J‘<p(s)g(s)dsj'¢(s)s(s)ds =f¢(s)¢(s)ds (5¢)
0 Yo . 0 _ .



- asentamiento,

“tinta es

: gravedad

-media del proceso gaussiano bidimensional (8) es cero,

"matriz de covarianza es

obtlene fa011mente de (7)

8t 8t
1 m_. .28t 1|, _ m
——2— e 1 + —m— ﬁ 1 e
"B 1
clt):= ¢ ] (7a)
-
1 m 1.
= {l-e _—
g L m°
- J
~'Esta es tambien la matriz de covariahéa;del»proceSo.eStocéstico
combinado {(x(t), v(t)), teR}, cuya media es R
1. o m mg m
X+ z |[v+ —= - gt =
01.3[0‘8-8] | B Bt
“(t) = . ' + [V + El-g] e mn - (7o)
B Lo
A Asinféfiéamente, el »probéso combinadéi {(x(t), v(t)), teﬁ}ﬁFéé _
'bémportaré como un proceso gaussiano, cuya media y ‘covarianza se

. - Para la difusién de la tinta en el agua no se observa ningun

pequena,
Es dé

tomando g—O e

mayores.

 parte del. reposo

n (2)

"lo que indicaaqgeflé fueria'fiuctuante producto de los
..choques intermoleculares es sufiéienté para'neutraiizar-el tiréh de lé
f‘gravedad ‘Esto se debe ciertamente a que la masa’ de - las particulas de” -~
y seria muy dlStlntO si se tratara “de particulas

1nterés para este caso despre01ar el : efecto de la’

supondremos ademés que 1a partlcula

Por otro. lado, del anallsls de [Einstein,

: 0 = ZBkT

g ‘se alcanza el equlllbrio a. temperatura T“"necesarlamente Pl

en tanto que su

1905] se desprende que,"’“~ y

..w donde k es la'COnstante de Boltzmann Asi pues, se llega a que
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2 2kT
EIX(t)‘ xol ~ [T]t, (9)

en el equilibrio (es decir, para tiempos grandes) a temperatura T.
Esta ultima relacién es muy importante, pues permite validar este
modelo: en efecto, por medicidén directa se obtiene una estimacién del
desplazamiento medio cuadrédtico de la particula a distintos instantes

de tiempo; si no varia linealmente con t, el modelo se rechaza.

El andlisis anterior se puede cbmplicar cuando se tiene difusién
molecular bajo la influencia de campos externos. Un'caso en el que
todavia se pueden obtener concluslones en forma explicita correspondé
a la difusién en un medio'elastico, que ejerce una. fuerza restitutiva
dada por la ley de Hooke, es decir, U(x) = %axz, con &0, Si la fuerza
fluctuante es de nuevo F=cf, con & ruide blanco gaussiano estandar, -

las ecuaciones a resolver son

X 0 1 x 0 x(0) X,
= + £(t); =1 °

v -4 By c v(0) v

m m m - O

como son . lineales, se pueden resolver en forma explicita usando la
integral de Wiener. El analisis original de este modelo se debe a
Ornstein y Uhlenbeck; data de 1830 y no usa la integral de Wiener.
Véase los articulos cdorrespondientes reimpresos en ([Wax, 1954]. En
general, el término U’ (x) no sera lineal, y cuando F=¢€ (con £ ruido

blanco) resclver las ecuaciones diferenciales

I
X

Xx= v  %(0) (10a)

(10b)

1
<

v = - % U’(x)-— g v + % £, v(0)

réquiere_de la integral de Ito [Schuss, 1980]. - . —1-«"vh>¢ mmTf:<75;~; .

- Por otro lado;—se puede simplificar el modelo (10) procedlendo '“fifﬂf"”

' como sigue. SumerJase éste ‘en una familia-infinita de modelos '”**”““““*“;“4“““’ e

L] ) . . :
X =V V ) . . - - ¥
e ) o O

- luw - B £
v = U’ (x) on v +‘ = £,

uno para cada €€(0, 1]; aqui, c.=C Yy, en general, si queremos_quervélga i

la relacién de Einstein para cada uno de estos modelos, debe tenerse - R
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que
) 1
e ‘ < = ZBIIT/E, _ 0

- : por lo que los modelos a.considerar son

Xx= v ‘ _ (11a)
ve-luvm By Zg (11b)
o e L we
»‘g uno para cada £ € (0,1].
»IW A :'; Cambiemos de escala tempofal, con objeto de estudiar este sistém#
'~‘”fy e para tiempos’ 1argos, definamos la nueva escala femporal s:=¢t, las
- " "nuevas variables ‘ '

af(e):= x(s/e),‘ vE(s):= ev(s/e), £€(s):= T é(é/s).

) fﬁecha la substitucidén, la .familia dé modelds {11) dé lugar a

ax®_ e
- ds -
.ﬁ avs: : € B :e o .£
. S-d—g U(X) +E€:
es 439}?“” _ , .
B.dx®  dv 1y
mds " &E @ "”*"5
e 3:.. o Formalmehte; al-haéer que 0. desaparece el segundo términd"a la

" izguierda de 1a ultlma 1gualdad Sl, ademas x —Y,. v —A, E -, con M

. ruideo blanco estandar, entonces se tendré en el llmlte,

g,Smquchdeki-

dlfunde libremente,j-el “modelo Smoluchowskl‘

- :n,_”‘Elnsteln En general es verdad que el comportamlento predlcho para
’Eﬁ . -:ﬂ t1empos largos por el modelo de - Smoluchowskl (12)- concuerda con.. las

'que arroga. ~el “de Ornsteln—Uhlenbeck (10) “por lo que ‘no se puede’i e

dlstlngulr uno - del otro al menos desde este punto de v1sta Véase el

libro de Nelson arriba c1tado para una discusién al respecto
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”w=-Wkam; ;jjgf,, 5?7:f (my

Este ‘nuevo modelo.;es prec1samente el dado en 1918 por -

'1916] ”Para Ta Justlficacion rlgurosa del paso. de?(ll) a (12) véase;ﬁ

,?“para el movimlento browniano, ~véasé [Smoluchowskl,if;:dmfm

{Nelson 1967] “En particular, si. se trata de"un partlcula que se .
R al de ::__v.___‘ e b
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4.2 Reaccién y difusién en dimensidén uno.

Fo
Consideremos la siguliente variante del problema estudiade en

la seccién anterior.

Problema: "Un tubo cilindrico muy esbelto-se llena de agua. En un
instante dado se le inyecta tinta negra, que se deja difundir hasta
gue se uniformiza 1la solucién en un color gris obscuro. Se desea
estudiafv la variacién temporal de 1la distribucidén espacial de la
tinta, bajo la hipétesis de que el tubo se encuentre sellado en los

extremos".

Sea £ la longitud del tubo. Dado que se trata de un tubo esbelto,
ignoraremos las variaciones de concentracién y cualquier otro atributo
de interés en cada seccién transversal, por lo que podemos tomar S =
(0,8) como representante del espacio fisico. El tiempo sera
representado por los elementos de T:=R. Hay un sélo atributo .de
interés, la concentracién de tinta, y se mide mediante numeros ‘no
negativos; por lo tanto, A = [0,w). El fenémeno se estudia tomando
muestrasA a lo largo del tubo, en un numero finito de puntos y
analizando por fotometria el fluido colectado, para determinar la
concentracién de tinta. Dichas determinaciones se efecttan con

frecuencia, y el resultado es una tabla o .

£, C(“, o {fC(” i=1, ... , r . (1)
-4 1 p . '

donde r es el numero de repeticlones y p es el nuUmero de puntos

muestreados, a saber z, cee zpe (0,8).

Los - perfiles de concentracién de tinta seran funclones

x: [0, 8] —A; puesto Que ‘no  se _ééperan ,ya:iacioneé bruscas’gde NEA

compdéicién.g'lqm}éygowdél;tuﬁo;blos perfiles se supondran continhds.
De hecho, por conveniqqéig_ﬁateméti@éiéﬁpondremos‘(véase la seccién .
2.2) que los perfileévson continuamente diferenciables en [0,¢], con
segunda derivada continua en (0,¢). Esta suposician'resultaré util,

segun veremos a continuacién.

De la tabla (1) se.obtiene la tabla derivada -
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(1)_ o)
- | S J=Liio., pl; i=1,..., r )

con lo que se estiman los gradientes de concentracién a lo 1afgo del
tﬁbo. A la'vez, se determinan los cocientes

. | . clietl Csi) L y :
e - J_ i=1,..., r=1; J=1,...,p ,
" ... mR i+1 .

donde R es el rédio 1nterno del tubo. Asi pues, se determina
experlmentalmente el transporte del soluto por unldad de érea a traves
= . de cada una de las secciones transversales del tubo determinadas por

los puntos de observacién.

Observaciones experimentales muestran que el transporte de

materia se da en la direccién en que disminuye la éoncentracién, ¥ ique

la tasa de transporte por unidad de tiempo -y. por .unidad de'érea es

'-,pfbporcional al gradiente local de’concentraéiones Esta aflrma01on‘
empirica constituye la. llamada Ley de Fick (recuérdese la | ley de

Fourier de la secc1én 2.2) y se puede traducir en ‘términos matematicos

_“como 51gue o si x[O El—aA es Un perfll de concentra01ones, "y _si

zel0, 8] _entonces - el flujo por unidad de trabaJo a través de la

e secc1én transversal determlnada por - z'es

._-;j E . P . S . X EE S CEEL . .
R : : - dx S N Y ' R ;
thQégD:es‘un‘coeficiente posiﬁiVé, llamado la difusividad dé'lavtinta_~-
,confél3agua a la temperatura del experimento; en el sistema'cgs, sus

" unidades son cm /seg Esta ley, Junto con’ la ley de la conservacién de

la materla,Aconstltuye la herramlenta princ1pal para el analisls de .

fﬁestas ‘situaciones

Por otro lado los perflles aceptables debenﬂrefleJar e1 hecho de .

f‘que no hay dlfu516n en, ‘los extremos de la barra fSegun la’ ley de Flck
ello- requlere que ST AN - l:~-"“<"ﬁ_":“gg_' '
Dx (O) 0 DX (8) 0 7-'?._ S e e e e e B

-.por lo que. el conJunto de los perflles admi51bles es

= {xeC [0,8]: xeC®(0,2), Dx’ (O)=O,-Dx (wy=o0y.

i A su. ve21 ~las trayectorlas admisibles serén. algunas fun01ones~mwﬁgww;m5,
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'-"ﬁlnta en esa regién es

w: T—E; veamos cuales.

Para comenzar, introduzcamos la notacién

C(t,2)3= (.O(t)(Z),

por lo que debe cumplirse que
ac _ ac _

Sea h>0, y sean z, z+h e (0,¢), teR. Igual que hiéimos en la
seccién 2.2 para estudliar la conduccién de calor en una barra esbelta,
analicemos los eventos que tienen lugar en el instante t en la seccién
del tubo determihado por dos planos perpendiculares a su eje,

colocados en cada uno de estos dos puntos (véase la figura 1).

==

z+h

Fig. 1: SecciOn del tubo en el que se estudia la difusidn

{compare con la figura 2.2.2). Por la seccién de la izquierda entra un
flujo de

-D(wR? ) (t z+ h)
de tinta, en tanto que por la derecha sale un flujo de
2f ac ac,, _
R [Dg;(ﬁtg+h) - Dgz(t,z)].
Por otro lado, la cantidéd de tinta contenida en dicha regién es

( s +h N )
mR%)| C(t,Z)d.
z : o

51 g% es continuo entonces la tasa de var1ac1on del contenido de k

(nR®) = _[ C(t 2)de = (nR )f (t 2)de

.

Por lo tanto
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Z+h S -
j &c ac - 595t 2).

fEe 0 - o - o

z

Basta dividir ambos miembros por h y tomar el limite cuando h—0 para

‘obtener que

aC _ a(-aC ‘ o
. 5_[ 5~} teR, ze(0,8) - , - (4)

Asi pues, el conjunto de las trayectdrias”aceptables‘es

L ac a%c

= {C:RX(0,03[0,8) | 35, 2= eCIRX(0,8)], (2)&(3)}.
' : . dz "

Aqui hemos supuesto que D es una funcién'bbntinuamenteidiferenciab1é H

de la posicién. De hecho, a fienudo se toma D constante, por-lo que (4)

se transforma en

s =:ﬁ —-E; teR,. 0<z<e ' ' ':{a(SJ

En general, el coeflclente de dlfu51on seréd una fun01én contlnuamente

 diferenciable de C, por lo que (4) es una ecuac1én dlferencial par01al

~ no lineal. En el caso més sencillo en’ que D,es constante, la ecuacidén

-vdiferencialuqué resulta (5) se llama la éc&ééién de difusién. En.-lo - ...

que sigue nos concentraremos en éste caso partlcular, por lo que

3C 8 C

6t iaz

= {C:|R><(0,3)~—>[9 )| CIRx(0, 81, (2)&(4)}.

Una varlante de gran 1nteres se obtlene cuando el ‘fluido no

permanece estétmo,~ §ino 'que se mueve con _velocidad conocida. _De’.?
hecho, sea V: [0 =R el perfll de ve1001dades en el fluido, que o

supondremos se’ mantiene durdnte todo el. desarrollo del fenémeno .

tSupongamos ademas que v es continua

BaJo estas c1rcunstanc1as, “elg anéllsls_'anteriort

~ En otras palabras los puntos del tubo -se.- mueven a lo largo de‘lasm

soluciones ‘de la ecuacién dlferencial

'2i=”v(z)f

y-la funcién

t e Clt,2(t) - 4 I e
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satisface la ecuacién de difusién, es decir

2
~ Gctt,ze)) = b &5 (t,2(0))
dt 2
dz
Aplicando la Regla de Cadena obtenemos sin dificulfad que
2

ac ac _ 8cC
7 * V(Z)EE = D;;E . (8)

Una extensién con mayor interés ain se obtiene si, en lugar de
tinta, se difunde con el agua una substancia que toma parte en una

reaccién quimica que se desarrolla en el seno del fluido.

Sea ¢:[0,®)~R una funcién continuamente diferenciable tal que

¢(C)= tasa de desaparicién de la substancia que se difunde,

g

cm” + seg

por unidad de volumen

Entonces, en el interior del elemento bajo estudio se consumen

Z+h .
2 . g

por lo que la tasa neta con que se acumula el soluto contenido en el

elementoe bajo estudio es
Zz+h
2 ac ac
R jz p(C(t,8))dg + DEZ(t, z+h) - Dg=(t;2) |
En consecuencia, podemos afirmar que

+h z+h '
acC ac ac
J-: a‘—z(t,C)dc = Da—z—(t,2+h) - Da—z(t,Z) "j fp(C(t,C))dC.

De nuevo, basta dividir entre h y tomar el limite cuando h—Q
pébarobtéﬁef7f T ‘ ,

: Ca — o ’ A _
ac ac _ 8°c _ N e

Un caso particular especialmente simple resulta cuando la

reaccién quimica en cuestién es de primer orden, es decir
e(C) = kC,

pues entonces la ecuacién (7) da lugar a
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Esta ecuacién diferencial parcial es lineal y, Junto con las

condiciones a la frontera (3), basta especificar una condicién inicial

- C(0, ) para determinar la solucién C, usando la técnica de separacién

de variables que ya se utilizé en la seccién 2.2.

- Salvo en este caso pérticular, la ecuacién diferencial de
reaccién con.difgsién (7) serd no liﬁeaiyaprecisamente.a causa del
fébmiho'de'reéécién @(C). En:campio, si sélo hay difusién-y no hay

' Pea001én,v la--egﬁacién diferen&ial reéﬁltante serd siempre lineal,f‘
salvo cuando el coeficiente de difisién sea funcién de la

concentracién‘dé-Ia substancia que se difﬁnde.

_ Ei método de separacién de variables permite resolver los :
problemas de valores a la frontera ‘siempre y cuando no presenten  f
’nlnguna nollnealldad En. general para resolver los problemas de.
valores iniciales y a la frontera Pesultantes habréa que Pecurrlr a los
metodos numérlcos u otras técnlcas de aprox1macion
~ Pero regresemos a la ley de Fick, éegﬁn la cual - éi'flujb por- -
”;unldad de &rea perpendlcular al. eJe del cillndro esté ‘dado por (1) ¥
'cuando el perfll de concentrac1én es X. Esta ley es una aprox1macion
_ En general dichd“fluido en el punto ze[O 8] seréfunc1oq de x’(z), no
necesarlamente propercional a este valor. . Es tambien,claro_ que el‘;f o
:flﬁjo va en la direccidén en due diSminuye lé éoncentrac*én,'por lo que
fdebéf&ecreéer cdn x{(Z) Ademés; en muchas 51tuac1ones de interés el
médio no serda unifornme,’ por lo ‘que la dependenc1a antes descrlta puede
'cémbiéf con el puhto z. _Asi pues,,podemos postular que exlste “una

quncién e [0 8] X [O w) X R —a R tal que Egguifﬁ“ - 3_'15;z‘_€--ﬂ5ﬁ5“

' J(i xfﬁ)'x;(z)) .,w__flujo.mm_porm;;munldad ----------- de . ‘drea ¢

perpendicular al™~ eJe -del cilindro, a través de la

e seccién transversal en,Wz,” cuando;zel perfil de R

cdncentracién'es X.

Conviene suponer ademas qﬁe~J es continuamente diferenciablq, y de la

B2
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discusisén anterior se desprende que, si denotamos las coordenadas de

[0,2] x [0,m) X R como (z, u, W) entonces g% <0. ,

Bajo estas condiciones, la tasa neta de transporte a través

del volumen achurado en la figura 1 es
nR? [—-J(z+h.x(z+h),><’(z+h)) . J(z,x(z),x’(z))]
y el balance de materia ahi cuando ademas hay reaccién dice que

Iz aC(t £)dg + J(z+h x(z+h),x' (z+h)) - j(z, x(z) x'(z))

z

Z+h -
= - j o(C(t,2))de.

De nuevo, basta dividir entre h y tomar el limite cuando h—0

para cobtener la relacién

: 2 ' . , :
oc , ddf, ¢ 8C8%) L o) o
A dz[z’c"az'_aza] 0(C), | (%)

donde
‘ggtz,u,w,y)' J(z u, W) + J(z u, w)w + —4(2 u, W)y,

(9) se llama ecuacién de continuidad, 'Si. ademas el fluldo esta .en
"movimiento, obtenemos ‘la eécuacién de continuidad para‘problemas'con
- flujo, a saber

ac 6C dj[ C ac o C] -

5t vzl + 3 5z b -¢(C) | ' - ' (10)

En cuanto a las condiciones a la frontera, en lugar de (3) se

. tendra

Jeo,c(t,0),2 (t 0))=0, jclt, z) o=(t, £)=0

.- cOmo expresién matemédtica del hecho que el tubo se -encuentra alslado

en los extremos.- Con mayor -generalidad, podemos pensar en fljar el
flujo en esos puntos (no necesariamente "anularlo), y entonces la

condicién a la frontera seria

500,C(t, o) (t 0)) = y(0) | S (11a)
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Jecte, 0, 506,0) = po | (1)

~ donde w es una funcién conocida, deflnlda en {0,8 y cuyos valores son

los flujos en cuestién. Si de hecho se cumple la Ley de Fick, (11) se

“transforma en
ac, ., ' .
- D——(t 0 WCO ngz(t»0)=¢(£) {(12)

= SR llamadas condicionessde Neumann. Entonces, las relaciones (11) son

-;4, - unas condiciones de Neumann generalizadas.

Si ei tubo_ﬁo esté cerrado en. el extremo inicial, sino que la

SRl
S

entrada,'entonces se, da un flUJO de materla adlclonal en ese punto.

Como prlmera aprox1mac1on podemos. considerar que dicho fIUJO es
" proporcional a la diferencia de concentraciones C(t,0) C .con

constante.de proporcionalidadA? El flujo ha01a el interior del tubo

E T corriente fluye a'través de éi, Yy si"C es la concnntraéiéﬁ a la

es entonces w(O)——7 [C(t,0)- C 1. Analogamente fsi el extremo de la

genera un flujo de materia. dado por w(eyq'[C(t 2) C 1, donde 71 es

velocidad.

Momo en nlnguna de las~ entradas del tubo se pueae acumular el

derecha esta abierto Y hay una concentra01on C fuera del tubo, se

una constanteﬂp051t1va,conoc;da.”Tanto 70 comofqi"tlenenuunidadeswdeMMMw;. .

gﬁv S materlal “debemos tenen que
Jo,ct,0,% (t 0))= -y [C(t,00-C.] 0 (132)
J(e clt, e) (t 8= +y [C(;,g);c;l o ﬁwf,f;:~ -~ (18p)

acC

e P R S ol AR
_ . . cer e d Z=0 - K . ) . . J T S
. ac PR | . - ‘ v . .- “:' R ) .
.. z=1 .
Estas se 1laman cond1c1ones de Robln, porlldique lasqundiéionesv;
_ (13) serian de Robin’ generalizadas B
o~ ) 54
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Nétese que tambien (12) y (14}“939den ser no lineales, cuando el
coeficiente de difusién depende de la concentracién. Supongamos que D
es constante en (14) y dividamos (14a) por zoCo, (14b),por,z1C1, para

obtener

o‘-:.z_ U'=E V'=E
’ e» , c . c’

: 0 1
ademds de los grupos adimensionales
V-::E v-:il_z.
o’ D '’ 1 D

oy Si estos grupos adimensionales toman valores muy grandes (la
3 ' transferencia hacia el exterior le gana a la difusién interna),
podemos hacer que Vo En este caso se tendra u=1 en 0=0, v=1

en o=1, es decir

;:E' C(tio? = Co, C(t,ﬂ?igl. _ , (15)

tstas ultimas 'condiciones a la frontera se llaman de Dirichlet; como
hemos visto, se aplican cuando vale la ley de Fick en’'el interior,
pero la difusién hacia el exterior es méds rapida que la difusién
molecular en el interior del tubo: como consecuenciz de ello, se

establece rapidamente el equilibrio con las corrientes externas.

i -~ Desde luego, consideraciones andlogas se aplican al modelo
- . matematico para la conduccién de calor en una barra ccnstruido en la
b seccién 2.2. o ‘
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CONFERENCIA 3.

ALGUNAS CONSIDERAC!ONES METODOLOGICAS.

El objetivo de esta ultima conferencia es el de aislar algunos

principios generales que gobiernan tanto el planteamiento de problemas

fcomo la validacién de "los modelos . resultantes. Se enfatiza la

metodologia"'consistenté en "primero plantear un principio de
conservacién 'y luego eleglr un - modo de calcular los dlferentes

términos de la ecuacién” para construir un modelo matemédtico. Dicha

'Lmetodologla ya habia 31do utlllzada 51stematlcamente -en las cuatro

conferencias precedentes, y aqui se pone una vez més de manifiesto

-mediante la con51dera01én de .circuitos eléctrlcos sencillos En cuanto

a la validacién de los modelos, se propone en la se001ér1 2 a la. " "

inferencia estadlstlca (estlma01on y prueba -de. hipétesis) como marco3"

' conceptual ayudada por la optimizacién. La. perspectiva global es la:

B . de buscar un adecuamiento entre las. pred1c01ones del modelo y las-

observa01ones practlcadas sobre el 51stema real.

.81 Reglas;para el planteamiento de problemas. . [

Regresemos por un momento al eJemplo 2 8 de la conferen01a 1,

'l;referente a una partlcula que ‘'se mueve en "un medio viscoso bajo la‘

"ac01on de un potencial y una fuerza externa varlable La energla total'

de dicho 51stema esté dada por la fun01én hamlltonlana . 

IR H(x,v) = %- mv? + U(x),

<"y las ecuaciones de movimiento son

- x =Ty '~ ot ':’““7“’ _»*’.“"""".

w,vﬂsurv— U(x) B v+ = F(t)
L ‘m

A lo 1argo de una trayectoria de este sistema en‘él éspacio fase, .

la energla tome los valores

E(t) H(x(t) v(t))

- por-lo que -

L 56
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95 - V(t)F(t) - Bv(t)Z (1)

Basta que elijamos la fuerza externa en funcién del estado de

movimiento como
F(t) = gv(t) . (2)

para que la energia total se conserve. Es decir, el control externo
(2} alimenta energia al sistema con la tasa justa para contrarrestar
la tasa de disipacién de energia producto de la fuerza viscosa. En
general, al sistema se alimenta energia con una tasa (potencia)
instantéanea de

F(t)v(t) ::Z

y se extrae energia con una potencia instanténea de

2 erg

Bv(t) seg’

El resultado neto es una tasa de acumulacién de energia dada por (1).

Observamos que

Tasa de = Tasa de - ~ tasa de (3)

acumulacién entrada salida,

La relacién (3) fue aplicada en este caso a la energia mecénica.
Sin embargo, en la seccién 2 de la conferencia anterior se aplicéd a la
masa, al plantear las ecuaciones que gobiernan la difusién molecular
cuando se le estudia de ~un punto de vista microscépico; y en la

seccién 2.2 se aplicé a la energia térmica, en forma andloga. Las

mismas ecuaciones de movimiento que dan lugar a (1) son un caso
_particular de (3), pero aplicada a la conservacién del impulso lineal

.~ p:=mv.-En efecto, la segunda de dichas ecuaciones es

- dp

-3t ,=1—U’,(,x),.-13_v‘ tF(t)___ _

. ‘ . t -
.2 J‘oms) - U’(xcs))lds_-_ —fBU(s)ds

Vemos que, en un sistema mecéanico, las fuerzas externas generan un
flujo de impulso lineal hacia el sistema, cuyo valor en el instante t

es

~
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[ tFo) - v (xts)]as.
J, .

el impulso lineal

‘Analogamente, que fluye hacia el exterior del

- sistema en el instante trgé
' t
I Bv(s)ds.
0 .

Vemos pues que :1a Segunda Ley de” NéWton no es sino una expresién

del Principio de Conservacidn del Impulso Lineal. En general, toda Ley

de Conservacién _teﬁdré’_la apariencia de (3). El Siguiente ejemplo

servirad para ilustrar estos conceptos.

Ejemplo 1. ‘ ; _
'"Se alimenta una corrlente de salmuera concentrada a un tanque de
_Ahi de. 'se

1‘ .

~ difusién. se mezcla “con una corrlente ‘agua  pura y

T homogenelza la mezcla medlante un poderoso agitador, Se mlde‘

-;% - concentracién de las corrientes de salmuera =2 la entrada y a la salida

del tanque. Se opera el tanque de tal ‘manera que ni haya derrames ni
S .58 vaCle R ' - - —_— S
Un punto: clave én’ 1a construc01on de un modalo para esta

situacidn es la espe01f10a01én del espacio. Suponlendo que se trate de

un tanque c111ndrlco, serla natural tomar S como un ‘cilindro en R
.con lo que los perfiles de concentracion serlan func1ones no negativas
C: S—»[O M)

de lo cual sque'la pOsibilidad de SUpoher

de tres variables, Sin embargo se nos

‘fA{'agitador es "poderoso",

instanfénea la homogenizééién‘de la'mezcla en. e15tancue Asi pues,

”T"suponlendo mezclado perfecto,

videntificar‘con los valores de la misma.

R).

Desde luegof

- continuo (T

Sin embargo la concentra01én no es el unico atributo de 1nterés

”Auﬂpara plantear la conservacién de la materla (3) debemos recordar que

7 la .sal en el tanque -en un _instante_ .se obtiene

pngggnte - dado

¢ . B . L L FE S
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la salmuera en el tanque: tlene la mlsma
fconcentrac1én de la salmuera en la corrlente de salida “Por - lo tanto S _ﬂyf

':ducir a un punto y los perfiles de concentracién se pueden‘

informa que el

el tiempo sera -




multiplicando la concentracién de sal por el volumen de la salmuera.

Asi pues, A = (0,@)% si (x,y) € A, x representa la concentracién e N

el volumen de la salmuera en el tanque.

De acuerdo con lo anterior, las trayectoria serédn parejas de
funciones no negativas, de variable real; las supondremos ademés
continuamente diferenciables para poder hablar de tasa de variacién y

aplicar (3). Sea (C,v):R—A una trayectoria tal, de manera que

C(t)= concentracién de la salmuera en el tanque,

sy v(t)= volumen de la salmuera en el tanque,
ambos en el instante t.

Sea C0 la concentracién de la salmuera concentrada que se
S alimenta al tanque, con una rapidez (variable) de qo(t) cms/seg en el

) instante t. A su vez, el agua se alimenta a razén constante de q

cms/seg (véase la figura 1). Por otro lado, la salmuera se

%e,Co ———1\5 1———— ¥

. K | o - 2
s
2l - | > <i4

Fig. 1: Tanque agitado para la dilucidén de una salmuera.

Sl dd

‘ )

i

o |

extrae del tanque regulando el flUJO de salida de manera . que la tasa.z"

‘.de extracc16n en ‘el instante t sea de q’(t) cm /seg Ello se logra

mediante un controlador de nivel, que. acciona_la“valvula para.evitar.;

tanto derrames ‘como vaciados del tanque.

Una sencilla aplicacién de (3) al flujo de sal a .través del

tanque muestra que

d b= - .
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ademds, despreciando cualquier efecto de cambio de volumen que pudiera

suceder durante el mézclado, de la misma (3) se obtiene

av - B o
dt q+q—q’ ‘ v )

con lo que

dC qoco - (qo+ q)c

at " - v

- Las - trayectorias ”quedan espe01flcadas mediante este par de _
w%ﬁ* ecuaciongs 'diféteﬁ&iébles ordinarias. Basta fljar una -condicién W
¢ inicial B f

wo | . V(0) = Yo, CﬁO).~ 0
krg ) _ paréAqueuquedeideterminada una trayéctotia, siempre‘que'vo>0.‘u'

Ejercicio 1.
& . ' De un modelo matemétlco que descrlba la var1a01én temporal de
3 . :

la concentrac1on de- salmuera en cada uno de dos -tanques agltados

rcolocados en serie.

Qo C~ _

S ) A . . . - \)_: N o L e e e s " .- ~ - - e
e .+~ . Las tres corrientes de alimentacién contienen‘salmuera, de dlstintas
e concentraciones. Suponga que la agltacién es perfecta~'en ambos .. %
-tanqﬁéé,ﬁ ademés de - que los voltmenes de soluc16n se mantlenen
L constantes . )
e | 5




Ejercicio 2.

En el planteamiento del ejemplo anterior se ignoré la posibilidad
de un derrame. Esto es razonable gracias a la presencia de un
controlador de volumen. Sin embargo, pudiera darse que el controlador
no cumpliera bien su cometido. gCémo se modifica el planteamliento en

ese caso?
Ejercicio 3.

Volviendo al tanque agitado de la figura 1 suponga ahora que se
alimentan dos corrientes (1 y 2). La corriente 1 contiene una
substancia A en solucién, en tanto que la corriente 2 aporta una

substancia pura B. Ahora bien A y B reaccionan segin
A + B — Productos

y la reaccién es de primer orden con respecto a cada reactivo A: la
tasa de réaccién a la temperatura de trabajo es kCACBg/cms'seg, cuando
la concentrgcién de A es CA y la de B es CB; k es la constante de
velocidad de reaccién correspondiente. Se mantienen las condiciones de
operacién descritas en el ejemplo 1. Dé un modelo matemdtico de esta

situacién.

Ya hemos visto que el principio de conservacién (3) permfté
construir modelos matematicos en diversas éareas, aplicéndolo. a la
masa, la énergia o el impulso lineal. El ejemplo siguiente muestra su
aplicacién a la conservaclén de la carga y la energia eléctrica. La

clave para ello son las dos leyes de Kirchoff, respectivamente,

aplicadas a un nodo y un lazo en un circuito eléctrico (figura 2).

R 2 o
Fig. 2: Los elementos baslcos en la topologia de .

un circuito electrico.
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Primera Ley de Kirchoff.

En un nodo ‘al que concurren varias ramas de un 01rcu1to ‘la carga

neta acumulada es nula.

Segunda Ley de Kirchoff.

Al recorrer un lazo.cerrado de un-circuiteo, no hay ganancia neta

de potencial eléctrico.

L ~ Resulta evidente que estas dos leyes no 'son - sino casos

particulares de (3): aseguran que no hay dcumulacién ni de carga en,uﬁ )

nodo ni de energia en un lazo. Para aplicarlar, basta saber calcular N i
la caida de potencial a través de cada una de las ramas que .
constituyen un circuito,. relaciondndola a la intensided de corriente

que circula por dicha rama!

Ahora blen,'entre las propledades mas 1mportantes de los leéPSOSiA~
Cow :  elementos de un circuito eléctrico convencional figuran'la re51stenc1a
= - (R en ohms)  la inductancia (L, henrys) y la capacztan01a (C, en

faradays) Dlsponemos de las 51gulentes leyes emplrlcas que descrlbenv

el comportamlento de estos elementos, ‘donde VA -V _és la caida de

_voltage, i es 1la intensidad de corriente, q la carga electriba

- acumilada.y t-es el tiempo:

a) Ley de Ohm

-1 1 f" b)) Ley de'ﬁéhrym = - . ) "f':‘. —
. ::,:fﬂ._iuu_fw.mhﬁ_“ﬁ“j; . |
S WU T vA - vB =.-L I
B A L B Bk

e




c) Ley de Faraday

o, q = CV,-V )
o |— :
C =-J i(s)ds -
)
Ejemplo 2

Una conexién electrica se puede esquematizar como un nodo 0 al

que convergen tres ﬁamas, A’0, A"O y BO.

AI AV Las dos terminales A’, A" se
R mantienen al mismo voltaje V;B con
1 respecto a B. Se mide ademis la

intensidad de corriente en la rama
OA". Se desea conocer la variacién

! 4 temporal de la carga acumulada en

la. rama OB",
B

Sean ¢,i:R—R, con i continua y ¢q continuamente diferenciable,

tal que
i(t)
qlt).

corriente medida

carga acumulada en el capacitor,
ambos en el instante t.
Por la primera Ley de Kirchoff, la corriente fluye a lo largo de

A’0 con una intensidad igual a.& - i. Por las leyes de Ohm y de

Faraday, la «caida de voltaje en las ramas A0 y BO son

Arespeéiivamente, R(é(t) - i).y,g(t)kc, en cgda'instante t. En virtud

de la segunda Ley deaKirchoff,'se cﬁmb1e que : . LT
o UV B
R(G(E) = 1(t)) + za(t) =V, o

Enbotras palabras, qisatisface la ecuacién diferencial ' 3

S DAY
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Ejerciéio 4.

Haga explicitos leos cinco élementos T, S, A E y Q- que
constltuyen el modelo matematico deterministico ya construido: en el

ejemplo anterior.
- Ejerciclo 5.

Una conexién eléctrica se puede esquematizar. como una
resiétencia, una capacitancia ,yf‘una‘ inductancia pero conectados en
_ : : L S -serie, segin se ilustra en la

:fi . QR - . figura.'Se mide la caida global de

.:voltaje entre A y B, que resulta

2;puede decir de la intensidad de.

corriente en ~dicha rama. Dé: un

‘modelo matematico para la varia01én

ftemporal de” la 1nten31dad de

acumulada en el conaensador

Ejercicio 6.

“En.relacién con ‘el.-ejemplo dé& - una particula qdé da lugar a (1),
escriba las ecuac1ones de movimiento para el caso partlcular U(x)-Eax2

(el 05011ador armonlco) Adlmen31ona11ce las ecuaciones resultantes 'y

tamblen las ecuaciones de movimiento en el espacio carga—intensidad

B obtenidasen el eJercicio precedente ¢Qué analoglas percibe entre

'ambos 51stemas? Dlga cémo. simularla el comportamlenuo del sistema

' varlable en el tlempo, lo mismo se

. corriente médida‘ y de 1la ,carga .

e s :

}félfvv#  mecénlco medlante el sistema eléctrlco*'

ey Tf,fil“jijercicio 7':M:,:w__$mm -
B ' Dé la Pégién del. espaciS.:E”L ., C-en ld' cuél se obtleneﬁmfj>
ww;iwm~wf,v-~v oscllaciones -eléctricas. - ¢Cuando - se ‘mantienen dichas oscilaciones?—m-

¢Qué parémetros debeh“ajustarse para: mentener una frecuencia deseada? -

. B4 .
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De los eJjemplos dados hasta ahora podemos inferir aigunos
principios generales para la construccién de .modelos matemiticos en
las ciencias y las ingenigriash Por conveniencia, 1los haremos

explicitos:

I. Elijase una propiedad fisica P que se conserve, es decir, a
la cual se pueda aplicar (3).

I1. Exprésese P en términos de atributos de interés.

I1I. Identifiquense los componentes del sistema en los que se

produce o se consume P.

1V. Para cada una de dichos componentes, relacibénense las tasas
de produccién o consumo. de P a los valores de los atributos de
interés.

V. Apliquese el principio de conservacién (3).

En algunos campos, como la teoria de los Fendémenos de Transporte,
se acostumbra llamar ecuaciones constitutivas a las que relacionan la
tasa de produccién o consumo de una propiedad con las variables o
atributos de interés. Las Leyes de Henry, Faraday y Ohm son ejemplos
de ecuaciones constitutivas; tambien 1la 1ley de Fick en la
transferencia de masa y la iey de Fourier en la de calor, asi como las
expresiones que dan la velocidad de reaccién en la cinética quimica.
En la mecénica de particulas, la ley de Hooke y laaque dice que la
fuerza de friccién es propdrcional a la velocidad scn otros ejemplos
de ecuaciones constitutivas, asi como la segunda ley de Newton es un
ejemplo de Ala ley de conservacién. En general, las ecuaciones
constitutiéas se obtienén experimentalmente y lo mismo se puede decir
de las leyes de conservacién. : '

2" Validacién de los modelos matemitices. . -

47f"La prueba dltima de validez:dg;pnﬁmodelqmﬁatemétiéd 1a ofrece la

confrontacién entre las ‘predicciones que de ¢él1 se obtienen y las

"observaciones realizadas sobre el sistema real. Asi, por ejemplo, el

mpdelo de Ornstein-Uhlenbeck para la difusién molecular predice que el
desplazamiento cuadratico medio de la particula varia linealmente con

el tiempo bajo condiciones de equilibrio; si el comportamiento
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situacién observable y debe ser modificado. Tambien, el modelo para la

observado no corresponde a esto,

dicho modelo no es aplicable a la

caida libre de una particula dado en la segunda parte de la primera

conferencia predice un tiempo de cailda proporcional a la raiz cuadrada -

de"la altura de la cual se deja caer la pledra; sl en la préctica no

. es asi, deben revisarse los postulados que subyacen a dicho modelo: o

modelo matemdiico requiere esencialmente resolver las ecuaciones que -

U
e

- predlcciones del modelo

'etc', se

o aparezcan dlChOS parametros,

- el fendémeno de ‘interés,

el medlo ejerce un efecto apre01able,

no es constante o hay otro campo de fuerza externo que no habiamos

tomado en cuenta. Para la cuerda vibrante dela confergnc1a 2 puede.

'ser importante tomar en cuenta el rozamiento, o no considerar que las™

.vibraciones son pequefias, segun se observe.

difusién desde un punto de v1sta macroscépico, si las medlciones de
los perfiles de concentracién no concuerdan con la hibétesis de que

se.trata sélo de.dlfu51én; habra que incorporar tanbien la reaccién

"quimica para explicar las discrepancias observadas.

Ahora bien,

lo constituyen. Para obtener la prediccién que da el modelo acerca del

‘valor de los atributos en ¢ierto punto .del espacio 'y en. cierto
_instante, . debe . ser posible <calcular los valores numéricos - .
-.cdrrespondieﬁfés, pues son valores numéricos tambien los resultados de.

las mediciones experimentales. Si observamos con atencién,

modelos que hemos utilizado en’ las conferencias anteriores contienen

de la inductancia,

- constantes cinetlcas

pardmetros: valores de la masa,”

capacitan01a difuéividades

prop0P01ona11dad de varios tlpos, etc. Claramente

dlChOS parémetros deben conocerse ya al momento de calcular lasi;ffi

'jf;Algunqs,parémetros,_como la masa,

pueden medir . independlentemente Por

- experimentador dlsenaré ‘una situacién sencilla en la .que tambienAhﬁ'b

,mrestantes se puedan medir,fapllmente, y de ahi se obtienen los valores.

de . los parémetroé;

bajo la hipétesis de que efectivamente sean

o la&éceleracién de la gravedad

Para la descrip01én de lawf7

.1a.obtenciénidé las prediééiones cuantitativésﬁde‘uﬂA

todos los -

resistencia v
v coeflclentes del g

los valores de"

la aceleracién de la gravedad s

lo~-genera1 el

pero en . la cual . todas . las variables o

Luego se utilizan en las ecuaciones que gobiernan .
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- los mismos parametros. Esta, desde luego, es una hipétesis

adicional, que tiene que ver con los fundementos mismos de la
disciplina de que se trate. Por ejemplo, consideremos la masa.
Normalmente se determina pesando el obJjeto en cuestion, y al
resultado le llamamos la masa gravitacional; luego se utiliza mas
bien como masa inercial, en las ecuaciones de movimiento de una
particula, como coeficliente de la aceleracién. la equivalencia
entre masa inercial y  masa -gravitacional es objeto de

consideraciones no triviales en los tratados de Mecénica Clasica.

En principio, podriamos pensar en determinar asi todos los
parametros de un modelo, pero en muchos casos resulta dificil“pensar
en situaciones simples que permitan su determinacién directa en forma
independiente. En tales casos debe por fuerza recurrirse a técnicas de
estimacién de parédmetros, segin veremos a continuacién.

Supongamos que un modelo M contiene p parémétros descondcidos,
digamos 6 ERE G y sea BcR® el conjunto donde puede tomar valores el

vector 8: —(e y - 6 ). En realidad, M no es un modelo, sino un

metamodelo con tantas 1nstan01as como valores tome el parametro 6. Se

hablara entonces de una familia

M: = {MG’ 6 e @} | , . (1)

”de_mbdeloé para la situacién bajo andlisis. A la vez, se dispone de

observaciones, tipicamente bajo 1la forma de mediciones de 1los

atributos en un numero finito de puntos pl,...,pn € S y en un numero
finito de instantes de tiempo t ,...,tm € T. Sea y el valor medido
-en el instante t . en el punto p , i=1,...,m, J=1, ..,n El modelo M

.‘“f»predice el. valor a(t p[e) para el-atrlbuto en el punto p medldo en el

“instante t; en particular predice el valor a(t ,p IG) para el valor

- P Shdfy I AL —

lfque medldo resulta Yy " Se puede tomar como medlda de la dzscrepanc1a

S . JR—— e e mxﬁ

entre la teoria y la realidad a la funcién 8:0 X R -—R dada por

Ta(eY):= 5% y 2 la(t,,p, |e) -y " "l“": (@)

donde Y es la matriz m X n de los datos. Esta definicién de
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discrepancia es a todas luces arbitraria y podria darse de muchas
otras ~formas. Pero” para fijar las ideas supondremos que ha sido

definida de la manera arriba descrita.

R e e s e

Lo que se desea es una regla de aécisién que permita elegir el
valor mas -adecuado 6 € @ compatible con las observaciones colectadas

- ik i Esto puede hacerse de una infinidad de maneras, basta especificar,una

SR ' funcién e:R™"— 8; una’tal funcién se.llamara un estimador.

, |
- T ‘ Hay un minimo de ‘propiedades- qﬁe convendria _asegurar~»én‘_un )

: | estlmador para que sea admisible. Por ejemplo, es claro que los;datoS: ‘

- ' . ":. observados estan quetos al error experimental -y seria ISumamente

i inconvenlente que pequenos errores en los datos” dieran como resultado

£
- grandes errores en la - determinacién del parémetro. Asi pues, es

=7estimador tal se dira qué es robusto Esta y otras propledades pueden

servir para definir la’ clase € de todos los estlmadores admlslbles

|
|
importante ‘que los estimadores -sean funciones:’ continuas; de un : i
|
|
|
, - |
e Dada una medida de dlscrepan01a 6 ¥y una clase 8 de estlmadores |

Twadmlslbles, ‘es natural decir que el meJor estlmador en esa clase sera

aquel que dé la menor dlscrepanc1a para cualqu1er observa01én. En

‘ otras palabras, tlene sentldo proponer el 51gu1ente ‘

Problema de Estimacién.’

Encontrar e* € & tal-que

: S(e*(Y)[Y) = min a(el?i T N ¢ B
. Ge@ VRO A e

" St existe, e* es llamara un’ estimador.

Lo Claramente, el carécter éptlmo de un, estlmador esﬂrelatlvo a la

' o medlda de dlscrepancia 3 y-a la clase: 8 que se considere admisible..Si-
- “6 se define como en’ (2) el estimador se llama de mlnlmos cuadrados.
V:‘;:f : - f‘ Se observa que, para obtenerlo, se debe mlnlmlzar una fun016n escalar ;'

de 6eB para cada posible .valor Y de las observaciones En general,

B8




'fque se deben resolver las ecuaciones del modelo®

'frecuente que ni-’ el conJunto Q de 1os p051b1es resul‘

dicha funcién escalar serd una suma de cuadrados de otras funciones,

es decir, de la forma

2
£ (8)7, (4)

e~ o

k=1

y hay métodos eficientes que toman ventaja de esto, para hacer los
cdlculos més eficientes; por ejemplo el método iterativo llamado de
Gauss-Newton, cuando 8=RP. Este método, y el Maquardt (que tambien es
muy recomendable para problemas de estimaciédn por minimos cuadrados)
son variantes del método de Newton-Raphson, modificado para extraer

ventaja de la forma especial de (4).

Se observé que para calcular loé valores a(ti,pj) hay que

resolver las ecuaciones de movimiento, por lo que el calculo de las

"f ’s en (4)-pUede resultar complejo. Métodos como el de Gauss-Newton

requleren ademds el calculo del gradiente de las f s, lo cual afiade
al costo computacional. Hay otros, como Nelder-Mead o método del
Simplejo, que se basan exclusivamente en los valores de la funcién a
minimizar, por lo cual pueden resultar preferibles. Sin embargo, no es
facil dar indicaciones generales acerca del método més conveniente
para realizar la minimizacién (3). En general, la forma de las

ecuaciones del modelo y la eleccién de medida de discrepancia tendréan

una influencia decisiva en la eleccién d€ método de optimizacién a

utilizar.
Por otro lado, obsérvese que en la discusién anterior no se ha

hecho ninguna referencia a formulaciones de tipo estadistico 'o

probabilistico. En particular, subyace a todo lo anterior la idea de

se trata de modelosfdetermlnlsticos Para los modelos pr_

se pueden formularl conceptos anélogos _En_ efectc rp§r4 ”

familia A de ventos a probablllzar dependan de ningun parémetro:“es al

especificar la probabllidad que se introducen ésto~5‘_?ob" ejemplo,

considérese el modelo de la desintegracién radiactiva para tiempos

cortos. Aqui, 'los .resultados posibles son todas -las -funciones

"escalonadas con valores no negativos, continuas por .la derecha; -el-- .

P
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" Para estimar el parémetro 8,

‘es otra cosa que . En partlcular si Hy tiene una densidad f(-

‘4i:;posibilidad de dlscriminar éntré dos modelos dados (e= 8 vs
.. Mas - en general ...... entre dos ‘conjuntos de modelos (858 fv

’medlante la. técnlca 1nferencial conocida ‘como prueba de hipéteszs

- hipétesis “de que 68

.

conjunto de todas_ellas es Q. En cuanto a la familia 4, son algunos de
los subconjuntos de Q, y se puede decir cuales sin referencia a ningun

Sin embargo,

parametro. s probabilidades pn(t) dependen de un

parédmetro A>0. Asi pues, en realidad se tiene una familia {(Q, 4, PA)’
A>0} de espacios probabilisticos como metamodelo aplicable a esta
situacién. Habra que estimar el mejor valor del parametro mediante

algin estimador adecuado.

En general, cuando no hay determlnlsmo se tendra una famllla (1)

de modelos matematlcos, con

Y R o

se podra utilizar una técniéé tipo

minimos cuadrados témbien, si se. desea 0 se podra seguir un enfoque

"

més probablllstlco como es el de max1ma ver051m111tud En este caso,

las observa01ones se _consideran muestra ‘de una matriz aleatorla Y,

cuya’ d15tr1buc1on Mg bajo P se conoce; su medida de Ver051m111tud no

_si Y, es la nmuestra observada, ?PEEEQQSWEEW@¥E?_QPEMf(Yole)_e§_1?4

verosimilitud de la muestra;rUn’eSpimador de mAxima verosimilitud es

uno ' que maximizé”_:esta Vfundién, cualesquiera que sean las
obsquaciones: A / | = |
£(Y_|e*(Y)). = max £(Y |e) , . : (6)
0 o - . A
= 0el - : ' :

SeaVe'qué.(S) es un caso particular de (3), que. se obtiene al tomar

s(e]¥)) ‘=gf(Yo|e).

Para modelos‘ probabilisticos céﬁo (5) tenemos ademés 1

ee@ @ ),
estadlsticasf Medlante_una prueba de este tipo, podnmos rechazar la
_é la luz de la -ev1den01a emplrlca Lo _no.
Pechazarlaq si es: lo Justo), cuidando mantener la probabllidad de

rechazar una hlpétesis verdadera por debaJo de una c&erta toleranc1a

6= e ) ‘o, ,{j\




APENDICE: LA GRAVITACION UNIVERSAL

En este apéndice se presenta la dindmica newtonliana, incluyendo
su genésis en las leyes de Kepler, asi como en los trabajos
experimentales y filloséficos que las precidieron. Se incluye este
material porque la teoria newtoniana constituye el modelo matematico
deterministico por excelencia, al cual se refieren todos los demas. La
presentacién que aqui se da expone los origenes empiricos de la
teoria, a la vez que presenta algunas de sus consecuencias. Por lo
tanto constituye material ilustrativo de la metodologia expuesta en

las cinco conferencias que lo preceden.

Se recomienda a los lectores la parte histérica de la tesis
[Flores Pefiafiel, 19761, asi como [Koéstler,1982], para obtener una
visién del lado humano de estas ideas. Ademés, la parfe técnica de la
tesis de Flores Pefiafiel contiene desarrollos teéricos 1mportantes de

la teoria newtoniana de la gravitacién.

1. La sintesis newtoniana.

Dos fendomenos han intrigado al hombre desde los.albores de la

)

historia;
i) la caida de los cuerpos en la superficie de la Tierra
ii) el movimiento de los cuerpos celestes (el Sol, la Luna, los

~ cometas, etc.).

El hombre moderno conoce las leyes que gobiernan dichos

fenémenos. Mas importante aun sabe que - esencialmente se trata del ;-
miémo fenémeno,‘ conoéido - como grav1tac1én Este conocimlento, que

* ‘ahora damos POP descontado._representa una- S1ntesis formldable,'es T

resultado de un trabajo de- ‘miles -de -afios- acerca del Universo, -que
culmina en el Siglo XVII con la fqrmulacién per parte de Isaac Newton
(Inglaterra, 1642-1727) de doé-iéyes que llevan-su nombre y que son la
base de a) la Dinamica, b) la GraVitacién, en su versién clasica.

Ellas son
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+ Dinamica (2° Ley 'de Newton)
Bajo la accidén de una fuerza, una particula experimenta una

aceleracién igual a un miltiplo escalar positivo de dicha fuerza.

El inverso de dicha constante de proporcionaiidad-se conoce como
'“‘? masa de. la particula.‘Aéi pues, Si‘se'tiene una particula de masa m
sobre la'due actida una fuerza exterifia F, la particula experimenta una

' aceleracién a dada por

SLa o ._‘ es decir, - o R T L . |
ig o n F=ma ’f}>V  T B V(ii

Nétese que en esta ley figura"uha'abstracciéh muy importante'“QUe

es el concepto de particula- ente 31n dlmen51ones fisicas (es de01r,

un punto) al que se a5001a una masa.’ ’

+ .Gravitacién Universal (Ley de ‘la ..;)

"-——Dos" - partlculas ----- cualesqulera P, Q se atraen ‘con - und fuerza'

proporc1onal al producto de sus'

2 L : 'masas e 1nversamente proporcional
al -cuadrado de la -distancia entre
ellas, Dicha fuerza de atraccién

éctﬂa.é lo largo de FQ y es mutua.

"’si" n(P) y m(Q) denotan las masas

) Awrespectivas P es: atralda por.Q Con~ D

 una fuerza 1gua1 a

S M

e Cem
PQ IP = QI o f T

donde u E-R3-es un vector unltafi jparalelo a PQ y que apunta enf .

< 72
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T Fop = ~ Fpg - (2b)

La sintesis a que hacemos mencién lineas arriba resulta de un
gran numero de contribuciones previas al gran salto conceptual dado

por Newton. Brevemente, podemos mencionar las siguientes:

1. La formulacién, por parte de Nicoléds Copérnico {Torun, en la
hoy Polonia, 1473-1543) de la teoria heliocéntrica para el sistema
solar, en rompimiento con la visién geocéntrica del Universo, entonces

fq en voga.

2. La idea renacentista, formulada por Galileo Galilei
(Florencia, en 1la hoy Italia, 1564-1642) y otros, de recurrir al
experimento para descubrir la verdad, y no sbélo basarse en la

especulacién acerca del mundo.

R R
iy

3. La realizacién de medicicnes precisas del curso de 1los
planetas por parte de Tyko Brahe (Dinamarca, 1546-1801), que acumuld

un cuantioso acervo de datos astronémicos. — s

4. El andlisis que hizo Johannes Kepler (Bohemia, en la .hoy
Checoslovaquia, 1570~ 1630) de los datos de Brahe, de quien habia sido

qﬂ asistente.

Dicho analisis condujo a 1la formulacién de los siguientes
i . . .
;{ enunciados, en los que se sistematiza la gran masa de conocimiento

empirico legado por Brahe, y que se conocen como Leyes de Kepler:

7 "Ios planetas se mueven alrededor del

€1 S0l en tino de los focos.

Sol en érbitas elipticas, con

| 2% Ley | | Boo

o El movimiento de un planeta es:tal que el radio vector que va del

l;{" o Sol al planeta barre éreas iguales en tiempos iguales. : Co
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[ — -} -
3 Ley
Para dos planetas cualesquiera del sistema solar, los cuadrados
de los periodos de recorrido de sus 6rbitas se encuentran en la misma
. " proporcién que los cubos de los semiejes mayores respectivos.
w
“ ]
o |
- J
- 1
Figura 1: Orbita eliptica de un planeta que se mueve
. o o alrededor del sol,

Finalmente la. corona01én de los cuatro desarrollos anterlores

"vino con

. Lo ) ]
K 8. la formulac1on de las dos leyes ‘de Newton antes 01tadas, en ' '
los afios 1665 a 1687, durante un perlodo de vacaciones forzadas de la o '  g

E% . _Unlver31dad de Cambridge, cerrada a causa de un brote de peste

_ En'términos de nuestro hemisferio, este arco de tiempo cubre los’

e siguientes eventos:i® 7 7

"1j<E1Aapogéo de los mekiéaé:"pueblo guerrero y ultima
cano (S. XIIT a S.XV).

-~ EL~ descubrimiento ‘de América, “como 1nicio de la expansién

f{culturas del altiplano e

'L%europea hacla estas tierras (1492) o T . .
‘ wLa conqulsta ‘espafiola de Tenochtitlan (1521) . ”,},ﬁ_:, R T
~El establecimiento de Ia’ prlmera imprenta de Amérlca, en la
Ciudad de México (1550). -

. la fundacién de la Real y Pontific1a Universidad de Mexico'm_‘”i_NQWJ
- (1870) I .
!.}:: 74 e
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f) Florecimiento de la Nueva Espafia, en el Siglo XVII, que -
produjo figuras come Sor Juana Inés de lta-Cruz (1648-1685)
Yy, en general

g) La colonizacién europea de toda la América (espafiola,

portuguesa, francesa y anglosajona).

La sociedad novohispana era més dada al cultivo de las Letras que
al de las Ciencias, ademas de que la Iélesia Catélica tenia una gran
influencia, y por mucho tiempo desaprobd esa desacralizacién de los
fendémenos celestes que resultaba de la sintesis newtoniana (recuérdese

- el Jjuicio a Galileo). Sin embargo, si. hubo algunos intelectuaies

| novohispanos que, a través de sus lecturas o de su correspondencia,
pudieron acceder a la nueva visién del mundo propuesta por Newton. Al
respecto, véanse [De Gortari, 19789], [Trabulse, 1974, 1982].

By lant

Desde un punto de vista epistemolégico, la teoria heliocéntrica
abrié el camino para .la sintesis newtoniana, de los fenémenos
i terrestres con los celestes. Ademéds, el método experimental llevd alla
recoleccién: de la informaciéh pertinente. Pero el trabajo de Kepler

fue doblemente importante, pues

-%E_ . a) proporciond un sélido sustento a las ideas copernicanas, que
- asi se vidé permiten explicar los fendémenos celestes de manera més
simple, y

- b) permitié a Newton dar la dependencia correcta de la fuerza

‘de atraccién con la separacién entre las particulas.

inet)

[

Finalmente, la ldea newtoniana (por demas‘irreverente a los ojos
_Lde Ia Ig1e81a Catéllca) de apllcar las mlsmas leyes a los fenémenos

'72§teﬁfe r "“y celestes Ilevé a demostrar la valldez de las leyes de

_jKepler' par'tu* de los pr1n01plos de Ia dlné.mlca newtoniana L chha.%,

demos 'én 'se hizo usando métodos matematicos desartollados Kpor-_

(f Newton mismo: el Calculo Diferencial e Integral. Veamos a continuacién

como se llega a tales resultados.
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Primeramente, conviene observar que ni los cuerpos terrestres nil ,

los celestes son particulas puntuales; de hecho, la Mecéqica'Céiééﬁev'” B
.sq ocupa del movimiento de cuerpos de gran tamafio. Sin embargo, dichos
. cuerpos son esféricos, al .menos en una ‘primera aproximabién, y el

Calculo Integral permite demo§trar la siguiente consecuencia de (2a):

R 7 Lema L. , - ' : e

. Sea una ‘distribucién ‘esférica de materla de masa total M y

) ‘centro en 0. Supbngase que su den51dad no necesarlamente unlforme, es
N esfericamente simétrica. Entonces, la fuerza que esta distribucién de ’

.materia ejerce -sobre una particula externa P coincide con la que

.ejerceria sobre P una particula de masa M colocada en O.

Véase la seccién 5.2 de [Collinson;19801,(tambien la seccién 16.8

de [Resnickaalliday,1980]) para_una demostracién de este~hecho.l‘

. ©  Analogemente, el Calculo Diferencial permite -demostrar el
= ' ,?siguiente resultédo, que esfablece vlaé feglas que' gobiernan la

cinemadtica plana: en coordenadas polares "Para enunciarlo, sea una

“curva C en el plano, descrlta ‘mediante .el par  de ecuaciones_;f ‘

paramétricas e
Sl B T AN o -
r=r(t), 6 =0(t), teR, C L i
fl} , P o ,COﬁ_F;.GEC?- Sea PeC y sean t=7(P),
T v=v(P)eR? vectores unitarios con T -
y  tangente a C y v normal a C en el -

punto P. Desde luego Iaé funciones

g f"tF%T(P(t) G(t)),,thev(r(t), e(t))
; :;. LV- ﬂi son contlnuamente dlferenciables
'Q " . BRI Lema 2.- | - n —_ T ‘_,_,_A. .»..»_.... D - [

' Sea C una curva en el plano, dos veces diferenciable, y sea una = ,

wm~fpafticula que se desplaza a lo largo de C.—~Entonces,su velocidad y'"”"'

 --aceleracibén son

v=rfT +rv. o - (3a)
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a=(ré +2r8) v+ (F-rdy, (3b)

respectivamente,

De acuerdo con (1), si la particula en cuestién tiene masa m,

sobre ella actua en cada momento una fuerza F(t), dada por

F = n(ré + 2rd)t + n(i-ré°)v. (4)

Se refiere a los lectores a la seccién 2.2 de [Collinson, op.cit]

(o al Tépico Suplementario I de [Resnick-Halliday, op.cit]) para la

demostracién del Lema 2.

2. Génesis de la ley de la gravitacién universal.

I
L

Por el Lema 1.1, sabremos que en la Dindmica Newtonliana se puede
considerar que los cuerpos celestes son particulas puntuales. Veamos a
continuacién que el movimiento de los planetas se da en un plano que
contiene al Sol, como consecuencia del caracter central Adel‘ campo

gravitacional.

Definicidn.
Un campo de fuerza es central, con centro en 0, si la fuerza en

cada punto PeR® depende sbélo de la longitud de OP.

et
' 3
SRy

‘Asi pues, una campo de fuerza central est& dado por f(|r]) ; Y,

e en el plano, del Lema 1.2 se sigue que el sistema de ecuaciones

diferenciales

ré + 2r8 = 0

- e (1a)

: , ST S L N T
Eﬁ“" . ---.-—describe”la trayectoria de una particula que se mueve-en—-dicho-c

céntral.~.mh_w“m~.."n,_C_MT.WW..-ﬁﬁﬁrl 7 . “_~;;h;f,_

Proposicién | SR : e

El movimiento de una particula en un campo de fuerza central ‘se

da en un plano que contiene al centro.

;o Coe e ———— e
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Demostracién.

--Las-ecuaciones de movimiento son

r=v, v= f(r);TgT ,

por lo que, a lo largo de un movimiento cualquiera

d ; f(r) -
EE[PFF) X v(t)] —.v(t) X v{t) + —TFT r(t) xr(t) =

e e s b e

'y, si L:= r(0) x v(0), entonces

r{t) x v(t) =L . YteR
.(relacién llamada la Ley de. Conservacién del impulso angular).. édn“‘
" consiguiente . o
Ler(t) = r(t) x v(t) - r(t) =
y el movimiento se da en el plano pefpenaiculéb a t;ﬁﬁéﬂpasa por el

- . ~centro 0. =

"~ Como consecuencia del resultado precedente, el estudlo del“
" movimiento de una partlcula en- un campo de fuerza central se reduce a"
la  investigacién de las soluciones del sistema de’ ecuaciones

"fﬂdiferencialééf(i)."""”

Teorema 1. _ , » ‘
Para una particula.P,q&e se mueve en un campo de fuerza central,
" con centro en 0, el radio vector OP describe éreas iguales en tiempos

- iguales. <t

Demostracién.

‘El &rea descrlta por el segmento que va de 0.a (r(s) e(s)), para = lk,,“;;;;

;s _.t esté dada pon

. Lt e e
A(t) 5 Jr (s)e(s)ds
. e Y0

_*T——'t:Aﬂdfajﬁi;#;_la?tpayectOPia tra(r(t),~e(t)) séfis%ééef(lai;-por lo ';:":””. -
cual ~ h'ni | j | . :i.”‘  | , m,r: ) B }_»
7';;;;! 7"33”[r(t)2 é(t)]v= r(t)[r(t)§(f)'+ 2}(£)é(Ejj”;75; o
Y edtonces o o et e
| : ré(t)é(t) =h VteR s ' MWM-<¥;¢_;:;M:H N (2)
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si h:= r2(0)é(0). Asi pues,
A(t) = 2 ht, ' (3)

; que implica la afirmacién a probar. m

Vemos pues que la 2® Ley de Kepler es consecuencia del caréacter d

central del campo de fuerza del Secl, y nc requlere el

tipc de
i dependencia que prescribe la ley de Néwton (1,2). De hecho vale

tambien para el movimiento rectilineo uniforne.

T Teorema 2.

Para una particula P que se mueve en un campo de fuerza 0, su
trayectoria es una cébnica con un foco en O si y sélo si la fuerza es

de la forma

o]
= £(r) = - &, ' (4)

2
r
“ 1 para alguna constante k > 0.

Demostracién. : -

En efecto, en coordenadas polares con centro en 0, la ecuacién de

una codnica con un foco en O es

0 I - |
-~ . r 1 + ecos 8’ (5)
% donde ex0 es la excentricidad de la cénica y p>0 es un factor de
f: , escala. Si e<l se trata de una elipse (una circunferencia si e=0), de
_____ . una hipérbola si e>1 y de una pardbola si e=1.
- :

Sea v:= %; entonces en coordenadas (v,8) la cénica estd descrita

por la ecuaci

O

n .- ST '-:"V"".“"’"_‘“"" o - - s R RS . TG el

“i?ﬂﬁﬁh ééiéﬁib simple muest

ra que v satisface la ecuacién diferencial

i . 2 . . I
E 4 .d._v + v = l_é_ , N T
. _de’. . P T

que llamamos la ecuacién diferencial de una cénica.

Por otro lado, la trayectoria tm(r(t), e(t)) satisface (1b), ‘que "~~~

e - -
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v
i
2
i

"funcién energia total”ldada por

‘ tomando en cuenta (1 3a) y (4).

‘vesté dada POI‘

“bajo el cambio de variable v= 1/r, se transforma en

d®v f‘(1 v)
2TV T Tz
ds hv

'esta ultima ecuacién diferencial coincide con la de la cédnica sbdélo si

2.2
fll/v) = - h v ,
. pe
de donde resulta’(4); con L
- h2 . . . DR )
k= —. IR (6)
pe - g o

Para la afirmacién Pecipfbca_baéta invertir el orden de ibé pasos

anteriores. =

Queda claro del resultado anterlor que la 1® Ley de Kepler ya

" expresa la dependencla de la fuerza de atraccién con el inverso del

cuadrado de la separacién. Veamos qué ‘se puede decir -acerca del

caracter de la cénica recorrida;  es decir, de qué depende .que-sea

efectivamente una elipse o no. Para ello nos conviene estudiar la

2 22
m (v +rw) -

_ B H(l" e v, w) =

‘Nll—* ’

‘Proposicién 2.

Para una partlcula P gue se mueve en un campo de fuerza central

T (4), H es constante a lo largo de cualquier movimiento,- -digamos con

valor Eo. Ademds, "Ia trayectorla es eliptica 51_E°<0, parabélica si
E =0 e hiperbtlica si E >0, ' |
[} R - R .

Demostra016n T

A lo largo de u‘“mov1miento cualqulera tk%(?(t) e(t)) la energla

JE(E) = HCr(1), e'('"ﬁ),‘x:(w bt

: y un’ calculo facil muestra que E es. constante Sea E6r=.E(OJ.55

.'}
De (2), resulta que_ ' '
E"=A% r(e)" + =2 2| r%t)’ LeR.
=~ 80
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Por otro lado, (5) supone que el rayo 6=0 corta a la cénica en un
punto donde r toma un valor extremo;“Sea‘toeR tal que 6(t6)= 0, por lo
que 5(t0)=0 y entonces

E = -
ar ]

m h E_
r‘ ?
donde ri= r(to). Por otro lado, haciendo 6=0 en (5) obtenemos

. b e
Fo—1+e'

Basta eliminar T, entre estas Ultimas dos relaciones para obtener

que

2 h
K2

e=|1+E
(o]

de donde resulta la afirmacién acerca del carécter de la trayectoria
de P. n

En -otras palabras, tanto los cometas recurrentes como los
planetas del sistema solar son cuerpos de baja energia, y a ellos se
aplica la 1% Ley de Kepler. Hay otros cuerpos celestes cuya energia es
suficientemente alta para que no se vean sino una sola vez, pues sus

trayectorias son curvas abiertas (parédbolas o ramas de hipérbola).

Concentrémonos en el contenido del movimiento de los. cuerpos
celestes de baja energia, para estudiar la dependencia del periodo con

el que recorren sus o6rbitas elipticas respecto a la magnitud de las
mismas. o

Teorema 3.

Para una particula P que se . mueve en un.campo de fuerza central

‘(4) ‘con energla E <0, sea T el perlodo con quevrecorre' su - 6rb1ta y h

..Ssea a el semleJe mayor de la_mlsma Entonces.

T = ——a .AAA - S (7

Demostracién.

.Sea b la longitud del semieje menor de la 6rbita, de tal manera




Entonces, de (3) tenemos que

,Bastaveliminar b entre.kS) y (9) pafa obtener (7). u-

Sean ahora dos planetas del 51stema solar, dlgamos P v P que -

‘ recorren érbltas elipticas confocales en S cuyos semleges mayores son o
353a Y e, en periodos T1 y T respectlvamente Del mismo modo, sean k v
y k las constantes de la fuerza (4) ap11cables a los _pares (s, P ) y ’

- (S, P ), respectlvamente De (7) se tlene entonces que -

T 1k | a
1o 2|
T? k | a°
S 2 1y 2
. que no necesarlamente c01nc1de con. la 3% Ley de Kepler st coincide»sig:._meg"

. la constante de proporcionalldad k -en - (4) -no depende s1no de 1a 
'3part1cula en S, es decir,_del Sol . pues. entonces k1>= k y se habra;'“

'Fiﬂrecuperado la 3 Ley de Kepler

Sea M la masa del Sol y definamos

e “‘ . - »»A:A_.k._ -. )
Gi=

~ +de tal manera que (4) se transforma en

g2

mab = g 2L (8.
" Ene=0
; ' L2
. pe _ . _ . _. h
‘ , T+e ° a(? ®) = givey
en virtud de (8). Por lo tanto
2 .
F— a(l e) a ’ ;
es decir )
. e A _ e
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&

f(r) = - —

y la fuerza con que el Sol atrae a un planeta de masa m es de magnitud

¢ (10)

2

r
cuando estan separados por una distribucién r>0. Aqui, G es una
costante que depende en principio de las caracteristicas del centro

atractor, es decir, del Sol.
Newton fué més alld e introdujo el sigulente postulado:

Axioma.

G es universal.

Esto significa que la fuerza de atraccién gravitatoria mutua
entre dos masas puntuales cualesquiera M .y, m separadas por una
distancia r estd dada por (10), donde G es una constante con
dimensiones'adgcuadas pero independientevdel par de masas de que se
trate. Basados en este axioma, G se puede determinar en el
laboratorio, trabajando con masas y distancias conocidas: basta medir
la fuerza de atraccién correspondiente mediante una bélanza o un
dinamémetro. Dicha determinacién ée ha hecho en maltiples ocasiones y
se ha obtenido slempre el mismo valor de G, dentro de los limltes de
error experimental. Su valor actualmente aceptado es

2
G =6.672 x 107° ima - cm
. -z

Por otro lado,:se ha utilizado este valor devG para célculo de

6rb1tas de .satélites art1f1c1a1es, ~de - cuerpcs*fgelestes ‘de” “otros

sistemas planetarlos, de otras galaxias, etc.,“obténiendo,una buena

concordancia con las mediciones. De hecho ha “habido discrepancias

~entre _la teoria neéwtoniana y el experimento, detectadas a principios

de este siglo, lo cual indica que aquella tiene sSus limites de
validez. Dichas diScrepancias han podido ser explicadas mediante una

teoria més -general, la de la relatividad de Elnsteln Vease [Misner et
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al.,1970].

permanecié incontestada, y aun ahora sigue siendo utilizada cuando las

Sin embargo, por casi tres siglos la sintesis newtoniana
velocidades son pequeflas comparadas con la velocided de la luz y la
densidad de la materia es relativamente baja; si eso no se cumﬁle, las

correcciones relativistas se vuelven importantes.
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