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PREFACIO. 

Esta monografia contiene cinco conferencias dictadas par el autor 

ante estudiantes y profesores de 1 a Uni vers i dad de Sonora 

(Hermosillo), durante la ultima semana de marzo de 1989. A dichas 

conferencias asisti6 una audiencia muy varlada, con miembros. del 

Departamento de Matemat-icas y de la Escuela de Ciencias Quimicas, asi 

como estudiantes de las licenciaturas en Matematicas, Geologia, 

Ingenleria Industrial y de Sistemas e Ingenieria Quimica. 

Figura en ella un ap€mdice dedicado a la ley de la Gravitaci6n 

Uni versa!, en su versi6n newtoniana, incluyendo su apl icaci6n a la 

descripci6n de las 6rbi tas planet-arias. Este ultimo mater'ial fue 

expuesto ante estudiantes de la Maestria en Educaci6n Matematica de 

la Universidad de Guanajuato, en abril de 1989. Por otro lado, la 

parte referente a los modelos deterministicos a base de ecuaciones 

diferenci!=J.les ordinarias fue imparti5lo como cursillo para estudiantes 

de licenciatura durante ·el XVIII Congreso de la .Sociedad Matematica 

Mexicana, celebrado en Merida, Yucatan en Noviembre de 1984. 

Para ser just as, debe mas decir que est as not as constituyen una 

parte del material preparado durante la impart ici6n del curs a Mode los . 
Matematicos, en 1983 y 1985, como parte de la Licenciatura en 

Matemat ic~s · que ofrece la Uni versidad Aut6noma Metropolitana 

(Iztapalapa), en la Cd. de Mexico. Fal taron de incl uir aqui un buen 

nt1mero de ejemplos, asi como algunas tecnicas de aproximaci6n para la 

soluci6n de ecuaciones algebraicas y diferenciales, y tecnicas de 

simulaci6n de Monte Carlo. Aparte de los ejemplos, el material 

fal tante ha sido ya cubierto po:r. e1 aqto:r al menos en parte, en ·las 
l 

monografias "Analisis Numerico" y "El metoda de monte Carlo" que. se 

citan en la Bibliog:rafia.---,·· · 

La sel-ecci6n de material obedece a una vieja preocupaci6n del 

autor per entender la z-:~laci6n de las Matemat leas con el mundo :reaL 

En particular, entender c6mo se orlginan los conceptos matematicos a 

partir de situaciones concretas, mediante lo que comunmente se 

denomina "planteamiento de problemas". Para ella, se present a un buen 
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nllinero de ejemplos, tornados de areas. de la Fisica Clasica como la 

Mecanica de Particulas y del Media Continuo, la Conducci6n de Calor en 

S6l idos y la teoria elemental de los Circui tos Electricos; se dan 

ejemplos tambien de otras areas, mejor identificadas con la Ingenieria 

Quimica, como son los fen6menos de Difusi6n y Reacci6n. Sin embargo, 

esta no es una colecci6n de ejemplos (clasicos y modernos), asi como 

tampoco es una colecci6n de tecnicas de soluci6n de ecuaciones. Su 

objetivo es mas bien metodol6gico, y los ejemplos; sirven para motivar 

e il ustrar los <;:o,nceptos importantes . 

Uno de los conceptos que mas· se ha querido enfatizar es el de 

DETERMINISMO, que resul ta fundamental para el planteamiento de 

problemas. En dos conferencias (la 3 y la 4) se ha busca:d6 ilustrar el 

caracter. relati vo de este aspecto, que mas bien es una propiedad de 

los modelos matematicos de la realidad y no de esta. Previamente, en 
.. 

la segunda conferencia se dan los elementos que consti tuyen un model a 

determinist ico, digamos uno a base de . ectiaciones diferenciales .. Dos. 

elementos muy_ importantes de todo ·. modele son las representaciones 

matematicas del espacio y del tiempo, y en la primera conferencia nos 

ocuparnos de ellos. Como subproducto de. todo lo anterior, en la primera 

parte dE: la ultima conferencia se formulan algunas "regl13.s" para el 

planteamiento. de problemas, usando la metodologia de 11 elegir primero 
0 

una ley de conservaci6n y luego una forma de calcular los distintos 

terminos de la misma". La u.,l t ima conferencia presenta ademas · algunas 

consideraciones metodol6gicas sabre la _ yal idaci6n de .los mode los 

matematicos; las tecnicas · de la illrerencia estadistica resultari 

. fundainentales para ello. Finalmente, el ap€mdice ofr.ece un ejemplo muy 

complete de un modele matematico determl~istico y algunas de sus 

consecuencias. Vease el inicio de cada una de las seis. partes; ahi se 

da una descripci6n especifica del tema tratado. 

Algunos 1 i bros de ejemplos de model ado matematico que vale la 

· pena recomendar son [Noble, 1967], [Haberman, 197i], [Andrews-

McClone, 1980], [Boyce, 1981}, [Burghes~Borrie, 1981], [Harte, 1985] y 

(Beltrami, 1987L entre otros. Un qbro _excelente orientado hacia las 

tecnicas de soluci6n de las ecuaciones es [Strang, 1986]; dos 1 ibros de 

"tecnicas de simulaci6n" que vale la pena mencionar son· 

ii 
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[Ferziger,1981] y [Yakowitz,1977], para no hablar del monumental 

[Press et al., 1988]. Libras donde se desarrollan con gran amplitud los 

temas matematicos aqui tratados (modelos deterministicos), en especial 

la parte de reacci6n y difusi6n, son [Arls;1975], [Fife,l979] y, con 

alcance enciclopedico y alto nivel matematico, [Smoller,1983]; para la 

parte estocastica, veanse [Nelson,l967] y [Schuss,1980]. Finalmente, 

dos libros sabre modelado matema.tico. que sobresalen del resto, pues 

contienen una multitud de ejemplos interesantes que combinan tanto 

tecnicas de soluci6n como aspectos metodol6gicos, son [Aris, 1978] y 

[Lin-Segel, 1974]. Par otro lado, todo buen libra de Fisica o 

Ingenieria sirve para ilustrar este materiaL. 

En todo el trabajo se ha buscado ilustrar y motivar las ideas sin 

complicar excesivamente la presentaci6n desde el punta de vista 

matematico. El nivel matematico presupone un dominic de las Ecuaciones 

Diferenciales al nivel de [Boyce-DiPrima, 1977], [Braun, 1984] o 

[Slmmons,1972], de la Probabllldad al nlvel de [Feller,1968], y del 

Calculo Avanzado al nl vel de [Marsden-Tromba, 1987]. Fuera de las 

Matematicas, conviene contar con un conocimlento de la Mecanica y 

Electricidad al nivel de [Resnick-Halliday., 1980]. Flnalmente, los 

conceptos de Termodinamica y Fen6menos de Transporte que aqui se 

·manejan pueden consultarse en·[callen,1960] y [Bird et al.,l961], 

respectivamente. Se recomienda la referencia [Cardenas et al.,l978], 

donde se desarrollan algunos temas de Calculo Avanzado muy en relaci6n 

con su aplicaci6n termodinamica . 

.... 
Las figuras, f6rmulas, etc. se numeran internamente a cada 

secci6n. En cuanto a las referencias internas, la f6rmula k de la 

sec~i6n n de la cortferencia m se llama (k) en la mist::a secci6n, (n. k) 
' en . otra secci6n de la misma conferencia y ,J m. n. k) cuando se le 

menciona desde otra conferencia. Finalmente, .. se agradece al Dr .. --
.. ----__ -:-;-------- . .,_, 

Alfinio ·FLores por sus comentarios y sugerencias· sabre algunos puntas 

del Apendice, y a la Srita. Elizabeth Esparza por su efiCiente labor 

de mecanografiado . 

D. B. H., Valenciana, Julio de 1989. 
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CONFERENCIA 1. 

UN EJEMPLO:· LA MECANICA DE PARTICULAS. 

En esta conferencia se examina el modele matematico por 

excelencla, la Mecanica Clasica, en lo que se refiere al movlmiento 

unidimensional de particulas puntuales. En la primera secci6n se 

discuten las diferentes posibilidades para representar el espacio y el 

tiempo en terminos ·matematicos. Se concluye que, a pesar de lo 

lirnitado de la: experiencia, que solo permite efectuar un numero finite 

de mediciones, conviene representar tanto el espacio como el tiempo 

mediante los puntas de 1<3. _recta real Co de un espacio eucl idiano de · 

dimension adecuada). En la segunda secC'l.6ri se dan algunos ejemplos de 

particulas que se mueven en un campo de fuerza, con enfasis en' los 

aspectos relacionados con la conservacion de la energia mecanica. 

1.1 La repr.esentaci6n del tiempo y del espacio. 

Problema: "Una piedra cae y se desea predecir su trayectoria". 

Comencemos por precisar lo que vamos a entender por trayectoria: 

se trata de especificar, en cada instante. de tiempo, la posici6n de· la, ... 

piedra. En particular, nos dames cuenta de que para hablar de 

trayectoria hay que hacerlo en terminos de tiempo y ·espacio, par lo 

que convendra precisar primero estes conceptos. Lo haremos desde una 

perspecti va · empirista, . tomando en cuE:mta los instrument as de medici on 

··a nuestro alcance, que suporiemos funcionan correctamente. ·-

En la practica, medimos el 'tiempo mecUante un reloj, que nos da 

un cierto grado de precisi6n. Si esta es de mas de 1 seg., lo mas 

natural es tener como representante del tiernpo al conjunto l de los 

nQmeros enteros, y decir qu~ {0} es el preiente, { ... ,-2;-1} el pasado 

y { 1, 2, ... } el futuro.- Ademas de- representar las restri9ciones que nos 
:: __ . 

imponen los instrumentos de medici6n, es'ta eleccion -,\:ie- representante 

matematico para el tiempo refleja el arden lineal entre instantes, 

mediante la relacion :s en l: dados do's · instantes s, tel, decimos que s 
··.. . ... <·· 

es anterior a t si s:st. Esta _elecci6n de representante matematico para 

1 
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el tiempo nos lleva a construir un modele a tiempo dlscreto. 

Pero supongamos que hemos elegido un reloj mas fino, que nos da 

una precisi6n mayor, digamos de fracciones de segundo. Mas alin, 

tomamos en cuenta la posibil idad de que refinamientos tecnol6gicos 

sucesi vas nos den relojes capaces de dist ingir entre instantes cada 

vez mas pr6ximos. Aun cuando es natural que tales refinamientos tengan 

un limite, al menos en principia podemos continuar el proceso 

indefinidamente. Es clara que si la descripci6n del tiempo es discreta 

no podemos tamar en cuenta esa · posibil idad; necesi tamos un 

representante matematico del tiempo en el cual sea cierto que .. _entre 

dos instantes cualesquiera hay otro". Es decir, se trata de conservar 

la posibilidad de subdividir el tiempo en lapsos arbitrariamente 

cortes, sin perder la relaci6n de precedencia temporal . 

La anterior se puede lograr tomando como representante del tiempo 

al conjunto 10 de los numeros racionales con su relac'i6n :s, en lugar de 

(l,:s). En efecto, dados dos inatantes s,teiO, s:st se interpreta 

diciendo que s es anterior a t, y si s<t entonces .!.(s+t)e(s, t). Asi 
2 

pues, el tiempo resulta infinitamente divisible y puede darse {0} como 

el presente, con el pasado (resp. futuro) representado mediante el 

conjunto de los racionales negatives (resp. positives). 

Consideraciones analogas se aplican a la descripci6n del espacio: 

conviene dividir el espacio en fragmentos ~ada vez mas pequefios, segun 

.la precisi6n que nos permitan nuestros instrumentos de medici6n, para 

lo cual conviene tamar como su representante tambien al conjunto 10 de 

los nUffieros racionales, a sabiendas de que sera posible dar una 

descripci6n unidimensional del f'enomeno. En este caso,la relac;:i6n :s en 

10 nos permite -ordenar :las posiciones recorridas par la piedra a lo 

largo de su caida. 

Conviene sefialar que la visi6n. que !leva a describir el 

movimiento de la piedra en forma unidimensional supone que basta 

especificar la posici6n· de una de las partes de la piedra para tener 

una descripci6n completa del movimiento. Para simplificar las casas, 

representamos a la piedra como un punta· material, sin dlmensiones 

2 
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fisicas: la poslcl6n de la piedra es la de dlcho punta material. Esto, 

desde luego, es una idealizaci6n. Mas aun, desfreciamos tambien 

cualquier efecto que puedan tener otros cuerpos sJbre la piedra, 

incluso el viento, la rotaci6n de la Tierra, et6. Tampoco interesa la 

forma de la piedra, ni su material. 

Las simpl ificaciones anterior.es son ideal izaciones de un 

observador a escala humana, parade sobre la superficie de la Tierra y 

provisto de sus instrumentos de medici6n Creloj X cinta metrica). o 
quiza, ademas del reloj nuestro observador dispone de una camara 

fotografica que produce imagines iriJermi tent.es pero pr6ximas en ei 

tiempo. Segun sus observaciones, la p.iedra cae a lo lar-go de una recta 

que pasa par el centro de la Tierra, "por lo_ que efect ivamente bas tara 
-~·- . . 

con especificar en cada instante la ~1 tura a la que se encuentra la 

piedra en relaci6n con el piso·para d~:;;:cribir su caida. 

Resumiendo: convenimos par ahor<C~eh representar tanto el tiempo 
. ·:' 

como el espacio mediante numeros racionales; en cad.a instante; la 

piedra ocupa un: solo punta del espacio y su tinico atribu~o de interes 

es la altura a la que se halla en relaci6n al pi so . 

. Para un experimento dado, obteneirios.una tabla de v-alores del tipo 

de 

Tiempo: t 
1 

Altura: X 
1 

donde 
- ,. 

O=:t <t 

en tanto que 

si x es la altura inicial. 
0 

X 

0 

>x 
0 

< 
1 

> 
1 

t 

I I 

t 

I 
2 m 

X X 
2 m 

.. 

.... <t .:::::T,· 
m· 

.. 
.. 

... > X· 
m 

Podemos refinar muestras medic,iones y entonces la tabla de 

resultados sera 

3 
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Tiempo: 

Espacio: 

t' 
0 

x' 
0 

t, 
1 

x' 
1 

t' 
2 

x' 
2 

t' 
n 

x' 
n 

donde t 0=~~. t~=T, con n>m, par lo que los lapses entre mediciones son 

ahara mas cortes. Vemos, ademas, la caida de la piedra y tenemos la 

convicci6n de que esta "pasa por · todos los puntas de la recta a lo 

largo de la cual cae". Todo esto nos lleva a postular la existencia de 

una funci6n x:~~. de la cual s6lo conocemos los valores registrados 

en el experimento, a los cuales interpola, de tal manera que 

x(t):= altura de la piedra en el instante t. 

Interesa ademas hablar de cantidades dinamicas que relacionan 

espacio y tiempo. 

instantes t y t+h es 

la aceleraci6n media 

Conceptual mente 

Par ejemplo, la velocidad 

(h)·= x(t+h) - x(t). 
vt · h . ' 

entre 

al 

los instantes t, 

menos, 
h2 

puede 

t+h 1 y 

pensarse 

media entre dos 

t+h +h sera 
1 2 

en refinar las 

mediciones, tomando instantes de tiempo cada vez mas pr6ximos (es 

decir, h cada vez mas pequefio) y considerar el comportamiento de~~stas · 

cantidades dinamicas en funci6n de h. Par ejemplo, tomemos la 

velocidad media vt (h)", para t fijo, que empiricamente se puede 

determinar para h>£; donde £ es la precisi6n de nuestro reloj. Podemos 

graficar vt(h) con respecto a h y estudiar que sucede al "extrapolar h 

a cera", segun se indica en la figura 1. 

f- • 

h 

Fig. 1: Comportamiento .de la velocidad media. 

J 



La contrapartida matematica de esta operaci6n de laboratorio es 

la de "tamar el limite cuando h tiende a cero", es decir el 1 imi te 

lim x(t+h) - x(t); 
h-70 h ' 

si existe, dicho limite se llamara la velocldad instantanea en el 

instante t, y sera denotado como v(t). Analogamente, la aceleraci6n 

instantanea a( t) se define mediante el limite 

lim v(t+h) - v(t) 
h-70 h 

Asi pues, las primeras dos derivadas de la trayectoria x nos dan l_a 

velocidad y la aceleraci6n de la particula. 

Sin embargo, puede suceder que para alguna sucesi6n {h } eri Q), 

con h lo, la sucesi6n {v } de mlmeros racionales dada por n 
n n 

x(t+h j - x(t) 
n v := 

n h 
n 

arroje valores cada vez mas parecidos entre si y que, sin embargo, no 

conver ja a ningun racional. Para qui tar estes problemas, conv-iene 

tamar como representante del tiempo (y tambiEm del espacio) al 

conjunto IR de los numeros reales. Este es suficientemente rico como 

para no dar lugar a anomalias como la ya senalada: basta con que 

1 im j v m - v n I = 0 .· 
m,n~ 

p_ara asegurar que e 1 1 imi te 1 im v existe (como n\lrnero real). Est a 
n 

n~ 

propiedad es la completi tud o completez de la recta real 

[Rudin, 1976] . 

Asi pues, tomaremos como representante del tiempo .al conjunto -IR · 

,de. los numeros reales, ·con su· relaci6n :S y la operaci6n de +; si el 

presentees {0}, el pasado es (-oo,O) y el f~turo es (O,+oo)~ 

La trayectoria de la particula esta dada par una funci6n x:IR~: 

5 
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1.2 Particulas en un campo de fuerza. 

Dado que empiricamente podemos determinar velocidades y 

aceleraciones instantaneas, -la trayectoria x:IR-7!R debe ser al menos 

dos veces continuamente diferenciable. Ademas, debe .cumpl ir las 

condiciones iniciales 

x(O)=x , 
0 

xco) = 0, (1) 

puesto que la piedra se solt6 desde una altura X respecto al pi so. 
0 

Baja condiciones normales, la piedra se suel ta y queda bajo la 

acci6n de la fuerza de gravedad, por lo cual la aceleraci6n sera 

constante e igual a la de la gravedad; es decir x es soluci6n de la 

ecuaci6n diferencial 

(2) 

donde g 

X= - g, 

2 = 9.81 cm/seg. De ser asi, la trayectoria es 

x(t) 

Ejemplo 1. 

1 t2 =X-- g 
0 2 

(3) 

~·. 

Si, en lugar de soltar la piedra a partir del repose, se le da 

una velocidad inicial v
0

, entonces las condiciones iniciales son 

x(O)=x , x(O) = v 
0 o, (4a) 

por lo que la trayectoria que.da determinada como 

x(t) x +v t - ~ gt
2 

0 0 2 
(4b) 

Ejemplo 2. 

Supongamos que la particula esta ca:rgada electrlcamente, con 
.. 

ca:rga q y masa m, y que es atraida por otra carga puntual _,Q, flja a 

I 
•Q 

------
q • 

T H 

·1 
X r 

Fig. 2: La particula cargada que 

cae en un campo electrlco. 

una altura H sabre el nivel del 

piso a lo largo de la vertical. De 
-- ~--~. 

acuerdo a la ley de ·Coulomb, el 

efecto electrostatico se traduce en 

una aceleraci6n adicional de 

k 

m 

6 

q Q 
2 [ H-x ( t) ] 

em 
2 seg 
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en el instante t, donde k es una constante de proporcionalidad dada 

por las propiedades dielectricas del media. Entonces, la ecuaci6n de 

movimiento de la particula es 

k (5) 
.. 
X=- g+ 

m 

La trayectoria queda de nuevo determinada mediante las 

condiciones iniciales (4a), si 

Ejemplo 3. 

X:;:: H;l 
0 

General izando los ejemplos anteriores, -· ~upongamos que la 

particula se mueve bajo la acci6n de un campo de fuerza dado por un 

potencial total U; entonces, la fuerza que ~ctQa sobre la particula es 

-U' (x), por lo que la ecuaci6n de movimiento es 

mx = -U' (x). 

La funci6n energia total, tambien llamada funci6n hamiltoniana. es 

1 - ·2 -
H(x,v):=- mv + U(x) 

2 ' 

y, a lo largo del movimiento, sus valores son 

E(t):= H(x(t), x(t)). 

Asi pues, la tasa ·de variaci6n de la energia · t'otal · es 

~; ~= ~ [- u· ~x) J +_-u· Cxlx = -o. 

~·-': · .. 

En. otras palabras, la energia total · se consei-va' a lo lprgo del 

movimiento: en el plano de fase · Cla fase es la pareja posicion -

velocidad), las trayectorias de la particula ·estan contenidas en Las 

curvas de nivel de la-f.unci6n hamiltoniana. 

En ·particular, para la piedra en caida libre U(x)=mgx y la ley de 

conservaci6n anterior dice que 

V(t) 2 . 
m 2 + mgx(t) = mgx

0
, t~O. 

Al momenta de tocar el· suelo (x=O, t~t ) 1a velocidad de la piedra es . 0 

entonces · v( t ) = ~ 2gx . Para saber cuando 
0 0 

ocurrira eso, de (3) 

obtenemos la respuesta t = ~2x /g. 
0 0 

7 
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Para el ejemplo 2, 

kqQ 
U(x) = mgx + ---H ; -x 

en el plano x-v, el movimiento de la particula se da a lo largo de las 

curvas de nivel de la funci6n hamiltoniana 

!.mv2 + mgx + HkqQ. 
2 -x 

Para las condiciones iniciales (4a), posici6n y 

ligadas mediante la ecuaci6n 
.. 

!.mcv
2
-v 

2
) + mg(x-x ) + kqQ[H

1 
- -

1-J= a .• 
2 o o -x H-x 

0 

Ejemplo 4. _ 

En el ejemplo 3, supongamos que la particula se encuentra 

sumergida en un fluido (agua, aire, aceite, etc.). La acci6n del 

fl uido se manifiesta mediante una fuerza que se opone al movimiento de 

la particula, y que s6lo actua si esta se mueve. 

Sea f: IR-?!R tal fuerza viscosa con f(v): = valor de dicha fuerza 

cuando la particula se mueve con velocidad v; entonces, debe cumplirse 

que f(O)=O. Ademas, la grafica de f debe encontrarse en los cuadrantes 

segundo y cuarto, es decir vf(v)~O [vease la figura 3], pues la fuerza 

viscosa se opone al movimiento de la particula. 

f(v) 

Fig. 3: La forma tiplca de una fuerza viscosa-:--~-----

Si, ademas de est a fuerza, actua sabre la part icula_ un campo. de 

fuerza dado mediante un potencial U, la ecuaci6n de movimiento es 

mX = -u· Cxl ·+ rcxl 

Veamos que sucede a la energia total a lo largo de las trayectorias de 
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este sistema dinamico: 

e. d. 

Asi pues, la energia no puede aumentar y de hecho disminuye si 

la particula se mueve. Es en este sentido que la fuerza viscosa es 

disipativa.l 

Ejemplo 5 . 

Supongamos ahara que la fuerza viscosa es tineal, es decir, 

f(v)=-{3v, con {3>0. Supongamos ademas que sabre la particula_ actua una 

fuerza variable F, que no depende de la posiciOn ni de la velocidad de 

la misma, s6lo del tiempo; supongamos que F: IR-?~ es continua. 

Estonces, la ecuaci6n de movimiento es 

mX = -u· Cx) - {3~ + F(t) 

_,_ En .el espacio fase, la ecuaci6n de movimiento es 

X = V 

v = ! U' (x) 
m 

~ v + ! F(t) 
m m 

y un·calculo sencillo muestra_que 

don de 

dE _ 
dt -

... 2 
{3v · + F(t)v 

Integrando entre t 
1 

y t
2

, la relaci6n en.terior se transforma en 

~E = Q + W, 

.t 
: . ·2 

W:= -J F(t)v(t)dt. 
t . 1 • 
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Observese que W es el trabajo realizado sabre la particula par la 

fuerza externa F, en tanto que Q es el calor absorbido par la 

part icula, todo durante el interval a [ t , t 1. Claramente Q<o, lo cual 
1 2 

indica que dicho calor realmente se pierde, es decir, es energia que 

cede la particula al media circundante. 

La relaci6n 

.AE=Q+W 

expresa la ley de la Conservaci6n de la Energia en forma cercana a la 

Primera Ley de la Termodinamica. 
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CONFERENCIA 2. 

LOS ELEMENTOS DEL MODELADO MATEMATICO. 

El objetivo de esta segunda conferencia es presentar los 

elementos que constituyen un modele matematico construido bajo una 

6ptica deterministica. S~ comienza per poner en evidencia dichos_ 

elementos en la secci6n 1, mediante el analisis de una .cuerda 

vibrante. Se da una presentaci6n critica del te~, enfatizando 

claramente las diferentes hip6tesis' ·y c6mo' se -- traducen estas en 

diferentes mode-los para la cuerda. En la segunda secci6n se da · un 

modele matemat leo para la conducci6n de calor en una barra met ali ca . 

. Al hacerlo se busca ilustrar tanto _el usc de la.ley de conservaci6n de 

la energia como el papel que juegan ·.las hip6tesis y los diferentes 
. :~ 

elementos del modelado matematico. 

2.1 La cuerda vibrante y -los componentes de un modelo. 

En la secci6n anterior hemos construido mode los matemat ices de 

si tuaciones· senci llas, que se refieren al tnovimiento de una part icula 

bajo la acci6n de di versos t ipos de fuerza externa. E:l cada case,- el 

principal atributo de interes es la p9sici6n de la J:art1cula, .perc 
·--

. suponemos que_ tambien se~-'- puede medir su velocidad; asi pues, e.l 

atributo combinado de interes es la fase (posic16n-velocidad). En cada 

case, se observa un fen6meno_porque el atributo de interes cambia con 

el tiempo. 

Igual que en la primera secci6n se argliment6 hasta usar el 

conjunto 1R de numeros reales para medir -el tiempo .:Y ,,el espacio, 

podemos defender la elecci6n de- IR 2 como conjunto de valores de los 

atributos de interes. En generaJ, si se desea estudiar n atributos, se 

· - i-epresentaran sus valores mediante los elem~ntos de un conjunto Ac!Rn . 

En cada. uno de los cases se estudia el movi:liento de una 

particula que se supone es ·una masa puntual. De manera analogapodria 

estudiarse el movimiento de un sistema de N particulas, cada una un 

punta material; cada particula tiene tina posici6n y ur.a _velocidad y _ 
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durante el desarrollo del fen6meno los atributos bajo estudio 

(posicion y velocidad) cambian no s6lo en el tiempo, sino que cambian 

de particula a particula en cada instante. Asi pues, los atributos se 

distribuyen en el tiempo y en el espacio durante el desarrollo del 

fen6meno. El espacio esta representado en este case mediante un 

conjunto finite conN elementos, digamos {l, ... ,N}; se dice entonces 

que se trata de un modele a espacio discreto. 

Sin embargo, hay otras situaciones en las que el espacio se 

considera continuo. Per ejemplo, si cae un objeto de dimensiones 

finitas y queremos tener cuenta del ·movimiento de cada una de sus 

partes, habra que representarlo mediante alglin subconjunto S de ~3 • Sl 

el cuerpo es suficientemente rigido esto no es necesario, pues d~da la 

fase de uno cualquiera de sus puntas la de los · demas queda :f'ijada 

automaticamente. Si, per el contrario, el cuerpo en cuesti6n no es 

rigido (como per ejemplo la membrana de un tambor) entonces se debe 

per fuerza dar una representaci6n continua del espacio y debe 

estudiarse el fen6meno en tanto que redistribuci6n espacio-temporal de 

la fase. 

Algnnas veces, medfante consideraciones de simetria se · podra 

simpliflcar la representacl6n del espacio, y entonces S sera un 

subconjunto de ~1 o ~2 . En general, en un modele a ·espacio continuo 
d este se representara mediante un subconjunto Sc~ , con l~d~3; 

tipicamente se querra calcular derivadas de funciones definidas en. S, 

per lo que convendra que S sea abierto. 

Ejemplo. 

"Una cuerda uniforme y ligera se mantiene razonablemente tensa 

sujetandola per los_extremos. En·un memento dado se pulsa 1~ cuerda y 

_comienza a vibrar, sin que se suelte. Se busca 'describir las 

vibraciones resultantes". 

Comencemos per precisar las condiciones bajo las que se 

desarrolla el fen6meno, pues · hay demasiados aspectos que deben 

especificarse todavia. En efecto, e1 fen6meno puede ser sumamente 

complejo si admitimos la posibilidad de movimientos verdaderamente 
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tridimensionales, es decir, que saquen a la cuerda del plano vertical 

que la contiene inicialmente (vease la figura 1). 

Fig. 1: Una forma posible 

para· una .cuerda que osclle 

en tres dlmenslones. 

fl g. 2: Una forma posi bl e 

para i.ma cuerda que. os.cil e 

en un plano vertical perc 

que se dobla. 

z 

·~'-. 

Supondremos entonces que las 

oscilaciones de la cuerda estan 

confinadas a dicho plano. Mas aun, 

la cuerda no se dobla, como en· la 

figura 2; es decir, supondremos que 

cada punta ge Ia cuerda oscila a lo 

largo de la vertical que lo 

contiene al inicic. Lo anterior 

equivale a suponer que la cuerda se 

mantiene tensa en todo momenta. 

Final mente,-· consideremos 

cuerda como un 

unidimensional, ignorando 

a·- la. 

objeto 

la 

diferencia en posicion y velocidad 

(fase) de los puntos en una secci6n 

transversal dada de la m~sma. Vease 

la figura 3. 

~-----___;-,..----l------------..., 

f"lg. 3: forma de una cue.rda tensa que osclla en un plano. 

_vertical y cuyos extremes se mantlenen fljos. 

De acuerdo con lo anterior·,. podemos · representar :_ el espacio 

mediante S:= (O,l), donde l ·es la iongitud de la cuerda tensa en 

repose; de nuevo tomaremos como· representante ·del tie!i!po a la recta 
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real. Dado que interesa llevar un registro de la posici6n y velocidad 

de cada uno de los puntas de la cuerda, midiendo la posici6n respecto 

·al estado de equilibria, resulta que conviene tamar como espacio de 

atr 1 butos a IR2
• 

Las hip6tesis que hemos introducido implican la existencia en 

cada instante de una funci6n x: S-7A ( "cada punta de la cuerda tlene 

una fase bien definida"). Sea x(z)=: (u(z), v(z)), con u el perfil de 

posici6n y v el de velocidad. A menos que la ctierda se rompa, el 

perfll de posici6n debe ser una funci6n co.ntinua y lo mismo el de 

velocidad. Ademas, debe cumplirse que 

u(O)=O, u(l)=O ( 1) 

para cada perfil x, puesto que los extremes de la cuerda permamencen 

fijos . 

Con objeto de especificar plenamente el conjunto E de los 

perfiles admisibles debemos det~llar aun mas la descripci6n del 

sistema en cuesti6n. Comencemos por suponer que ·la tension se reparte 

uniformemente a lo largo de la cuerda, con una magnitud T unidades de 

fuerza (digamos T dinas, en el sistema cgs). Para cada zeS, sea El(z) 

el angulo que forma la tension con respecto a la horizontal; sean z, 

z+h e S, con h>O, como se muestran en la figura 4. 

z 

fig. 4: Analisls de un segmento de la cuerda vlbrante. 

La campanente vert leal neta de ···la fuerza de tensi6n sabre el 

tramo de la curva proyectada sabre [z;z+h].es 
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T sene(z+h) + T sene(z), 

· es decir 

T 
tge(z+h) --=------ T 

tge(z) 

41+tg2 e(z+h) 

pues sene(z)<O, tge(z)>O, segun la figura 4. 

Supongamos ahara (par mera conveniencia) que u es diferenciable, 

· de tal manera que 

u'=tge 

y entonces la tension resultante es 

{
. . 

T u' (z+h) 

~l+u' (z+h) 2 

.· . } 
u' (z) 

Si suponemos, ademas, que u es dos veces continuamente 

diferenciaple, el Teorema del Valor Media nos autoriza a expr-esar 

dicha fuerza como 

... d 
T·-. dz [ 

u' ](z+o:.h)h, 

~1+u' 2 
• 

(2) 

para algun o:.e(O, 1). Convieme entohces tamar_ como perfiJes de posicion 

al conjunto de. todas las f.unciones u: [O,l]~, conti:nuas.en [O,l], dos 

Veces cant inuainente diferenc iables en ( 0, eJ y que sat isfac_en ( 1). Para 

tales .perfiles, .la expresi6n (2) nos per.mite calcular la tensi6n q:Ue 

actua sabre el tramo de cuerda que en repO'so ocupa. la poPci6n de z a 

z+h. En cuahto a los perfil~s de veloc.id~~ aceptables, seran · aquellas 

·funciones continuas v: [0, t]-1lR, que satisfacen ademas v.(O)=O, · v.(t)=O 

("los extremes no se mueve .. n"). 

Ahara bien, a cada instante teiR le debe corresponder un pePfil .de 

atri butos, par lo que debe exist ir una funcion "1: IR-:-7E, llamada la 

trayectoria de la cuerda en el espacip de perfiles. Introduzcamos una 

notaci6n mas convencional, defi·niendo 
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x(t,z):= w(t)(z), 

(u(t,z), v(t,z)):= x(t,z). 

au 
N6tese que v=at· Ademas, debe poderse-hablar de aceleraci6n para 

cada punta de la· cuerda. Conviene entonces restringir a trayectoria 

au a
2 u 

tH(u(t,•), v(t,•)) para los cuales at y- a) esten definidas para 
at 2 

cada (t,z), con te~. zeS y b) sean continuas ahi. 

Si las velocidades que se alcanzan no son demsiado altas, podemos 

calcular la fuerza disipativa que ejerce el media sabre nuestra 

porci6n de cuerda tal y como se hizo en el ejemplo 1.2.5; es decir, 

dicha fuerza esta dada por 

(3)· 

donde p.>O. 

Supondremos conocida tarnbien la densidad lineal de la cuerda, p 

(constante, medida en g/cm), de· tal manera que 

z+h 

J P a2~Ct.~)d~ 
z at 

es ·el termino "masa X aceleraci6n" que aparece en la Segunda Ley de 

Newton. 

Despreciando la acci6n de la gravedad sabre la cuerda (se trata 

de un material ligero), las urticas fuerzas externas son (2) y (3), por 

lo que la Segunda Ley de Newton afirma que· 

·Jz+h 2 Jz+h a u au 
p -.-Ct, ~)d~ = - ll -

c . atz . at ·z z { 

0 } ---- • 

a~ aulaz (t,~+ah)h 
-- j 1+(au/az) 2· 

Basta dividir entre h y tomar el limite cuando h~ para obtener 

que 

2 a. u + au 
p- llat = 
· at 2 (4) 
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Por lo comun se supone que las vibraciones son de pequena 

ampl itud. Ella impl ica que e ( z) toma val ores pequef,os, por lo que 
· · · au 

sene(z)~tge(z)=az y entonces (4) da lugar a 

a
2

u au 
T 

a 2 u (5) p -- + J..L at -
at

2 az
2 

llamada la ecuaci6n del telegrafo. Si no hay· fricci6n (J.L=O)' la 

ecuaci6n del telegrafo se reduce a 

(6) 

donde c2
: =Tip. Esta ecuaci6n se llama normal mente de la cuerda 

vibrante; en realidad, sabemos que·se obtiene a partir de (4), bajo la 

suposici6n de que no hay fricci6n . y de . que las osci laciones ?on 

pequenas . 

Conviene observar ··que las unidades de c en el sistema cgsc' son 

cm/seg, es decir, c es una velocidad: resul~8:., ser la velocidad de 

propagaci6n de las ondas generadas por la cuerda vibrante. 

Asi. pues, a manera de conclusi6-i1: las trayectorias en el espacio 

de los perfiles son las funciories t l-7(u(t, •), u(t; •)), soluciones del 

sistema de ecuaciones en derivadas parciales 

au. . - v 
at -

au - - e. v + 
at - p 

o cualquiera de sus versiones simplificadas (5) y (6) .1 

Del modele anterior y de los dados en las secciones precedentes 
'' 

pode~os e~traer algunas conclusiones. generales acerca de los modelos 

que hemos venido construyendo. 
' ..... · 

Se parte dando una repi"'esentaci~n para el tiempo y tambien para 

el espacio. Esta ultima (S) es un conjunto finite (o a lo mas 
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numerable), cuando se esta modelando un sistema de particulas; si se 

trata de modelar un media continuo, S es un subconjunt'o abierto de Rd, 

para d~3. El tiempo se representa mediante un subconjunto de l 

(modelos a tiempo discrete) o un intervale en IR (modelos a tiempo 

continuo). 

En cada caso, se trata de estudlar un cierto numero n de 

atributos de lntePes, cuyos valores -se representaran mediante los 

elementos de un conjunto Ac!Rn. En cada instante se tendra una 

dlstribuci6n especial de atributos, representada mediante una funci6n 

x:S--7A, llamada perfil de atributos. Los perfiles aceptables 

constituyen un conjunto E, y quedaran fijados mediante cqnsideraciones 

de tipo fisico o matematico dictadas par la misma si tuaci6n bajo 

analisis. 

El objeti vo del model ado es representar el fen6meno, para lo cual 

se debe especificar la repartici6n de los atrlbut_os. en el espacio y en 

el tiempo. Esto se puede lograr dando la trayectoria te-mporal de los 

perfiles. En otras palabras, interesan las funciones w: T--7E, cada una 

de las cuales c_onstituye una posible trayectoria; de nuevo, cada 

problema 1 imita la clase de las trayectorias admisibles, las cuales 

canst i tuyen un conjunto Q. · 

Queda asi establecida la forma general que toma un modele 

matematico, a saber 

<T,S,A,E,r2>, 

deride T, S y A son conjuntos, 

Ademas 

• 

T: el t~empo, TciR 

S: el e.spacio, S finite. o S abierto en !Rd. 

A: los atributo.s, Ac!Rn ~ -------------· 

E: los perfiles admisibles, un conjunto ae funciones de 

S en A. . . -·- . -----

r2: las trayectorias adipi.sibles, un conjunto de funciones 

de T en E. 
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2.2 Un ejemplo: la conducci6n de calor en s61idos. 

Problema: "El extrema izquierdo de una barra metal ica esta 

empotrado en un material qu~ se mantiene a temperatura constante, en 

tanto que el derecho est a 1 i bre ( vease la Fig. 1). La atm6sfera que 

rodea la barra es muy extensa y recibe calor de la barra a todo lo 

largo. Se desea modelar la variaci6n espacio-:-temporal de la 

temperatura en la barra". 

fig, 1: Uria ·ban-a empotrada .en ~11.a ,pared vertical :·., .. ··· ........ 

:La situaci6n anterior puede presentarse en un analisis 

simplificado de los fen6menos que suceden en una aleta de 

enfriamiento: se· busca disipar calor de un cuerpo caliente _dotandolo 

de aletas a lo largo ·de el, para asi aumentar la superficie de 

transferencia de energia al exterior. Veamos c6mo esta. situaci6n nos 

p~~mit.e ilustrar ·los elementos d~ un model() matematico tal y como se 

describieron en la secci6n anterior, a partir del . anal isis de la 

cuerda vibrante. 

Suponiendo que la barra sea esbel-t;a, la temperatura· en cada una ·-- · 

de· s-us secciones transversales ·sera api:oximadamente constant e. Para 

simplificar la descripci6n d~ este fen6meno, supongamqs que la 
.. 

temperatura es de hecho constante sabre cada··secci6n transversal de la 

barra, · es decir, que varia unicamente ,ei{ direcci6n axial; . y esto en 

cada -instante. Esta consideraci6h nos sugiere tamar S: = (0, i) como 

re_presen.t,ante del espacio, donde e es .}~";:):origitud de la barra. Como 

representante del tiempo tomaremos T:=)._ Dado que el unico atributo 

de interes es - la temperatura (med~da ·_en · °K), que no puede ser 

negati va,: tomaremos A: =(0; oo) como espacio de atributos. 
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Sea T la temperatura de la pared, T la del medio ambiente, 
0 a 

ambas medidas en °K. Supongamos que la barra cede calor al ambiente en 

proporci6n directa a la diferencia de temperatura y al area expuesta 

(ley de Newton sobre el enfriamiento). Supongamos ademas que el 

extrema izquierdo de la barra esta en todo memento a la temperatura de 

la pared. 

Los perfiles de temperatura seran funciones x: (O,l)~[O,oo), que 

supondremos continuas, es decir, no hay saltos en los valores de la 

temperatura a lo largo de la barra. Desde luego, debe cumplirse que 

x(O+)=T
0

, segun lo que hemos supuesto. En general, x(z) es la 

temperatura en aquella secci6n de la barra que se encuentra a z em de 

la pared (Q:::sz:::sl). 

En el extrema de la derecha, se pierde calor al exterior. Si la 

barra es cllindrica y tiene radio R~ su secci6n transversal tiene area 
2 rrR , por lo que las perdldas de calor al exterior son 

seglin la ley de Newton del enfriamiento. Aqui 0 es una constante 

positiva, que supongamos conocida; n6tese que sus unidades son 
-1 -2 0 -1 ' cal•seg •em • K . 

Por otro lade, dentro de la barra se tienen secciones .a, distintas 

temperaturas. Es un heche empirico que dicha circunstancia genera una 

transferencia neta de energia, de las partes mas callentes a las mas 

frias. Este fen6meno se puede estudiar midiendo la temperatura a ·lo 

largo del tuba en un -instante dado, mediante termopares colocados en 

las posieiones 

mediciones se 

z I. ··~z. Dado este arreglo experimental, dichas 
1 p • .. 

efectuan frecuentemente, digamos en los iristantes 

~~··· ... ,tp, de todo lo cual resulta una tabla de valores 

t ,r0 ! ... ,r< 1
> 

1 _1 p ,i=l, ... ,r, .... 

donde T~ 1 > denota el valor de .la temperatura medida en el instante t
1 

por el termopar colocado en el punto zJ. De dicha tabla se puede 
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estimar los gradientes de, temperatura, mediante -los·cocientes, 

g := 
1 J 

r' 1 >
J + 1 

z - z 
j+l J 

j=1, ... , p-1; 1=1, ... , r 

A su vez, se determina el flujo de calor Q a traves de cada una de 
ij 

las p secciones transversales estudiadas, y esto tambien en cada uno 

de los r instantes consitlerados. Aqui Q esta medido en cal 
-I j -

. - Es 
2 -seg.cm -

un hecho empirico, 

es constante (al 

verificado en un gran numero de casas, que Q /g 
i J 1 J 

menos dentro del error experimental considerado 

permisible) y toma valores negatives, que dependen solo del material

de que este constituida la barra. En particular, el calor se transmite

en la direcci6n en que disminuye la temperatura, como ya hemos 

._, senalado. 

Ideal izando la si tuaci6n anterior, supongamos que x: (0, l)~[ 0, co) 

es diferenciable. Entonces, las observa:ciones anteriores se traducen. 

en la Hamada ley de Fourier, seglin la cual el flujo de. calor' 'par 

.,_, unidad de area a lo largo de la barra es -kx' (z) 

secci6n z). Aqui k es un numero positive, que 

cal 
(medida en la 

__ .'2 
seg•cm 
supondremos conocido; 

cal 
----

0
- y se llama la conductividad termica de·l · 

seg•cm• K. 
sus uriidades son 

___ material de que esta hecha,)a barra. En particular, el flujo de calor 

en el interior de la barra, medido en suextremo libre es 

cuando el perfil de temperatura es X. --

En vista de -los anterior, y puesto que no se acumula energia en 

el extrema derecho, cada perfil diferenciable por la, izquierda- en 

z = l debe cumplir la condlci6n 

-k:x'-'(.e) = rr xU) -T l. 
v a . 

_De hecho convendra tamar ·peril les que· -s-6n dos veces ccint lnuamente 

diferenciables en (O,l), segliri se vera mas adelante. Asi pues, 
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Sea w:T-7E una trayectoria en el espacio de los perfiles 

admisibles; de nuevo, utilizaremos la notaci6n 

u(t,z):= w(t)(z). 

Es decir, u(t, •)EE es el perfil de temperatura en la barra, medido en 
au el instante t. Supongamos que at es continuamente diferenciable. 

Igual que hicimos para la cuerda vibrante en la secci6n anterior, 

examinemos los eventos que suceden ·en la secci6n de la barra 

· comprendida entre z y z+h, con O<z<z+h<t ( ver figura 2), en un 

. instante fijo t. Sea ahara p la densidad del material de la barra, 

medida en g/cm3
, C su capacidad calorifica, medida en cal. 

p g• OK 

z z+h 

Fig. 2:- Secc 16n de 1 a barr a me tali ca de 1 a llgura 1. 

El contenido 
z+h 

(rrR
2

) J pCPu(t, <:)di;;, 
z 

total de en est a 

por lo que su tasa de acumulaci6n es 

J
z+h au 

= (rrR2
) pC - (t,i;;)d( 

z p at 
cal 
seg 

secci6n es 

(1) 

Por otro lado, a lo largo de la barra se conduce el calor; seglin la 

ley de Fourier en z entra calor con una-tasa 

Asi pues, 

2 au 
-:k(rrR )a

2
(t,z) 

2 [au au ] +k(rrR ) az(t,-~+~) - az(t, z) 

da el calor neto transferido por cohducci6n a trav~s de la secci6n 

·'bajo estudio. Dado que u(t, •)eC2 (0,t), el Teorema del Valor Medic nos 
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permite expresar dicha cantidad en la forma de 

2 a2
u cal 

k(rrR )h (t,z+o:h) -. 
82

2 seg (2) 

donde o:e(O,t). 

Finalmente, se transmite calor al media circundante: segun la ley 

de Newton del enfria.miento, .la tasa de perdidas de calor por cticho 

concepto es 

0 (2rrR) r+~u(t,~)-T ]ds cal J z a seg (3) 

Puesto que se- conserva la energia, la tasa neta de acumulaci6n 

(2) - (3) debe coincidir con (1), es decir 

para cada t, y donde o:e(O,l). Bastadividir entre h y tomar·el limite 

cuando h~ para obtener que 

Asi pues, las .. trayectorias admisib.les constituyen un conjunto n, 
formado par aquellas funciones u:IRX(O,lr--7[0,oo) tales que 

• ~J;·.' 

i) 
.. 1 . 2· 

_u(t,•)eC[O,l]f"\C (O,l), teiR 

au · . 
at eC(IRX(O,l)) 

i i) u(t,O) = T
0

, k ~~ (t,e)+r':l(t,e)=q-Ta, te_IR 

iii) u satisface la ecuaci6n diferencial (4) . 

. Esto concluye la · especificCl,ci6n de un modele mateM.tico para la 

situaci6n planteada. • 

Igual que para las particulas en uri campo de fuerza estudiadas en 

la secc16n 1. 2, tambien para la barra metalica en un bafio termico que ,. 
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acabamos de estudiar podemos investigar el comportamiento de la 

energia. En este caso la energia mecanica del sistema no cambia, pues 

no se registra ningun desplazamiento, pero si cambia su energia 

termica. Analogamente ·a la funci6n hamll toniana que nos da la energia 

mecanlca total en la secci6n 1.2, podemos dar el funcional entalpia, 

que para cada perfi 1 x de temperatura da la correspondlente energia 

termica en la barra: 

e 
H(x):= (rrR2 )J pC x(z)dz. 

0 p 

A lo largo de una trayectoria t Hu(t, •) en el espacio E de los 

perfiles de temperatura, · la energia termica esta dada en funci6n del 

tiempo mediante 

E(t):= H(u(t,•)) 

es decir, 

e 
E(t) = (rrR2 )J pC u(t,?)dz. 
. 0 p 

Un calculo simple basado en (4) lleva a que 

e 
dE= -(rrR2 )kau(t 0) - 0 (rrR2 )[u(t,t)-Ta] - (2rrR)rJ [u(t,z)-Ta]dz, dt 8z ' 

0 

(5) 

que no es otra cosa que un balance global de energia termica: la tasa . . 
neta de acumulaci6n en la barra es la diferencia entre la tasa con que 

la energia entra a la misma por el extrema Izquierdo empotrado en la 

pared a alta temperatura y la tasa con que la barra cede calor al 

exterior a traves de su paredes. 

Por otro lado, hay circunstanc~as en las que no se observan 

cambios te!Jlporales en la temperatura. de los diferen:tes puntas de la 

barra, es decir, en sus perfilef? de temperatura. De un perfil de 
, 

temperatura que, una vez alcCl;Ilzado,· ya no cambra, se dice que es 

estacionai'io. . -· -------

Sea ueE un tal perfil. N6tese que, a lo largo de la trayectoria 

estacionaria correspondiente, la energia E(t) es constante, por lo que 

el balance global de energia (5) se r~duce a 

(rrR2 )ku' CO) = rCrrR2 J[u(e)-T l+C2rrR)r[<u>- T 1. 
a a 
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1 e . 
<u>:= e f u(z)dz 

0 

es la temperatura media a lo largo de la barra. 

Ahara bie11, la trayectoria estacionaria satisface · (4), por lo que 

el perfil estacionario u es soluci6n del problema de valores a la 

front era 

T ) = 0 
a 

u(6f = T , ku' (e) -+ a-u(e) = a-T 
0 a 

Un calculo simple, aunque alga tedioso, muestra que 

u(z)= T +(T -T )cp(z), 
• a 0 a 

donde 

(6a) 

(6b) 

cp( z): . (kc-o) coshc (e+z) +acoshc ( e-z) + (kc+il senhc( e+z) -kc. senhc ( e-z ): r7h) 
. kc cosh c e + 0 senh c e .· . . .. 

con c: = 4[3/a .. 

Un perfil arbitrario f;eu no sera estacionario, par lo que si 

dicho perfil de temperatura se alcanza en un momenta dado (digamos._en: 

t:::=o) a partir · de ahi se desatara un proceso termodinamico 

_irreversible; en el que la temperatura en cada punta de la barra se 

vera. cambiar :.c;ontinuamente en el tiempo. Sin embargb, a la larga se 

restablecera el estado estacionario u. En efecto, sea uen la 

trayectoria correspondiente, que puede obtenerse mediante el metoda de 

separaci6n ·de variables aplicado al problema de valores iniciales 

correspondiente a (4) con la condici6n inicial u(o; • )=f. Sea. o: =f-u, 

v: =u-u. Entonces; v satisface el problema de valores iniciales y a la 

· fr.ontera. 
.-; ·.~. ·. ·.· 

av - a2
v 

at - a-2 · -,Bv, 
Bz 

(Ba) 

v(t,O)=O k:~ (t,e)+ a-v(t,e)=O (Sb)..-: 

v(O, ·)=a. (Be). 
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El metoda de separaci6n de val"'iables conduce al problema de 

valores propios 

ay" - f3Y = >.y en (0, e) 

y(O)=o, ky'Cel+ ryCeJ=o, 

cuya soluci6n es 

con {wk,k=i,2, ... } son las soluciones positivas de la ecuaci6n 

trascendente 

kw + rtgwe =O. 

Entonces, la soluci6n del problema (7) queda expresada en la forma 

. co i\k t 
v(t,z)= L eke ¢k(z), 

"k=l 

(Sa) 

(9b) 

(9c) 

(10) 

donde {ck,k=1,2, ... } son los coeficientes de Fourier de la funci6n o 

respecto al sistema ortogonal {¢k}' es decir 

co 

o(z) = L ck¢k(z). 
k= 

De (10) es clara que v(t,z)~ caundo t~co, par lo que 

u(t,z)--?u(z) y con ella queda establecida la ultima afirmaci6n en 

cursivas: el perfil. (7) es estab.le (se puede mantener) pues, si se le 

pertlirba, el sistema reacciona en forma tal que a la larga se 

restituyen las condiciones deseadas . 

En la segunda parte de 1a conferencia 4 se construyen modelos 

matematicos muy c~_rcanos al que nqs ha ocupado en esta secci6n~, Ahi se 

examinan con mayor atenci6n varies -aspectos ya encont"rado!!l en el 

fen6meno de la conducci6n de calor, .perc con re£erencia a la di£usi6n . -.· .... -, 

molecular.' ··Par ejemplo, ahi se estudian con detenimiento las 

diferentes-·co-iidiciones a la frontera que puedan presentarse, asi como 

la caracterizaci6n matematica de los flujos (de materia o energia, 

segun se trate). En; cierto sentido, dicha secci6n puede considerarse 

como una continuaci6n de esta. 
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CONFERENCIA 3. 

EL CARACTER RELATIVO DEL DETERMINISMO. 

Los modelos considerados hasta ahara han sido construidos desde 

una 6ptica deterministica: existe un estado, cuyo conocimiento en un 

instante dado determina el futuro, siempre que se conozcan los 

factores externos que actuan sabre el sistema en. cuesti6n. En esta 

conferencia ilustramos el tipo de consideraciones que se hacen cuando 

no se puede asi_gnar un estado. En la secci6ri 1 se aborda de nuevo el 

fen6meno de la particula que cae, pero desde un punta de .vista 

distinto; se descubre que e 1 mismo fen6merio · puede apa~~cer 

determinist icc o no;-- se.g]ln la 6ptica desde la cual se estudie. En la 
. ·-~ .- ... 

secci6n ·2 se i 1 ustra lo anterior mediante la desintegraci6n_ 
•' 

radiact iva: para t iempos largos resul ta determinist ica, en tanto''~ que 

para tiempos cortes no. Se da el espacio probabilistico como modele no 

determini~tico por excelencia. 

3.1 Determinismo e indeterminismo. 

Regresemos a la situaci6n estudiada en la ·primef'a conferencia, 

acerca del objeto que cae. Hemos visto ·c6mo es pos_ible construir un 

modele matematico para tal situaci6n bajo diversas suposiciones acerca 

de la forma, tamafio, etc., del objeto, asi como de las.caracteristicas 

del media que lo rodea: En particular, hemos construido un modele 

seglin el cual el tiempo que tarda en caer una mon.~da que se suel ta 

desde una altura X es de ~2X /g, suponiendo que fa aceleraci6n de la 
0 0 . 

gravedad g es constante a lo largo de la trayectoria. 

Fijemonos ahara en otro .atributo de la ·_moneda, como es la cara 
-·· 

que queda h.acia · a!"riba una vez que toea el piso. En efecto, la 

experiencia nos indica que_ en la inmensa mayoria de los casas . la 

moneda repos~a en el suelo con aguila (A) o sol ('S) h<=>cia arriba, y 

• que s6lo eri raras ocasiories descansara sabre su canto, a rodara y se 

perdera de. vista. -Ademas, nunca jamas se ha vista q:ue la inoneda 

desaparezca a media camino . hacia el suelo, sino- que ciertamente cae. 

Asi pues!. sin demasiados escrupulos podemos afirmar que 
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i) la moneda cae, 

i i l_presenta A o S, 

"i nada mas. 

Tambien la experiencia en este tipo de lanzamientos nos recuerda 

lo difici 1 que resul ta predecir que cara va a sal ir ·al lanzar la 

-moneda: por mas que repetimos el lanzamiento, no sabemos que factores 

fijar para que nuestra predicci6n concuerde con lo observado. Una 

ronda tipica de volados tiene como resultados 

A, S, S, A, S, A, A, A. (1) 

Sin embargo, algo que si podemos ha~er es repetir el experimento 

un cierto nllinero N de veces, contando el n'llmero N de ellos en que 
A 

sale aguila. La frecuencia relativa correspondiente es 

N 
f (N),= ~ 

A • N ) 

Para los resultados (1), las frecuencias relativas son 

N 1 2 3 4 5 6 7 8 
f(n) 1.000 0.500 0.333 0.500 0.400 0.500 0.571 0.625 

A 

.. ·· 

1 

N 

fig. 1:' Comportamiento de Ia frecuencla relatlva 

k la.larga se ·observan comporta:mientos del tipo ilustrado en la figura 

1: los valores r<N> oscilan en forma erratica, perc para N grande, las 
A ... . 

oscilaciones soncada yez menores (con algunas desviaciones), en torno 

a un valor p e[O, 1]. Se repite este e;<perimento un nllinero r de veces, 
A 

obteniendo asi numeros 
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que, en t~rminos generales, difieren "poco". Luego entonces, alga que 

si puede predecirse es este valor~ p , al menos dentro de un aceptable 
A 

margen de error: el valor p e[O,l] asi determinado se ·llama la 
A 

probabilidad de que salga aguila al lanzar la moneda en cuesti6n. 

Esta construcci6n se puede realizar para un sinfin de sl.tuaciones 

en las que en principia no se detect a ninguna reproduci bi lldad: se 

elige·un evento observable, se repite el experfmento un "gran~'. nlimero 

de veces y se determina ~1 "limite" de la ~sucesi6n de frecuencias 

relativas cuando el nlimero de repeticiones crece indefinida~ente. El 
. . 

resultado es la probabilidad del evento en cuesti6n, o mejor dicho, · 

una est imaci6n de dicha probabilidad. Para afinar la est imaci6n de la 

probabilidad de un evento, conviene determinarla un nllinero "grande" de 

veces y tamar a su promedio como estimador. 

El enfoque anterior para la determinacion de probabil idades • 'se 

conoce como frecu.entista, y corresponde a una. vision empirista del 

origen del conocimiento. Str base fUndamental, ace rca del 

comportamiento asint"6tico de las frecuencias relativas de un evento al 

repetirse un experimento,. se llama Principia de La Regularidad 

Estadistica y es una general izaci6n de la experiencia. Este enfoque 

tiene sus limitaciones y hay enfoques alternatives; tambien hay 

maneras de darle la vuelta a las.criticas-que se le hacen. Basta par 

ahara decir que no _hay ninguna soluci6n enteramente satisfactoria al 

problema de aclarar el origen del concepto de probabilidad. El enfoque 

frecuentista es suficientemehte .buena, y especialmente atractivo para 

la a:pl icac16n de la:·probabi lldad· a las ciencias experimentales, pues 

segun ~1 la probabi 1 idad es una· propiedad fisica que puede medirse 

experimental mente. 

Todo esto es bien conocido, y el resul tado final es un., modele 

probabiList icc para este asp,ecto del fen6meno "lanzamient6 de una 

moneda'', Veamos las_caracteristicas de dicho modele. 
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Primeramente, tenemos los resultados posibles del experimento en 

cuesti6n, que no son sino los elementos del conjunto 

Q = {A, S}, 

segtin hemos convenido. En seguida, reconocemos los eventos observables 

asociadas a este experimento: 

que salga aguila 

que salga sol 

que salga alga ("aguila o sol") 

el resto, 

donde "el resto" incluye todos esos eventos concebibles que sin 

embargo hemos clasificado como inipos·ibles. Repre·s~ntamos todos los 

eventos ~teriores mediante subconjuntos de n, a saber {A}, {S}, Q y 

¢, respectivarnente. Tenemos pues la familia de eventos 

.4 = {¢, {A}, {S}, Q} 

como segundo ingrediente de este modele. 

Despues, siguiendo. el emfoque frecuentista determinamos p ( la 
A 

probabilidad de que salga aguila) y entonces p =1-p (la probabilidad 
S A 

de que salga sol). Claramente la probabilidad de que salga algo es uno 
' -

(pn=l) y la probabilidad ·de que salga alga imposible es p¢=0 (nunca se 

observa). En otras palabras, tenemos una funci6n P:A-7[0,1] que ·asigna 

a cada evento su probabilidad: 

P(A)= PA 

P.(nJ= 1 

P(S)=1-p 
A 

P(¢')=0 

Dicha funci6n se denomina la probabtlldad y completa la terna orden!3-<ia 

(Q, A, P) I . (1) 

llamada espacio probabilistlco: ___ este es el modele maternatico utilizado ----- _-

con mayor frecuencia para c;iescribir si tuaciones en las que interviene 

el azar. Pero hay alternativas, s6lo que aqui no hablaremos de ellas. 

Del analisis anterior parece desprenderse la conclusi6n 
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siguiente: el mismo fen6meno (la caida libre de una moneda) presenta 

dos aspectos, uno de los cuales puede tratarse en forma deter~i!listi~~--------

en tanto que _el otro parece requerir un tratamiento no deterministico. 

Sin embargo, a continuaci6n veremos que las casas no son asi de 

simples, y que hay otras variables que influyen tambien. Par ejemplo 

la escala de observaci6n . 

Supongamos que el aspecto deterministico. del fen6meno (el tiempo 

que la moneda tarda en ·· llegar al suelo cuando se. le suel ta desde 

cierta altura) se estudia con una moneda pequefia, armadas de un reloj 

de baja precisi6n. Si se suelta la moneda de alturas menores de 1 m; 

el tiempo de caida sera menor de ~:s.seg. Dada la precisi6n del r.eloj, 

es concebi ble que los resultados de m~dir dicho tiempo ocho veces sean 

1, o, o,· 1, o, 1, 1, 1 (3) 
I 

comparese con ( 1). Mas aun, igual que cuando se estudia el ot"ro 

aspecto -de los volados, al repetir-e~ experimento que dio lugar a ,(3), 

no se obtiene ninguna reproducibilidad. Baja estas condiciones,' Un 

observad9r-concluiria que este aspecto _del fen6men6 no puede tratarse 

deterministicamente, y optariapor una descripci6n probabllistica afin 

a (2). En dicho model"o··nlos.resultados posibles ser.ian 0 y 1, de tal 

manera . que. n={O, 1},; A={¢, {0}, { 1}, n} y P se _ct'~_terminaria. segD.n un 

enfoque frecuentista. 
•· .• 0 • 

~Que_pas6? El ejemplo anterior nos ensefia que una.misma sltu11ci6n 
.. ··- - ::: --.:.:-~-.:,~1- -:··--·-----

puede aparecer determinista: desde una. escala de· observaci6n y no 

determinista desde otra~ Par lo tanto, el determinismo resulta mas 

bien ser una 6ptica para el analisis de la real idad fisica, .·antes que 

una propiedad ·. intrins~pa de la misma. ·En .r"a>.siguiente · secci6n 

profun5f~~aremos en'el estudiode estes aspectos. c- . ~-·J.'·': . 

.,._ .. . ~ . ,---· 

Problema. "Una substanc~a-·radi~ct iva S presenta dos i~6topos, - s
1 

y 5
2

. A]nbos son radl~ctivos, -Y .. se descbinponen emLtiendo particulas· o:, 
. . 

{3 y r, con lo que dan lugar a sendos ,1s6topos estables B
1 

y B
2

,_ segun 

las reacciories 

~-- ... 

'j'"·'·-:-·· . 31· 

,,_-; _____ -, ... • 

.! .. 

--------------:--;.-- .--------··--
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+ a+ e + hv, i=1, 2 

se descompone muy lentamente, __ s __ muy rapidamente. 
2 

Par lo 

tanto, el · estudio experimental de estas descomposiciones requiere 

instrumentaci6n distinta: en el primer caso se registra la masa del 

radiois6topo S mediante una balanza analitica; en el segundo, se 
1 

. cuenta el numero de particulas alfa desprendidas usando un contador 

Geiger. En ambos casas se mide el tiempo mediante un reloj bastante 

precise. Se desea describir el fen6meno en terminos matematicos". 

En ambos casas se puede trabajar a tiempo continuo, es decir, 

tomando T:= ~. Ademas, el espacio aqui no juega ningl!n papel, puesto 

que s6lo se registra la radiactividad en forma glo_bal, mediante el. 

instrumento del caso. Par lo tanto, en ambos casas representaremos el 

espacio mediante un solo punta. 

En cuanto a los atributos, aqui si hay diferencia: en el primer 

case se registra una variable continua (la masa), en tanto que en el 

segundo se reg,istra una variable entera (el n6.rnero de particulas 

alfa); en ambos casas se trata de variables no negativas, par lo que 

A : = INv{O}, 
2 

donde IN denota el conjunto de los nu.rneras· naturales. Dada la elecci6n 

de representante espacial '(S· = S = { 1}), de manera natural se 
1 2 . 

identifican los perfiles con los atributos, igual que en los ejempl.os 

de· mecanica de particulas vistas en el capitulo ;anterior. Asi pues, 

E :=[O,oo), 
1 

E : =INv{O}. 
2 

Par lo . que se refiere a las trayectorias, podemos h~cer las 

: ··stguientes consideraciones.- Ev1.dentemente, · en el primer,_ case se 

· .,_: t'endran funciones reales no negat i vas, · definidas en. to_da la recta 
·----· ·----

- ·-----~--real.· Tolnando en cuenta que puede medirse empiricamente ·la tasa 

instantanea de desintegraci6n, mediante el procedimiento ya de.scri to 

en la secci6n 1.1, es natural pedir que Q conste de funciones reales 
1 

~-continuamente diferenciables, m:IR~[O,oo), con 
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informaci6n presente. Como quiera, se trata de una idealizaci6n cuyas 

predicciones debel1 tomarse con cautela, sabre tecto para tiempos 
-i\t 

largos: cuando t-?<:o, e m tamara valores par debajo de la precisi6n 
0 

de nues-tra balanza analitica, asi que en la practica se concluye que 

el radiois6topo se agota. De manera analoga, en el pasado remota la 

masa del radiois6topo · tiene un valor grande, pero segtil::amente no 

tiende a +Ol cuando t-7-0l como predice el modele. 

Con todo y sus limitaciones, este modelo es sumamente util para 

identifi:car un radiois6topo, mediante la determinaci6n de la constante 

.de desintegraci6n radiacti va i\ que le corresponde. Para ella, basta 

medir el tiempo necesario para que una masa dada de S se rectuzca a la 
1 

mi tad (el tiempo de vida media, t
112

_). En efecto, sabiendo que 

se obtiene de ahi que 

i\ = log 2 
t1/2 

m e 
0 

-i\t . 
1/2 

(2) 

Resiprocamente, si se conoce . la constante de desintegraci6n 

radiactiva i\ _ci_~ ___ 'Un cierto rad_!9_is6topo 5
1

, este modele puede 

utilizarse para determinar la ectad de objetos-que lo contengan: basta 

observar que 

.. · ..... 

la Geocronologia a desarrollado metodos para calcular la ectad· de las 

rocas mediante esta f6rmula: se mide el valor act~al m y se estima 
1 

m , _con lo cual se obtiene la edact•t . 
0 - ·' 1 

. . 

Estas ctecnicas, - par -. supuesto, suponen posible reai~zar las 

_con precisi.6n-absc?,l\ita:-T:En Ia~-p-r:icticaesto-ono ·suce~~.;-· par: 

··que·· conviene proceder de~ ma:nera 'diferente.; i 1 ust~~~os =·lo anterior 
··········---------~ .. 

fecn16acpara''-estfmar;· 'ia .. consta:nr~ · .. d~---:-:d~-~-'integraci6n. 
---------- ----- -------~-- ··--··· 

radia_cti va i\. Se mid_en las masas remanentes m , .- .. , m· en instantes 
· · -~--- - · - 1 N 

t , ... ,t; par otro lado, se sabe que al-graficar los puntas 
1· . N 

t 0 

[ 
m -] 

'1' -~-·· . 
1=1, ~ .. , N 

r.::_ 

. , .. ~--:_~~------------·-- -- ----·· 
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en escala semilogari tmica se obt ienen puntas "mas o menos" alineados a 

lo largo de una recta de pendiente posit 1 va a traves del origen de 

coordenadas. 

m 
0 log

m 

/ 

l(/ 
/ 

~·/~------------------------------------~·t 

Fig.l: Datos experlmentales sobre el comportam1ento 

temporal de la masa residual de rad1o1s6topo. 

Se tiene entonces que 
mo 

log-= At+ e m 1 1 
1=1, ... , N 

1 

y se determina A par el metoda de los 

minimizar la suma de residues cuadraticos 

la ·formula 
n 

A = 

Em lugar de (2). 

n 

t log 
1 

1: 
1=1 

m 
0 

m 
1 

minimos cuadrados, 
N 

2 
~ e . Se obtiene 

1 =1 1 

bus cando 

entonces 

(3) 

En cuanto a la determinacion de n
2

, es clara que tambien consta 

de funciones no negativas sabre la recta, perc cuyos valores son 

ent'eros. De heche, las trayectorias son funciones escalonadas no 

decrecientes N:IR-?!Nu{O}, donde -
~ :" 

N(t):= nu.mero de particulas alfa emitid~ 

hasta el instante t. 

Para cada trayectoria puede distinguirse una sucesi6n de 

instante·s 

donde 

0=,; <T <T < 
0 1 2 

... , (4) 

35 

J 



~----:.: 

-..... 
if:' 

... ·., ., 

l:~.\ 

:-_'i 

"ZI 

-~- -----------------

.. 
esima • = instante en que se desprende la i ----- particula a. 

1 

Dado que cualquier muestra de radiois6topo-S no contiene mas de 2 . 

un n1lmero finito de nucleos y cada nucleo puede dar lugar a unas 

cuantas particulas alfa, en la practica la sucesi6n (4) debe terminar. 

Sin embargo, el numero fini to de nucleos es muy grande, del arden del 
23 

numero de Avogadro 6.023X10 , par lo que parece legitime suponer que 

(4) es infinita: el fem6meno puede proceder en forma indefinida en el 

tiempo . 

Asi .pues, n consta de funciones escaloriadas, con valores no 
2 

negatives y cuyos saltos son todos positives, de magnitud 1. Par 

conveniencia, conviene considerar que son funciones continuas par la 

derecha, ~~ tal modo que 

N(•+) = N(•) = N(•-) + 1, k = 1,2, .... 
k k . k 

(5) 

En olras palabras; --

11
2
= {N:~-7Nv{O} I. vale (5) para_alg~a sucesi6n (4)}; 

-~j-------------· ·--- ------·------------ ----- ··---------- ·• • --- ·--~------ --~-----~C-,0. 

"·'' una trayectoria tipica:tiene la forma dada en la figura 2 

4 -
3 

2 

1 --. D 

.... - ,.· 

·:j ' 0 ·-· ·_ • • • 
-r~~~-~~;:-~=~ . l 2 , _ -_3 . _ .: _ . :cc4 __ : .. _ 

~- . ,,., -. _ :2~::-;-:-n 9';,:·2:'~R~:9'i~ t. ;::._~ tempo rat'- ci~ 1 . nume r ~ - d~ -pa~ ti cut_as a Ira ,_ . r ~c ~~ c . ' •..•. •.·•.••· ••••.••••• ~~:.::.,~;;a,.~~ ·~·".:~~:dlo ,, 6t~p~ -~ 2 . hast~-·. ;·~~n,.0"txr._:~'"''· ... ·. ·--_ -__ ·_--. '-7-'----~--'---c----'- ~~'"'"'""""~ 
;:1 ··-------------Sl-:se-~-repite--el-experimento .un qierto:::n~q~ero de v~ces, 

·;J .. ~~~j- ---------- --- o~t~-~d~an otras tantas -,trayectorias, todas distintas. Sin emb~g~, es 
~.1 l~.::.;; 

::1 

.. f -1 
/--;.- ~ 

:.-=.i 
---

I : 
~--· 

- --- posi-ble -- detectar--- una .. regularidad -de tipo-- estadistico, 

eventos cibservables del tipo de 
:..:·--- -· 

"se desprenden n particU:las alfa en t .segundcs". 
------ . --- --·. ---- .. ---:---·· :~:.:....:..:. -~-- ... -:":-.-·· -~ 

.-· ...... 
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Es decir se conduce un gran numero k de experimentos de duraci6n 

t segundos, y se aneta el numero k de aquellos en los que se 
n 

desprendieron exactamente n particulas. Se forma la frecuencia 

relativa k jk y se determina su comportamiento asint6tico, observando 
n 

que se asienta en torno a un valor, al cual llaroamos p (t): la n 
probabilidad de que se desprendan exactamente n particulas alfa en t 

segundos. 

Siguiendo a [Feller, 1968], podemos construir un modele 

probabilistico para este fen6meno. Para ella conviene basarse en 

hip6tesis convenientes, y las siguientes parecen razonables: 

1) Si O<s<t, el numero de particulas alfa emitidas durante 

[s,t] no depende del numero que fue emitido durante [O,s]. 

11) La probabilidad de que se emita exactamente una particula 

alfa durante [t,t+h] es Ah+o(h), donde A es una constante positiva. 

iii) La probabilidad de que se emita mas de una particula alfa 

durante [t, t+h] es o(h). 

iv) Para cada n~o. p (•) es continuamente diferenciable. 
n -· 

v) Es seguro que en un intervale de longitud cera no se 

desprenda ninguna particula alfa. 

i v) El comportamiento del ;fen6meno no depende del instante en 

que se comienza a observarlo, sino s6lo de la duraci6n de la 

observaci6n. 

Sea A (s,t)- :_el evento consistente en que se desprendan 
n . 

exactamente n · part~Gulas ~durante el intervaio ·[s, t l con n~o.. o::=s::::t. 

Claramente este ·evento se observa siempre que se .:...registre --lii1a.-·· 

trayectoria con exactamente n saltos entre los instantes s.y t, por lo 

que A (s, t) puede identificarse con el conjunto de- ··ctichas 
n 

trayectorias. Ademas, 'cualquier asi'gnaci6n de probabilidad a los 

eventos en n debe ser tal que 
2 
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P(A (s,t)) = p (t-s), 

n n 
en virtud de vi). 

Clel,;f-arilente 

A (O,tth) = A (O,t) n A (t,t+h), 
0 0 0 

por lo que, de i), ii)' iii) 

p (t+h) = p C t )p Ch) 
0 . 0 0 

= p (t)(l-Ah~o(h)), 
0 . 

es decir 

p (t+h) p (t) 
o(h} 0 0 = -Ap (t) 

h + -h-0 

En virtud de iv) y v), se tiene entonces que 

p = -Ap · .. ·p· (0)=1. 
0 0 0 . 

(5a) 

Ami.iogamente, para n:::l · 

A'(O, t+h) = A (0, t) n A (t,t+hr 
n· · · n · 0 

n 

+A. (O,t) n A ·(t,t+h) + l: A . (O,t) n A (t,t+h), 
------n-1 · · · · 1 · ·------ · ·· n-k ............... --k- · ·· 

k=2 

·:1 
.. --·--··------

. ,· ,j 

donde + :y;::::i · denotan .union ajena. E'videntemente, en virtud de i) · 

tenemos que 

p (t+h) = p (t)p (h) + p .. :(t)p (h) + R, 
n n 0 .. n:-1 · 1 •. n 

donde R es la probabil idad del tercer termino, .. qi.le se refiere al . n 

desprendimiento de dos 0 mas particulas alfa en el intervale [t, t+h] ... 

Dado que . :. --.·-
··--:~.-:._:.:. -:;--:·_- :-··--:~_- ... -- -- ... ··--·-··· -- .. 

. : .. :. ······-····---·····7---------------, ------~- _____ -_· __ ..:._.:.._· __ • ____ --------~---~------....: 

- ~ :·. 

Tornado_ e_n cuenta lo anterior, ademas de i) y i i), obtenemos que 
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p (t+h) - p (t) 

n n 

h 
= -i\ p (t) + i\p (t) + o(h). 

n n-1 

Finalmente, de iv) y v) se obtiene 

p = -i\p + i\p , p ( 0) = 0, n2: 1 
n n n-1 n 

(5b) 

al tamar limite cuando h~. 

De lo anterior resulta que la sucesi6n de probab~lidades 

{p ,n = 0, 1,2, ... } satisface el sistema de ecuaciones diferenciales 
n 

ordinarias (5). Este es un problema de valores iniciales que se 

resuelve en forma recursiva sin mayor dificultad, llegando a que 

-i\t n 
(t)= e (At) 

pn n n= 0, 1, 2, ... (6) 

En el lenguaje usual de la Probabilidad, el resultado anterior se 

expresa diciendo que "el numero de particulas alfa desprendidas en un 

intervale de longitud t es Poisson con parametro i\t" . 

. De est a manera se han probabi 1 izado los eventos de la forma 

A (s,s+t), para n2:0, s2:0, t2:0. Hay muchos otros eventos de interes 
n 

aparte de estos, par lo que resulta de gran importancia completar la 

construcci6n de un espacio probabilistico 

(Q, it, P), 
2 

donde a es una familia suficientemente grande de eventos, con 

A (s,s+t) e it, n2:0, s2:0, t2:0 
n 

y P:it-7[0,1] es una probabilidad en el sentido tecnico del termino. El 

espacio probabilistico resultante se denomina pioceso estocastico de 

Poisson. Para los detalles de su construcci6n referimos al lector' a 

[Doob, 1953].. Vease tambien el _capitulo XVII de [Feller, 1968] para 

otros ejemplos de procesos est6casticos afines al de Poisson': 

-- -~ -
' ~ ' ... 

Como quiera, el ejemplo anterior !lustra de nuevo la importancia-~~ ~ 

de la escala de observaci6n sabre la percepci6n de la realidad; en 

este caso se trata de una ... escala temporal. En efecto, el mismo _ 

fen6meno aparece como deterministico ,o no, segtin se le examine para 

tiempos largos (primer caso) o para tiempos cortes (segundo caso). 
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CONFERENCIA 4. ... 

L:O MICROSCOPICO Y LO -1'1ACROSCOPICO. 

Esta con£erencia busca ilustrar el- efecto del- punta de vista 

desde el que se estudia un fen6meno sabre el modele que de ed se hace·. 

La tesis fundamental es que la 6ptica con la que se examina el mundo 

real determina nuestra pe!"cepci6n del mismo y, par ende, la 
" -

· desci"'ipci6n que de el dames. Aqui se profundiza lo ya enunciado en la.---

conferencia anterior', ace·r:ca de la relatividad del determinismo. Se 

considera el fen6meno de la difusi6n molecular, el cual se estudia 

,primero desde un punta de vista microsc6pfco y luego desde un punta de 

vista macrosc6pico. En la secci6n 1 se da i.iri modele estocastlco, el de · -

Ornstein-Uhlenbeck para el movimiento de una particula en un baiio 

termico, y se indican algunos casas 1 imi tes del mismo. En la segunda 

secci6n se present a. el modele clasico fenomenol6gico de la difusf6n 

molecular, tomando en cuent.a la. posi bil idad de .. ,producci6n .y 
' ....... . 

aniquilamiento de materia, :y · enfat1zando el planteamiento de Jas 

condiciones a la frontera . 

..... ·.·· 

P!"oblema: -"Se deja caer- una gota- de· tinta negra en :un recipiente 

con agua. Sin agi tar, se ... deja formar la mezcla hasta que se llega a 
. . . 

una sol uci6n homogenea de . color gris obscure (ver figura - 1). · 

Describase el- fen6meno en terminos matematicos" . 

. Fig •. .1:. El--fen6meno de 1-a difusi6n molecular 

Evidenterriente, -las particulas de la tinta se mU:even en el 

interior del fluido circundante (el agua), pues de ot:-o m_o_c:I_~_I'lo __ ~-~------ _ 

j___________________ ---- ----------------------------------------·---- --------------- ------ ·---- ..... , .. ----------
_. __ .,_____ ___ ~-~-~~---------~-----~--------. -- _______ __:___ ___________________________________________ _ 
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entiende c6mo se da la homogeneizaci6n. Po~ cie~to, las particulas que 

constituyen la tinta son g~anulos de tamafio mucho mayo~ que el de las 
------------ ---·---

moleculas del agua, po~ lo que hay una cla~a distinci6n ent~e unas y 

ot~as. Po~ ot~o lado, las moleculas del agua tambien estan en 

incesante movimiento, po~ lo que debe darse un sin ntimero de cheques 

ent~e ellas y cada uno de dichos granules. Estes cheques, junto con la 

influencia que sabre la particula de tinta puede eje~cer un campo de 

fue~za externa, da como lugar el . que la p~ticula se mueva en el 

interior de la soluci6n; en esto consiste el fen6meno de la difusi6n 

moleculiir. 

Par obse~vaci6n directa se sabe que las trayecto~ias de las 

particulas de tinta son bastante irregulares, y que resulta dificil 

p~edecirlas. Por un lado, se puede saber con cierta p~ecisi6n la 

poslci6n del punta de pa~tida, pero quiza no sea licito deci~ que en 

el inte~io~ de la gota de tinta las p~ticulas se encuentran 

inicialmente en repose. Po~ otro, a(m cuando se conozca la fase 

inicial pa~a cada pa~ticula, el grandisimo nlimero de moleculas.de agua 

que la bombardean a alta velocidad, desde todas las di~ecciones, 

provoca efectos muy complicados sabre aquella. Ademas, es en extrema 

dificil ca~acte~izar esta fuerza adicional, debido precisamente a su 

naturaleza fluctuante, y a que los cambios suceden con ext~ema 

~apidez. Asi pues, conviene aisla~ esta parte del fen6meno y t~atarla 

po~ metodos ad hoc que especificaremos a continuaci6n. Baste par 

aho~a deci~ que supond~emos ~epresentables estos efectos mediante 

alguna fuerza externa va~iable con el tiempo F(t) y asi ap~ecera en 

las ecuaciones del movimiento de la particula. 

Po~ lo que respecta a la parte lenta del fen6meno (el movimiento 

de . la particula en si), corresponds a la situaci6n descr.ita en el 

Ejemplo.i.2.6. Pa~a facilitar las casas supongamos queel movimiento 

se da en una sola dimensi6n; sea m>O la masa de la particula que se 

__ difunde, y supongamos que el campo de fue~:za dentro de.l cual se mueve 

esta aado por un potencial UeC1
(!R); supongamos ademas que el media 

-- --- - .. 

ejerce una fue~za viscosa lineal en la velocidad con constante de 

proporciorial idad [3>0. Del ejemplo antes citado, las ecuaciones de 

movimierito son 
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X = V (1a) 

v = ! U' (x) - ~ v + ! F(t) 
m m m ' 

( 1 b) - --------- -

que deben complementarse con las condiciones iniciales 

x(O) = x
0

, v(O) = v , 
0 

si se desea elegir una trayectoria de entre todas las posibles. 

(1c) 

En efecto, supongamos par ahara que la · fuerza externa F es 
-:·.' 

continua y que el (mica campo de fuerza que actua es el de la gravedad 

[ U(x) = mgx}, por lo que::eL problem~ a_ resolver es 

v = ~ . 1 . 
- v -g + - F(t) 
m m ' 

x(O) = X 
0 

v(O) = v 
0 

(2a) 

(2b) 

La segunda de estas ecuaciones se llama de Langevin. La soluct6n 

de este probfema es 

x(t)= x- mg t + 
0 {3 

·_.- · [ _fJtJ -· Jt[ · -~Ct-s·Jl · m m m. 1. m· 
;g[v

0
+ ~gJ 1 -e - + i3- 1-e .. F(s)ds 

' - 0 . 

-

{3t ~(t-s) 

m F(s)ds v(t)= - mg + 
~ I

t_ -
1 ' - e m .·-

' ' . 

(
v ~- mgJ. ~m + 

0 ~ 
0 ·_ 

Inmediat__amente nos dames cuenta de-algunas_cosas: 

(-3a) 

(3b) 

a) Tanto la velocidad como la posicion pueden :'descolriponerse _en __ _ 

un transitorio, una parte permanente y otra fluctuante. 

b) Pa.r:a la velocidad, el regimen permanente da una velocidad 

constante de asentamier;tto, cuya magnitud es nig/~ .. El transi torio 

...•. 

fa ___________ . _ desaparece:o.ex:ponei1cia1mente_. .. . _ ----- -- ----:-·----~-:c -
:. ·c).· Plll'a Ia' posi~l6h.9.e_)a_ particula; el regi~~E- ~~,t~~'"i'b-n~i6<::·: 

·- puede a su >·vez -'ci"es~omp~hci';~e ··~ri"::ci~s · ·compo~e~te~: · uria de ~~vi~l~~t:~ -

.; . 

f-. 
I . 

-~ : 
t __ 

__ --_ ~ rec~-i~-i~eo-m;uniform-~ }·:_i~::·:·:~~T~-~-i~~)r·:Ji-nii_t_~_ ·;c x0?·m~t·>·~-y--~~~---:~~i:-1-~;;~--·-· 
constante ~0 

+ g [~]:. ia · primera- de cuyas . partes - se debe _:~·-·r~-~- _ _l _ 

velocidad inicial, 1a seg~d:_:;t __ ~} ___ ~_!_r6n de la gravedad. Aqui tambien el ____ -----:-·---.---

- transitorio desaparece con rap19ez e~ponencial. _.. :_: 

d) Por ultimo, la fuerza fluctuante da lugar a·fluctuaciones en 

_ posici6n y velocidad dada,~ par integrale~_ del tipo 

. . ------. ---------·----------- ---- .. 
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t _ _ J / ( s ) F ( s ) ds, (4) 

donde ~ es una funci6n continua. 

Asi pues, sin la presencia de la fuerza fluctuante la particula 

se desplazaria e:(l movimiento rectilineo uniforme. El efecto de los 

cheques intermoleculares hace que en cambia se de el movimiento 

erratlco observado. En otras palabras, la fuerza fluctuante F no puede 

ser una funci6n continua: de hecho, debe ser tal que las integrales 

.como (4) sean erraticas, para cada instante t. 

En [Hernandez, 1988] hemos dado en forma elemental la 

construcci6n de un objeto matematico llamado ruido blanco, que es un 

proceso estocastico generalizado, para el cual tienen sentido las 

integrales del tipo 
- t -

p(t): = J ~(s)~(s)ds, 
0 

(5a) _ 

llamadas de Wiener. Una tal integral define una variable aleatoria 

gaussiana para cada t, de tal manera que· {p(t),te!R} constituye un 

proceso estocastico gaussiano. Ademas, 

E p(t)=O, 

en general, 

t 

E p(t)
2= I j~(s)j 2ds; 

0 

E [J:~(slSCslctsJ:¢CslSCslds] = 
t I <p ( s ) ljJ ( s ) ds 
0 

(5b) 

(5c) 

Asi pues, podemos representar la fuerza fluctuante F como un 

multiple escalar de ruido blanco, digamos F=~~. con ~>0; las 

fluctuaciones e:n la posici6n y velocidad son los procesos estocasticos 

gauss ianos _ 

~(t-s)] -.- - } 
m ___ ~~s)~s, te~ ,. .. ~- (6a) 

~( t-s) 
m 

~( s )ds, (6b) 

respectivamente._. Un calculo e-lemental basado en .. (5) .muestra .que la 
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media del proceso gaussiano bidimensional (6) es cera, en tanto que su 

matriz de covarianza es 

(3 

C( t): = a-2 

. : ---~- ·: 

1 -m 2f3t 1 -m-
[ 

(3t . l [ . (3t] 
2 e -1 + -m- ~ 1 - e 

~ [1-/!] 1 
2 m 

Esta es tambien la matriz de covarianza del proceso estocast leo 

combinado {(x(t), v(t)), teiR}, cuya media es 

m 
(vo+ 

mg 
gt] 

m X+ "@ /3 ~ _(3t 0 

/-L(t) + (vo+ m~J m = e 
- mg .1 

(3 

(7a) 

(7b) 

Asintoticamente, el proceso combinado {(x(tJ,v(t}), teiR}'··. se 

·comportara como un pr'oc·eso gaussiano, . cuya media y covarianza se 

.obtiene facilmente de (7). 

-.... 

.. . ;·:·. -~ . - . --- -· -- . - - .. . -------------- -··--:--''-----------

--~-
' ~~i.l 

-
i·· fr.~ 

~lr~-.-
- ;.... .··)· 

. 1.:.·:. ·_, __ _ 

if-~·-· 

Para la qifusi6n de la tinta en el agua no se observa ningt:m 

asentamiento, · lo- que indica ·qpe 1~ fuerza fluctuante producto de los 

·,.cheques inter'moleculares es sUficiente para neutral izar el tir6n de la 

· gra\fedad. Esto se debe ciertamente a que· la masa de las particulas de·-
--- .... --·· .. 

· t.inta es pequena, y seria muy distinto · si se tratara ·de particulas -

mayores. Es de interes para este case despreciar e1 .. efecto de la 

gravedad, toinando g=O en (2); supondremos ademas que· la ·-particula · 

. --------.---------- .. ·-:- .. '·-. -

Par otro lado, del anal isis de_[Einst~in, 1905] se de~prende que,·· 

-----'·si-'se alcanza el equilibria a temperatura-T;--necesariame!1.te :~ 

2 p· = 2(3kT, (8) 

donde k es la constante de Boltzmann. Asi pues, se llega a que 
-----------·------ -·· 

. ~---·-- --------.. --- .. --:---~--------· 
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(9) 

en el equilibria (es decir, para tiempos grandes)_ a temperatura T. 

Esta ultima relaci6n es muy importante, pues permi te. validar este 

modele: en efecto, por medici6n directa se obtiene una estimaci6n del 

desplazamiento media cuadratico de la particula a distintos lnstantes 

de tiempo; si no varia linealmente con t, el modele se rechaza. 

El analisis anterior se puede complicar cuando se tiene difusi6n 
I molecular bajo la influencia de campos externos. Un caso en el que 

todavia se pueden obtener conclusiones en forma explicita corresponde 

a la difusi6n en un media elastica, que ejerce una fuerza restitutiva 
1 2 dada por la ley de Hooke, es decir, U(x) = -ax , con a>O. Si la fuerza 
2 

fluctuante es de nuevo f=<r~, con ~ ruido blanco gaussiano estandar, · 

las ecuaciones a resolver son 

como son lineales, se pueden resolver en forma explicita usando la 

integral de Wiener. El anal isis original de este modele se debe a 

Ornstein y Uhlenbeck; data de 1930 y no usa la integral de Wiener. 

Vease los articulos correspondientes reimpresos en [Wax, 1954]. En 

general, el termino U' (x) no sera lineal, y cuando F=<r~ (con ~ ruido 

blanco) resolver las ecuaciones diferenciales 

X= V 

v = - .!:. u• (x) 
m 

x(O) = X 

Q (J 

~ v + - c v(O) = v m m ..,, o 

I 

requiere de la integral de Ito [Schuss, 1980]. 

··--· ~-- . ..:..:.,. .. ··, 

(lOa) 

(lOb) 

Por otro lacio•-::-se-puede simplificar el·modelo (10) procediendo · 

como sigue. Sumerjase este en una familia·infinita de modelos ------· 

• 
X= V 

• 1 .. 
v = - - u· (x) ·. m 

(J 

@_v+ e~ 
E;m m · 

uno para cada ee(0,1]; aqui, <r
1
=<r y, en general, si_queremos_que valga 

la relaci6n de Einstein para cada uno de estos modelos, debe tenerse · 
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que 

2 

~~ = 2~kTjc, = ~ 

par lo que los modelos a considerar son 

X = V ( lla) 

v = !. U' (x) 
m 

-~ v + ~ .;, 
em m~ 

(llb) 

uno para cada c e (0, 1]. 

Cambiemos de escala temporal, con objeto de estudlar este sistema 

para tiempos largos; definamos la nueva escala temporal s:'=tt, las 

nuevas variables 

Hecha la subst-ituci6n, la -familia de modelos (11) da lugar a 

es decir 

. £ . ; 
dv :.... ~-1 U' c· c) £---- X ds m 

/3 £ + ~ 'c£ 
- v m ~ ' m· 

t:2 d~£ dv£ 1 ·· 
~ - + £ - - U' ( ;l) + ~ c£. m ds ds - m · · m ~ 

· .. 
• _I· 

!:'' 

Formalme·nte, al hacer __ que c---70 .desaparece el segundo termino :a la 

izquierda de la ultima fg~8:ldad. Si::.~~emas X£---7y, V£-?U, l;£---711, Co~ T1 

.. ruido' .blanco estandar, entonces se tendra, en el limite, 

;:.( 12) 

Este nuevo modelo es precisamente el dado en 
.·::·· 

1916 par 

-'o Smoluchowski;; ·:·para el .· movimiento _bro\.miano, .-:~.veas~: .. [ Smol ucho!'lski, .. ·-: 

·· :~:::~i916J.-:--paia·~':ra· Justificaci6n rigurosa .~el. paso de ·,cl.i) a. ( 12), vease · ·· -- --·-···-· 
,- ",,'' 'I, ,. :• ·,• ' ~.-.:· 'I' • • ' ' ... ,' • ' • ' • • ' • ,•:'•·' • ' '• (, -' : • ' ' ' C:..:,.. • • ,_ 

'-.~:[Nelson; ·:1967]. ·En :piirt:,tcular, si se. trata· de ~:lffia.·~-particula que se 
~. . . ··~·· . 

-----··-:·
7 --c·::·_'difunde -Ilbr'einente~ · er.>:.rriodelo · de ·· SmoluchowskCi s~~~reauce··~al :.~e-: 

.·~· --~~~nsle iri. --Ei\ ··general; --es· -verdad qu~ .e 1 - compcirtciliii~nto. predicho paJoa · 

tiempos largos. par el. modele de Smoluchowski (12) concuerda con .. l,1;1s 

.. que --a.rroJa-·er ·de Ornstei.n.-Uhlenbeck ( 10), _--por-la-:-·que no se puede 
.. -·· 

distinguir Un.ci del otro al menos desqe este punta ·de_ v'ista. Vease e'l 

libra de Nelson arriba citado para una discusi6n al respecto. 
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4.2 Reacci6n y difusi6n en dimensi6n uno. 

r 
Conside~emos la slgulente va~lante del p~oblema estudiado en 

la seccl6n ante~io~. 

Problema: "Un tuba cilindrico muy esbelto se llena de agua. En un 

instante dado se le inyecta tinta neg~a. que se deja dlfundi~ hasta 

que se unifo:rmiza la soluc16n en un colo~ g~is obscuro. Se desea 

estudi~ la v~iaci6n tempo~al de la distribuci6n espacial de la 

t lnta, bajo la hip6tesis de que el tuba se encuentre sell ado en los 

extremes". 

Sea t la longitud del tuba. Dado que se trata de un tuba esbelto, 

ignor~emos las v~iaciones de concentraci6n y cualquier otro atributo 

de interes en cada secci6n transversal, por lo que podemos tom~ S = 
(0, t) como representante del espacio fisico. El tiempo sera 

representado po~ los elementos de T: =IR. Hay un s6lo atributo de 

interes, la concentraci6n de tinta, y se mide mediante n1.lmeros no 

negati vas; par lo tanto, A = [0, oo). El fen6meno se estudia tomando 

muestras a lo largo de! __ tuba, en un n1.lmero finite de puntas y 

analizando par fotometria el fluido colectado, para determin~ la 

concentraci6n de tinta. Dichas determinaciones se efectuan con 

frecuencia, y el resultado es una tabla 

t c<l) 
" 1 I 1 I 

••• t 

" ( 1) c 
p 

1=11 .. 0 ( 1) 

donde r es el n1.lmero de repeticiones y p es el nU!nero de puntas 

muestreados, a saber z 1 ••• , z e (O,t). 
1 p 

Los - perfiles de · ·concentraci6n de tinta seran funciories 

x:(O,t]~A; puesto_ que no se .esperan _v~iaciones bruscas _de 

composici6n _(l_ lo_ l~go_d~l tuba, los perfiles se supondran continuos. 

De hecho, por convenie_n5!_i~. mate~~ti<::a- supondremos (vease la secci6n 

2.2) que los perfiles son contlnuamente dlferenclables en [O,t], con 

segunda derivada continua en (O,t). Esta suposici6n resultara util 1 

segun veremos a continuaci6n . 

De la.tabla (1) se.obtiene la tabla derivada 
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c' 1 >
j+l 

j=l;; .. ' p-1; i=1, ... ' I" 

con lo que se estiman los gr-adientes de concentr-aci6n a lo largo del 

tuba. A la vez, se det_er-minan los cocientes 

1 
. 2 

nR 

c<.t+l>~ c<1> 
J' . j 

t - t 
1 + 1 1. 

. i = 1 ' ... ' r--1 ; j=l, ... 'p 

donde R es el r-adio inter-no del tubo. Asi pues, se deter-mina 

exper-imentalmente el tPanspor-te del soluto po:r unidad de area a tr-aves 

de cada una de .las secciones tr-ansver-sales del tuba deter-minadas por-

los Pun~os de obser-vaci6n. 

Obser-vaciones exper-imentales muestr-an que el tr-anspor-te de 

mater-ia se da en la dir-ecci6n en que disminuye la concentraci6.n, y que 

la tasa de tr-anspor-te por- unidad de tiempo ·Y- par- .unidad de area es 
,. 

pr.:opor-cional al gr-adiente local de concentr-aciones. Esta a:firmaci6n 

empir-ica constituye la llamada Ley de· Fick ·crecuer-dese Ja .. ley ·.de 

Four-fer- de la secci6I) 2.2) y se puede tr-aducir- enter-minos matematic~s 

como s~gu§l_: _si _x(o,e]_,A es 1lli peJ:"'f'U_ de __ .COI1~emtr-~qi.g!les,_ y ___ sL __ . 

ze [ 0, eJ._, . entonces . e) . fl ujo pop . unidad de trabajo a tr-aves de la 
' . 

secci6n transver-sai-determinada por- z es 

-D·.·dd?<, . z (2) 

dopge .p .es un coeficiemte posit i vo, llamado la difusividad d·e la tint a 

con. el agua a la temper-atura del. ~X!)er-imento;. en _el sistema cgs, sus 

unidades son cm
2
/s€)_g.: Esta ley, junto con ia ley de 1~ conser-vaci6n de 

la mater-ia,. consti tuye la herramienta pr-incipal para el an~Ji,sis de. 

estas ·situaciones. ·-~ • ·· 
... 

''_ .... 
.... -:·~. !'' 

~-:. . ' ·:·-... ~ · ___ :~. ·" . . . ... . . .,. -' .. 

__ , __ ,P~r-_ -~-~Z::9. .. 1~ado .. 19_5-'p~z:::file~ _acept~.~-l~s; _deb~I1 ___ r_~:fl_ejar _el hecho _de 
_ _.:.:·::, . -· .. --

que ·no hay ci~f.~~\~_ii_en_los extr-emos de la barr-~,. .. ·s~guli~1~:_)~Y~cie _ _fJ_c_~~-~--.~- ·"···------·-· 
elio;r-equiere que -~ 

. : -·~ . 

Dx'. (0 )=0, . Dx' (t)=O, ·:·. 

- por- lo que el co~jun~o de los perfiles admisibles es 

. .. . .. . . -- 1 . . 2 . . . . ·.. -- --- - . ... .. .. -- ' ..... 
E:= {xeC [O,e]: xeC (O,e), Dx'(O)=O,-Dx'{e)=O}. 

-- .. - . --··-

A su .vez, :_las _trayectorias admisibles ser-an algtinas., funciones -----~·"-'----. 
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w:T-7E; veamos cuales. 

Para comenzar, introduzcamos la notaci6n 

C(t,z):= w(t)(z), 

par lo que debe cumplirse que 

ac D 82 Ct,O) = o, o ace t .e) = o az • (3) 

Sea h>O, ;y sean z, z+h e (0, t), teiR. Igual que hfcimos en la 

secci6n 2. 2 para estudlar la conducci6n de calor en una barra esbel ta, 

analicemos los eventos que tienen lugar en el instante t en la secci6n 

del tuba determinado par dos planes perpendiculares a su eje, 

colocados en cada uno de estos dos puntas (vease la figura 1). 

z z+h 

Fig. 1: Secc19n del tuba en el que se estudla la d1fus16n 

(compare con la figura 2. 2. 2) ._ Par la secci6n de la izquierda entra un 

flujo de 

2 ac g 
-D(rrR )82 Ct,z+h) seg 

de tinta, en tanto que por la derecha sale un flujo de 

2[ ac ac · · ] rrR D
82 

(t, .. z+h) - o82 ( t, z) . 

Par otro lado, la cantidad de tinta contenida en dicha regi6n es 

ac -- - -- --'---'--------- -·- · 
. Si at es continuo, entonces la tasa· de variaci6n del contenido de 

- ---tfii.fa Em esa--regi6n es 

2 d Jz+h 
(rrR )dt C(t,c!;;)dc!;; 

2 Jz+h ac = (rrR) at(t,c!;;)dc!;; 
z z 

Por lo tanto 
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ac ac -ac 
at_(=-~5~-~-c;; = Daz(t, z+h)- Daz(t, z). 

Basta dividir ambos miembros par h y tamar el limite cuahdo h-70 para 

obtener que 

ac _ a [0ac] 
at - az az ' teiR, ze(O,l) 

Asi pues, _el conjunto de las trayectorias aceptables es 

. - ac a2c · 
Q = {C:[RX(O,l)-t[O,oo)l at' 2 eC[IRX(O,l)], (2)&(3)} . 

az 

(4) 

Aqui hemos supuesto que D es una funci6n continuamente d-iferenciable 

de la posici6n. De hecho, a inenudo se toma D constante, por-lo que (4) 

se transforma en 

ac _ a2c 
at - D 2 , teiR, O<z<l 

az 
. (5) 

En general, el coeficiente de difusi6n sera una funci6n continuainente 

diferenciable de C, par lo que (4) es una ecuaci6n diferencial par~ial 

no lineal. En el caso mas sencillo en que n·_-es constante, la ecuaci6n 

d-iferencial- que' resulta (5) se llama la ecuaci6n de difusi6n.---En--10 

que sigue nos concentraremos en este caso particular, por lo que 

ac a2c n = {C:IRxCO,l)-t[?,oo) I at' -
2 

eC[IRX(O,£)], (2)&(4)}. 
· - . _ az 

... 
Una variante de gran- int_eres se obtiene cuando el fluido no 

pertnanece ·estatico, - sino·· que se mueve con .velocidad conocida. De· 

heche, sea v: lO, £]~ el perfil de velocidades en el fluido, que 

supondremos se Iriantiene durante todo el. desarrollo del· fen6tneno. 

:Supongamos adetnas qtie v es 'cant inua. 

' ~..j~ est ~s~ ~ i ;~:,t<mcl as , · e 1 · anal! sis .. ant er ;or 'p~~m.,;~c~,;~c,:(:';·~,! ' , 
. -.. siempr-e que. se efectue sabre un ~lemento q~e se mueve. con. el .fluido,: '.!,-.'~-'-_c;, __ ~::. ____ c-----

E~ ~tras p~labr~~-.----los ptintos, -~el tuba ~e .. m¥even a lo l~rg~ d~ -_'i~i(~--~~~:~----~ :· -. 
soluciones de la ecuaci6n diferencial 

-- ------- . - -~ .· =. v ( z ) •. 
····-···- __ .. :_._ .. 

y Ta funci6n 

t H C(t,z(t)) 

~ .. _ " 
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satisface la ecuaci6n de difusi6n, es decir 

d 8
2

C -- dt C(t,z(t)) = D -
2 

(t,z(t)) 
az 

Aplicando la Regla de Cadena obtenemos sin dificultad que 

ac + v(z)ac = 0a
2
c 

at az 822 
(6) 

Una extensi6n con ma;yor interes atin se obtiene si, en lugar de 

tinta, se difunde con el agua una substancia que toma parte en una 

reacci6n quimica que se desarrolla en el seno del fluido. 

Sea rp,: [O,oo)~ una ft.mci6n continuamente diferenciable tal que 

cp(C)= se difunde, 

Entonces, en el interior del elemento bajo estudio se cansumen 

z+h 

( n:R
2

) I cp ( c ( t' <) ) d< 
z 

_L 
seg 

par la que la tasa neta con que se acumula el saluto cantenida en el 

elemento baja estudio es 

ac + D
82

(t,z+h) ac } - D a.z ( t ; z) . 

En cansecuencia, pademos afirmar que 

r+hac ac ac z+h 
az(t,<)d< = Daz(t,z+h) - DazCt,z) -I cp(C(t,<)Jd<. 

z z 

De nuevo, basta di vidir entre h ;y tamar el 1 imi te cu~ndo h--70 

para obte-rier · · 

_;~_+ v[~):; =D::~ -~(C). (7) 

Un caso particular especialmente simple resulta cuando la 

reacci6n quimica en cuesti6n es de primer arden, es decir _ 

cp(C) = kC, 

pues entonces la ecuaci6n (7) da lugar a 
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ac 
- + at 

... 
2 

v(z) 8C = D8 C -kC. 
az az2 - -----

(8) 

Esta ecuacl6n. dlferenclal parcial es lineal y, junto con las 

condiciones ala frontera (3), basta especificar una condici6n inlcial 

C(O, •) para determinar la soluci6n C, usando la tecnica de separaci6n 

de variables que ya se utilizo en la secci6n 2.2. 

Salvo en este caso particular, la ecuaci6n diferencial de 

reacci6n con difusi6n (7) sera no lineal,·. precisamente a causa del 

termino de reacci6n rp(C). En cam~io, si s6lo hay difusi6n · y no hay . .. 
reacci6n, la .. ecuaci6n diferencial resul tante sera siempre lineal,·· 

salvo cuando el coeficiente de dlfusi6n sea funci6n de la 

concent!"aci6n de- la substancia que se difunde. · · 

El metoda de separaci6n de variables permite resolver lqs 

problemas de valores a la frontera siempre y cuando no presenten 

ninguna nol inealidad. En. general, para resolver los problemas:, d'e .. ··· 

valores iniciales y a la frontera resultantes habra que recurrir a lOs 

metodos numericOs u otras tecnicas de aproximaci6n . 

Perc regresemos a la ley de Fick, seg(m la cual. el · flujo par 

ti.nidad de area perpendicular- ·al eje del ci 1 indro est a ·dado par ( 1), 

Cl..J.ando el perfil de cqncentraci6n. es x. ·Esta_ ley es una aproximaci.6n.~· 

En general dicho':fluid~ en el punta ZE[O, e] serafunci6n de x' (z) I no 

necesariamente proporcional a este valor. :Es tambien clara que el 

flujo va en la direcci6n en que disminuye la concentraci6n, par lo que 

debe decrece!" con x:. (z). Ade~as,. en muchas si tuaciones de interes el 
·'.:.. ~-·~·- >.'. 

media no sera uniforme, par -lo que la dependencia antes de_~cri.t.a puede · 

cambiar con el punta .z. __ Asi pues,. podemos .postular que existe _una 

·_f~ci6n,--j: (o,i]. X [0, oo) X IR :-7 IR, tal _q_ue "': ... c . 

···-~· . . .· ' ~' 

j(z,x(z) ,x' (z) }:_= ___ .. · f-l~ja ... · .. --pol"_._--::-:- u:nidad ---·--de 
. .. . . - . 

·area· 

perpendicular al-eje del ci l indro, a traves .de la 

secci6n ·transversal en z, . cuando el pel"fi 1 .. de 

concentraci6n es x. 

~onviene suponer ademas que j es continuamente diferenc:.able, y de .la 
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discusi6n anterior se desprende que, si denotamos las coordenadas de 

[O,l] x [O,oo) x R como (z, u, w) entonces ~~ <0. 

Baja estas condiciones, la tasa neta de trarsporte a traves 

del volumen achurado en la figura 1 es 

nR2 [-j(z+h,x(z+h),x' (z+h)) + j(z,x(z),x' (z))] 

y el balance de materia ahi cuando ademas hay reacci6n dice que 

r+hac 
at(t,£;)d£; + j(z+h,x(z+h),x' (z+h)) - j(z,x(z),x' (z)) 

z 

z+h · 

. = - I cp c c c t • £;) ) d£;. 
z 

De nuevo, basta dividir entre h y tamar el limite cuando h-70 

para obtener la relaci6n 

donde 

ac dj [ · ac a 2 c) at + dz z, c, 8z' -a 2 = -cp(C)' 
. z 

aJ _ aJ · aJ aJ 
·az(z,u,w,y)- az(z,u,w) + au(z,u,w)w + aw(z,u,_w)y; 

(9) 

(9) se llama ecuaci6n de continuidad, · Si. ademas el fluido esta. ep 

movimiento, obtenemos la ecuac16n de continuidad para problemas con 

· f lujo, a saber 

ac ac dJ ( ac a2c] 
at + v ( z) a z + - z c - -- = -m (c) dz ' 'az'. 2 .,.. . 

. az 

En cuanto a las condicione's a la frontera, 

tendra 

(10) 

en lugar de (3)' se 

· ac 
j(O,C(t,0),

82
(t,Q))=O, ·. ac J (l,·C( t, l), az (t_, l) )=O 

{~ 

··-como exppesi6n matematica del hecho que el tuba se encuentra aislado 

en los extremes.· Con mayor genePalidad, podemos pensar en fijar el 

flujo en esos puntas (no necesariamente · anularlo), y entonces la 

condici6n a la frontepa seria 

j(O,C(t,O),~;(t,O)) = ~(0) (lla) 
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ac 

JU,CCt,eJ,
82

Ct,e)) = t/J(e) ( llb) 

donde tjJ es una funci6n conocida, definida en {O,e} y cuyos valores son 

los flujos en cuesti6n. Si de hecho se cumple la Ley. de Fick, (11) se 

transforma en 

-n8cct o)=·I·CeJ az , 't' 
(12) 

llamadas condiciones. de Neumann. Entonces, las relaciones (11) son 

unas condiciones de ·Neumann generalizadas. 

Si e~ tuba no esta cerrado en el extrema tnicial, sino que la· 

corriente fluye a t:r;-av.es de el, y si: C es la concentraci6n a la 
0 

entrada, entonces. se, da un flujo de .materia adicional en ese punta. 

Como primera aproximaci6n podemos 

proporcional a la diferencia de 

considerar que 

concentr~ciones 

dicho fl ujo es 

C(t,O)-c:, con 
0 

constante de proporcionalidad r -~ --El flujo hacia el interior· del tuba 
. 0 -

es entohces ljJ(O)=-r
0

[C(t,O)-C
0

]. Anai:ogamente, -si el extrema d~ la 

derecha esta abier.to y hay una concentraci6n c- fuera del tuba, se 
: 1 . . 

genera un flujo de materia .dado_. par_ I/J(e)=01 [C(t,t)-C
1
], donde r

1 
es 

una constante .. positiva conocida .. Tanto r
0 

como--r .. .tienen unidades .... de ------·-·--·· . 
·. l 

velocidad. 

Como, en n!nguna de las entradas del tuba· se puede acumular el 

material, <'debemos tener que 

( 13a) 

-,,) ce, cct, e), ~;ct, eJ= +r
1 
[cC~, eJ-c

1 
J 

,"•· <·_. 
(13b) 

----.- ·_, -· 

Si va.le la ley de-Tick, · la condici6n ( 13) .'se transforma en 
_, . '• . -~· . ~:~ ~- -· t. 

.·:::·. 

. -~- . 
·' ' --~---::·_ ·: _· . (14a) 

n~; + r1~-~ = .r1c1 
z=l 

. ·. - (14b) 

Estas se llaman ;condiciones de Robin, por lo que las condiciones . 

( 13) serian de Rob~n'generalizada~. 
·--- ---~~----------=-.-: ..... 
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N6tese que tambien ( 12) y ( 14) pueden ser no 1 ineales, cuando el 

coeficiente de difusi6n depende de la concentraci6n. Supongamos que D 

es constante en (14) y'dividamos (14a) por- rC, (14bLpor- rC, par-a 
a o 1 1 

obtener-

1 ~~ + ul =1, 
vo G'=O 

1 av I - + v =1, v 80" 
1 G'=l 

donde hemos definido las variables adimensionales 

z 
cr: = e· u:= 

ademas de los gr-upos adimensionales 

r e 
0 

vo:= D 

c 
c• 

0 

c 
v:= C' 

1 

Si estes grupos adimensionales taman val ores muy gr-andes ( la 

transferencia hacia el exterior- le gana a la difusi6n internal, 

podemos hacer que v
0
-700, v

1
-700. En este case se tendr-a u=l en cr=O, v=l 

en cr=1, es decir 

C(t,O) = C o' C(t, l)=C . 
1 

(15) 

Estas ultimas condiciones a la frontera se llaman de Dirichlet; como 

hemos vista, se apl ican cuando vale la ley de Fick en· el interior-, 

perc la difusi6n hacia el exterior- es mas papida que la difusi6n 

molecular- en el inter-ior- del tubo: como consecuencia de ella, se 

establece papidamente el equilibr-ia con las corrientes externas. 

Desde luego, consider-aciones analogas se aplican al modele 

matematico paPa la conducci6n de calor- en una bar-r-a ccnstr-uido en la 

secci6n 2.2. 

55 

-----------· 



v:-....., •• 

~!~i 
:...-.. •.· 
·~ ::; ... ! . • 

_,,. 

.. -~t) 
:.:.L. . .' 

·,,, ... , 
::~ ~: 

i" 

. :. '~.:...-h--1- --··. -·-· ·.-- . 
I .i -·-·---------·---·-

: .... \ .... 

.. 
CONFERENCIA 5. 

ALGUNAS CONSIDERACIONES METODOLOGICAS. 

E1 objetivo de esta ultima conferencia es el de aislar algunos 

principios generales que gobiernan tanto el planteamiento de problemas 

·como la validaci6n de los modelos. resultantes. Se enfatiza la 

metodologia · consistente en "primero plantear un principia de 

conservaci6n y 1 uego elegir un modo de calcular los diferentes 

terminos de la ecuaci6n", para construir un modele matematico. Dicha 

·· metodologia ya habia sido utilizada sistematicamente .. en las cuatro 

coruerencias precedentes, y aqui se pone una vez mas de manifiesto 

·.mediante la consideraci6n de circui tos electricos sencillos. En cuanto 

a la validaci6n de los modelos, se propane en la secci6n 2 a la .. ··· 

infeiencia estadistica (estimaci6n y prueba .·de hip6tesis} como marco 
··:·-

conceptual, ayudada par la optimizaci6n. La perspectiva global es la 

de buscar un adecuamiento entre las predicciones del modele y las 

observaciones pract icadas sabre el sistema real. 

·s; 1 Reglas para eLplanteamiento de problemas. 

Regresemos par un momenta al ej_emp1o·'2. 6 de la coriferencia 1, 

r:eferente a tina particula que··se mueve en -un media. viscose· bajo · la 

· "acci6n de un potencial y una fuerza externa variable. 'La energia total · .. - ,· 

de dicho sistema esta dada por lafunci6n hamiltoniana 

H(x,v) 
1 2' 

= 2 mv. + U(x), 

--. y las ecuaciones de movimiento son 

X - V 

1 . {3 ··-- 1 . . . . 
v ___ =_: .-:- - U(x) - - v + - F(t). m · ·m · m · · . 

A lo largo de una trayectoda de este sistema en el espacio fa.Se, 

la-energia tome los valores 

E(t)_ H(x(t),v{t)), 

p?r:lo que 
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dE - v ( t ) F ( t ) - {3v ( t ) 2 . dt - ( 1) 

Basta que el ijamos la fuerza externa en funci6n del estado de 

movimiento como 

F(t) = {3v(t) (2) 

para que la energia total se conserve. Es decir, el control externo 

(2) alimenta energia al sistema con la tasa justa para contrarrestar 

la tasa de disipaci6n de energia producto de la fuerza vlscosa. En 

general, al sistema se alimenta energia con una tasa (potencia) 

instantanea de 

F ( t ) v ( t } :::, 

y se extrae energia con una potencia instantanea de 

{3v(t)2 erg. 
seg 

El resultado neto es una tasa de acumulaci6n de energia dada par ( 1). 

Observamos que 

Tasa de = Tasa de tasa de (3) 
acumulaci6n entrada salida, 

La relaci6n (3) fue aplicada en este caso a la energia mecanica. 

Sin embargo, en la secci6n 2 de la conferencia anterior se aplic6 a la 

masa, al plantear las ecuaciones que gobiernan la d.ifusi6n molecular 

cuando se le estudia de un punta de vista microsc6pico; y en la 

secci6n 2. 2 se aplic6 a la energia termica, en forma analoga. Las 

mismas ecuaciones de movimiento que dan lugar a (1) son un caso 

particular de (3), pero aplicada a la conservaci6n del impulse lineal 

.··.·•· P~-=:mv.-En efecto, la segunda de dichas ecuaciones es 
-

. -~i = -u· CxJ -{3v +_FCtL ___ . __ 

_____ es _decir 

dp _. d It c 
dt - dt [F s) 

0 

- - t 

U' (x(s))]d~ _-__ d~J0{3~(s)ds. 
Vemos que, en un sistema mecanico, ,las fuerzas externas generan un 

fl ujo de impulso 1 ineal hacia el sistema, cuyo valep· en el instante t 

es 

57 

·- .. - ~ •.. ·-·-. . 



<r ~ ... : 

. I 

:::.] 

. :i 

' ..... . 

:-:·~~----···~-···_: 

r:--:-~ 

- 2-----~~-=c ___ . 

... 

s: [F(s) - U' (x(s)) ]ds. 

Analogamente, el impulso lineal que fluye hacia el exterior del 

sistema en el instante t es 

t J J3v(s )ds. 
0 

Vemos pues que . la Segunda Ley de Newton no es sino una expresi6n ·-

del Principia <:Ie Conservaci6n del .Impulse Lineal. En general, toda Ley 

de Conservaci6n tendra- la apariencia de (3). El siguiente ejemplo 

servira para i 1 ustrar estes conceptos. 

Ejemplo 1. 

"Se al~imenta una corriente de salriluera concentrada a un tanque_ de 

difusi6n. Ahi se mezcla -·con una cbrriente de. agu~ pura -- y se 

homogeneiza la mezcla mediante un poderoso agi tadon~ Se mide, ... : la 

concentraci6n de las corrientes de salmuera a la entrada y a la salida 

del tanque. Se opera el tanque de tal manera que ni haya derrames- ni 

se vacie". 

Un punta clave e'n la construcc16n de un inodelo para esta 

situaci6n es la especificaci6n del espacio. Suponiendo que se trate de 
·'.<' 

un tanque ci lindrico,. seria natural tomar S como un cilindro en IR3
, 

.. con lo que los perfiles ,de. concentraci•·qn serian funciones no negativas 

de tres variables, C:S-:-?LO,co).· Sin embargo, se nos informa que el 

agitador es "poderoso"~ de lo cual sur.ge la posibilidad de suponer 

instantanea la homogenizaci6n de la mezcla en el. tanque. Asi pues, 

- ' suponiendo mezclado perfecto, 'la salmuera: en el- tanque tiene. la misma 

.. ,: .•.. - concentraci6n de la salmuera en la cor~i.ente d~ sal i~a. -Por ·~lo t~t:o--:s -
• -- ' . ' ,· ---' •· - ' ' ' .. · t . --

.. \. 

·-'.se puede -_reduclr a un punto y los perfiles .de concentraci6n se pueden 
. ld~ntffl·~-a;:-~~~ i~s valore~- :de la ~1s-~i.'-::i);~-d-~ -i~~g~, -~1 tle~p6---~~;~ -------------~--

continuo {T = IR). 

Sin embargo, la concentraci6n no es .el (mica a-tribute de interes 

. para plante8! la cons~rva~i6n de la materia (3): debemos recordar que 

_la sal pre~~nte en · el tanque en un instante_ dado se obtiene 
-· -- ___ ::__ __ ._:~·- ·;·--·--:-····· -- . 
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multiplicando la concentraci6n de sal par el volumen de la salmuera. 

Asi pues, A = [O,oo)
2

: si (x,y) e A, x representa la concentraci6n e y 

el volurnen de la salmuera en el tanque. 

De acuerdo con lo anterior, las trayectoria seran parejas de 

funciones no negativas, de variable real; las supondremos ademas 

continuamente diferenciables para poder hablar de tasa de variaci6n y 

aplicar (3). Sea (C,v):IR---7A una trayectoria tal, de manera que 

C(t)= concentraci6n de la salmuera en el tanque, 

v(t)= volumen de la salmuera en el tanque, 

ambos en el instante t. 

Sea C
0 

la concentraci6n de 

alimenta al tanque, con una rapidez 

la salmuera concentrada que se 

(variable) de q (t) cm3/seg en el 
0 

instante t. A su vez, el agua se alimenta a raz6n constante de q 

cm3/seg (vease la figural). Par otro lado, la salmuera se 

. . 

Fig. 1: Tanque agitado para la diluci6n de una salmuera . 

extrae del tanque regulando el flujo de salida de manera .que .la tasa " 

de extracci6n .. :~e~ el lnstante t sea de q
1 
(t) cm3 /seg. Elio' se jogr·~-· 

mediante_ UI1SC)l],t'rolador. de hi vel, _que _acciona.~a .. valvula para evi.tar . 

·, ,._' 

tanto derrames .,~omo vaciados del tanque. _ ___ __ _ - ______ :~ ~ ··-----------

Una sencllla aplicaci6n de (3) al flujo de sal a .traves deL ... 

tanque muestr~ .que. 

d 
dt (CV) = q C - q

1
(t)C·, 

0 0 
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ademas, despreciando cualquier efecto de cambia de vol~en que pudiera 

suceder durante el mezclado, de la misma (3) se obtiene 

con lo que 

dC q C - (q + q)C 
0 0 0 = dt v 

Las · trayectorias quedan especificadas mediante este par de 

ecuacio.nis difereri:C:iables ordinarias. Basta fijar una condici6n 

inicial 

V(O) = v C(O) = c .o' . o 

para que _quede determinada una trayectoria, siempre que V >0. · 1J 
0 

Ejercicio 1. 

De un modelo matematico que describa la variaci6n temporal de 

la concentraci6n de salmuera en cada uno de dos tanques agi tac!os 

colocados en serie . 

r------ ~Z.; c; . 

~-. ,;~ : ..... ':: 

v. ... : ......... ~------~-.:...·..:..:_ ____________ ·:_ __ ;·.,-~·:: _____ ~---·-- ··--

Las tres qorrierttes de ~lime~taci6n contienen~salmUera, de distintas 

concentraciones. Suponga que la agitaci6n es perfecta· en ambos 
-------------

tanques, ademas de. q~e los volOJnenes de sol.uci6n se mantiEmen .. 
constailtes. 
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Ejercicio 2. 

En el planteamiento del ejemplo anterior se ignor6 la posibilidad 

de un derrame. Esto es razonable gracias a la presencia de un 

controlador de volumen. Sin embargo, pudiera darse que el controlador 

no cumpliera bien su cometido. ~C6mo se modifica el planteamiento en 

ese case? 

Ejercicio 3. 

Volviendo al tanque agitado de la figura 1 suponga ahara que se 

alimentan dos corrientes (1 y 2). La corriente 1 contiene una 

substancia A en soluci6n, en tanto que la corriente 2 aporta una 

substancia pura B. Ahara bien A y B reaccionan segun 

A + B -7 Productos 

y la reacci6n es de primer arden con respecto a cada reactive A: la 
3 tasa de reacci6n a la temperatura de trabajo es kC C g/cm •seg, cuando 

A B 
la concentraci6n de A es C y la de B es C ; 

. A B 
k ~s la constante de 

velocidad de reacci6n correspondiente. Se mantienen las condiciones de 

operaci6n descritas en el ejemplo 1. De un modele mate~atico de esta 

si tuaci6n. 

Ya hemos vis to que el principia de conservaci6n (3) permi te 

construir mode los matematicos en di versas areas, apl icandolo. a la 

masa, la energia o el impulse lineal. El ejemplo siguiente muestra su 

aplicaci6n a la conservaci6n de la carga y la energia electrica. La 

clave para ella son las dos leyes de Kirchoff', respectivamente~ 

aplicadas a un nodo y·un lazo en un circuito electrico (figura 2). 

3 

. 
Fig. 2: Los elementos baslcos en la topologla de 

un clrculto electrlco. 

61 ... __ .,. ___ -- -~---- ----

-
·- -----

} 



-·::·. 

'."I 

::: :.~. 

I··· 
. : 

F: .· 
! 

-----------

... 

Primera Ley de Kirchoff. 

En un nodo al que concurren varias ramas de un circuito, la carga 

neta acumulada e$ nula. 

Segunda Ley de Kirchoff. 

Al recorrer un lazo. cerrado de un -circui to, no hay ganancia neta 

de potencial electrico. 

Resul ta evidente que est as dos !eyes no ·son sino ca.sos 

particulares de (3): aseguran que no hay acumulaci6n ni de carga en un 

nodo ni de energia en un lazo. Para· aplicarlar, basta· saber calcular 

·Ia caida de potencial a traves de cada una de las ramas que 

constituyen un circuito, relacionandola a la intensi-dad de corriente 

que circula por dicha rama/ · 

Ahara J5ien; entre las ·propiedades mas. importantes- de los di ":"ersos. 

elementos de·un circuito electrico convencional figuran la resistencla 

(R, en ohms), · la inductancia (L, henrys) y la capacitancia (C, en 

faradays). Disponemos de las siguientes !eyes empiricas. qu_e describen 

el comportamiento de estes elementos, donde V -V es la caida de 
A B 

.val taje, i es la intensi'dad · de 

acumulada.y t es el tiempo: 

a) Ley de Ohm 

i 

o~O. .• 
.A .... R -.. ·B·:··. 
--·. - - - - . --·- ·--··· .. ·-·:~.~-;---

. . ,. 

·--:--·--;-:· ·: ., . ·:,:-··· 

.... :. ---.--------------------·-- -----·-· -·-· 

b) Leyde Henry 

i 

0 etioooa 0 .. 

A L B 
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c) Ley de Faraday 

i q = C(V -V ) 

I I 
A B 

0 0 
t 

A c B = J i(s)ds · 
0 

Ejemplo 2. 

Una conexi6n electrica se puede esquematizar como un nodo 0 al 

que convergen tres r'amas, A' 0, A"O y BO. 

/.A" Las des terminales A', A" se 

mantienen al mismo voltaje V con 
AB 

respecto a· B. Se mide ademas la 

intensidad de corriente en la rama 

OA". Se desea conocer la variaci6n 

temporal de 1a car.ga acumulada en 

la rama OB". 

Sea,n q, i: IR~, con i continua y q continuamente diferenciable, 

tal que 

i(t) = corriente medida 

q(t) .= carga acumulada en el capacitor, 

ambos en el instante t. 

Par la primera Ley de Kirchoff, la corriente fluye a lo largo de 

A' 0 con una intensidad igual a .q - 1 ·• Por las !eyes de Ohm y de 

Faraday, la caida de val taj~·- .. ~en las ramas A' 0 y BO son 

respettivamente, R(q(t) - i) y q(t)/C, en cada instante t. En virtud -

de la seglinda Ley de-Kirchoff, se cumple que 

-~.- - . 1 : 
R(q(t) - i(t)) + C q(t) = VAB' 

En otras palabras, q satisface la ecuaci6n diferencial 

1 . ' '. VAB 
q + RC q -= 1( t ) + R' 
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Ejercicio 4 . 

Haga explicitos los cinco elementos T, s, A, E y n que 

constituyen el modele matematico deterministico ya construido· en el 

ejemplo anterior. 

Ejercicio 5. 

Una conexi6n electrica se puede esquematizar como una 

resistencia, una capacitancia y una inductancia pero conectados en 

serie, seglin se ilustra en la 

L 

80f------t 

c 
; .. ~ 

Ejerdcio 6. 

figura. Se mide la caida global de 

. vo ttaje entre A y B, que resul ta 

variable en ef tiempo; lo mismo se 

· puede decir. de la intensidad de 

corriente en . dicha rama. De:: un 

_modele matematico para la varlac.i6n 

temporal 

corriente 

de la 

medida y 

intensidad:' de 

de ta:. . . ' carga 

. acumulada en el condensador. 

En.relaci6n con el~. ejemplo· de'>uria particula que da lugar a·(l), 

escriba las ecuaciones de movimiento para el caso particular U(x)=~2 

2 

( el oscilador arm6nico). Adimensionalice las ecuaciones resultantes, . y 
. . 

tambien las ecuaciones de movimiento en el espp.Cio carga-intensldad 

obteni'das. em el ejercicio precedente. ~Que analogias percib.e entre 

ambos sistemas? Drga c6mo simularii:t el comportam.iento _del sistema 

mecanico_mediante el sistema.electric6; 
.,.-·.:-··.---

·· -Ejercicio 7. 

De la regi6n del espacio. 1::, · R, C en la cual se obtienen 

•''.: .. 

osci laciones electricas. ~Cuando,· se .inantienen dichas oscilaciones?-- --------------· 

~Que parametres deben ·ajustarse para:- mentener una frect.:encia deseada? 

·;..·· 64.. 
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De los ejemplos dados hasta ahara podemos inferir algunos 

principles generales para la construcci6n_ __ de- mode los matemat icos en 

las ciencias y las ingenierias. Por conveniencia, los haremos 

explicitos: 

I. Elijase ·una propiedad fisica P que se conserve, es decir, a 

la cual se pueda aplicar (3). 

II. Expresese P en terminos de atributos de interes. 

III. Identifiquense los componentes del sistema en los que se 

produce o se consume P . 

IV. Para cada una de dichos componentes, relaci6nense las tasas 

de producci6n o consumo de P a los valores de los atributos de 

interes. 

V. Apliquese el principia de conservacion (3). 

En· algunos campos, como la teoria de los Fen6menos de Transporte, 

se acostumbra llamar ecuaciones constitutivas a las que relacionan la 

tasa de producci6n o consume de una propiedad con las variables o 

atributos de interes. Las Leyes de Henry, Faraday y Ohm son ejemplos 

de ecuaciones constitutivas;- tambien la ley de Fick en la 

transferencia de masa y la ley de Fourier en la de calor, asi como las 

expresiones que dan la velocidad de reacci6n en la cinetica quimica. 

En la mecanica de particulas, la ley de Hooke y la. que dice que la 

fuerza de fricci6n es proporcional a la velocidad son ot:ros ejemplos 

de ecuaciones constitutivas, asi como la segunda ley de Newton es un 

ejemplo de la ley de conservaci6n. En general, las ecuaciones 

constitutivas se obtienen experimentalmente y lo mismo se puede decir 

de las leyes de conse:rvaci6n. 

. .. -~- - --· -·-· ---- -.-- - - --- - ---- ---·--~--- -- ·- ------------- ----·- ---

La prueba ultima de val idez -de un modele __ matematlco .i'a. ofrece· la 

confrontaci6n entre las predicciones que de el se obtienen y las 

· obse:rvaciones realizadas sabre el _f3j_stema_!'_':9:L Asi, po_£_ ejemplo, el 

moqelo de Ornstein-Uhlenbeck para la difusi6n molecular p:redice que el 

desplazamiento cuad:ratico media de la pa:rticula varia linealmente con 

el _tiempo bajo condiciones de equilibria; si el compo:rtamiento 
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observado no corresponde a esto, dicho modele no es apl icable a la 

situaci6n observable y debe ser modiflcado. Tambien, el modele para la 

caida 1 i bre de una part icula dado en la segunda parte de la primera 

conferencia predice un tiempo de caida proporcional a la raiz cuadrada. 

de -la altura de la cual se deja caer la piedra; si en la practica no 

es asi, deben r.evisarse los postulados que subyacen a dicho modele: o 

e-1 medic ejerce un efecfo apreciable, o la aceleraci6n de la gravedad 

no es constante o hay otro campo de fuerza externo que no habiamos 

tomada. en cuenta. Para la cuerda vi b:rarife .. de la con.ferencia 2 puede. 

ser importante tamar en cuenta el rozamient,o, o no considerar que las· 

vibraciones ~on pequefias, segun se observe. Para la descripci6n de la _ .· 

difusi6n desde un punta de vista macrosc6pico, si· las mediciones de 

los perfiles de concentraci6n no concuer_dan con la hip6tesis de que 

se trata s6lo de difusi6n, habra que incorporar tambien la reacci6n 

•'quimica para e;tplicar las discrepancias observadas. 

Ahara bien, la obtenci6n de las predicciones cuant itat i v~s· de un 

modele materna£ ico requiere esencialmente resolver las ecuaciones que 

lo constituyen. ·para obtener la predicci6n que da el modele acerca del 

valor de los atrlbutos ___ en--Cierfa·--punto :.del espacio ·· y en. cierto 

ihstante, .. debe ser posjbJe calcular -los val ores numericos 

.. correspondientes, pues son valores numericos tambien los resultados de ..... 

las mediciones experimentales. Si observamos con atenci6n; todos los 

modelos que hemos utilizado en las conferencias·' anteriores contienen 

parametres: valores de la . masa~-- de la inductancia, resistencia y 

.capacitancia; difusividades, constantes cineticas, coeficientes de. 

proporcionali-dad de varia's tipos, etc. ClaramEmte, los ::.va:lores de·· 

·dichos paramet~c;>_s deben conocerse ya al momenta de calcular las·· · . 
.· 

predicciones del moqelo .. _, __ . ___ , '--- .-.. :, ' 

c· 

. . .,, ~ . ' -~ · .. ·' 

· et'c., 

Algunos parametres,. como la masa, la aceleraci6n. de la gravedad, - -- ---·------.-•-·-,----· 

se pueden medir lndependientemente.- Por :lo·--,geiie_!'al, el 

experimentador disefiara una -sit\iaci6n sencilla en· la que tambien 

aparezcari dichos parametres,. pero _en -~la cual todas las variableS? 

.. restantes se pu~dan medir facilment~, y de ahi se obtienen los valores 

de los parametres. Luego se utilizan en las ecuaciones que gobiernan 

- el fen6meno de 'interes, bajo la hip6tesis de que efectivamente sean 
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los mismos parametres. Esta, desde luego, es una hip6tesis 

adicional, que t iene que ver con los fundament as mismos de la 

disciplina de que se trate. PoP ejemplo, consideremos la masa. 

Normal mente se detePmina pesando el objeto en cuest ion, ';/ al 

resultado le llamamos la masa gravitacional; luego se utiliza mas 

bien como masa inercial, en las ecuaciones de movimiento de una 

part icula, como coeficiente de la aceleraci6n. La equi valencia 

entre masa inercial y masa -gPavi tacional es objeto de 

consideraciones no tpiviales en los tPatados de Mecanica Clasica. 

En pl"incipio, podPiamos pensar en detePminar asi todos los 

parametres de un modele, pero en muchos casas resulta dificil· pensar 

en situaciones simples que permitan su determinaci6n diPecta en fopma 

independiente. En tales cases debe poi' fuerza reclli'rirse a tecnicas de 

estimaci6n de parametres, segun veremos a continuaci6n. 

Supongamos que un modele M contiene p parametres desconocidos, 

digamos a , ... ,a y sea 8c1RP el conjunto donde puede tamar valoPes el 
1 p 

vector e:=(a , ... ,a ). En realidad, M no es un modele, sino un 
. - - --- - 1 . p 

metamodelo con tantas instancias como_ valores fome el parametro e. Se 

hablara entonces de una familia 

(1) 

de modelos para la situaci6n bajo analisis. A la vez, se dispone de 

obsePvaciones, t ipicamente bajo la forma de. medici ones de los 

atpibutos en un numero finite de puntas p , ... ,p e S yen un ntimero 
1 n 

finite de instantes de tiempo t , ... ,t e T. Sea y el valol" medido 
1 . m 1J 

en el instante t
1

, en el punta pJ, i=l, ... ,m, j=l, ... ,n. ~l_modelo M
9 

' predfce' ei~yalor' a(t 1 p fe) para el atributo en el p~t~- p medido. en el 

., i-~~t~te''t; ·er(p-articular, predice el valol" a(t :p ji:d--para el val-or · 
. ... .... .. ·-· ... ... ··-··.. . . -- -- .. ... . .. ___ i_. ___ J--.. · ,...-· .... - -,, ·- . ... .... ---

-----qu~-~m~dldo resuita y • Se puede tamar como medida .de la discrepancia 
-------- ........ ------ .. - 1 J --------- .... .. -- ... -- --- --
entre la teoria y la realidad a la funci6n o:8 x IRmxn~ dada poP 

m n 

2: -t lla(t
1

,pJ Ia)_- y
1
Ju

2
, 

1=1 j=1 -

(2) 

donde Y es la matPiz m X n de los datos. Esta definici6n de 
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discrepancia es a todas luces arbitraria y podria darse de muchas 

otras --rormas. Perc para fijar las id~as supondremos que ha side 

definida ae la manera arriba descrita. 
) 

Lo que se desea es una regla de decisi6h que permita elegir el 

valor mas adecuado e e 8 compatible con las observaciones colectadas. 

Esto puede hacerse de Una i!lfinidad de maneras, bas_ta especificar una 

funci6n e: IRrnxn----7 8; una tal funci6n se -llamara un est'imador . 
·--"= 

Hay un . minima de propiedades que convendria asegurar· en un 

estimador par.a que sea admisible. Por ejemplo, es clare que los datos· 

observados estan sujetos al error experimental . y. _ seria sumamente 

inconveniente· que pequefi.os errores en los datos dieran como resul tado 
~ 

grandes errores en la ·· determinaci6n del parametro; Asi pues, es 

importante que los estimadores sean funciones .• continuas; de un 

estimador tal se dira que es robusto. Esta y otras ·pr·opiedades: puede·n 

servir para definir la clase 0 de todos los estimadores admisibles •.. _ 

Dada. una medida de discrepancia o y una clase 0 de estimadores 

--- ·a.amT~fi bles, es natural decir que el mejor. estimador _en esa clase sera 

aquel que d_e la menor discrepanci~ para cualquier observaci6n. -... En 

otras palabras, tiene sentido propon~r-el siguiente 

Problema de Est imaci6n. · 

Encontrar e* e 0 tal: _·que 

5(e*(Y)jYl =min ~(ejYi 
e·e8 

.. (3) 

· rnxn · · · 
-c~cualquiera -·que sea . YeiR . Si existe;~>e* es. Uamara un estimador:.: 

' l .·. 
, :_-<;>ptimo. · 

. .. ·: .. 

. .. . . 

. ~-:---·-:cra:raine.nte.·,---el caracter 6ptimo d~ till' estimador.~es .relative a la .. -· . ~. . . -. -.. . . . . . 

medida de discrepancia o y_a,_ la clase- &'que se. cons1dere 9-dmisible.-_-S:i· 

--~-a se define como en-·(2}, -el estimador se llama-de mizii-mos cuadrados. 

Se observa que, para obtenerlo, se -debe minimizar- Un?- funci6n escalar. 

de 8e8 para cada posible valor Y de las observaciones. En genera:!; 

-·-·----...:....------·--------,- -- .... 
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dicha funci6n escalar sera una suma de cuadrados de otras funciones, 

es decir, de la forma 

(4) 

y hay metodos eficientes que taman ventaja de esto, para hacer los 

calculos mas eficientes; par ejemplo el metoda i tel"'ati vo llamado de 

Gauss-Newton, cuando 8=~P. Este metoda, y el Maquardt (que tambien es 

muy recomendable para problemas de estimaci6n par minimos cuadrados) 

son variantes del metoda de Newton-Raphson, modificado para extraer 

ventaja de la forma especial de (4). 

Se observa que para calcular los valores a(t ,p) hay que 
1 j 

resolver las ecuaciones de movimiento, par lo que el calculo de las 

f • s en (4) . puede resul tar complejo. Metodos como el de Gauss-Newton 
k 

requieren ademas el calculo del gradiente de las f 's, lo cual afiade 
k 

al costa computacional. Hay otros, como Nelder-Mead o metoda del 

Simplejo, que se basan exclusivamente en los valores de la funci6n a 

minimizar,_ par lo cual pueden resultar preferibles. Sin embargo, no es 

facil dar indicaciones generales acerca del metoda mas conveniente 

para realizar la minimizaci6n (3). En general, la forma de las 

ecuaciones del modele y la elecci6n de medida de discrepancia tendran 

una influencia decisiva en la elecci6n de· metoda de optimizaci6n a 

util izar. 

Par otro lade, observese que en la discusi6n anterior no se ha 

heche ninguna referencia a formulaciones de tipb estadistlco o 

probabilistico. En particular, subyace a todo lo anterior la idea de 

:que se de ben "resolver la~ ecuaciones'del modele"' lo cual.csup"one :cluecc·· 

se trata de modelos :·determinist ices. Para los m~delos-p(~b~btf;i~-fii;d~{ .. -

se ·pued~n formula./~ ~~~ceptos analogos. En efecto, . -~~~~::;_ii~~_-.e~ _··_,: ____ _ 
fr~cue~t~ q~~-- ~i---~1 -·6o~J-~t~ n .. de lo·s~ c;~~i bl·e~ ---_;~~~f't:~~~-~:·,;-ril~ia:~ .. ;. ~-~ --
familia A de ventos a probabilizar dependan cJe ningun parametro:··es al 

especiflcar la probabilldad que se lntroducen estos:_ )'or~.-~J~_l!lR.l_o, 

considerese el modele de .. la desintegraci6n radiactiva para tiempos 

cortos. Aqui, ·los . resultados po·sibles son todas las - funciones 

· escalonadas con . val ores no negat 1 vos, cant inuas par la derecha; --el--- .. 
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conjunto de todas ellas es n. En cuanto a la familia A, son algunos de 

los subconjuntas· de n, y se puede decir cuales sin referencia··a ningun 

parametro. Sin embargo, las. probabllidades. p (t) dependen de un 
n 

parametro A.>O. Asi pues, en .realldad se tiene una fai:lilla {(n, A., i\), 

A.>O} de espacios probabilist icos como metamodelo apl icable a esta 

sltuaci6n. Habra que est imar el mejor valor del ~arametro mediante 

algUn estimador adecuado. 

En .general, cuando no hay determinismo se te-ndra una fami 1 ia ( 1) 

de modelos matematicos, con 

(5) 

·· .. -:· 

Para esti'mar el parametro e, se podra utilizar una tecnica tipo 

miniffios cuadrados tambien, si se-desea. 0 se· podra seguir un enfoque 

mas pr.obabilistico,' como es el de rriaxima verosimilitud. En este :caso, ·. . .~. . 

las observaciones _se consideran muestra de una matriz aleat.dria Y, 

cuya distribuci6n 1-Le bajo P 9 se conoce; su medida de verosimiJ.itud no 

es otr~ cosa que p.9 . En particular, si p.9 tlene una densidad fC•IB) y 

sl Y
0 

~s 1~ mu~stra obser\'ada, ~~_to~<:.es --~-e __ ~i~~ _q-u~--~(Y0 1e) __ es _la 

verosimi li tud de la muestra. Un es.tiaiador de maxima verosimilitud es 

uno que maximiza esta funci6n, cualesquiera que sean las 
.' . ~ . 

observaciones: 

r c v o 1 e * cy
0

:) 1 _ = ·max rc \ 1 e r. 
·: ee:e 

(6) 

Seve· que (6) es un caso particular de (3), que se obtiene al tamar 

oCeiY) =;;.. f(Y leJ. 
.0 0 

·:•• I 

Para:. mode los probabilist ices como . (5) tenemos _· _ademas _ la 

- •r:, 

-.·. 

. . . . 

posibiJl.~ad de:_:Aiscriminar entre 'd6s modelcis d~dos (e=e
1
''-vs. )l=:='~2 ) ~· .~ 

... mas en: .general, ..... entre _ dos .~conjuntos de . mode los .(9e8 .vs. .eee-e ) , . 
· .. m~dia:nte la ---t~~~ica ~--1-rlferencial conocid~ .. como prueb~

0 

de. -b1~6t~~is. .. --··-··-···---·-····· 

estadisticas. · Mediante una prueba de este tlpo, pcidemos rechazar la 
-- ····,···-··. . 'J.·· 

hip6tei~is ·_de que 9e8
0 

a la luz de la evidencia empli:l.ca ____ (o _no _______ _ 

rechazarla, si es-. 16- justa), cuiqando mantener la probabi Udad de 

rechazar una hip6tesis verdadera pcir debajo de tina Cierta toleranda 

0:. 
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APENOICE: LA GRAVIT ACION UNIVERSAL 

En este apemdice se presenta la dinamica newtoniana, incluyendo 

su genesis en las leyes de Kepler, asi como en los trabajos 

experimentales y filos6ficos que las precidieron. Se incluye este 

material porque la teoria newtoniana constituye el modelo matematico 

deterministico par excelencia, al cual se refieren todos los demas. La 

presentaci6n que aqui se da expone los origenes empiricos de la 

teoria, a la vez que presenta algunas de sus consecuencias. Par lo 

tanto constituye material ilustrativo de la metodologia expuesta en 

las cinco conferencias que lo preceden. 

Se recomienda a los lectores la parte hist6rica de la tesis 

[Flores Peiiafiel, 1976], asi como [Koestler, 1982], para obtener una 

visi6n del lado humane de estas ideas. Ademas, la parte tecnica de la 

tesis de Flores Peiiafiel contiene desarrollos te6ricos importantes de 

la teoria newtoniana de la gravitaci6n. -

1. La sintesis newtoniana. 

Dos fen6menos han intrigado al hombre desde los. albores de la 

historia:. 

i) la caida de los cuerpos en la superficie de la Tierra 

i i) el movimiento de los cuerpos celestes (el Sol, la Luna, los 

comet as, etc. ) . 

• . . · 

.. 

El hombre moderno conoce las !eyes que gobiernan dichos 

fen6menos. Mas . impor-tante .a'Un, ~.sabe que -'esencialmente se. trata del .. · 
. • .... . .. , ..... •.. . . c . . . . . . 

mismo fen6meno, cono6ido :como ~ g;a;.itaci6n. Este ··· conocimientci', · :q~~ . 
'a.hor-a .damos par. descontado, -'·representa . una -sintesis for-midablef·C-es .. ·------.;.-,<-.: •• ,-.c.-; ~i~ 

i i:~ 

resultado de un trabajo de :miles ·de ·afios ·acerca ·-del Universe, -que .. ~ •;:~ 

culmina en el Siglo XVII con -Ia formulaci:6n par parte de Isaac Newton 1 IJY 
(Inglaterra, 1642-1727) de dos !eyes que !levan su nombre y que son la -if::, 

base de a) la Dinamica, b) Ia Gr~vitac16n, en su versi6n clasica. ·l· 
Elias son .r 
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• Dinamica (2a Ley·a.e-NeWton) 

Bajo la acci6n de una fuerza, una particula experimenta una 

aceleraci6n igual a un multiplo escalar positivo de dicha fuerza. 

El inverse de dicha constante de proporcionalidad se conoce como 

masa d~ la particula. Asi pues, si se tiene una _particula de masa m 

sobre la que actua una fuerza exterha F, la particula experimenta una 

aceleraci6n a dada por 

es decir, 

F =rna. 

l 
a:;::- Fm· 

N6tese que en esta ley figura una abstracci6n muy importante,'que 

es el concepto de particula: ente sih dimensiones fisicas (es decir, 

un punta) ·a( que se asbcia- una masa. -

• Gravitaci6n Universal (Ley de -la ... ) 

----Dos: -particulas ---cualesquiera - P, Q se atraen con una ftferza 

proporcional al producto d~ sus 

masas e inversamente proporcional 

--' 
al cuadrado de la ·distancia entre 

ei:las. Dicha fuer~.a de atracci6n 

actua a lo largo_ de PQ y es mutua. 

·.$J m(P) y m(Q) denotan las :11l§.$as 

__ respecti vas, P es atraidapo~.9" __ ~~-~- ___ _ 

uria f'uerza igual.a 
'-

- . ')(-

- ---- . - · --m ( P) • m ( Q) 
F -- = G . -- u, 

PQ - 2 
' IP ~- O_l -

.. -·~.-'-'-~_,.. __ .:._ ··--·······--- ... 

C2a) -

)-

- 3 -
donde u e IR _ es un veqtor unitari_q~ paralelo a PQ y que apunta en 

direcci6n de P a Q. A su vez,- Q es a:-t'raido por P, y 
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FQP = - FPQ . (2b) 

La sl.ntesis a que hacemos menci6n lineas arriba resul ta de un 

gran numero de contribuciones previas al gran salta conceptual dado 

por Newton. Brevemente, podemos mencionar las siguientes: 

1. La formulaci6n, por parte de Nicolas Copernico (Tor'Un, en la 

hoy Polonia, 1473-1543) de la teoria heliocentrica para el sistema 

solar, en rompimiento con la visi6n geocentrica del Universe, entonces 

en vega. 

2 . La idea renacentista, formulada por Gali leo Gal ilei 

(Florencia, en la hoy Italia, 1564-1642) y otros, de recurrir al 

experimento para descubrir la verdad, y no s6lo basarse en la 

especulaci6n acerca del mundo. 

3. La real izaci6n de medici ones precisas del curso de los 

planetas por parte de Tyke Brahe (Dinamarca, 1546-1601), que acumul6 

un cuantioso acervo de datos astron6micos. 

4. El anal isis que hizo Johannes Kepler (Bor.emia, en la .hoy 

Checoslovaquia, 1570- 1630) de los datos de Brahe, de quien habia side 

asistente. 

Dicho analisis condujo a la formulaci6n de los siguientes 

enunciados, en los que se sistematiza la gran masa de conocimiento 

empirico legado por Brahe, y que se conocen como Leyes de Kepler: 

.. Los planetas se mueven alrededor del Sol en 6rbitas elipticas, con 
~~-.---- ----. - __ .... -~------ ·c---:--;·;-·· 

el Sol en uno de los focos . . 

2a Ley 

El movimiento d~ un planeta es tal que el radio vector que va del 

Sol al planeta barre areas iguales en tiempos iguales. 
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3a Ley 

Para dos planetas cualesquiera del sistema solar, los cuadrados 

de los periodos de recorrido de sus 6rbltas se encuentran en la misma 

proporci6n que los cubos de los semiejes mayores respectivos. 

Figura 1: Orblta eliptlca de un planeta que se IDueve 

alrededor del sol. 

Frnalmente la c9t'onaci6n de los cuatro desarrollos anteriores 

vino con 

., . 

5. La formulad6n de las do~ l$yes de. Newton antes crtadas, en 
0~. •••• . 

los afios 1665 a 166T, durante un periodo de vacacioqes forzadas de la 

Uni versidad de Cambridge, cerrada a causa d.e .un. brote de peste. 

En t.¢rminos de nuestro hemisferlo, este arco de tiempo. cubre los· 

s iguierites· eventos :· · 

... ,.· .. 

a) - El apog~o de los mexicas, .pueblo guerrero ·y · ul.t rm.a.···de-~-:Ias· 

'culturas del-~ttipla:no· ~~~{6-~rio~ (S.XIII a_S.XV); 

b) · ---- El= descubrimiento de "Aine-fTca-;-·-·coino ·irilcio ·de la· expans16n · 

!:'.' 

-~europea hac ia. estas t ierr~~-: ( 1492). ' .. ;:-:-~-~-- . --.... -.. .:.. '-_-_~ __ ·'",--.""7 __ · __ .:.. __ '_·' __ ·_"-:-_. --

. c) La conqui~ta,~ espanola <:ie Tenochtl tlan p521 ) .. . }-- ... :-._--oc:'-:; . 

.. d) 
.. . . ----------------.-

· El estableclmlento de ra~ primer-a imprent-a~de America.', en la 

Ciudad de Mexico (1550). 

e) La fundacl6n de la Re<il y Pontlficia Universldad de Mexico 

_.(1570) 
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f) Florecimiento de la Nueva Espana, en el Sigle XVII, que 

produjo figuras como Sor Juana Ines- de -1-a--Cruz (1648-1695) 

y, en general 

g) La colonizaci6n europea de toda la America (espanola, 

portuguesa, francesa y anglosajona). 

La sociedad novohispana era mas dada al cultivo de las Letras que 

al de las Ciencias, ademas de que la Iglesia Cat6lica tenia una gran 

i nf l uenc i a, y par mucho t i empo desapro b6 esa des acral i zac i 6n de los 

fen6menos celestes que resultaba de la sintesis newtoniana (recuerdese 

el juicio a Galilee). Sin embargo, si hubo algunos intelectuales 

novohispanos que, a traves de sus lecturas o de su correspondencia, 

pudieron acceder a la nueva visi6n del mundo propuesta par Newton. Al 

respecto, veanse (De Gortari, 1979], (Trabulse, 1974, 1982]. 

Desde un punta de vista epistemol6gico, la teoria heliocemtrica 

abri6 el camino para la sintesis newtoniana, de los fen6menos 

terrestres con los celestes. Ademas, el metoda experimental llev6 a la 

recolecci6n de la informacion pertinente. Perc el trabajo de Kepler 

fue doblemente importante, pues 

a) proporcion6 un s6lido sustento a las ideas copernicanas, que 

asi se vi6 permiten explicar los fen6menos celestes de manera mas 

simple, y 

b) permi ti6 a Newton dar la dependencia correcta de la fuerza 

de atracci6n con la separaci6n entre las particulas. 

Finalmente, la idea newtoniana (par 9-emas irreverente a los ojos 

, de- la-Iglesia- -Cat6lica) de aplicar las mismas leyes a __ Jos _fen6menos 
_:':-: :-·:.:··.:~~,~--~ :.:- --.-~ . L . . . --- -_ '· ._-,; __ ~ -:- ·-: . .<~-~~.~;_~-- ·;_ . ·_ .-:· -~.- . •-_ ~ , 

: · .. :' terrest~~s; ·y celestes llev6 a demostrar la validez de· l'as leyes de 

- ~~p~~/~1fi::~ar~_!_~ __ ci~ _l~s _ prJpc_ipi_os~ ___ g~_"ia •. Ai~arn~ca-- newt~~i·an~:~~-- p~cha 
~:;nib~t}~c1on.:_se hizo usaricto -- metodos·_ mat7~m~Efc~-~---Cies~~61i~ct~~-~-po;~':_ 
Newton mismo: el Calculo Diferencial e Integral. Vearnos a continuac16n 

co~~~~-~~ega a tales resultados. 
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Primeramente, conviene observar que ni los cuerpos terrestres ni 

los celestes son particulas puntuales;- de--he-cha·;-la Mecanica Celeste 

se ocupa del movirniento de cuerpos de gran tarnafio. Sin embargo, dichos 

cuerpos son esfericos, al menos en una· ·primera aproximaci6n, y el 

Calculo Integral permite demostrar la siguiente consecuencia de (2a): 

Lema 1. 

Sea una distribuci6n esferica de ·materia, de masa total M y 

centro en 0. Sup6ngase que su densidad, .no necesariamente uniforme, es 

esfericamente simetrica. Entonces, la fuerza que esta distr.ibuci6n .de 

, ;materia ejerce -sobre una particula externa P coincide con la que 

ejerceria sobre P una particula de masa M colocada en 0. 

Vease la secci6n 5. 2 de [Collinson, 19~0]. (tarnbien la secci6n 16.6 

de [Resnick-Hallida:y,1980]). para una demostraci6n de este -hecho ...... 

Analogarnente, el Calculo Diferencial ·permi te · demostrar el 

·siguiente resultado, que establece las reglas que .gobiernan la 

·cinematica plana en coordenadas polares. ·Para enunciarlo, sea una 

curva C en el plano, descr.lta mediante el par de ecuaciones 

parametricas 

----·-·--- ·Lema 2. · 

r = r( t ) , a = a ( t ) , t eiR, 

. 2 
. con r, SeC . Sea Pee :y E?ean 't'='t'(P), 

v=v ( P) e!R
2 

vectores unitar i os con 't' 

tangente a C y v normal a C en el· 

punta P. Desde luego, las funciones 

tH't'(~(t), §(t)), tHv(r(t), e(t))'' 
-·-- .. . -. ' ·'-·-;·-·- - . 

son conti-nuarnente diferendables. · 

-·: ---- ---------- ------- ·-
. . ~ •.' 

Sea C una curva en el' plano, dos veces. diferenciable, y sea una _3 

---particula que s·e desplaza a lo largo de C~ ·Entonces,· su ··velocidad y 

·aceleraci6n son 
. . 

v = rS't' + rv (3a) 
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a= (re + 2r~)_T + (r - re )v, (3b) 

respec.tivamente. 

De acuerdo con (1), si la particula en cuesti6n tiene masa m, 

sobre ella actua en cada momenta una fuerza F(t), dada par 

•• • • .• • 2 
F = m(r6 + 2r8)T + m(r-r8 )v. (4) 

Se refiere a los lectores a la secci6n 2.2 de [Collinson, op.cit] 

(o al T6pico Suplementario I de [Resnick-Halliday, op. cit]) para la 

demostraci6n del Lema 2. 

2. Genesis de la ley de la gravitaci6n universal. 

Par el Lema 1. 1, sabremos que en la Dinamica Newtoniana se puede 

considerar que los cuerpos celestes son particulas puntuales. Veamos a 

continuaci6n que el movimiento de los planetas se da en un plano que 

cont iene al So 1, como consecuencia de 1 caracter central de 1 campo 

gravi tacional. 

Definicion. 

Un campo de fuerza es central, con centro en 0, si la fuerza en 

cada punta Pe~3 depende s6lo de la longitud de OP. 

Asi pues, una campo de fuerza central esta dado par f(lrl)l~l y, 

en el plano, del Lema 1. 2 se sigue que el sistema de ecuaciones 

diferenciales 
.. 

re + 2r9 = o ---. --c- .(la) 
--·--------.. ---. •2 

· · r - re = f(r} .. :·-~ ,~:f(1b) 
. ,:-'"'"...: .. " 

.--describe·--la tra;yectoria de una particula que se ·_ mueve en---dicho~campo ----
. - ·~·- I~· ':. : ' 

central. 

Proposici6n L -----

El movimiento de una particula en un campo de fuerza central ·se 

da en un plano que cqntiene al centro . 
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Demostraci6n. 

Las- ecuac·iones de movimiento son 

r 
r = v, v = f(r)·rrr 

per lo que, a lo largo de un movimiento cualquiera 

~t[r(t) X v(t)] = v(t) X v(t) + f~~~ r(t) X r(t) = 0 

y, si L:= r(O) X v(O), entonces 

r(t) X v(t) = L ._ .Vte!R 
·•.::-· 

(relaci6n llamada la Ley de Conservaci6n del impulse angular). Par 

consiguiente _ 

L·r(t) = r(t) x v(t) · r(t) = 0 

y el movimiento se da en el plano perpendicular a t. que pasa par el 

· centro 0. 11 

.- .... _,. 

Como consecuencia de_l resultado precedente, el .estudio del 

movimiento de una particu~a--en un campo -de- fuerza c;:entr.al se reduce.a 

la invest igaci6n de las soluciones del sistema de· ecuaclones 

d~ferenciales ( 1 J. · 

Te-orema 1. 

Para una particula _ P que se mueve en un campo de_ fuerza cent,r•al, 

con centro en 0, el radio vec;tor OP describe areas ig:uales en tiempos 

- iguales·. 

Demostraci6n. 

El area descrita par el segmento. que va de 0 a (r(·s); e(s)), para .. 

-0 ~--15 :; t, est a _dada por ·:.:· 
. ',: .. 

t 

-~ A Ct ) = ~ I r 2 
( s ) e ( s ) ds 

. ~---·--, 0 -
···. 

_____ Ahara ble!l,--la tra;yectoria t H-(r(t), e(.t)) satlsface:(la), par lo 

cual ----

".:." 

·:•.·: 

-y _entonces ., ::·-'":'_ ~ '· 

(2) 
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si h:= r 2 (0)B(O). Asi pues, 

1 
A(t) = 2h t, 

que implica la afirmaci6n a probar. • 

(3) 

a Vemos pues que la 2 Ley de Kepler es consecuencia del caracter 

central del campo de fuerza del Sol, y no requiere el 

dependencia que prescribe la ley de Newton ( 1, 2). De heche vale 

tambien para el movimiento rectilineo uniforme . 

Teorema 2. 

Para una ·part icula P que se mueve en un campo de fuerza 0, su 

trayectoria es una c6nica con un foco en 0 si y solo si la fuerza es 

de la forma 

f(r) = - \ , 
r 

para alguna constante k > 0 • 

Demostraci6n. 

(4) 

En efecto, en coordenadas polares con centro en 0, la ecuaci6n de 

una c6nica con un foco en 0 es 

r = pe 
1 + ecos e ' (5) 

donde ei!:O es la excentricidad de la c6nica y p>O es un factor -de 

escala. Si e<l se trata de una elipse (una circunferencia si e=O), de 

una hiperbola si e>l y de una parabola si e=l. 

1 Sea v:= -; entonces en coordenadas (v,e) la c6nica esta descrita 
r 

par la ecuaci6n 
. 

v ·=·:.!. '. [.!. . +cas ·a) . . ···p .. e 

... "· -- Un calculo simple m;est~a 'que v -s~tl~f~c~ -1~ -~c-u~~~~- ~~;;r~!}c'i~J;;~~-~,:~~,:;::~~-'-

d
2 v 1 
-- + v = 

2 pe . ____ de . ___ . 
. --+---

que llamamos la ecuaci6n diferencial de una c6nica. 

Par otro lade, la trayectoria tJ-?(r(t), e(t)) satisface (1b), ·que 

.. ·.,--
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bajo el cambia de variable v= 1/r, se transforma en 

2' 
d v 
-- + v = 
d8

2 

esta ultima ecuaci6n diferencial coincide con la de la c6nica s6lo si 

de donde resulta'(4); con 

h2 
k =-. pe . (6) 

Para la afirmaci6n reciproca basta invePtir el arden de los pasos 

anteriores. • 

Queda clara. del result ado anterior que la 1 a Ley de Kepler ya 

expresa la dependentia de la fuerza de atracci6n con el inverse del 

cuadrado. de la separaci6n. Veamos que se puede decir ·acerca del 

caracter de la c6nica recorrlda, · es decir, de que depende que , sea 

efecti vamente una el ipse o no. ·Para ella nos conviene . estudiar la 

funci6n energia total( dada por 

1 2 2 2 
~H(r,e,v,w) = ~ m (v + r·w) 

tomando en cuenta (1.3a) y (4). 

Proposici6n 2. 

k 
r 

Para~ una partic~la P que. se mueve en un campo de fuerza central 

· (4) 1 H es constante a lo largo de cualquier movimiento-, · d}gamos con 

valor E . Ademas, · ·1<1, trayectoria es· eliptica si E· <0, parab61ica si 
0 0 

E
0
=0 e hiperb6lica si E~>O. 

' Demostraci6n . 
·.··-- --·- --

· . A Jo. lafgo ·de u~:,.ril9V~mlento··cuaiqui.era t H(r(t), t3(t·)) la'~~ergia · .,., 
; .... ~·~:.:·~· . . . ~ . . . . . -

. ;c):Ct_)= H(r(t), e(t)., ;(t), e(~)') .· 

y un calculo facil muestra que E es ·c.onstante. Sea E := E(O). -· 
0 

De. ( 2), result a _que . 

E, ~ ~ [r , t > 
2 

• h l 
r(tl

2 
. 
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Par otro lado, (5) supone que el rayo 9=0 corta a la c6nica en un 

punto donde r toma un valor extremo.-sea t eiR tal que a(t )= 0, par lo 
0 0 

que ~(t )=0 y entonces 
0 

E= 
0 

m h k 

2r 2 
0 

r 
0 

donde r := r(t ). Par otro lado, hacienda 6=0 en (5) obtenemos 

que 

0 0 

r = p e 
-o 1 + e · 

Basta eliminar r entre estas ultimas dos relaciones para obtener 
0 

e =J 1 + E,[2k~
2

] 
de donde resul ta la afirmaci6n acerca del caracter de la trayectoria 

de P. 11 

En ·otras palabras, tanto los cometas recurrentes como los 

planetas del sistema solar son cuerpos de baja energia, y a ellos se 

aplica la 1 a Ley de Kepler. Hay otros cuerpos celestes cuya energia es 

suficientemente arta para- que no se vean sino upa sola vez, pues sus 

trayectorias son curvas abiertas (parabolas o ramas de hiperbol~). 

0 

Concentremonos en el contenido del movl.miento de los. cuerpos 

celestes de baja energia, para estudiar la dependencia del periodo con 

el que recorren sus 6rbi tas elipticas respecto a la magnitud de las 

mismas. 

Teorema 3. 

Para una particula P_que se .mueve en un .campo de fuerza .eentral 

(4), ·con energia E <0,. sea T el -periodo con que recorre 
0 

su -6rbita y 

-_____,~-- sea _a el semieje. mayor de la..misma. Ent.onces . 
.,''.'".;;--

(7) 

Demostraci6n . 

. Sea .b la longitud del semieje menor de la 6rbita, de tal manera 

que 
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c 
e =a' 

Entonces, de (3) tenemos que 

hT 
rrab = 0 ·-2 

En·e = o 

(8) 

h2 
= k( 1 +e) ' 

p'e -
~- a- c = a(l-e) 

en virtud de ( 6). Par lo tanto 

h2 . 2 

a(l 2 b 
k- - e ) 

a 

es decir .. ~- ·_' 

(9) 

Basta eliminar b entre (8) y (9) para obtener (7). • · 

Sean ahara dos planetas del sistemCL solar, digamos P
1 

y P
2

, que·· 

recorren 6rb'rtcis ''e1 ipt icas "C::ofifocales en s, cuyos semiejes- mayores son 

a-· y a, en periodos T y T , respectivamerite. Del mismo modo, sean -k 
1 2 . - 1 2 - 1 

y k las constantes de la fuerza (4) aplicables a los pares (S, P ) y 
2 . - ·.. - 0 1 . 

(S,P ), respectivamente. De (7) se tierie entonces que 
2 . 

_!T~ = [k2
] --~~ 

k a 
2 .· 1 2 

. que no necesaric:tmente coincide con la ·3a Ley de Kepler. Sf _coincide si·. __ _ 

la constante de proporcionaliQ.ad k en- (4) -no depende ·sino ·de . _la 

--particula en S, es decir, _del· Sol,._ pues entonces k 
1 

recupet'ado la 3a Ley de Kepler .. 

Sea M la masa del Sol y definamos 

- -- - - .. - .. -----k.- -
G:= M I 

de tal manera que (4) se transfornia en 
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f(I") -
GM 

2 
r 

y la fuerza con que el Sol atrae a un planeta de masa m es de magnitud 

GMm 
2 , (10) 

r 

cuando estan separados por una distribuci6n r>O. Aqui, G es una 

costante que depende en principia de las caracteristicas del centro 

atractor, es decir, del Sol. 

Newton fue mas alla e introdujo el siguiente postulado: 

Axioma. 

G es universal. 

Esto significa que la fuerza de atracci6n gravi tataria mutua 

entre dos masas puntuales cualesquiera M Y.- m separadas por una 

distancia r esta dada por (10), donde G es una constante con 

dimensiones adecuadas pero independiente del par de masas de que se 

trate. Basados en este axioma, G se puede determinar en el 

laboratorio, trabajando con masas y distancias conocidas: basta medir 

la fuerza de atracci6n corr.espondiente mediante una balanza o un 

dinam6metro. Dicha determinaci6n se ha hecho en multiples ocasiones y 

se ha obtenido slempre el mismo valor de G, dentro de los limites de 

error experimental. Su valor actualmente aceptado es 

G = 6.672 X 10-8 dina • cm
2 

2 g· 

Par otro Hl.do; . se ha util izad~ este valor de·_sc_: para,_calculo de 

6rbitas de satelites -artificiales, ---de- cuerpos~celestes ·cte·-otros 

__ sistemas .planetarios, -de otras galaxias, etc., --obteniendo una buena 

concordancia con las mediciones. De hecho ha: · habido discrepancias 

entre _la _teoria newtoniana y el experimento, detectadas a principios 

de este siglo, lQ cual indica qJJe aquella tiene sus limites de 

val idez. Dichas ~ii:screpancias han podido ser expl icadas mediante una 

teoria mas general, la de la relatividad de Ei~~~~-~~--~~ase (Misner et 
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al., 1970]. Sin embargo, 

permaneci6 incontestada, 

velocidades son pequefias 

densidad de la materia es 

por casi tres siglos la sintesis newtoniana 

y alin ahara sigue siendo utilizada cuando las 

comparadas · con la velocidad de la 1 uz y la 

relativamente baja; si eso no se cumple, las 

correcciones relativistas se vuelven importantes. 
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