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* EL RUIDO EN LOS PROCESOS QuJMICOS 

por 

DIEGO 8RICIO HERNANDEZ 

CIMAT 
Apartado Postal 402 

36000-Gqanajuato; Gto. 
M E X I C 0 

Resumen 

Se ofrece el punta de vista de que no es realista 
suponer condiciones estacionarias al modelar un proceso 
quimico~ ya que hay multitud de __ var_iables que no se 
toman en cuenta al modelar y en consecuencia se 
introducen variabilidades de diverso genera. .A menudo 
las variabilidades en cuesti6n se manifiestan 
ez:--niticas~ como pertuz:-baciones de poca amplitud pero 
alta frecuencia~ resultado de la superposici6n de un 
gran m1mero de pequenos efecto's. En esos casas es 
posible substituir un gran nllinero de variables 
".rapidas" mediante uri·- pequeno nllinero de terminos 
aleatorios~ es decir_, mediante ruido. Esto supone una 
reducci6n en ·la dimension del modelo,--y por ·ende -una 
simplificaci6n·del mismo. Sedan algunos ejemplos de lo 
anterior y se expone una metodologia para sistematizar 
este tipo de construccibnes. 

1. El regimen permanente 

Tipicamente, las plantas quimicas se disenan para funcionar 

bajo condiciones estacionarias (o regimen permanente)' auri''cu~ndo 
se reconoce la presencia de regimenes transitorios, p~incipalmente 

- :} ·, 

, durante los encendidos ~y-···a.pagados de las mismas. ·-se~ s·a:oe~-:~~<Ne'-~h?-Y~ ----
~-·-- -~ > > - '"-.- ,_-...,. '~. ·-~- -, • < ' ----· ·----• ,;r .. ''..!:..,,!.....'t-..:!- • ....:_/,_,. •'--"-<4\.",.- "~>-;.....;__ 

'muchos·· facta'res' ext~r·n-os •. 'que tienden a sacarlas de .·l:ageri-9ndt~i6~~5':~~:~':.,\ 

.· ••. . c•: : ii;_f;::;e::~~~1::~~¥tt-~~~;~~i11~1~: _s:is~~t~~e d:~~;;J&liJi~~:~i~i[: 
. . 

argumentarse que el problema basico de J..a:fngenieria -Quimica-es el 

_________ diseno de plantas --~1!9!!.~~-~-i_ales que efect_ivamente f''f!~~ionen-ba]_C?__=_ __ _ _ 
las condiciones estacionarias deseadas. Desde el punta de_vista de 

-- -------- ·---- *Pon'encia present·aaa·--en- el Taller de Matematicas --eri-· ---
-------- --- · Iri-genieria Quimica·~-(Yf=9_0'oquio del ·Departamento de· -Matematfca·s- --,---

del CINVESTAV), Oaxtep~c, Mor. ,3-4 de Agosto de 1989. -~----~--- · --- ~-----

--------------------- -------- ------



... 
la Ingenieria de Control~ el-problema b~sico a resolver es el de 

regulaci6n. 

· · Ahara bien, el compone:rite ··central de un proceso quimico es el 

reactor, en el que se da la transformaci6n de las .. materias primas 

en el producto deseado. Antes del reactor, las materias primas se 

someten a diversos procesos de separaci6n, con objeto de 

purificarlas; se transportan 1 tipicarnente en forma fluida y 

reciben 0 ceden calor. .Despues del reactor I los productos de la 

reacci6n se purifican, se transportani se calientan o se enfrian. 

Una vez diseiiado el proceso, sus diferentes componentes se deben 

diseiiar tambien, para funcionar a. condiciones de operaci6n. 

prefijadas. 

Los reactores quimicos pueden ser de varies tipos 1 • y pueden 
•,•' ... 

funcionar ···bien sea en forma intermitente (-tambien llamad.a par 

lotes) o continua. Atendiem:do a su forma geometrica, los tipos m~s 

frecuentes son los tubulares y los de tanque agitado, aunque hay 

ta·mbien reactores de rejilla y otros. Desde otro punta de vista 1 

16s reactores pueden _ser cataliticos o no, segun que la 
------~----------tr.ansformacTon .. quimica ____ des_e.ada ___ se ____ iriduzca · 6 .... ·nc, ........ me·ai-ante -~un-·-~ · 

ci:rtalizador. Tambien pueden clasificarse en homogeneos o 

heterogeneos; ·· segun. que las .. trans formaciones quin.idas tengan lugar 

.en una o varias fases. · Vease el libra [Kramers-Westerterp·, 19 63] 

p~~;:;,· mayor· 'info-rmacion sabre .los diferentes 

· .. --------·-se·-u.tilizan ·en los procesos quimicos. 
·fg· ... : 

ti~os de reactores que 

En lo que sigue utilizaremos un modele niatematico · de lln. 

. reactor cont:imio de tanque agitado (R9T.A, o CSTR, segun se .abrevia 

"! _,_ · --.. -~---habernos -cval J.:do~de cualquJ.er . otro ~.:.componente del .. proceso::_~para __ "~ ~~~:::_ 
~ . . . . 

.. · ------------liustrar estas . ideas, pero nues-tra :·· .. elecci6n · ha · recaido =-~en ·c-·e1-----~:· 
··-~- ---- ---~--' . ·· ·--. · ... , ...... JC· , .................... . 

· ... , ___ c _______ -reactor p.or~~~simples .preferencias _ personales. . .. ... ................ _____ ~--··"-.. -

' j• 
Para simplificar la qescripci6n dei· RCTA, supondremos que la ----· 

. · ---~-=--·-=-=-. _9_P.e_:t"':~~-~n -~-=-~--~~smo es isote~~~'=-~-~:_c_i_e_r_t~m~n~e ~- supondremos .. tambien~--=-----~-~'0 
..... ~---=- ---~:----~---.. -.:~.--------··-·· 

0 

-- --·-----· ----

·---.. ---- -- .... ·------- ·---------'------· ·-·--·-· 



que la agitaci6n de la mezcla reaccionante es perfecta, por lo que 

su composici6n quimica es homogenea. Ademas, supondremos .que-.ne

hay cambios de volumen V durante la reacci6n, y qu~ el reactive 

principal A se alimenta al tanque agitado diluido en una corriente 

fluida de caudal q y concentraci6n C y se extrae el remanente 
A AO 

en la corriente de salida, de caudal q. Finalmente, supondremos 

que la reacci6n que se da en el reactor, a saber 

A + B ~ Productos (1) 

tiene cinetica conocida, dada por r ( c ) : = tasa de consume del 
A 

reactive A por unidad de volumen, cuando su concentraci6n es c . . A 

La constancia del volumen V requiere que el reactive B se alimente 
. . . 

por separado, en una corriente con caudal q-q .Todas las 

C) magnitudes anteriores se miden en unidades molares e~ el sistema 

CGS, y el tiempo t se medira en segundos. 

Sea t~C (t) la trayectoria de la concentraci6n de reactive 
A 

principal, funci6n que supondremos es continuamente diferenciable. 

De un sencillo balance de materia se obtiene que dicha funci6n 

satisface la ecuaci6n diferencial ordinaria 

dC ... 
V A_:_ 
dt - q C - qC - Vr ( C ) 

A AO A A 
(2) 

Si relaj_aramos la hip6tesis de isotermicidad en la operaci6n 

d.el reactor, de un balance de energia resul taria ·una segunda 
. . 

ecuaci6n diferencial ordinaria, c~ya soluci6n seria la trayectoria 

de la temperatura, t i--7T (t) ; ambas ecuaciones difer~hcfales 

estarian acopladas mediante el termino cinetico, que seria 

r(C ,T). Si en lugar de una sola reacci6n como en (1} ocurrieran 
A 

varias reacc.iones, deberiamos plantear mas de una ecuaci6n 

,, '"dk~;~?:~~~~ial<}~;e'··,·.~~J}~~e--~~~~~;~~~~~~~ . (;~ __ , __ p~r lo, .~~-=~~-~~--~~~t+c~;:~.~:~~€~~~-:;~~~--
·fsotermJ.co ;~obtendrfamos .::un;·i.hhstema de ecuacJ.ones _;,~dJ.ferenciales-" · 

·-.;~...:..."..''t:"·, '.< • .'·~. '. ~- · .. -.~ •· ·-.~~~:f ""::" ' "" -~- >=• . ~-,, I 

. . 
-- ----~-----....,-------- -·-- ---~ 

- Asi pues, vemos qua-los equipos de este tipo ---se-:-·pued.en 
. . - - . -- -J 

modelar mediante sistemas ___ de __ ecuaciones diferenciales --ordinarias----- ---- ·--· ---- -·· -- -

del tipo 
. 
x = f(x), (3} 

------------ ----

--donde x(t) err( y f: ~!Rn_:_es·-continuamente diferenciable; ·-con'~n-·un -------~-- .. 
---- _..,.:-:---=-----:-:::----- .. 

3 
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-----~--~-- ·- ---~-----·---~~------------------- ---- ----- -------~---- ~--------~---- ----~- ------·-----------

... 
dominic en !Rn. Lo mismo se vale para equipos de separaci6n como 

columnas de destilaci6n por plates y muchos otros, por lo que el 

modelo genera-i (3) es ·de: ·bas-tarite interes. ciertamente- ··no es 

universal, pues basta relajar la hip6tesis de mezclado perfecto en· 

el tanque para que sea necesario recurrir a un sistema de 

ecuaciones en derivadas parciales; lo mismo si el reactor fuera 

tubular,. o si se t-ratara de una operaci6n de separaci6n que no se 

efectuara por etapas. Sin embargo, para nuestros fines·(3) sera uh 

modele suficierttemente general: un sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias, que representaran balances de materia o 

de energia. 

Segun lo dicho antes, el problema basico es el de mantener;la 

operaci6n a regimen permanente, en un estado estacionario deseado. 

Dicho estado esta representado .mediante una soluci6n · x. E D del 

sistema de ecuaciones algebraicas · 

f(x) = o, 

de las que podra haber mas· de una si f 

traslaci6n x~u de !Rn, dada por u:= x-x.1 

no es lineal. 

y transformemos 

Sea 

( 3) 

-
(4) 

la 

a 
•,-. 

·•' ·'h• 

------~-- ___ ---las nuevas .coordenadas, _ obten-;i.endo __ asi __ __ _ 
----.;---~~-- -----~-----~-::: .. 

--~ 

U. = f(x+u) ~ J(x) + f'(x)u + TJ(x,u) 

en virtud de la diferenciabilidad de f, donde 

·: 71 (x,u) ·~o cuando Hull ~ o. · · !lull 

s i A:= f '(x) e!Rnxn; resul ta de ( 4) que, en- las nuevas coordenad~~-,--,.-.,.------
. 
u = Au + 11 •. 

El modelo !inealizado en torno al estado .estacionario :x 

,, • ~";."-,::,-{I~,t~~~~c(:~;~B~,t;i~,,( 3) ,no ·.·e:7'~~g;i~~,E~1~~;~~~}ma •.. 1~;;~},: 0E~'::;;;c1'~ttl: 
~·- ~.:~?~~::.----,~·a6iiei~ .. Ti~[~§~~~~i ~~~§~~~~ --:]-aco-b·i~~a~--d~--~-~-··~~~i~~~~~2i~-,-p-re(3Ts·a~i-nl:~:_~en .:~x,. -~··,.·£,Y?-·-

"-·'·.-- _· ____ un __ resultado clave en la teoria ... de __ , .ecuac:Lones ·diferericiaTe~ ----~..:..~ 
_. _: .... ;--, 

.. ·- - . ··- .. ordinarias es el llama:do Primer·~::_ Teorema - ·: de · Liapuna;ff~-- -·---· 
.. -- ··----- - ---------~----· ------

[Bellman, 1953, Cap. 4], segU.,n el cual. si todos los·_ ·val ores --propi6s-~--_-_-

_ _ de . A tienen parte real .riegativa ( e~ : 9-e6ir . si A es establ_e) ~ _______ _ 

e:pt;._oTJ._c:;_~:g_l_a- soluci6n de equili.br.io en cuesti6n es asintoticamente 
-···------

-,.,.. ___ , .... _,.- .. ::,. __ ,,_~----·· 

4 
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f~ 

est able. 

En- terminos ingenieriles, esta af irma cion equivale -a deciY- -

que si todos los valores propios de A tienen parte real negativa, 

entonces el regimen permanente efectivamente se mantiene, al menos 

bajo perturbaciones pequefl.a~. Huelga decir cuan tranquilizadora 

resulta esta afirmaci6n para quien se interese en mantener unas 

condiciones de operaci6n preespecificadas. 

sin embargo, l_en la practica se logra mantener en verdad 

constantes las condiciones de operaci6n? Ciertamente se man~ienen 

dentro de cierto range, pero no constant~s: quiertquiera qrie haya 

visto un registro temporal de una variable de proceso habra notado 

que se producen oscilaciones irregulares de baja amplitud en torno 

al valor nominal de la misma. Por ejemplo, un registro temporal de 

temperatura tendra una forma semejante a la Fig. 1, que muestra 

perturbaciones de baja ampl~tud y alt~ frecuencia en torno al 

valor nominal T. 

T 

-t --+-~~~--;---~-r.--~~~-+~~--~~r------

'Jd ----
Fig·; 1 Registro temporal de temperatura en un proceso 

,,,-,_. "o",- __ _ Esto indica_ o: que -_-,---la c;,J,lnealizaci6n en -torno -. -a--,--Uno;-:7 estado <"•'-'·"""---
_:::...c--:'"~'-"·--·-•, estacionario .se--justifica <a ;~posteriori, pues- .las -:Perturbaciones .:,:.;,_:.::.::: -~ 

!~,~;;;.;;'~t1~iifl~~E;E;E;~;~~~ii!JJ;~~~d~!{i4o*~~~~~~~:i~i~~~~~ 
-------~sigt.iiehtes secciones una _al_~~I:_D.ativa intermedia. -- - ----------.--- - - - --. -·--------- -------.-- -- . 

--~-- _______ 2._ __ El ruido en los sistemas-lineales 

El tipo de perturbaciories observadas en la practica:--rndican 

-------- - que los modelos sencillos --·-como ( 1. 3) no toman en - cuenta-·-]:-a ----------

-- ------· - --,......-- -- . . 

5 

---------------------------------



... 
variabilidad de las variables de proceso, que a menudo resul ta 

dificil de eliminar. ··· En efecto, ·hay que tamar en cuenta que al 

r-e·a-ctoren- cues-ti6n s-e- alimentan-- corrientes que vienen de otras 

partes de la planta, sujetas a influencias quiza fuera de nuestro 

control. 

Por ej emplo, la tasa de alimentaci6n de A al reactor es · 

g c , que hemos supuesto constante; sin embargo, si la midieramos A AO · 
y luego graficaramos el registro temporal correspondiente, lo mas 

seguro es que tendria un comportamiento · · semej ante al de la 

temperatura en la Fig. 1.1. Asi pues, no s6lo no es constante, 

sino que su comportamiento es mas bien irregular, alga erratico. 

Veamos que consecuenctia tiene sabre el modele el tamar en cuenta 

estas variaciones. 
' _: ~ 

Para ello, comencemos por denotar par g y C los .val ores 
. --~- A AO 

nominales de estas ca:ntidades I y. por gA (t) y CAO (t) sus val ores en 

funci6n del tiempo. Definamos · la variaci6n relativa en la 

alimentaci6n· de A al reactor, adecuadamente normalizada, mediante 

g ·(t) c--- (t)-g c . 
(t) A -.. AO A AO u := ag c 

A AO 

donde a es 1,ma constante posi tiv_a que se int.roduce como factor de 

normalizaci6n. Asi pues, 
_. ; 

. g. (t) c (t) = -g_C--.- (1 + au(t)) ,_ 
A - . AO A· AO 

que substituida en (1. 2)'" da lugar al modele dinariico. 

dC 
·'· , A -- ---

--- -- -- -- -~--· __ .. __ ·~:~,~·~~ "· •- .: · V dt ·- =. g~CAO'--:- _ gCA --~ Vr(fA) .. +~~agA~AOU (t) . ·.~·· . 

F .. -- .- __ -_•"·•···· -- -·•:;~.:<>-~~~~;:·8f~:-~;i~~;;;-:..~l~--:"-~i·· estad~· est.aaio~:~i~·:-:~(:~-~~-~:ari~m~nt~ 
' 

----.-c-.-:~~.· ~::;·:~};~~9.;_Y .. _, 
., --- ____ _:____ ______ ~~------:..~-:: __ . __ o ·=· -·g·c -

A AO ·•· . ·-·-----~--. ·. 

--~-13?-:sta r§§t:_ar _est a ul t:i,rna relaci6ri d§: ___ l:_~ · irijn_~_<;liatamente -prec_~9~I?--~'e --~- __ 

y definir la ·variable desviaci6n x:= _CA~CA _.para obtener en las 

----· "-· -nuevas coordenadas la ecuaci6n diferencial --

. . .. 
-------------------····· 

6 -
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donde 

-r;:= Vjq, 

... 
. 
X = 1 --x- W(x) + ~u(t), 

"C 

~== aqACAo' W(x) := r(C +x) -r(C ) . 
AO AO 

(1) 

Esta ultima ecuacion diferencial co~responde a (1.3) con 

ruido aditivo. Linealizando W en torno al estado estacionario x=O, 

se obtiene de (1) la version 

donde 

. 
x = -A.x + o-u(t), 

1 A.:=-- W'(O). 
't' 

(2a) 

(2b) 

En ausencia de pe:tturbaciones (cuando u = 0), el estado 

estacionario x. = o sera asintoticamente estable si A.>O. En 

general, el comportamiento dinamico de est~ sistema lineal estara 

dado par la naturaleza de la perturbacion u. 

Supongamos par un momenta que u es una funcion continua. Dado 

que o->0, el sistema (1) es completamente controlable [Brockett, 

1970], par lo que cualquier estado x se puede alcanzar a partir de 

cualquier estado inicial x(O) en un tiempo finito T, con solo 
- especificar adecuadamente ·u (s) , Q:Ss:ST. De hecho ,--·la ·salucion ___ de --- -· 

(2) correspondiente a una condicion inicial dada x(O) es 

t 

_ x(t) = e-ltx(O) + ~J e-l(t-s)u(s)ds, tRO. 
0 

(3) 

En otras palabras, .basta que sean suficiente::ente grandes las 

perturbaciones a la entrada del reactor para que se -exceda 

cualquier ni vel de tolerancia en cuanto al nantenimiento ' del 

estado estacionario. _ Vem_o_~-- p_u~_s __ :que_. no _ es obvio 

'io•'.fi~--~?'i%t.c~~;2,~Inen ,~.~rmiin~~t!,:~~-J:::-5~$~~~~~-·-. 
... -~";;':~_~;;-;~:;-,.::"'.:: ,;~- .:/:-:fi-::... ::_ .. -~:-.-. -~" ......... ::--· ... . -.. ~.' f~ .; :-· -=~\:~~ :·- ._-.- ! 

·- ·-- '···~-~,_~-~~;·,-'c:"C, .• ,Por-.otro -lado; --la_,·e:xper.tencia~ndica--lo- ·p6c6-·prede·cil5Ie~:.;que 
---~~ :2:=;'2i'6·~ :J.-~~'·-;~i'turbacionek' re~p~~t~- ~a-··'·sti valor nominal obs~~rY·~~~-s_ ~n ____ _ 

·.··:.._ 

. . . 
· las variables de proceso • En nuestro caso, es dable suponer quE} 

-----tengan-- trayectorias continuas,·-pero cual de . todas ·las -posT6TE:fs-

trayectorias sera observada es algo aue a priori no s~-R~-~~-~-- __ _ 
--- - --

decir. Una posible manera de tratar estas situaciones ha sido 
----------·--------

----------utilizada en la Fisica ~~~ad~_~_fca_-_ ~esde hace mucho tiempo: __ s_e __ -----:--------
--------------:--.. __ "'""'"": ____ -- ---- ·--- --~---- ---.--- .-::-.:....:-:;---:.: .. ·· 

7 
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1.r · 

... 
considera que las perturbaciones observadas son realizaciones de 

un p:roceso estocastico·{u(t)~t"a:O}, el cual se describe en terminos 

. de su media y su autocorrelaci6n. 

Recordemos que la media de un tal proceso es la funci6n 

m(t) := Eu (t) , donde EX denota el valor esperado 

alea.:toria x. Si m = o, se dice que el proceso 

centrado. A su vez, la funci6n de autocorrelaci6n 

define como 

c (t,s):= E{u(t)-m(t)}{u(s)-m(s)}, 
u 

de la variable 

estocastico es 

de {u(t) ,t"a:O} .se 

y en general es funci6n ·de dos variables, los instantes s y t 

considerados .. La funci6n tHC (t,t) se conoce como varianza del . u 

proceso en cuesti6n. 

Si la funci6n de autocorrelaci6n de un proceso estocastico 

solo depende de la diferencia t-s, ~,·se dira que el proce?o es 

estacionario (o, rn:a.s bien, :aebilmente estacionario). En este caso 

se acostumbra escribir Cu (t-s) en lugar de cu (t, s). Ya hemos 

tratado estas cuestiones en [Hernandez, 1987a], trabajo al que 
----------referimos ·a los -·lectores para mayor-es-·detiilles .- . ---- -----------~---· ~-\': 

';~- ' . 

De hecho, el modelo 

investigada par ejemplo 

siguientes supoiiciones: 

(1) no e$ sino la ecuaci6n de Langevin 

en _[Uhlenbeck-Ornstein~l93?J bajo las 

A) El proceso {u(t),t"a:O} es estacionario, y 

.B) Su autocorrelaci6n un pica muy -_pro_I!_~~~iad~- _______ _ 
- ---- - ----:-:-_--::-- ~-: -- - --."':· , ...... --. ' ---··. 

:.:P<?st~i_:i_qrmente c·::(vease ~JDoob I 1942] ), .. ,Jc:t. ;ecuaci6n--de ·:Larigev-in-··:7'::>-.:-:-
_--~~C-~=~,-- __ E_~(~i)-_:~tri~ ,~ :inv~~tig-~da<~-~igurosamente -por ---~~6bc·;:~~-~~~~~ . lo cu~l deb i6 -----~~-

-- -----·precisar el sentido de la frase entrecomilT~-da-en B), que equivale 
·-·. -- j· ------ - ----- ·--

- . ·-==--:a.· -(leg_i;r-_q1.1_e _ .; ___ es. __ un .ruido ··blanco est andar-r~Prob6; e-ntre · otras, · 1'as 
- ~; 

siguientes afirmaciones:-

-,i )---Si- x(O') es independiente deL-'~proceso {u(t)~t"a:O}~ ... : _______ . _______ : ____ :-
...... ---------.. ----:--·-:------~.--- . 

..·· - ... ~ ,,._ --- --- ...... . 

8 ----------- .. ----------

----------------·--· -- ------···--------====-=-=-=======================-



... 
formula (3) da la solucion de (2)~ y 

ii) Si~ ademas~ el proceso estocastico 

resultante {x(t )~ t'2::0} tambien es gaussiano~ con media y varianza 

dadas por 

a-
2 

( -21\.t) Var(x(t)):= 2 1\. 1 - e 

Vemos que, si se toma en cuenta la variabilidad de la 

cantidad alimentada de reactive A al reactor, no se puede asegurar 

que se alcance el regimen transitorio cuando i\.>0, tal y como se 

a firma en la seccion anterior. 

estado estacionario estocastico, 
. . 2/ con med1.a cero y var1.anza a- 21\.. 

Sin embargo, si se llega- a un 

a saber la distribucion normal 

Asi pues, este modelo predice 

t:Q que, en promedio, se mantendra el-- estado estacionario deseado, 

pero que habra fluctuaciones en torno a este (vease la Fig. 1.1) . 

. 
A su vez, el trabajo de Doob antes citado se basa en el de 

Wiener [Paley-Wiener,1934], donde se definen las integrales de la 

forma 

J:f{t)€(t)dt, ( 4a) 

donde ~ es un ruido blanco estandar y f es una funcion 

continuamente diferenciable; dichas integrales se llaman de 

Wiener. Desde el punta de vista de este trabajo, las propiedad~~

mas interesantes de esta integral (4a) son las siguientes: 

J: f(t )€(t )dt es, una variable aleatoria gaussiana, CD!J . ... -···~·· 
· '- ...,., ~· .... ~ ~ · - - · ~- - · --- ·- ---·-c:--:r-c-~ 

.• : _EJ:f-~~)<(t)d~ = ~:'~ff1f~~)€cttt ]2

= J: f(t) 2d~ • ..........•.. (4b) 

En [Hernandez,1989] 

integral de Wiener, 

hemos dado- una presentacion elemental de--la - -

dentro del marco de la teo ria de ~ las 

distribuciones de Scbwartz. Se reeiere a los lectores interesados 

a dicho trabajo, para la justificacion de lo anterior. 

- 9 
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Par otro lade, puede definirse el concepto de ruido blanco 

estandar vectorial, - ~ (t) : = ( ~ (t), ~ .. , ~ (t)) , donde ~ (t) es un 
1 _ m .. . J 

· ··:ruTdo-olanco gaussian-C::l-estandar escalar (j = 1, ... ,m), cada uno de 

ellos independiente de .los demas. Si. f:IR ---7 IRnXm es continuamente 

diferenciable, la integral vectorial ( 4a) se define de manera 

natural. Sigue cumpli$ndose ( 4b) '··ahara en .la forma 

Armadas de estes conceptos, podemos reconsiderar la ecuacion 

diferencial ( 1. 5) , antes de despreciar ·los .. terminos de ·arden 

superior ~ara asi line~lizar (3). Una manera:de tomarlos en cuenta 

de manera aproximada es substi tuirlos 

digamos un termino de .la forma cr€(t), 

ruido es blanco tiene la ventaj a de 

modele resultante 
. 
u =.Au-+·cr~(t) 

par un termino de ruido, 
. nXm . 

con cre!R . Suponer que el 

que permite aplicarle al 

( 5) . 

el aparato matematico de la integral de Wiener. si el ruido no es 

.blanco perc si es ,gaussiano, puede obtenerse a partir de ruido 

--------blanco-como -solucion de ·una -ecuaci6n--dffereiicfa1 ___ es-tocastTca--2ier---~, 

tipo (5), par lo que nose pierde generalidad al suponer que € en 

( 5) es ruido blanco ·estandar. .. 

La so lucian de ( 5) correspondiente a lei·: condicion. ·inicial u , 
0 

--- --que --suponemos es independiente del ·futuro del · ruido, · · esfa dada par 

~g~-~ .: 
:. -.-~~- -- · ....... u(t) 

tA = e u + 
0 

-s A · It (t ) . 

0
e cr€(s)ds. (6a) 

.. ~ •····· ~-=~~ _ =- ~ ~t)'=~~tA~~~.- K ;t): = . r: e (t--s) A~~:-~-~~;T~:. · ( 6b) J .. ... . 

Par diferenciacion. directa;. vemos que .m y _ K satisfacen las 

ecuaciones -diferenciciles m = Am y ··- -···- --
. • . t ·. T _ .. ~· ...... C .. : .............. ~ ........ . 

··---=~-~--~-~---~--~--~----=~~~~ -~---=---~ !5 .. ~ AK + KA j· crcr _ '-·· ----~-~-··_··· :.... ___ .... . .... (7a) 
.. ;..·:-·.:,,.. 

···--:·::-·---~-...... c:.:==-.. _ ... -.. :---::::..~---·: _______ ;,__,_. ___ --:..---:----- --·.--·--: . -·---.------· 
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respectivamente. Esta ultima ecuaci6n se llama la ecuaci6n 

diferencial de Liapunoff en la literatura de control automatico 

~---------[Brockett, 1970], donde · surge naturalmente al ~ · investigar la~---~--

estabilidad de sistemas lineales. 

De lo que ya sabemos, la media m(t) efectivamente tiende a 

cera cuando t ~ oo, siempre que todos los val ores propios de A 

tengan parte real 

con la matriz 

[Brockett,op.cit.] 

negativa. Par el contrario, no sucede lo mismo 

de covarianza. Bajo · la misma hip6tesis 
-

K(t) ~ K, ~sta ultima una matriz constante que 

satisface la ecuaci6n matricial 

(7b) 

conocida como ecuaci6n algebraica de Liapunoff. Par substituci6n 

(:;~ directa [Brockett,op.cit.] se verifica qtie· 
(, ·;_;· ~-1' 

--;-.-~;-. .., .. -

K J
oo sA T sATd = e (j(j e s 
0 -

Un resul tado clasico de la teoria de sistemas lineales 

[Brockett, op. cit.] afirma que si el par (A_, (j) es control able, 

entonces K>O si y solo si A es estable. Asi pues, en el caso 

controlable y estable la- . mat-ri£- de covarianza dey··- e-rror~se~-~--
positiva definida, y el error podra tamar cualquier valor. 

Resumiendo: ·si los val ores propios de A tienen todos parte 

real negativa, el- error se amortigua en promedio con el paso del 

tiempo, pero se tienen fluctuaciones gaussianas de las varf"ables___ --

de proceso en torno al valor estacionario deseado, tal y como ___ _ 

indica la Fig. 1.1. Si, ademas, el par (A,(J) es controlable, 

.entonces dichas fluctuaciones tienen covari.anza lo 
·"':· ~puede!l.~ .tamar cua:l~i~i-.v~l~r: ~:~~-- -~ 

·•·. ~=·· , : •··•· · · -.• ~ .-.,~-·-~-.~..:,-~~-:~ l~ ' ··-~-~-;~Lt·~":-:2~.:--~~f:~~~·-i:.:.:-~~.::~-
'.;::>~ · _,_: ~,~.;~ . '-~:/~::~-:.'::~Ll~~~-~;,,--;,..-~~-- .. 

, .. , ... ,_ 

· .. · 3" ... .oEl- ·rufdo .en -los sistemas no-±ineales ·- .. .,., . ._. 
,, .. ~ ::'0'! '-'i >; 

~ -
~- ---·-- -- --- ----------

. En general, la ecuaci6n (2.1) 

(1) 

donde -~- es el ruido blanco estaridar, 
------- ·------------

es no lineal, y como tal 

··-·· ----- -·deberia tratarse. Claramente·-.··esta ecuaci6n diferenciar-·---es ·-------

---------- ----'7:'"":~~--------

------..... ·--:-;...-~-----
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equivalente a la ecuaci6n integral 

(2) 

donde 

W(t):= J>(s)ds (3) 
' 

es una integral de Wiener. bada x(O) independient~ del futuro del 

ruido, se puede obtener una aproximaci6n al proceso estocastico 

{x (t), t~o} mediante un esquema de aproximaciones· sucesivas basado 

en la representaci6n integral (2), tal y como se hace en el caso 

de ecuaciones diferenciales ordinarias. Basta para ella poder 

muestrear eficientemente el proceso estocastico {W(t) ,t~O}.-

Por otro lado, es muy .facil obtener modelos estocasticos no 

lineales en el estudio de los reactores guimicos,_: con 

nolinealidades mas severas que la de ( 1) • Para dar un ej emplo, 

regresemos al model a original ( 1. 9) y supongamos · ahara que': es el 

fluj o a la salida de_l reactor el que varia, digamos segun 

_ ___ ________ _ __________ q ct> = q ( 1 + b€ (_i:>)_,__ __ , . 
.. - ----- ---·- -·-· 

donde b>O es un factor de esc~la y {€(t),t~O} es un ruido blanco 

estandar. El mismo procedimiento que llev6 a (2: 1) conduce ahara 

al nuevo modeio estocastico no lineal 

donde ahara 

. 
x = -xj-c 

..,...._ ... - v 
q 

1/J (x) + <T (x) € (t) , ( 4a) 

b ( ". J <T (x) : = - c +x . 
--A 
-c -

'(4b) 

N6tese :o-que ·tambien ·el termino de ruido en-:la·::ecU:acion '( 4a} '~s no-~---- ·--
----- -- .::,-::·+Tn~~J:·;'h::p~~s--:-~~~-Tcirnpl'ltud dep~nde d.ei ~alcor'·de :,i:~:-'k;T~ci6n.· ·· --·-· -·-- ----·--

. .'.; _, :--~:,.': ··;· :'<. --~ ~·::; .. ~~,, ~-:.':~ t~>/:~~,':::" -- ' .,. ···r··. . ',~:,.:;,---.'.~--~~~ .. ~~~·10-\• ~~:f_~-~-~ ~~~- ·. =; '~ • '· 

-----·-···---···;_; ______ ._ -- ... ·- . -------- . 

·'·~::~: Los :modelos-~;estocasticos (1) y (4)- 'sori~-~ci~.s~ __ particular del 

mqdelo_gener~l 

. J 

--·-- ----·-----------
x = b (x) + a- (x) € (t), _____ ____:_ _____ _ ( 5) ---

que par desgracia ya no puede tratarse con -la· \nt.'egral de Wiener 

unicamente. En efecto, si queremos · expresario ,_en su version 

. integr_al_~ii~l~~g-a:··' a (2) se llega formalmentEi~a=- -· -,~:--~~- ... 
.. ~···:· . 

... . . - . - ----------------:-: ~--~--- -·--·- - ------------::··. -- ·:.··-·- -··-·-:--:---------
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/· :::·:\ 
·: .. ~.: .~?/ 
. ~·-

.. 

X ( t) = X ( 0 ) ~+~ J> (X ( S) ) ds + J: CT (X ( S) ) " ( S ) ds , 

donde figuran una integ~al ordinaria y una integral estocastica. 

sin embargo, es clare que esta segunda no es una integral de 

Wiener, pues en ella figura un integrando tambien estocastico, 

mientras que el integrando en (2.4a) es deterministico. Asi pues, 

aun para expresar un modele no lineal se requiere extender el 

concepto de integral estocastica. 

Una tal extension fue propuesta par K. Ito a fines de la 

decada de ios_40's, y se basa en el proceso estocastico {W(t),t~O} 

definido en {3), en lugar de basarse em el ruido blanco. En el 

calculo resul tante, la ecuacion diferencial estocastica ( 5) se 

escribe en la forma 

dx = b(x)dt + ~(x)dW 
y su version integral en la forma 

x(t) = x(O) + J:b(x(s) )ds + J:u(x(s) )dW(s). ___ _ 

(6a) 

(6b) 

La notacion esta inspirada en (3), pues de ahi se desprende que 

"dW = ~(t)dt". La integral estocastica· que figura en {6b) se llama 

una integral de Ito, obj eto rnatematico perfectamente d!=finido. 

Vease [Schuss,1980]. 

De la misma definicion {3) resulta que 

i) W{O) = O, 

--~. -----

W(t) es gaussiano,. con media o y varianza h~----~~---~---
• ___ . -·--'Ji---·-···-· 

~-----------

----. ----- --A- su--vez, la propiedad· B) del ruido blanco estandar, a saber 

B) Su autocqrrelacion c («:) ---'~p~es._~!l~a un pico muy pronunci_~gq_ _____ ~·----

13 
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... 
en 1:'=0 11 

·- significa-qrre-J:os val ores ··de --~ (t
1

) ·y · ~ (t) son independientes 

cuando t :;et . For lo tanto 1 es de esperarse gue las integrales · 
1 2 

.Jb ~ (t) dt e Jd ~ (t) cit 
a - c 

sean variables aleatorias independientes si los intervalos [a 1 b] _y · 

[c,d] son ajenos. De agui resulta la propiedad de independencia de 

los incrementos del proceso {W(t) 1 t::::0} 1 a saber 

iii) Para cualquier el,ecci6n de -.. n::::l, o::::t ·::::;·.·~. ::::t <oo, 
1 n 

las 

variables aleatorias W(t ), W(t) - W(t
1
), ••• , W(t) - W(t . ) son 

1 2 n n- 1 

independientes. 

De· heche 1 las propiedades i) 1 ii) y ii-i) 1 que agui se dieron 

como consecuencia de las propiedades ~~ l~yintegral de Wieneri en 

realidad fueron considerada_s por el mismo · N. Wiener afios antes de 

definir 'dicha integral. En efecto 1 en [Wiener 1 1923] · se ·construy6 

rigurosamente un espacio probabilistico (0 1 ~ 1 P) y una familia de . 

.. .var.i,ables-aleatori~s -{W(t) 1 t::::o }-· d.efinidas --sabre- dicho -espacio ·gue...,..-··· __ \ · 

satisfacen las propiedades 1) 1 ii) 1 iii) . Dicho proceso .····_ .: 

estocastico se ·- conoce per ello como proc~:so ·de Wiener. A su vez ,. 

su ccmstrucci6n se bas6 en los estudios· de A. Einstein sabre el 

movimiento browniano . (vease [Einstein, 1905]) 1 a los ·que el modele 

de .Wiener proporciona una . base rnatematica salida. Entre -las 

s·fj~ propiedades fundamentales del _ proceso de 1-iiener figura · la 
siguiente: 

... · · ······i~~~~Ei~~.J.;is:.i~~§~iP;:: ·n~~~i;~~:::~~f~~~~~f:I:~!r::~r·;;~ 
' .... 

.. ·:· 

.. .:.. ... Asi.pues, en el modele d_e :Einstein-Wiener . para el movimiento •· · .. 
• .. .~ "' ' . :·;... • . ... . --. . . -.· ~ • j .· 

· brown1ano~ la- part1cula brown1ana t1ene trayector1as cont1nuas. __________ _ 
--· ~-- --- - ·-------------~--------------------· ... -·- ... -------- . --- --------·---------------;------ -

pero no tiene velocidad. Los e~tudios de [Uhl.er1l:J~~k=O;t:"nstein, 1930] ·. 

fueron.e~caminadosprecisamente a darun modele ciinamico para este 

femgme11_o;::·_ en ___ el_ gue __ la particula browni.~ana.-.:~uviera no solo 
---- ------------~-

14 
·---. , _________ -

-------------. 



... 
posicion sino tambien velocidad: esta ultima satisface la ecuacion 

de Langevin (2.2a) y la trayectoria se obtiene por integracion. 

---V'Efa-se [Nelson, 1967 J. 

-· 

'-}~~~;-? 

En el caso lineal la controlabidad de (2.5) respecto al ruido 

~ juega un papel sumamente importante: hace que la estabilidad de 

A sea equivalente a que la distribucion de equilibria tenga 

covarianza positiva. En el caso no lineal, la solucion de- (5) 

ciertamente no es gaussiana, pero la condicion anterior sigue 

teniendo sentido: equivale a que el ruido llene todo el espacio. 

Para ella, la controlabilidad del sistema no lineal ( 5) . sigue 

jugando un papel esencial. El estudio de estas cuestiones es un 

tema actual de investigacion en sistemas est6casticos. 

No intentaremos dar aqui una presentaci6n siquiera some.ra de 

la teoria de las ecuaciones diferenciales estocasticas (6); en su 

lugar referimos a los lectores interesados a [Schuss,1980], donde 

encontraran mucha informacion al respecto, con referencia tambien 

a los-aspectos aplicativos. Si mencionaremos que, en la practica, 

los ·modelos (6) pueden manejarse mediante tecnicas numericas muy 
·- ----------~- ·--- -- --~--- --- --- ----·- --

par~cidas a las que se utilizan para resolver ecuaciones 

difer~nciales ordinarias, adecuadamente modificadas para tom~r_en 

cuenta las diferencias que presenta el calculo estocastico 

asociado a la integral de Ito respecto al calculo diferencial e 

integral ordinaria. Veanse al respecto los articulos de revision 

-[ Pardoux-Talay, 1985] , [Kloeden-Platen, 1989] . -- ---- --

4. El origen del ruido en los modelos de proceso 
' / 

-··;·-~;:- --{;:-~-::-~~:';·" ··~- . = -:--.~-~-;.;-:-:~-:-::- --- ~------ ---:.-.---;---------~-------. - --------·---~ 
.,_, ,;_. ,_. ., .... :~~-~~.t;.s'i~se,itoman 'en qonsideracion todos los compo'nentes de--un- -----

~~~-::·~-~----:~r:··i_'::~:':.t:.-~~:;:··''"''·:/i~~-~--~~~l, ... ~c~-:-~;~~--~~~-~~-:-.~,.,.-.~-;·;>~~~~!~-2r~,~~~-,-~----~-,,;~'"~;;. ,. -~· ... ;:~(,:;~~-J.:::··:>}'";;_: __ .;: __ -_,-;_:;:7·:}-~i;;_;~:-.-~'-'~:\_<~~l~::t- ;-~~~::::;~F':~-~_:\t::·· -- ? :-.. t _ · _c .• ~~~:._. ~- I :: ,_·,~. 1 -:;~" ·." -. ·-
,;.~.-:>z.:~-,~·;,,_~!;:: proces() ,,,-quimico, ·.con .:",:el- eno~e- :numero ,-~.de variables <,de , proces·o 

~' -. S~!±d~~~::~i:~~~e-::~ ta t:':i:~sj:r:71}~~~{:~~ ~ ~ d:l g::~el:;c:~:em:~-I:~~' ·· 
------ --- ·- .. - -

resultante sera un . sistema con un gran numero de ecuaciones 
' -·-· j- --

, ___ :_ _____ d-iferenciales ordinarias y I o --parciales, ·· y se debe -simplif_icar---- --
. . 

mediante alguno de ·los metodos disponib"les en la literatura, pii'es 

---- ··· de io contrario no se puede utilizar; · veanse p.ej: [Aris, 19-sof,---- --

-·---- --- ·· ----CC:.~~~!}~7_9_]__,_ _ [Hernan<:Iez, 1987~J,_-_ _]Si!_j_~~~-o_p~_ci t.], [Wei-Kuo ,1969l ~~ ~=----
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:·.: ~: :;:~~ 
1 :~~:: :" ; 

· ... ...-

Una estrategia de· simpl.ificacion que se sigue a menudo pide 

partir el vector de estados de ( 1. 3) en __ dos partes: un componente 

rapido y uno lento, este segundo de dimension mucho menor· que el 

primero. La simplificacion se da porque se desprecia la dinamica 

de la parte rapida, reduciendo asi la dimension del problema. 

Veamos lo anterior aplicado a -un ej emplo, que por simplicidad 

supondremos es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales 
N ordinarias en ~ , a saber 

. 
z = Qz. (1) 

Par cierto ··que en la ·prat:tica . cada tasa de variacion dependera 

solo de algunas (mas bien pocas) de -las N componentes del vector 

·de estado, par lo que la matriz Q sera rala. En general, en lugar 

de (1) se tendra un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales 
"" 

rnN en If\ . , como (1.3), y entonces e1 jacobiano f~(x) sera una' matriz 

rala. 

N . n 
Reescribamos el vector ze~ como (y ,17) , con yeiR , donde n<N y 

supongamos que el·vector 17 contiene las variables catalogadas como 

.. _____ .. _ ra_p_~~~~-~--M~-~~~~!1~e. _un cambia de escala . temporal _adecuado __ en las_ :..:.. ·,·.-~:~. 

variables rapidas, el =sistema (1) se puede--· reescribir bajo la 

forma 

. 
Y =Ny+N-n 

_11 12'' 

e-n = N y + N -n ., 21 22 ., 

(2a) 

(2b) 

donde 8>0 es Un-parametro_ 11pequefio 11 • Pudiera ser que se necesitara 

mas de un- cambio.de esca:la temporali pues no-todas las variables 

r<(pidas tienen par que ·· estar __ igualmente aceleradas; ella se 

- ----- ·-- - -'refl-ej aria· -en ·:ra · introduccion d~ . ~as-_ de un • p·ar~hEitrd~--~trequ_e-fio~ y -~Do_ 

.. ---_-----:---~~f,~!:~:~~:~~-~k~~8~~~-~~C:ti~~.fg~~;:~ilo<· .. quE:-J="~~g~~-·~ti'ra~--,:;"~.1~:~~::/~-~~o~~clre~:os.. . :.: 
" _- vallda'la e_st.+uctura (2). Supongarn,os ademas. qtle N' _e:?.__l:!b ___ sl.ngular. ____ _.:~--~-·-

-·--·-·c·---.-•-c.-:~,-,~--''"'::-::-~·.;:,;},'r_~-'-f\D~:Fs'C~!:.~_-:·-:.:--: ~:-,·.:c;;;.,-.. c.c::--:- - :·.-------- ---- - , ~.-;~Jf,~~c:''S:i·:,.'.·'.·· .. . . - ·· ..... , . :· _-
., ~ ••• , OA-~o--;• -~~-'~:~--.;: •• ~·.:: 0 

0 0 
0 ._,..; 00 ~ .. ~----.-~-: ·:.:":·.- ·,-,' 0 00 0 7' o,: 

0 

~:~:/:' ~- -~-:::• ,•' 

0 

:·.::~~~l-i:~_: .... ~ __ :._,, ___ .: 
0 

. __: _______ ------'--· --~-::-· -··........,.....,...:...:. _______ ___, ___ :_'""": .. ----::·'-'-'---· ..... ··· .. ~ 

--Dicho" ·-lo. anterior,-·-. podemos ·. simplificar ·-~el· ··sistema (1) 

·hacienda ···1a- consideraciop _ <:1~. 9ue ~as ~aria_}:)l'~-s·--_i?:l?Jdas siguen ~ 
--- ---·-· ~--------·-·-----·-··-----.......:..·--=--

las leritas · (estas llltimas son "el paso que c~:>n't::£C?J.Ci~''). Dicho en 

otras ... -palabras, tomaremos e = 0 en ·.(2b), par lo qUe la r.elaci6n 

_ a 1 g e~ ~ ~-i-~~ __ . _________ --~-- _____ -__________ ________ __ ............. _:. ______ :...TP---· .. ~·--·:;.· --· 

......... ,_. ....... ···-·· , .. , .. . ,. 
. 16 
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... 
-1 

T1 = -N N y 
22 21 

_______ qa_la dinamica de las variables rapidas. Basta substituir en (2b) 

para obtener la dinamica simplificada 

= N - N N N • ( - 1 ) y . 11 12 22 21 y. (3) 

Todo el tratamiento anterior es deterministico, y es tipico 

de una gran variedad de si:mplificaciones que se introducn al 

modelar sistemas complejos. Una alternativa, que tambien se usa 

cuando el mlmero de componentes rapidas es. excesivamente alto, 

pide simplemente substituir el termino N 11 par un termino de 
. 12 

ruido, digamos ~~, como se hizo mas de una vez en la seccion 2. De 

esta manera se obtiene el sistema reducido 

(4) 

del tipo de (2.5). 

Tanto ( 3) como ( 4) son versiones sirnplificadas (recuerdese 

que n<N) de ( 1) , obtenidas al despreciar la dinamica de las 

componentes rapidas del vector_ de estado. Llegar al primero supone 

________ realizar el_ esfuerzo ~ompl..!tag.tc:)llC!l_ necesario para _ efectuar .las 

operaciones matriciales indicadas en (3); esto es factible si N-n 

no es demasiado grande y conviene para ella que las matrices 

involucradas sean ralas. Si N-n es demasiado grande, lograr la 

reducci6n supone el precio de introducir un termino aleatoric a 

cambia de no realizar un esfuerzo .computacional dernasiado oneroso._ 

Par ejernplo, en Fisica Estadistica [Uhlenbeck-Ornstein,1930] 

se introduce la ecuacion de Langevin 

-·- --~---~-:.:,.,..-...: ... ~.::-~----- .. -- :-·"_ =~~---=·-.;·---- -· 

_;~j~~j,~~Htii~~~!~~1~~a?V ~~~~~l~!!~t~~::~n~falm~::e~~o~t ... ·~=--;~:c=. 
- -==-~-~~J_u~-t:-I"fica ·;·e-sta~-ecuacion niediarite ____ p9nsideraciones del siguiente.- -----

. _ _ __ __ tipo: '" - ·· J -
.;;.";-

~-

"El media ejerce dos tipos de -~?-c-ciones sabre la particula: 

------ -----.. -.. -.-, .. -~------
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a) una fuerza viscosa que tiende a oponerse al movimiento 1 

representada por el termino :..f3v en (5) 1 y 

'b) una fuerza fluctuante~ resultado del gran mimero 'de 

choques con la particula que tienen las moleculas que la rodean; 

esta fuerza queda representada mediante el termino de ruido ~~(t). 

Tomando en cuenta la fuerza · externa -¢' (x) 1 la ecuaci6n · (5) 

resulta de aplicar la Segunda Ley de Ne,wton". 

Es clare que podria · escribirse el enorme sistema de 

ecuaciones diferenciales ·ordinarias que representa el movimiento 

de las particulas del· medic (digamos que son moleculas de agua) 

junto con la browniana, suponiendo un cierto potencial de 

interacci6n. Dado· que las moleculas de. agua (el bafio termico), son 

mucho mas ligeras, su dinamica seria mucho mas rapida que ·la de ·la 

particula browniana. La ecuaci6n (5) resultaria entonces de 

substituir la fuerza fluct]..lante de b) par el termino de ruido. 

Esta es una explicaci6n cualitativa de· dicha construcci6n, y hay 

una volu:rninosa literatura 

veanse [Ford et al 1 1965] 1 ._[Picci, 1986·; 1988], par ejenrplo. 

·Claramente; analogas ·· ;·.:.:.:tonsideracibi.les se . aplican a la 

justlficaci~n <:Ie ·m<Jdelos cor1 ruido para procesos quimicos 1 . como 

los . dados en las dos secciones precedentes. Par · ~j emplo 1 podria 
.... .. -·- _, __ -- ---------· ------- .: ..... :.;: 

pensarse en 

··a) escribir ~l' ·enorme mimero de ecuaciones diferenciales,_que 

· gobiernan la evoluci6n .. temporal 
--::-.... ::·.--:-:--.-·--· ... .:.......... ..·"_..,· .. ~-,~-:-_.· --:~':--:;~·- . -~·-:· _.,..··.····~· .. ' .. 

- · ·:-... · ... ·::~c:.:~ ~;;;.:.;.~.'·<j!f-~1-~!c;r. :t:fr~~~t~.;~_::_:~ :· ·: ; 
' >.1 • ' ' • ~.: :•: I ,':' '• ; "·' ..•• ,,:~·::: ·:~.-:~~~;··-,.::: •• • 

.... ' . 

. . · ::' ,-,~-:~~-~;-:·:·:r~~::·>·.~) •. ;:·.a.is~a.r;;cte.~?:.~<:pi1~-?eq~eno -~~urn era~ ae-·vi:i'r~~~~~~j~~I~_:_aTiia~lc~a · ~ · -- ···-- .. · 
".· · · · · contr;ore-~ra-~aer:.~proceso-total (las va;r-iables lentas) ~::Y ·· · · .. 

···, . . 
j 

····c) -·-substituir·-er-efecto ··· que tienen "las:-·variaJ:>Yes . rapidas 

sabre ~-~~-~~- ~ediante · terniinos de ruido adecuadament~: ~;Legidos. 
. . 

____ ..;_ _____ ~;y,- :-------·-··· 
-~--- ... ---- ----·-·--· 

Ent'endTdo ... este .. _,.p:r:oceso I se estaria ...... en.. __ cc:indiciones de 
f .·._, . . . 

·'y·---.,.., ... ~.-........:-,..--~!"''oo..;-._,..: ........ _._ ......... -.: .. , .• 

··- ----- -·-·-
.:...._ ___ _. ______ ~- --------------

--------------'-~--·------· .:......._ __ _ ------------- -------
--------~~~-------
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... 
construir modelos matematicos simplificados para los procesos 

quimicos. Actualmente se hace lo anterior en forma cualitativa, 

~ --pero-falta la preocupaci6n --de verificar la validez de tal 

simplificaci6n como si se hace en la Fisica. 
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