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Ta:}er de resalucion de problemss

a"s,]f‘imo Flores Pefiafie]
Centro de Investizacidn en Materndticas, Guanajuats, Gto.

Cont H.ﬂ de lectura de: Folya, G £ dma numf'aru rezolver problemas. Trillas,

1} Enuncia 1as cuatro Tases para resalyarun prrnmprra
23 Da un ejemplo doride queds elara la mxpnrtﬁm ia de entender el problema

”a ug sugerencias sa ;mmjwn ACEr '4" alumng para agudarm a r:omprender e! -
reniema? (A menos 4) ' ' ' ‘ '

43 & Cdmo subdivide Polya esta primera fase-entender el problema? JCudl
g5 el propisito de cada etapa?. - o |

Para cada una de las siguienties sugersficias i ja un ejet lu de un prumema

55 :

para 21 cual li“E:i.i!VE' 1oia gyude 3 éﬂtﬁﬂd_&ﬂ-y[ﬁ : o
a1 ACuAl es la 1.n'aun.t3 4 Cudles son 1os datos? &Cudl es 1a condicidn® -
B) dibuiar una figura relacionada Lo | |

Y introducir una notacidn adecuada

A RARDER qérencir.c: se pueden hacer para uum a}.a‘m»mm aconcehir g

any {r"‘* TT: 2i0s

-
l:l.l

aa cads incisd da un e.jﬁm,tx‘ﬁ de un problema gue puada 3 58 rresuslta
o en r_zh'g“n: blema relacionado
ar un pro t! gma mas accesible
un problema més ganaral ’
run problam se particular
L prumdma anl fehle :
) razolviends parts dal problama.
¥ quitands una {:h:h“\‘e de 13 Lrﬂjicifm :

[ R Y
ey
1y
]
pons)
[
S

[oows W T e AR
et s s & RV iy

P 5

| B 6Cul es el aspecto més nnf:mr’run’m de I 3 fa 22 ejecucidn del pian?

9 Enuncia al menos trez*pre;lmtas con las cuales el a lmlno pl iede aprovechar

rrr:xirirha yigidgnre rospectiva
inla

1073 Da un &jam 1a para cada upa je silas.
1 o T:ﬂ»‘ar prnolvm 5




1Y &Zudl es el papel del maestro en 1a solucion de problemas?
21 40e qué manera pueds é}'m’:e ro orientar?

Z) 40us tipo de preguntas debe hacer el maestro?

4) 4 CAmo puede estimular a 103 s alumnos?

5% L CAmo puede servir de mouem’

B

£7 40ué es un problema? Da un ejemplo de un problema.

7 APar qué es 1rrnpurtzm g resolvar problemas?
z Taller problemas



siguientes problemas haciendo explicita
Iver un problema.

P WD

Ik
as por F‘am:z pars reso

I. Ea un tetraedro {que no necesariamente s regular), dos aristas opuestas
tienen la misma ]nngﬁuﬁ a y son perpendiculares entre si. A sU vez san
perpendiculares & una Hnea de Tongitud b que une sus puntos medios. Express
el yoiumen del Te]‘r“:ﬂdm en términoz deayb y ;:ruwu tu respuesta

prn;;nmmnres qUE No necs

C
2od

ammte son

tr:ln-,rs:'t'ﬁrr'lbiéﬁ 6s

i."5i un poiigono m*’n’m en un cire ulo es equi,ii‘:‘tero 2N
equiangular, |
2. Si un poligono inscrito en un circulo es e muanqalar, entonc e tambian
=3 equilétern. _— . o
3. 5i un poligono circunscrito &l rededor de, un circulo es emn} Stera, )
entonces tambign es equiangular. R ' '
LoSToun pz}h’gana circunscrito alrededor de un ci’rn:um_ B3 B umrgular.
entoncas tambign es equildtero. | | |
-yt s:.ualés de las cuatro proposiciones son cie rias g cudles son falzas,
dando una pruebs de tu afirmacidn en cada caso. o
B} Si en vez de poligonos generales, eflo considerarfios cuadriléteros, cudles
de las cuatro proposiciones son cierias | f:x.Jé’ua:s.“ aon falsas? &Y si
EI*HEEI’_:E{T'Lm!;!‘:‘ soio panid q”v]“uf ) ) .
] re:s;gzr';_,rzd&rﬁ 51, pus de:_en mar ren}m‘u*‘” ;:Hro pri eb tanto -:urnu pl edas
4§ zepara claramente 1o que esta demos traﬁn de 1o que no esta. S
3. Para enumerar las péi; ingz de un htrn grueso e] 1mp.f 20 rousd 1890 d*ghn-
4 Cuantas pagings tiene el Hbro?,
‘4 Determina m de modo que la ecuacidnen s

h Ao (EBm 2w+ m2=0

tengs cuatro raices rea]es BN 0o -ar’iﬁtmétis:a.

residn

uhz de un tr}anunﬂo Demuestra un

. Seano, B,y tos @
P ,
senw + gen f+sehy = 4cos Lc" Yeos (BF2) cos (w/2),
zen Zoe + Sen 2f + Sen 2y = 4 ssnooson ffaany
1 oy AT a oo AR oo e — A oorn T ocon T can g
L Pk B B | PO oS 2 '-r]‘ Pt Hﬂl‘ - Pl ok f SRR PO ] ok 8 ;__5. =edd] -"""il

(VN
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o Longiders ia labla
1=1
2+3+4=1+8
S+6+7+8+0=8+27
e+ 11 +12+13+ 14+ 153+ 15=27 + 64

Aaoiving la regla general sugerida por estos ejemplos, eupresala en una
notscidn matematica adecuada, y prisbala.

7. Una prlmpra esfera tigne el radio ry. Alrededor de esta esfera circunscribe

4
rasdro regular. Alrededor de este tetdedro circunscribe una segunda
e:zr‘,:.:ra de radio r.. Alrededor de esta segunda esfera circunscrite un cubo.

-

Iradedor del cube circunscribe una tercera esfera de radio rz. Encuentra 1as

Praflemas 1 -7 tomados de Folya G, Kilpatrick, J. The Stanford Mathematics Problem Book.
Teachers College Press, 1974, p. 5-7

Szan &, b, £, d numeros racionales y ¥ un ndmero irracional tales que
ow+ d = 0. Prusba que {ax + b} / {cx + d) es irracional si y so0lo si ad = b,

17
i~
ey

2. Desigualdad de Chebishev. Sean g ¢a,¢...¢8 4y by<¢h A

niimeros reales. Prueba que

i1 n fi
nEu‘uFb Eajbi
1—1 1 j=17 7

que la igualdad s obtiene siysdlosiyaseaa =g dby =0,
[Zugerencia: Primero prueba que

fyn]
=
M ad
[}
)

P4 a) Si ®, y son ndmeros real ces 2wy ¢ w2+ ys, 4wy < (v o+ YR Una
condicidn necesaria y suficiente para la igualdad es que % = .

EySia>0,b> 0y a+b=1,entonces (g + 178} +{b + 1/b)* 2 25/2 &Cudndo
yaie 1 jgualdad ¥

Frobiemas § - 10 tomados de Stromberg, K. An Introduciion to Classiesl Real Snalusis. Wadsworth,

'lt.j.:l* ™
S e

4 Tallar problerias



Prablemas tomados de los slemp

2 Dadas dos lineas rectas infinitas que se intersectan y un segmento de
ionoitud r, contstruye un circulo de radl r gue-togque a las dos rectas.

ld&sde un barco; sus posiciones en el mspa son

4. Tm, ff;rou 500 “131h1:33 5
conocidas y los Angulos entre 1o3 rayos de luz que provienen de eilos han sido
rredidos Enr:uem.ra: 1a posicidn del barco en &) maps. '

S. Dentro de un circulo da jn describe tre reulos 1gunles de modo que cada
o toque 8 los otros dos y también &1 primer circulo. '

]
e
S
[
L)
Pame 2
I
[yl
%
v——d
(a(]
[
o]
]

ro de un trignguio dadn, emumfr: un p!m*:x desde el cusl
zg ven baio el rm” il tm"u]n '

de un trigngulo dado. Esto es, debes localiz - un pum‘o F
BC de . ;mdn que los trigngulos a:EE,,u}mR Y4 AAR

riif*ir 1, st-r,«rl Jona la otra pﬂrfu 5i. 5010 32 supone qua 1a3
de urlguahw Scudl es el Tugar geométrico-de 14" La respuesta ¢

15 de
"

"°‘ = h

-m'uql'ﬂf t pu deconducir & la lTLMHn pero hay lamhwintr:m:rnrm]

.-_.;

Yoz y oo aarn‘ aries 4l ,j-n‘u]ﬁ 1 de P'L&ihem.atis:-al Dizegvery de 5. Polya.

o
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Motacidn. Al tratar con un trigngulo, es conveniente ysar 1a siguiente notacian:

A B C vartices

g b C fados

o B ¥ dngulos

o hy by alturas

i mg  my medianas

dy g,y bisectrices de los éngulos
R radig del circulo circunscrito
r radio del circulo inscrita

== entiende que al lado & esta opuesto al angulo, cuga vertice sz el punto A
gue 23 2] extremo comdn de las fres lineas h,, m,, d,. De acuerdo con 1a
costumbre, a denota al Tado (un se gnenta de recta), como a la Iongl’tud de 1a
recta; el lector debe inferir del contexto cudl es el significado que debe ser.
La misma ammaupdad gs inherents &n los simboios b, ¢, h,, . . . da,, E, I
Jgaremos esta notacion aungue es cuestionable. o

El problema “Trianguid de a, b, ¢" significa desde luego, "consiruye u
triangulo dados g, b, c”. Ohserva que tal vez no hay solucion (la figura qup
sztizface 1a condicion propussia puede no existir} si los datos sg escogen de
manera incanvemients; por ejemplo, no existe un triangulo con los lados dados
a, b, o, 5 8>b+c Experimenta primero con datos para los cuales 1a figura
requerida pueda existir.

! Triangulode a, b, m,.
2 Triangulodea, h, m

Triangulode a, h,, o

(Y]

4 Trignguin de a, m,, o

S Trigngulodea, o, r.

[Fetén sdlo una parte de la condicion, abandona la ofra parte no tomes en
cuenta r,opero mantén a y o ACudl Eg gl lugar geemétrico del centro del
cireuln inscrito?]

-

- G Tailer problemas



& Triangulo de s, by, C.

7 Trigngulo dz a, hy, d,

pmia}

Triangulo de a, hy, h,.

9 Triéngulo de h,, b, .

CL
[y
-5

ngula de h,, B, Y.

i

10T
11 Tridngulo de i, djr

12 Construge un paralelogr ramo dados uno de sus kdn y dos d;aguna 25

i3 Construge un Truue_mdp dadas sus Pum‘au lados a, b, ¢, d; & Y c deben ser

n cuadrilatern dados sus cuatro ladds &, b, o, d, } anguio £
formado por los: lauu 5 npf estoz gy o [Esta es una gener ahf_m' Un dP} O lm-m na

1o Trignquindea, b+ C, -y

{no daﬂaé juegan papele 'mtﬂrt arnhbiables.]

rrxt’ﬂma: tx madas de 15 & jemplos y comentarioz a ] -*jm’tulo 1 de Mathemating] Dissovary de G Pn:u: '
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i Considera la siguiente tabla
=0+

2+3+4=1+8
S+6+7+B8+9=8+27

1o+ 11+ 12+ 13+

14+ 15+ 16=27+ 064

Averigua la ley sugerida por estos ejemplos, exprésala con una notacidn
matematics adecuada y demudstrala.

2% Cheerya 1os valores de 1as sumas sucesivas:

[L1+3,1+3+5,1+3+5+7,. .. L

¢Hay agqui una regla sencilla?

Froblemas tomados de Matemdticas y razonamisnts plausible cap 1.

o
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arare 5chvr proble mas

Y Yariacidn del problams .

wizten ciertos procedimientos particularmenie (tiles para variar 2l
problema, como por ejemplo, el referirse a la definicidn, descomponer g
recomponer el probiema, introducir elemenitos auxiliares, utilizar
redios como la generalizacidn, la paruculanzacmn y el empleo de 13

Dol
£

ﬁnaiogla
Hu..?ra cimo <2 pueden utilizar cinco de estos proa:edxrﬂm 05 para concebir

un 1 para resolver un prer ema. (P des ilustrar con cinco problemas
'jne,*entd-) . -

pragunias y sugerenciss para r 3 yErln fdwmo: rario}

ezis 7 SCuAl 83 1a conclusion?

a2 diversss partes de la hipdtesia.

1a relaci 37 rfr? 1a hipdtesis 4 1a tmﬂu’nnn »

1-1a m'u‘i i Trﬂu de panEssr &n sm;un ?forurud quﬁ seg familiar y que ’(Fugj h nn m:

10 una parie dr‘ 1a hipitesiz, 1:1);.1‘ 3 h

{43 deducir de la hipdtesis algin elemento GH17; ¢ podrias pensar en otra hipﬁfe"is de 1a cusl
as deducir facilments 1a conclusion?; a;pur*r 35 Cam bmr la hipitesiz o 1a conclusion o las dos 2
:mrln r:lr' mmju que 1a nueva m ?Uh::.-w Y la nueva ¢ uuqmn astivigsen: mda rﬁlamunddoa entra

Haa smpleado Ia hipotesia cnmp]ax.a'f

gma ﬂrfra d° la manera mas romplpta posm g las cuatr
az porl Polya para rasolverlo: ‘

i
rm
=3
Y3
E
D

- : e Talier probizmas

2} E-s:;::rge un Dr'crﬂ}um»:x por demostrar”. Zui 8 los alumnos pars utilizar las

tra pa rte- dzigue-ziendo "'i]ida la r;txnciu:z‘hin 7

woblama. 2 Concebir un plan. E_]"‘! mun el 'mn 4 examinar la soluciin
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Précﬁca de prscedimienmf“*heuricticoﬁ

Leireblarnae tormages do barsen  kawran & Prablonnssalwing theouah oroblarme. SpFingar , 1553

Suisey un patrin

miia una figura

Formla un problerna equivalents
odifiza of problema

732 nitaciin efectiva

; dorovecha Ta simetria

e s

e A $3303

|

21 Trahajs hacia atras

21 &rguye par contradicsibn
121 Fersigus 13 paridad

11} Conzidera cases sxtremos

2 Geperaliza

mos adquiric un santido dal
. d"! resultads. Esto se puede
"lUdetUu C ‘HdU,:JH ef t

n elementos de 3 subeonjuntos deS | BT .ol e de su*’mn mrm s
G- mingune g : 1
oy 2, g} 2
2 ¥, Es @, f*‘:}, 4
z 1 W3 g TRy . =]

f’\;-.,'l f\_:
S i PR S

iz, %3 ), Y lupgn en la
d el elemento 3.
Fsia 'e.‘:z;-.la clave que rms ner 'or eiempla,
4,108 subconjuntos de ! = ixy, %o, :c:_;_ : suhf:onjs_mtr_v.s da
{mostrados en la tabla) junto con &8 suhcan it 1 '
s .

-n

____________

oosioles subconjuntos. De es f:'




suconjuntos. Una prueta sencilla por induccion matemé&tica se puede hacer
bazads en esta idea

Solucién 2. Otra forma de presentar la idea de 1a solucidn anterior es la
ziquiente. Para cada n, denota por A, el numero de subconjuntos de un canjunto
de n elementos. 5ea S un conjunto conn + 1 glementos 4 sea ¥ ung de sus
slementos. Hay una correspondencia biyectiva entre los subconjuntos de S que
no contienen 8 s Y aquellos subconjuntos que 1o contienen (al subconjunto T
que no contiene ¥ se le asocia el conjunto T u {x}) Por 1o tanto el ndmero de
sucanjuntos de un conjunto con n + 1 elementos es el doble que el nlmero de
subconjuntes de un conjunto con n elementos, por lotanto A, =2 4
Combinando ests férmula recursiva con e1 hecho que Ay = 1 implica que'

Ao =20

a]

Solucidn 3. Otra forma sistemética de contar los subconjuntos se puede
realizar construyenda un arbm Se muestra el rbol para el cason = 3 con
S={a, b, c}

o {a, b, c}
0=
e T~ — )
_:'f - L { ;3.' b}
A
g4
£ f{scl
; - 3, L
¢ \\,\ _ ~ ’
.," -" \__\\ b G':;___ _ )
/ . —~ {ar
7
I‘;
';: .I 5 tl rt
), = t "}
‘s,‘ P L~ !
"5 4 b "i_ -
\ O )
Y a 4
¢ {c}

s o |
(,»’\t

)
S

Cada rama del arbol corresponde a un subconjunto distinto de S. La barra sobre
2} glemento indica que no estd incluido en-gl subconjunta cr.xrresimndiente. El
arool se construge en tres elapas, corve spondientes-a cada eismento de 5.

lernento d2 S conduce & dos Du:lb]hdade o estd incluido en el
subconjunto o ni estd, y estas dos opciones estén representadas por dos
ramas. Conforme se considera cada elemento ei nimero de ramas 32 duplica
Azl para un conjunto con tres elementos el &rbol tisne 2« 2« 2 = 3 ramas
Fara un conjunta conn elementos el nimero de ramas es 20

12 Practica hewristics



Solucién 4. Enumersmos los subcon wmw' de acuerdo con su cardinalidad,
Parejemplo para S = {a, b, ¢} 102 sucinjuntos son:

Mimero de slementos _ | ‘ Mirnero-de subsonjuntas
0 o 7 ' | . i

! {a}, {b}, {c}, {d} 4

2 {a, b}, {ii‘, C} {3 i {b, c} HJ dr, ic, d’ 3]

z - ia, b, c} {a, d} {-j C, d}, {b, c, d} 4

4 {5‘,._‘13";,,_(::} L'H 1

2] numwru d subconjunt 0% €3

et
Wt
L

oy

(12
1

=y

n

[wi]

n

ol
—

[xu

=3
=
s
—

D]

foa

=

-~
()

£

=

[y

=

—
(o]

DYy

ID

Entn:zrn:_.'es el niimero de subconjuntos da S es

¥ por el teorema del binomis

i
=1/ {1~
2ol =20
~ R
k=0
de donde se tiens el resultado -

Solucidn 5. Otra forma sisteméatica de contar 105 subconjunios pueds ser
sugerida por la siguiente'tablas - ' N ' |
Subcon] uma - Tripleta Mimero binarioc ~ ©  Mimero decimal

L

[

)
)

0,

i
T
Ra o«

[
LR

e
¥
by}
e T e Y
Lo
7
B e
—
st
—

Lol
(%}

~
-~

—— —
[T

—_—_ D e O
e T e

(2 I

R S o
D
i
" v

— —— — —

iy, 2 b L0l o 6
fiey 30z, %3 ) (1,1, 13 ' 7
Fara entepdsr e ;uh ar en esta tahla, nxj'fa que la trioleta en cada caso 2sta
dasa oo rla funcian ¢ nrc:_*"x tica de cada ﬂui:u_mu nta. Ezpecificaments, 31 A

132 Practizs heuriztics




g2 un subconjunto de 5 g2 define la funcion caracteristica C, de & como

™ Y - =~y =% = )

Culed=1sin estaend

Chl#;d = 1515 noestdenh
D2 esty forma podemos asociar & cada subc un}untu de A con una n-ada de O Y
I. lgualments a cada n-aca le rresponde un unico subconjunto de 5. De modo
qug 8l nimero de subconjuntos de 5 es igual al nimero de n-adas de O y 1. Este

u!timo conjunto estd obwiamente en correspondencia biyectiva con los
nt_imems binarios no negativos menores gque 2" De modo que a cada entero no
sgativo. menor que 2% le corresponde exactamente un subronjunm y
con“ProamentP Por tanto el ndmero de suconjuntos de 5 es 20,

Problema.

1.8 Prusba gue se puede hacer una lista de iodos Ioa subcnnjuntos de un
cnnjum‘:l de modo que:

i} el conjunto vacio ez el primero en la lista

ii) cada suconjunto aparece exactamente una vez,y

i1} cada subconjunto en la lista se obtiens ya sea afiadiendo un elemento al
subconjunto precedente o eliminando un elemento del conjunto precedente.

3) Formula un problema eguivaienie

La recomendacian de esta SBCC idn &3 tratar de reformular el problema en una
forrma equivalente pero més sencilla. Hay que usar la imaginacidn y la
creatividad.  Algunas  técnicas comunes de reformulacian - inyolucran
manipulacidn algebraica o trigonométrica, sustitucion o cambio de wariable,
uss de correspondencias uno @ uno, Y reinterpretacidn en términos del
lenguaje de otra materia (Algebra, geometria, analisis, combinatoria etc.)

3.1 Encuentra una farmula general para la n-2sima derivada de
flxy = 1/(1 - =2},

I B3 BSCribir 1a

(3]

Solucigna-Un paso comdn al trabajar con funciones racional
funcion comao la suma de fracciones parciales. En este caso,

!i:-é):l[] . ]']

271 -1 1+

(]

y &f esta forma es faci] ver que

-

_x! ol . ki
14 Fractica heuriztoes



(-17

— il “ +y |n+'l
3.2 Encuentra todas las solucionas de st + @ + @ v w+ 1 = Q.

-,

Salucidn. Esta ec msmn puede ser resuelta dividiendo entre %, 1Uego
sustitugendo y =x + 175, 4 ium c aph fido 1 formula o ”udr!_‘!h a. Asi tenemos

S .
:/"+~—1—4.-~’+L =1
? .:<2 }'.:T]"j-l

r( 1 .?.,'_ ¢ ]-. ’
% S Iy A — |"
Vg HlEey) - 120
yrey-1=0.
U 5s raipas j' p‘f o {-\, {, - (__1 + =N (‘1 Y 4 2 W
Las alces dg Bs =3} JaLlL‘“ .r—x} Hy = ¥ JfF L ‘311 = \l“l J} £
Husda por deterininar ¥ res CﬂﬂHr’Iﬁ!" las dos ecuaciones
} o4 .
Rl 4 REgEl;

das cuales son equivalentes a s =y + 120, 4ax2 - r+ 120,

‘Dtra mrma de
wo- 13 ;‘-’ + wZ 4

:j

gtacar este pr utnlﬁrr B3 muitulh‘ar la ecyac mn por s - 1. mo
1 L, un p'nblpma Prmvalpme es mronfrar
gz ‘

as
Lasc inco rai'::e:ade

= . P I . N
15 Frictica heuristics




= cosiw o+ i sinim
= cosgw o+ i sindw
;= COSE + 1 singm
we= cosZ o + i sindyw
v

Como subproducto de haber resuelto e] problema de dos formas diferentes

Vemas que
1+/5 .. 10+ 275
cos2 oy + i gingy =iy L1029
2 . 4 4

3.4 Prueba que 51 m Yy nson enteros positivos iy Q < k ¢ n, entonces

Soamm _sma
il l ] ‘]' k‘—. = ‘n i"l
j=0 v AT 5 *

Solucién. Con frecuencia las series finitas, especialmente aguellas en las
qua aparecen coeficientes binomiales se pueden sumar de manera
combinatoria. Transforma el problema sobre la serie en un problema de contar
de la siguiante manera. Sea 5 = A u B, donde A es un conjunto de n elementos,
g B ez un conjunto ajeno a A conm elementos. Vamos a contar de dos formas
difarentes 2] nimers de subconjuntos con k elementos de 5. Por una parte, el
nimearo es

o+ e
For otra parte, 8] ndmero de subconjuntos de 5 con k glementos, exaciaments
i da los cuales estdn en & (y k-1 en B) o3

IR AR I Y

AN SIS
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w/

o

()‘

=8 5igue que -

&
hows)
[y}
i
=+
)
o)

[€p]

| = Mo.de subc ur.]un 03 de Sconk eler

k _
= > (Ho.de subc onjunios con k glementos de 5 con | elemantos de &) -

m /¢ m)

| .. k
=2 ( i Mk
i=0

Loz pfoblemas de mnt.en se pueden mnmmrar frecuente mertéidéntiﬁcaﬂda,
oot medic de una. biysccidn los elementns’ de-un conjunto con los de otro

onjunto cuyos elementos pueden ser lDﬁtddU: maq facilmente: Los si gu]un B3
res problemas ilustrarén esta idea. : |

2.5 Enun circulo e escogen n puntos 'y se trazan las cuerdas que 1os unen pnr
guar.::s:. Stpanwndo gue las cuerdas Ao son concurrentes por tercias te.:rpptu'
log extremos) 4o uantc:f‘ puntos d interseccion hau dentro del ¢ srru]u

r._.

T et _;"r ey "‘-‘,'\_i

=, £ N

! T Vo e

H P ! ; ',l AN x”" g

"E_’.‘; .-""-r. ' k-."-\._i':" “ﬁ‘.{l Jf _-’—"‘;F-"‘. ﬁ -'1 a'{ )

- ‘-'t._‘ - E‘E_____-\J#,{.’ g
] 5

Solugidn. Se muestran los casos para o= 4, 5, 6 en 1a figura. MNots qus cada
punto de interseccidn interior determina y es detern madn por cuatro de Tos n
puntos dados sobre el circulo (e2stos cuatro puntos produciran dmi cusrdas que
s2 intersactan en el interior del ¢ m uhu El ndmera de punt e de interseccid
A i

3.6 Dada un enterc pfj"l ivon, en@:_uen’rra 8l m]mem'f‘de‘cuédrx.imas_de entergs -
{a, b, c, d)tales queo_a_b_c.a < ' '

Solucidn. La ides clay e ez notar gue hay una biy m::i:’f‘: entra lgs cuddrupias
da nusstro conj 'Jh’fu Y 105 subconjuntos de cugtin objetos tomados de -

1, n+3

pS ) e +3
1 ¢ . l'| ’]' Hoa l"UT’l_ 3




camente identificaa (abcd), Dcacbcceden, conel subconjunto
Lo+ 2, d+ 31 Asi el nlmero es

- "'.
(n _‘4)

4
3.7 El nimsro 5 se puede expresar como la suma de I ndmseros naturales,
tomando el orden en cuenta, de 6 formas diferentes;

Sl 41 +321+3+ 123+ 1+ 121 +2+2=22+1+222+2+2+1,
Sean m y n nimeros naturales tales gue m < n. ¢De cuantas formas se puede
esciribir n como una suma de m numeros naturales, tomando el orden en

cuenta’?

Solucidn. Escribe n como 1a suma de n unos:

n=1+1+1+1+ .. +]

£l rnidrnéro que buscarnos es el numerog de formas de escoger m -1 signos + dg
lnz n -1, esto g3,

[fn-l‘)

W1

Problemas } :
3.8 Demuestra que ¥° - 27 + 10%% -1 no tiene ninguna raiz mayor que 1.
{En.z_geﬂrpncia- como generalmente s més Tacil demostrar que un polinomis no
tiene rajces positives, considerd el problems equivalente gue se obtiene
systitugendo g =y + 1)

3.0 Ei nimero 3 se puede expresar como 18 sums de uno o més enteros
positivos, tomando el orden an cuenta, de cuatro maneras diferentes, como 3,
1+2, 2+ 1,y 1 + 1 + 1. Demuestra que un hamearo positivo n ze puede expresar

de 21 farmas coma 1a suma de uno o mas enteras positivos.

3.10 En cuantas formas se puede expresar 10 coemo la suma de 5 enteros no
negativos, tomando el orden en cuenta? (Sugerencia: encuentra un probler

1
pquivalente en el gue 1a frase "S5 enteros no negativos” se resmplace por °5
gnteros positivos™) -

Z.11 iPara cudles »-:m 25 de g tigne el sistema de scuacionas
) 3{:' = g*
fw-ak+y =1
gwedtamente cero, una, dos, tres y cuatro soluciones? (Sugersncis: frnduu& el

‘)

prablema a un problema equivalente de geometria.)

3.12 Sean n objetos scomodados en fila Un subconjunto de estos objetos se

—
-0
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aiieadn, siono hay dos de sus element

t =
Lemuestra que &l numerao de sunn.x_urnljrﬁm salteados con k elementos es

[}

T
n-k
ok 4

{Sugerencia adopta una idea similara la usads en 3.6}.

3.14 Encuentra 81 &rea de L
0

un trigngulo de d_h. maneras m‘e entés para probar
que 51 h ,.h.-., h- son las altur
. 1+ 02 b

ras de un tri arxqmu g res el radio del circulo

Jdnzerito, entonces 1/hy + 17hy + 170z = T/r

3.15 Prusba que para r, n enteros talesque O <ren,

I y’r+ AR my
( I+ J o+l = l
v H 5 ro/ - e s+ 1/

e Y
Y
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ernas tomados del capituls Generalizaciin, Especializacisn, Analegia del libro de Félya Mathernatios snd
piaus E‘m thinking Mal. 1 : Induction and analegy in rmathernaties. Frineston University Frass.

Fa’ i etremo especial
- Construye ung tengente comiln a dos circulos dedos. & Hay un caso especial extrems més scessible?

7. Un caso especial conducter
£ ares de un poligono es 4. E1 plano qur* 1o contiens forma con otro plano un dnguly «, E1 poligons se
prayzcta ortogonal ments sobre e sequndo plano. Encusntra el drea de la proyaccion.

5. £ angulo en el centro de un circulo e el doble del dngula en Ta circunferencia que subticnde ¢l
(M arca,

3i el anguln en & centro estd dadu, el &nquin 2n la circunfersncia no esta determinado puede tener
warias posiciones. ’

FM.J demmstraciin usual, oudl es la pozicidn especial conductora?

Un cas0 andlogo
12, 31 dos lineas rectas an el espacio son coriadss por tres planos parsielos, los segmentos
correzpondientas son p:‘x::parciardles Hay un tearema andloge més sencilla?

13, Las cuatro disgonales de un pﬁr‘l lepipedo Heren un punto en comdn que s ¢ punts medio de
cada uno. 4 Hay un teorema andlogo mas senc :Ha? ’

14, La suma da r:uale-squier-a dos dngules de rara frontales de un Angulo trigdrice &5 mayor que el
tercar angule frontal. & Hay un teorema andloge mas sancilla?

15, Considars un fetrzedro como e% solido que = andlogo a un tridngulo. Lista los copceptos de
genmetria solide que zon andlogos a log siguientes conceptoz de geometria plana: paralelograrmo,
rectangulos, cuadrados, bizectriz de un dngulo.

Enuncia un ’(uDerﬁ de genrnetria s0lida que 32a andlogo al siguiente teorema de geometrfa plana: laz
bizectrices de loz tres angulos de un trianguio s intersectan en un punio que es &l centro del circulo
“irserito en el trigngulo. .

18, Considera uma piramide como el salide que es andloge a un tridngulo. Lista los s0lidez que son
anidlogos a las eiguientes figuras planas: paralelegrame, rectanguls, eireulo. Enuncia un teorema de
gearmetia slida que sea andlogo al

siquisnie teorema de geometria plana: el drea de un circulo es iqual al dres de un tridngulo cuys base
tene la misma longited que e perimetro del circulo y cuys altura es el radio. : :

17. [rsenta un teorema de f:onm‘n-: que sea andlogo al siguiente teorema de geometria plana: la
“ura 2 un triangulo isdseles pasaa través del punto medin de la base. A0uE fiqura 20lida consideras
analoga g un triangulo isfeeles?

10 ezpecializacion, Froblemas
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Ls importancia de 1a geometria en 1a resa!umén de probiemas

Eunzhmr o describir hguraJ geoméatricas con quH y CIJmpi‘- tiene un lugar

'tr adicional en la ensefanza de 18 geometria plana. La importancis de estas
construcciones estd bien justificads: son muy adecusdss para familiarizar al -

principiante con las figuras geométricas, y son eminentemente apropisdas
para darle a conocer las idess pars resolver problemas. Es por esta dltima
razan por 1a gue vamons g di:3cutjr-‘cuns:truccicfnes genmétricas

‘;'me'mu algunos casos de  pensamisnto ht:Uf’l"UCﬂ g de CDmD E_]F'fﬂD]Clb

tomadu_:-o de 1a-gearnetr1'-‘. sirven para ﬂurfr.::r la es trafeg]a gwnerul

£l i}asi"uﬁ de dos Iuga; 25 geametr.tnf (mm} (aa:‘phdfn de mud i"iafn-:mah-a:

dizzovery cap. 4)

Consideremos el olngF’HTF pmtﬂwma Funafrugp n trmngulo dados sus tres

I‘.&ju.; .
snalicemos este Dtstﬂe - v
En todo problama debs hahpr Uria inc ngfd, 51 todo es una: ido, no hag nada

qug B._ zcar, nada que hacear. En nuestro prumemu la mcogmta ﬂa que estamm
buscando) 85 una Tn_, ra geométrica, un trigngulo :
Er todo problema de e haber. algo conoc zdc cﬂgo dado mamumug a 1a~, par t;a

dadas. IrJ; datos), si nada estd dada, entonces no hay nads por: la. que

pudigramaos reconocer 1a cosd requamda En nueqtro prohlpma tas datos son

tres ._Egmsﬁnhsﬁ_l.npales

. _fmalmpnte en cada prubiuma dEbP habwr una x.ondu:wn que ru:; ';f»i'que- cémo
la inc -ggnita estd relacionada caon los datos. En nuestro problema la condicidn
especifics ﬂuﬂ loztres = mpntu: dados deben ser los lados dal Triénguln

Uste;:!es -desde luego canocen Ta solucidn del problema. Sean a, b, y c las
tudes du h‘«: zegmentos dados. Tra :xmu: el cpgmpnto a con- puntow

gxtramos B y C Enbu;arm: dos. circulo
centro B g radio c. Sea A uno de sus dos puntos de interseccion. Entoces ABC
g5 &l triéngula'deseado e - S

F‘le un ejemplo a un patrdn.

‘eamos la solucidn anterior y busg uermnos’ Cdrdbterlgtlc que puedun servir

al resolver prublmﬂa semejant L33, _ L
A1 trazar el segmento a, hemos enwntrddu dos ;értices, B, yC,y sdlo:.nos
1ta por determinar.un vértice. De hecho al trazar ese segmento hemos

i ] m’nﬂlHPh—i i'Hmm—ﬂ En 'EETE BN m‘nh?—xrr;.
la incdgnita e3 un punto iel tercer 'wrhx:e del xrmnqu]n f'l—‘E}HFf"]dﬂ

Fracticy heuristics 2, Problemas - VS

s, uno con centro .C y radio b, otro con

ansfarmado el problema. pr‘opuECtD En. utro problema, equivalente a, pero
- : : _!F‘ »:\'... .




" los datos son dos puntos (B y Cy y dos longitudes (b y c);

la condicidn requiere gque el punto deseado esté a una distancia b del

punto dado C, Yy a una distancia c del punto dado B.
Esta condicion consiste de dos partes, una concerniente a b g C,la otra con ¢
"y B Mantén sélo una parte de la condicidén, abandona la otra; éen cudnto
queda determinada la incdgnita entonces, ¢dmo puede variar? Un punto del
plano que esté a la distancie b del punto C no estd completamente
‘determinado, ni- queda completamente libre: esté restringido & un lugar
[locus]; debe pertenecer pero puede noverse a lo largo de la periferia del
ulrmﬂo con centro C y radio b. E1 punto desconocido debe pertenecer a dos

Lales lugares Y se encuentra como su interseccidn.

. f'Ef'l"lblmDa aqui un patrdn, el patrén de los dos lugares, que podemos lrmtar
con alguna probahmdad de éxito al resolver problemas de cnnctrurcmn
gegrmetrica:
F’rlrnwr'u reduce el problema & la construccidn de un punto
Luego divide la condicidn en dos partes de modo que cada parte dp un lugar
para el punto desconocido; cada lugar debe ser ya sea una linea recta o un
ur‘rulo

Genaralizacidn, Espamahzacmn y Analogia. ::Tmadu de Fo]ga Mathernatics and
plzusible resconing cap. 2)

Geparalizacidn, Espec mh._acmn y a‘-‘mamgla gcurren rrecuentemente al
resalver problemas de geometria. Tomemos por ejemplo la demostracidn del
propio Euclides del teorema mas connciqo de la geometria elemental, el
teorema de Pitagoras.

1} Consideremos un trlangum rectangum con lados a, b, y c de ]os cuales C es
la hmatenum Dueremaa pirrobar gue

{4 £? = a2 + b2,

Eomn 1o sugiere el propio enunciada, construimos los cuadradoes sobre los
tres lados de nuestro trigngulo recténgulo. (figura 13

: Ar.

N

Py

T

vy s . -y
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2} Podemos descubrir la lgmente dernostracion observando s anslogis de 1a
figura gue acabamos de hacer con ls también conocida figura 2. El mismo’
trigngulo ren_tanqu]o es dividido en dos &l trazar ls alturs sobre s
h]pu’rpnls ' . .

Z) Tal vez no sea inmediato percibir 1a analogia entre las dos figuras. La
analonis puede hacerse explicita por medio de uneg generalizacidn comin de 1a
fugura 1 yde la figura 2, 1a cual esté expresada en la figura 3. En esta figura.
encontramas otra vez el mismo tridngulo recténgulo, sobre sus lados hay
dibujadas figuras qw: son gemejanies enire si pero gue de otro modo son

©arbitrariss.

'_ 41 E1 Area del ruudraun de 13 hmnfpn 153 85 2 . El 4rea de la figura irregular
obre 1a hipotenusa es ko?, donds el factor k es la razdn entre las dos éreas. . .

Se sigue de la semejanza de los tres pn.h’gonjg ohstruidos sobre los tre
dos gue las &reas son iguales a ka®, kt?, kc®. ahora, si la ecuacidn (&) e

(2]

- lad
- cierta entonces 1a sxguwm‘u es tqmbwn e: uprta
S B ke? = ka® + kb2 S -
- La ecuacian (B} constltuue una qwerah"acmn ‘del tuorema original de
Fitdgoras: si $e construyen tres pohgonrr 58 mejantes sobre 1os tres lados de -
“un tridnguls recténgulo, el dres del descrito sobre la hipotenusa s igual a

a..
‘-Hmd dP ]do ttf' 33 le h‘la Ufr‘UJ nj;:x:_ s '

._n,.l El Tmrpmﬁ general expresado en 'L'Eé,i es .n:n_n*-.-'alente no =410 al caso espacial

-~
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Atara obyio, &
ra,
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o

cial.

& & sedaria demostr d.:x

&hora, tratando de e;:p iglizar de maners Otil, buscamos un caso espec ~ial
adecuada. E] caso especial descrito enla figura 2 es un tal caso. De hecho, el
trigngulo recténgulo sobre ‘1a hipotenusa es °Pmp1:nte & los trigngulos
construidos sobre 1os otros dos lados, como es bien sahido y f&cil de ver. v
cbwiamente el érea del trigngulo completo es igusl & 1a buma de sus partes.
De esta manera gueda probado el teorema de P]tagoraa
~ E1 razonamiento anterior es eminentemente instructivo. Un C8S0 es
'ins:tructiva ¢i podemas aprender de &1 algo apﬁcable g otros casos, Y es més
instructivo entre més amplic sea el rango de aplicaciones posibles. Del.
gjemple anterior podemos aprender g1 uso de las operaciones mentales
fundamentales como la generalizacion, 1a especializacidn y la percepcidn de
analogias. Tal vez no haya descubrimienta ys sea en mateméticas

-

elemnentales o avanzadas que se pueds hacer sin estas operaciones,
especialmente sin analogia.

El ejemplo anterior muestra como podemos ascender por generalizacion dp un
caso especial, como el representado en la figura 1, @ un caso més general
somo el representado en 1a figura 3, y re-descender por especializacidn a un
cazo anglogo, como el de 1a figura 2. Esto muestra el caso, tan sorprendente
para ] principiante que el caso general puede ser ldgicamente equivalente a

. un caso especial. Nuestro ejemplo muestra, de manera ingenua y sugestiva,
camo la generalizacidn la especializacién y la anslogia se combinan de
manera natural en el esfuerzo para obtener 1a solucidn deseada. Observa que
zg requiere =dlo un minimo de conocimiento preliminar para entender
completamente gl razonamiento anterior.

Super i}ﬂSitifiﬂ {adaptado de Palya: Mathematical dizcovery cap. 4)

&Lo haz visto antes? ' '

{1} Seguremente conocen la demostracidn del siguients teorema de

geometria: E1 angule eo-en el centro de un circulo es el dnble_del angulo J3

inscrito en la circunferencia que subtiende el mloma arco.” La demostraci_én

procede en'dos pasos. : g - o

{2) Hay una situacian especial mas ac cealtle- si uno de 103 ladas del &ngulo

inscrito enla circunferencia es un didmetro, el dngulo g3 cbviamente la suma

de h:vs dos &dngulos de un trigngulo i.ss__:j:.l,..lee, tUa dos son 1ngle 4 uno es

- el angulo inscrito r Esto pruebs la ec Lac n deseada, para la situacidn
cial. ‘

pec

(17
( El

&

o = 20
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e

Estas dos ecuaciones son ciert:

|||:,3

EE 1os
athru La cr,lm_.mn_ rw*tr ida nmenmnme 13 5:«1wwn completa g sin )

Practics heuristics 2, Problemas ' 2.5

/"‘-.r—_%?_—&"x ~
. 4 lﬁ. t‘\; .
4 : u:\‘ ' ‘\?“-5
l'f H \‘
| \ 1
| Y ‘
Y 3N\ Y
5 F ‘\i\

{3} &hora ya no tenemos 1a situacidn especial, podemos sin embargo trazar un

digmetro (la linea punteada) a travds del vértice ‘del &ngulo inscrito, y
entonces la situacion parhcular aparece ‘dos veces en la figura. DE"Fr‘lhﬁmOD :
gsta situacion con las dos ecuaciones : ‘ :
' o = 4‘[’: : qc,'z 207

i
3

:
mu’u:ns y con- }uu r.w gt rafa gl
.r_'l

4 Sy .1"'\ - : li 1\\
< N v k! : N, . .
{l’.'f // v .lé»': '.]vl“:,. .‘ 5"-:,.".' ) . / . x\,' \
! R S P .
NN SR B\
: ] . X R
\ N O W \s *\,; )
S SN ", R L L R
\\ : o -"'} . : : .l"} /y
I S o~ T

, wewt, B = fop
E;I_Jr‘r‘sar'ujrx 0 re: ztando las dog ecuaciones ya 'eatablecidasfahtenenm:—:
Lt = l]'_'; +lJ g, t‘l"_. :._'.]J ﬁ.:';" ‘ R _
ti vamente; 10 que prueba el teorema deseado en Turmu generul-.

o= o +|‘f’ | ﬁ~.= 13'+]3“ ,_,- '~!] o

_|“|

\“.‘-

(4] 'Lr solic ian ruestra el Figuiente pafrnn &n gl qu:ﬁ el ‘resultado se DDUEHE’

Uerts de""x'nﬂr un t’-aqn -parﬂr*ularrnpnfp acce

Frimerao, tuyimos £ sible , . un
situacidn especial, y di'mc«s: una so luc idh bien adapfuda pera restri nguja a
ta situacidn especial ;D combinanda casos particulares a- gue sg




Introduzcamos dos términos que subrayan ciertas caracteristicas de este
patrdon. Bl primer paso trats con un caso particular que no es s
egpecialmente accesible, sino especialemente atil, podemos
apropiada llamario el caso particular conductor: indica el camino a ]a
solucidn general. E1 segundo paso combina 1os casos particulares. sSumarmos y
restarmos las ecuaciones que tratan los caso particulares para obtener la
prueba en g‘eneral. Llamaremos & este tipo de operacidn algebraica
-superposicion. Podemos utilizar los términos introducidos para bosgquejar un
patrén: Empezando con una situacidn especial conductora obtenemos 1la
snlucion general por superposicidn de casos particulares.

Extendiendo el alcance (adaptado de Pélya: Mathernatical dicovery cap. e;

E1 lugar para un objeto general,

Detras de varioz problemas podemos percibir una r“1’(1.1‘:11:10:'1 general. La

incagnita de un, problema es % La condicidn del problema se separa en n

ciausulas que podemos edpresar por uh sistema de condiciones: '

Cy e, Colxd, ..., Culx) ,

Anuellos objetos ¥ gue satisfacen 1a primera clausula, expresada por la

primera condicidn forma un cierton conjunto que llamaremos el primer lugar

Tlocusl. Los objetos que satisfacen la segunda condicidn forman el segundo

lugar, . .., los objetos que satisfacien 1a dltima ciadusula forman el n-ésimo

tugar. E1 objeto ® gue resuelve el pmmpma propuesto debe eati;fac@r 1a
condicidn completa, es decir todas las clausulas de la condicidn, Yy por tanto
defbe pertenecer a lodos 1oz lugare\ Por otra parie, cualguier Dtl]F'tD 4 ogue

pertenezea simultaneamente atodos 1os n lugares satisface las n clausulas g

de este modo la condh:i.én completa y es por tanto una solucidan del problema

resuelto. En breve, la interseccidn de los n lugares constituye &1 conjunta de
soluciones, esto es, el conjunto de todos los objetos gque sstisfacen la
condicidn del problema propuesto.

Esto sugiers una amplia generalizacidn del patrdn de los dos lugares, un
e3guema que puede funcionar en una variedad i.na'gatamp de casos, puede .
resolver casi cualquier problema: primera, divide 1a condicidn en claugula,
apropiadas, luego forma los lugares correspondientes & las diferentes
clausulas, finalmente encuentira 1a solucidn tnmando 1a interseccidn de la
lugares. :
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