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A 1 f i n i o F l ore~: P e Fi a f i e l 
CJ?ntro d~? lnYJ?stiq.:,o)i.:On .;.n t-t"t.;.m.5tk<3s .• Guan<3 juatc•, Gto. 

Cco·ntroJ,je lectura de: Polyi:~, G. C6rno Qlantear ~ re!30lver Qrotdernas. Trill;%? 
1 'j7:;_ 

1) En uncia ]iB cuatro feses parare:::olver un problema. 

2) Da un ejer-r1p1o· ,jonde quede clar-a ls irnportencia de entenaer el problema 

3) ;~:Clue sugeh3ncias se pueden hacsr al alurnno para aywd;3rlo a cornpren,jer el 
prc:t1 1erna? (A 1 rnenos 4) 

4) .~.C6rno sutnjivide Pol~~a e!;ta prirnera ff1Se-entender e1 problema? .~cu81 
- .-. a 1 o· ......... p,~ ,-.1· + 0 d .. ,.., ,.:..,,,.-j ,.., t ·=-p~j? e.:r ,_.! . I l_l j.;:. £. c: :..--1~ """'l· IJ _I.J I • ·~ 

t:;: ·O-::.•-- -.. -,-1.- l'n·=- 1-leo ]·-.-.· ,-.1.91'1·ont_i=!c r-!•g·-,,..o;~~~~:=lr· l-l~j tn-• P.j.At...,..n]fJ l-IP. l'n· prcbJa··-r-1·::. . . _l} 1 U! ;j l_.1jwij .ii U _;w; Jj.~ ~~ .i ,_. ,_..._, -:11_-ir t:i ,_.lt~IUQ- jl !.All._. ... '..I' l!}J ll.""" l..l I ·-l I..J 

~- ~ .-.-. .-. 1 -.I l '"' 1 J·-j ·.-.1'1"1 .,.,t_u .-, c·l· .-j -~I 'ljl-l u .-j· '.-. n t A ·r~ IU .-. r·-] n. p ij I G e. i l_.t l_J ; 1 .:~ ~~ .d C.·t. l..• j . •J I 1...1 !:1 ·~ j ~ 1 !;;. - -· I c . - . 

a) .~.Cu;§l es la inc6~dnita'? ~~Cuales son lo::: dat6:::·? (.Cual es la condici6n? 
t•) dibiJ_jar una fi!~un:~· relacioni:J!j~· . 
c)intrclljucir una notaci6n adecua,ja 

. , ' . . 

7) Para Cf11ja inciso 1ja un ejerrwlo de un problema que pue,ja :;er.resue1to 
pen:::an,jo en un prob 1-etT!i:J re laci onado 
a) con un pr-oblemi~ rnf!s accesib1e 
t,) un prot, lerna rni§s genera 1 
r' ... I"" r~r-1'1 b 1 P.tl-1"" "n·~ ~::: p·=ort i ,~, l1 6 ( -·l .U I i--" - -· 1 U l~ ~~.'- '...1 . •-·'· . 

1j) un prob lerna ani§ logo 
e) re::::olvier11jo parte del problerna .,, 
f) quitan,do ur!i~ par-te ,je 1 a condi ci 6n 

Ei) .. ~.,cual es el.a:;_pecto rni§s irnpbrtente dela L:ise ejecuci6n del plan·? 

9) Enuncia a1 rnenos tres pr-eguntas con las cuales e1 a1urnno pue,je aprO'·iectia( 
tT1ejor la vision retrospecti\'tl. 
1,~ . ., I'• ;~ ,, n ::.; ,-. rr-· n 1 ·1 p ·'1·-·'1 r·"~ d '"' • "~"" -:1 P. ::. 11·=- .-. I·-)~/ ,_.'!~ ·-~'I ._. J e. ... It-' I:_ !_.I u _.!_. ..... !... .. ! .. ~;::!_; !.:.. -· ._. i I u.::. 

. ·, '· 

.,; . 



1) r:.Cu;§JJ es el papel del maestro en la soluci6n 1je protllemas? 

2) .:. ~·~e que rnanera puede er maestro orientar? 

3) .~.Clue ti po de preguntas debe hacer e 1 maestro? 

4) .~c6mo puede estimular a los alurnnos? 

5) .~.C6rno puede servir de modeio? 

.. 
6) .:.c:ue es un problema? Da un ejernplo de un problema. 

7) .~.Por que es irnportente resolver problemes? 

..... 
L 



Fe::uel\·'8 los siquientes problemas t·,aciendo e:":pHcitas la~:: cuatro fases 
suQeri,jas por Polya para reso1\,.er un problema. 

1. E~i un .tetrae,jro (que· no necesarh:Jrnente e:3 reQU1ar) . .- dos aristas opue~3tas 
tienen li:J mi:::rnEI longitt~,j a y son perpendiculEires entre sf. A su vez son 
perperpjj culares a una 1 J nefJ de 1 ongituq b que une sus puntos medi os. E~<presa 
e 1 vo 1 umende 1 tetrae,jro en terrni nos de a y b y pruetli:J tu respuestt~. 

2. Ccrnsidera las siquiente·s cuatro proposiciones, que no necesariamente son - .. ·. . .. . -
ciert;:Js. 

i. ~3i un pol fgono inscrlto en un cfrculo es equilMero entonces t~rnttien es 
equiengul ar. 

2. ·si un poligono inscrito en un cfrc,~Jlo es equiangular, entonces tarnbien 
es equilatero. 

3. Si un polfgono circ:unscrito alreljedor de un cfrcu1o es equilatero, 
;:, ·r1 f. "Jf"••~ P.·- t ""'"1tJ i .s t1 c,.-. n I" 111. :::.nnL'1 :=.r . 1',:; J_J_; fl_._,,:; 1...J(( !I.J.J :_,,:J ~~wi !...J ~-~ 4 1..J o 

4. ~;; un pol fgono circ:unscrito e1re,jedor ,je un cfrcu1o es equiangular .. , 
entonces tarntti en. es equi 1 atero. 

A) Lll cuales ,je las cuatro proposiciones son ciertas !d cuedes son faJsas, 
,j;:mdo una pruet'e de tu afirmeci 6n en cad a caso. 
e) ~;i en vez de po lfgon,)s genera 1es, s6lo consi ,jerarhos cue,jrilateros, cu61 e~:; 

, ;je lflS. clmtro proposiciones son ciertes !d cuales son fa1sas? lV si 
- - ·- - 1 -; - -- ·- - -.. - 1 - r: a t :::.' - - -- J-.; :_:urr:;il. .. !:!t mnu::. ::;CuJ 1-l·~n .• oqunu::.! 

A1 responder a B) .. pUe,je:3 enunciar conjetun:ts, pero prueba tanto como puedas. · 
:J :3epara cl an:Jmente 1 o que est;j ,jernostra_,~o ,je 1 o que no est a . 

. ). Pan:J enun1en3r li.Js pa!~inas de un J,ibro grueso ei irnpr~e~:;or u:::6 1890 df!~it6::; . 

. ~.cu&nti%·paginas tiene _e1libro? 
·'··'· ·. 

4. Deterrnina m de modo que Ja ecuaci6n en H 
. · H4 -(3m + 2)H2 + m2 = 0 .. 

tenQo cuotro rofces rea1es en pro!~resi6n arftrnetico. , . 

5. :3e:sn C\., B, 't los angulos de un trH1ngulo. Demuestra que 
.~8t1 ·o +..-.on~+ sr-·n .. - 4' ,-.,],... {o· l··)"ic"·,-,.-. {1:>1/")J' ..... ,-,c- { . .j""!'j .:I . 1,. • ...,. . : .:a:_, J..i c- ~· - '.J' ·=' ... 1·n' L..; 1,.. ·=· \1- 1\ L . I_. - ._, .... ~·-· L) .• 

·:·:-,,..,_ ··:•~-· + •::-·-·t1 '),:,• + C·Act~·, .'::o'u· 
·-•C::Il -'-'-.1.,.· •JlJ L-- v-· .~...... 4 ,-.,-·t' ., r--H- '"I p ,~.-" , = ·=·~ I I) ... -:- -:'·I , .. 1 -OC-11 '( 

II 

~:l 

3 

--·:···. 



1 = 1 
2+3+4=1+6 

5 + 6 + 7 + 6 + 9 = 6 + 27 
1 t.:_; + I 1 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 = 27 + 64 

A::!i ··nne le reg1 a genen:d sugeri de por estos e jernp 1 os, expresal a en una 
no t.:ci 6n rnatemat Ica ;:pjecua,ja, y prueba 1 a. 

7. Una prirnera esfera tiene el rc11jio r1. Alre!je,jor de esta esfera circunscribe 
un tetrae1jro regular. Alrededor de este tetae,jro circunscribe una segunda 
s::fsr;3 de radio r2. Alre,jedor de esta segunda e:::fera circunscrit1e un cubo·. 
'·~~--,-'ad.-.~- dol ,., 11-,o r.1· rcJ•n,-.r.r-1· bP. IJna tArr·P.t-"" e,..·fP.t-~t:l dA r""'di o r ~='ncw~nt r:::. l·a·-· H11 c..J,_.U'-'1 U'-'1 l_.,l,.iU J .. i ..';)_. _. .. -· ~-· U ::J _. I _. ~~ 3•- -· .. U I .j 

Pr•)t:lem•jS 1 -7 torn:Jdos de PoliJ8 G.; Kilpatrick, .J. The Stanfon:l ~'1athematics Problem Book. 
Te•:tcher:::: Col1e9e Pres3, 1974. p. 5-7. 

::;. ~;ean a .. b, .c .. d numeros racionales y x un mknero irracional tales que 
;:;~ + ,j.;;: 0. Prueba que (a:~+ b)/ (c:~: + d) es irracional si y s61o si ad.;;: be. 

9. Desigualdci!J 1je Chebist-l8V. ~;ean 
n(Jmeros real es .. Prueba que 

n n n 

(): ai) (:l: b~) i n _! aj bj 
i = 1 k= 1 J = 1 

!d que la iW!al,jad se obtiene si ~d s61o si ya sea a1 =an 6 b1 = br.

[~::u:]grencia: Primero prueba que 

n n 
0 1 I 2: ( ai - a~)(bj - bk).] 

j =I k= 1 . 

l · -. - '! c 1· " t: 1 "':... r- .... 1'1 r ~ ·"' r-·"1 .-. r·"' -1 - .-. - r~ t - n ~ - - ')" 111 • ,;! + u-::· 4 v u < r '' + 11 '" 1: 1.- -·.). tl, ·-' r·., d ,:,:_, I II_ fl':: ,_,,:. i::l:::l l:;!.:;r, 1:! t_U Lt!::; ._,...,::J :i "'- ._.-, ····~ _ ,,.., :j)"·. Jtli:::l 

cc:r11dici6n nec:3saria !d sufici.ente pi:Jnl la igua1di:Jtd es que ~-< = !J 
t<) :=;i a > 0, b > 0 y a + t' = 1, entonce::; (a + 1/ a)2 + (b + l /b_F ~ 25/2 .~ Cu6n:do 
II-'- 1- 1' llj-ll'- j ,-, 'I;:! 1:! ! ::1 • !:;~. iJ' Ltll ( 

4 T.; 11.;-t- prob 1.;om ;::: 



FF.:CBLHtt.,:3 2 

1. Di3ijas tr% lfnei:JS rec:tas (infinitas), construye un cfrculo que toque a la 1jos 
prirnenis y tenga su centro en l a tercera 1fnea. 

2. Da~ja:; dos lfneas rectas infinita::; que se intersectan y un segrnento de 
ionQitud r, contstruye un cfrculo de radio r que toque a las 1jos rectEJs. 

3. C.cn::;tru~de un drculo, dclljo un punto sot1re 81, una lfnea tangente a 81, y su 
n:pjj t). 

4. Tres faros son '·lisibles ·de:;1je un barco; sus pos1c1ones en el mapa son 
conoci1ja::; y los angulos entre lo:3 rayos de luz que provienen de ellosJran sido 
n·reji dos. Encuentre 1 a posi ci 6n de 1 t1arco en e 1 mapa. 

5. Dentro 1je un cfn:ulo da1jo, describe tres .. cfrculos i!~uales de mo,jo que cada 
. ~-~no tc:que a los otros ,jos y tarnbien al primer Cfrculo. 

6. Dentro de t_m triangulo de11jo, encueritra tjn punto desde el cua11os tres ledos 
:3e ven bajo e1 rnisrno 6ngu1o. 

7. Trisecta e1 6r-8f: ,je un triangul.o da,jo_ Esto es, 1jebes 1oc41izar un punto X 
~~entro dei triangulo .6ABC de .modo que los tr~lengulos .t;;mc, .6XAB, y .6X.AB 
ten!}3n 1a rnisrna i§reEL · · 
't"~+P.r··l ·::onl·-~ P+"l'"~ -r·,·:cr'+~ rjA 1a (;f"lfJl•.~1·,~ii::l!l FfJ:;.Fit~l'jni:l'"'lF! t-Jt:t•a f"·.art"" -::1· ·=·o'JrJ ""I'! ''"I'Pii11i?. •1UF! 'r-.:.·~ f-rea:=-c-._.1,_. 1..·- 1_ -.+_. ;-•i''- '·-· . ._..a. • OJ"- ~J ._. : .. '· '-· ...-........ •- ,_.. ...,._ I J:''- ·~·~ '1.../ . ..; -../.• •JU • ~ ""1 _, •...1·.- '..I _.tV_ 

:de do~; de esto::; tri;§f!iJUlo::; deben de serit~uales, l.cual es el lugar geometrieode :~? La re:::puesta a esta 
prerJunta te puede ;::orid,jei r ala solti;~ibo., pero haiJ tambien ~:~tros cami no:3.] · · 

',:M,, ... 

5 ·-
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Not.:Ici6n. Al tratar con un trian!JUlo, es conveniente usar la si:~uiente notacion: 

A B c vertices 
a b c lados 
c~~ ~ y angulos 
,_ 
rj ··-·~ 1\ he alturas 

rn. mt me rnedianas 
.;j 

,j'~': df, dy bisectrices ,je los angulos 

R radto del cfrculo circunscrito 
r radio del cfrculo inscrito 

~3e entiende que al lado a esta opuesto al angulo, cuyo vertice se el punto A 
que e::: el e~~tremo com(in de las tres 1 fneas h4 , rna, dct. De acuerdo con la 
costumbre .. a denota al lado (un segrnento de recta), como a la lon!]itu,j de la 
recta.: el lector debe inferir de1 contexte cual es el sfgnificado que debe set-. 
La misma arnbigOedad es inrierente en los sfmbolos b, c, ha, ... d •. t, F.~, r. 

I 

Us;:Jremos esta notaci6n aunque es cuestionable. . 
E1 problema "Triangu16 de a, b, c" significa desde luego, "construye un 
trian!;JUlo dados a, b, c". Observa que tal vez no hay soluci6n (la figura que 
Si::t i :::face 1 a condi cion propuesta puede no exi stir): si 1 os datos se escogen de 
manera inconvemiente.: por ejemplo, no e:,~iste un triangulo con los Jados dados 
a, b .. c .. , si a > b +c. E:,~perirnenta prirnero con datos para los cuales lf1 figura 
requerida pueda e;<istir. 

Triangulo de a .. b, m.,.. 

5 Tri ;§ngu1 o ,je a, Cl.., r. 
[EE>ten s61o una parte de la c:ondid6n .. at)andona 1a otra. pa1te no tomes en 

cuenta r.. pen rnanten a y ct; t...cual e:; el lugar !~eornetrico ,jel centro ,jel 
cfrculo inscrito'?J 



.. : .. 

12 CQnstruye un pfwa lel o~;,warno dfnjo:~: uno de :::us ·1 atjos y dos di agona 1 e::;. 

par-a1elos. 

-~·· ~-. 

1 • ,-.. -. ·-· .~" ,-, - 1 n .~ .- j. _., 1·!. + · ·-o ·j .- j -.,.... ,.... • ,.... · .- + ~- 1·- .-l .:: .~ ~ b ~ j • ·-1- -~ ~ • · 
! 4 -i.--Ui!·:•'-1 i_~yl:! J I a_.l_J,jl t 1 th8i • • ijl !_a.::o -:nb CUdu U aja.JUp •j, ,. IJ, I .• !:J l:! tH1gUIO ~ 

forrn;:njo por los l;:pjos opuesto::: i:J !d c.-[Esta e::: una genera1izaci6n del protl1ema 
13 dor11je ~ = C.J 

15 Tr-iangulo ,je a .. t1 + c; o: .. 
[Asegurate de usar todos los ,jato::: erl1a fi!~ura. i:.Cu;§l es el 1ugar corredo 
para t1 + c ?] 

17 TrJ;§_n!~ulo de a+ b+~ c:, t-,.a, o:. 

[Sirnetrfa:a q c (no dfnjos) iueqan papeles intercatntdables.l .... ~ - . 

7 
--- ----------·~-·· 



1) Consi,jera la siguiente tatila: 

I = 0 + 1 
2+3+4=1+8 
5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 8 + 27 
1 0 + 1 1 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 = 27 + 64 

· Averi,~ua la l8!d sugerida por estos ejernplos, e:=·~presala con una notaci6n 
;,:,eternatica adecuada y dernuestrale. 

2) Ct,serv;:J 1 os Vi::l 1 ores de 1 as sumas sucesi vas: 

3) ot,:;er...'a 1 os val ores ,je 1 as sumas consecut i vas: 

1 • + -=: 1 + ,..., + 0 ~/ 1 + tl- + 2~1 + {:.,4· ,1 '-.• 0 k- 1 ._., ••• 



Pr,~:::tice 1je c6rno ensei1ar a resolver problerncr3 

1) '../ar-iaci6n del problema 
E>::isten ciertos proce,jirnientos particularrnente utiles para variar el 
prot:lerna .. como por ejemplo, el referirse ale definicion, descomponer y 
reeomponer el problem~.· introducir elementos ~uxili~res, uti.lizar 
r;·1e1jios como le generalizllc16n, la particulerizac16n y el ernpleo de la 
tlnalogf~. 
Jlu::;tra c6(no se pue,jen utilizer cinco de estcis procedirnientos para concetdr 
un pltm para re:::ol\ .. er un problema. (Puedes ilu:3trar con cinco. problerm1s 
,jiferentes). · 

2) Escog·e un "problema por derno:::tn3t". Gufa a lo:3 alurr!nos para uti1izar lers 
si !~Ui entes preguntas y sug~renci as para r-8:3·o l verl o (derno:;trarl o): 
,~.Cua1 e::; hi p6te::;i:3? l.Cual es la c:pncl usibn? · 
Dt ~:ti na ue hls dh··e n::Js partes de l a hi p6tesi :3. 

Encue~tra la relacibn entre la hi potesis 'J 1a conclusion. 
t·'Ji r.i bien la eonc:lu::d6n_. Tn:Jt~ de pen:::ar en ;:Jl~JlJn. teorema que sea familiar y ~~ue ten'}:i la misma 
c:enc:1u::don o una :;,i mi1ar. . . 
Co n::;e Pia sb 1 o una parte de 1 a hi potesi s) de.sca rta 1 a ot ra parte; l. si 9 ue si e ndo val ida 1 a co nc 1 u:::i 6_ n ? 
6 Podda:3 deduci r de la hi potesis alg{m elemento util?; 6 podri'as pensar en otra hi pOtesis de la cual 
~~udier:j:3 deduci r facil mente la conclusi6n?; 6 podrfas cambiar la hi pbte:~i:3o 1:3 conclusion o las dos si 
e~: nec:e:3arjo_,,de modo que 1a nueva, hipOtesis 'J la nue,ia conclusion eshi\~i.e.3en mas relac;ionados entre 
d? 

. - . 

.~.Has emp!eado la hi pOtesis completa? 
: ~ ·- . 

·-
3) En un problema ilustra· oe la manera mas cornpleta posib1e las cuetro 
etap;3s sug~r{das porl Polya.para reso!verlo . 

. ( 1 Comprender e1 problem::J. 2 Concebi r un plan. 3 Ejecuci6n del ph1r1. 4 exami nar l::J sol uci6n 

... .:~·- . 
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Pr6cti ca de pro cedi mi entos···heurf sti cos 

1 ::. t:u:::c.~ un pft·,:,n 
:;::) ~>it.uj.:t IJrt.a fiqm·.a 
3) F•:.r·rnul.;:, un problem.~ equi··..-alentt
{; r·--1odifi:::.a el problt-fil.j 
:S) E:::;::i)'jt- noho::;i6n efediv.':l 
t. ~~; Apt·o··l~?,::h.:t 1-:t sirne~r1a 

:{} Tnb.:tj.;:, hao::i.a <J~ni:: 
:3) Ar-o;JU'~ t- por ·~ontr.;:,dicci6n 
1 !]) F'.:-rsi·~u>? h p.;:,rid-3d 
11) Consider.:, ca:::Q::: t-::dremos 
12) G~ner~liz.a 

1) Susca un p~tron 
f;j(.:1 empezar a ani:di:ar uh problema podernos adquirir un sentido del. 
prob 1 em a con• . .Jencieridonos de 1 ~ p 1 ausi bil i dacl de 1 resul tado. Esto se puede 
rlaC_er: e:=<arninando los ca::;os. particuiares rnas inmediatos. CuarldO se efectua 
e:;ta e:=-=:ploraci6n de rnanera sistematica, pue,jen surgir patrones que sugieran 
i ,jeas para atac;:;r_e 1 prob 1 erncL .. 

~· ~. . 

i _ 1 G Cuantos subcon t untos se pueden f ormar coil un coni unto de n e.l ementos? 
- •.. .· . ,; . . :'<·· . 

. . . 

Soluc16n · t _ E:=<i§r·ninemos que pasa cuando ·eJ. con _junto tiene 0, 1 .. 2~. 3 .. 
,~ 1 ° t-,.-. 0 t"l t ,,-, ·:· L1 U" ·:· r·~·:·' l 1+ :; d· 0 ·:· ·~ ,-. t"(i! !j P. .~ ·l' r:-d t1 ~ t"! 1 :-j -::-.;I~ U' 0 n! t 0 t ,:-, 0' 1··· C a.;,;.,11•_. _:...;o.J. _. -...;t J l .. w . ..; wi::!. _..;:z • . ._, ,, • .,~t iw ._. t...; .a~ 

. . . . ... ·. . ' ·:.- . . 

)(1 

. ,(,i' 

.. ~3 .. {::.::1} 

.(J_.{x1}){x2}{x1 x:i::J .. 

~?·.~ t<1}; {x2}J {>~1·;·;~2·} .. 

;,.-

.... 
L. 

4 

Nue:::tro prop6si.to 61. construir J;~ tatda no e·s :;cllo verificar e.l re::;ultado, :;ino 
t3rntd8n buscar patrone::: quepuedi:!n SU!Jerir c6rno pnJcetjer en el caso generaL 
Ad que tratarnos ,je ser lo rn;~s sisternati1~:o ptJsitd·e. En este ca:;o, notfl que 
Pi3J~:~ t! .:= 3_, 1i::::tarnos primero los :3UttCOn_junto:; de {>q, x2, x3 }, !d ]U8!JO en la 

. . . . 

:38!jUrllja ] fnea_. CiJda UnO 1j8 e::;to:; SULII::OnjunttjS ·oJJn1entado COn eJ elernento x3. 

Est.a e::; la c1a\'8 que nos permite pasar a va1ores ffii:Jyores de n: Por ejemp16, 
par-a n = 4_- los subconjuntos de S ::: {>q .• x2_. :<:3 .. x4'} son los B subconjuntos de 

(rnostn11jo::; en la ti3tda) junto con B sutn::onjunto::: que ::;e obtienen al ;3fif11jir x4 a 
-.. -.. -!.- •. ,·.- .-1,- ·-··'t -..-. ,-.,l~c -.. -.• -,; ·-t,-.-. ··E.~~--.~ 1;::: .~ .. ,h-··- -~·. -+. ,-.. -.- -,.-.+.;+.J!Icr· t_- -1-.-. '! -,-. 
L G l_pj u I p_l u i::! i:!-::· ·-'-··=· ·="- LIIJl_lj i jut l - ._L:;.. .:;. l u ·=· . ,_, ·="-• L 1_. ,Jfl_ UtI'-,]·=· '-· u r. ·=·,_I I.'- .j ·-·•! I_II.J 1_1 ·=· !_!.:: •. 

f"i;_-1:-_-:;, ~-~ 11 ~_::=_; ·=·ilh,-·n•··; 1 't"!T .-1':· ["iP. P.·=·+ a :,---,._-·1_!_ltJ-il_-,_ .• !_,., .. , 1·r·r.; 1· p···t ,-, ,_-:,_-;,·-, .:::1 P. 1, r._-:,··,,··,r:_-.r·lt_t-_t:=: +; P.t-··c. -~4 .... ·-•- L'•-·-IIJ··~ ·'-·-•. · -· _ . ._,,_,_. 1 -·-'11. --til .. •- , - ...... t.l-· 1•-· ~ 
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::·t;~~co.n junto::;. Una pruet1a s2nci l1 a por i r11jucci 6n rr.atemat i ca ~;e pue,je hacer 
ba::aoa en esta j,jea. 

Solucion 2. IJtra forma de pr-esentar la idea de la soluci6n anterior es la 
::;i!~uiente. Para cada n, denota por An el n(irnero de subconjuntos de un con junto 

de n e l ernentos. Sea S un con junto con n + 1 elementos !J sea :~ uno de su:3 
e1ernento:::. Ha~J una corresporlljencia biyectiva entre los ~:ubconjuntos ;je S que 
no contienen a :=< y aquel1os sut11:::onjuntos que lo contienen (al subconjunto T 
que no contiene ;,: se le asocia el conjunto T u hd) Par lo tanto el numero de 
suconjuntos de un conjunto con n + 1 elementos es el doble que el numero de 
~.ubconjuntos 1je un conju_nto con n elementos, por lo tanto An+l = 2 A

0
. 

Cornbinando esta f6rrnula recursive con el hecho que A0 = 1 implica que 
,, - .r:•n 
,u,n-..:.. . 

Solucion 3. Citra forma sistematica de contar Jo:3 subconjuntos se puede 
realizar construyendo un arbol. Se rnuestra el arbol para el caso n = 3 con 
::; = {a_. b, c} 

I 
/ 

/ 
'I 
\ 

\ 

\ 
\ 
\ a 

{a b d . } ·' . 

{a .. c} 

{a} 

{b} 

{c} 

fi 

C31ja rarna ,jeJ i§rbol correspor11je a un subconjunto di:.::tinto de S. La barra :;obre 
e1 elernento ir·njica que no estj§ inclufdo en-el subconjunto correspon,jiente. El 
i~rbol se constnJ!d8 en tres- etapas, corre~3pon1jiente:; ·a ca!]a elernento de S. 
C:J,ja elemento ,je S conduc-e a dos positdJi,jades, o esH1 incluf,jo en el 

- --••'-······r·J·'·f·T'- 0 f-.. ~. -,-. .:..:;,. Y o·-·T· d-.-. Jj'''~ l-,~,.~].lj"f·la'~ o···•·O.n rcnra•~,~r,+;::.ri,::..-. nnr ,-inc· !;,ULI!_.u J d 1 .u ''-' t!.:;;l•~_. ...... :, .· ~ ._,.:; ,~;~... ._ . .:;; ·-··=f~_,_,,! • '-"f-'' !_,~e,lli..J•~i..J-":J i-''-'1 :-i•..J·..J 

· t";:!r·n;:Js. Conf_,)tTne :;e consi,jera c;:nja elernento .. el ni.lmero de rarr1as se duplica. 
A:.::f p;sra un con_iunto con tre:; elernento:; el arbol tiene 2 :=<: 2 ;< 2 = 13 ramer::. 
F'ara un conjunto conn elementos el n(irnero ,je rarnas e:; 2n. 

12 



<) 

SoJucion 4. Enurnerernos los subconjuhto::; ,je acuenjo con su cardinali1jad. 
F'~;r ejernplo para ~3; {a_. t1, c} los :.::uc'~',D.junto::; son: 

W1mer-o de t-lemento::: 
() 

.) 

4 

£i 
·-l f "l . \ fj"l 
{ijf 1 tbi_,{CJ 1 1.1J . . 
{al b} .. {a .. cL {a, d}_. {b, c} {b, d}, {c, d} 
{a_ .. b, c}, {a, b, dL {;3_. c, d}, {b, c, d} 
Jij- ·b· c d"t 
J.. . ./.. ·'·· } J 

~l!:irnero de sub con juntos 

1 
4 
6 
4 

Nota que;:para el reng16n conk elernentos el n(Jmero de subconjunto::; es · 

.. .... 

Entonc·es el m1mero de subconjuntos de S es n . . . 
v ..-n·, 
L (k) 
k=O 

V porel teorerna del tlinomio 
n 
"- l n \ _ 00 L I I· J - ~ 

'•,, r=" ... ,a', 

1::=0 . 

de donde se tiene el resu1tsdo. 

So1ucion 5. Otra forma sistematica ;je contar los .subconjuntos puede ser 
· su!~er-i da por 1 a si!~Ui ente tab·J a: 
~3ubconjunto Triple.ta N1J_(qero binario NtJrnero 1jecirnal 

0 

{x:::} 

{x2} 

{::-:: 2 •1 ;.::3 '-J 

{>::1} 

{)~ 1 } x::: "\ 
.I 

h1 .• x2 
., 
l 

{::<1 J x2) v~ ..... :, } 

(0 •.. 0 . . ~. 
0) 

'() 0 
\. ~ i ·' 1) 
1.-. 

1 ·"·· 1,_1.), .. V} 
···y l,,l_._, 1,.J) 
( 1 I 0, 0) 
{ 1 0 1 ) ' I ·' 

( 1 1, 0} I .• 

( 1 } 1 .. 1) 

0 
1 

10 

1 1 
100. 

101 

1 10 

1 1 1 

0 

..... 
L 

3 

4 

5 ... 
·c 

6 
7 

... F':::r->3 enten~jer- el patr6n en .e:::ta. tatda, nota que la triplet:: en c;:J,ja caso e:::t;§ 
!j;:;cla por l;:J funci6n c;sr.:::cter:ietic::J 1je Cfiij;:J subconjunto. E:;pecfficarnente, :::i A 
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e~:; un sut,conjunto ,jeSse ,jefine la funci6n can:::cterfstica CA de A como 

.CA(:=<;) = 1 si :~; e:::Hl en A 

CA(::.:1) = 1 si X; no esta en A 

De est a f orrna podemos asoci ar a c;:uja sutu:::on junto de A con una n-ada de 0 y 
I. lgua:Jrnente a cada n-ada le corresponde un (mico subconjunto deS. De modo 
Q'J8 el numero de subconjuntos deS es igual al m~mero de n-adas de 0 y 1. Este 
u~t.imo conjunto esta obviamente en correspondencia biyectiva con los 
nf~meros binarios no negativos menores que 2°. De modo que a cada entero no 
negativo- menor que 2n le corresponde e~<actamente un. subconjunto y 
conversamente. Por tanto el nr.lmero de suconjuntos deS es 2n. · 

Problema. 
1.5 PrrJeba que se ptfede hacer una lista de todos los subconjuntos de un 
conjunto S de modo que: 
i) el conjunto vacfo es el primero en la lista 
ii) ca,ja suconjunto aparece e:=<:actamente una vez, y 
iii) cad a subcon junto en 1 a 1 i st. a se obti ene ya sea aFicuji en do un e 1emento a 1 
subconjunto precedente o e1iminando un elemento del conjunto precedente. 

3) Formula un problema equivajente 

La recomen,jaci6n de esta secci6n es tratar de reforrnular el problema en urii.~ 
forma equiva1ente pero mas senci11a. Hard que usar la irnaginaci6n y la 
creatividad. Algunas tecnicas comunes de refo.rmulaci6n- involucran 
manipuh:Jci6n algebraica o trigonometrica, sustituci6n o cambia de variable, 
usc; de correspondencias uno a uno, y reinte;pretaci6n en terminos del 
lenguaje de otra materia (algebra_. geometrfa, ana1isis, combinatoria etc.) 

3.1 Encuentra una formula general para la n-esima derivada de 
r·{·/i - 1 /( 1 - x2··, 

'·' 'J - t • I• 

Solucion.··Un paso cornr.Jn al trat,ajar con funciones racionaie::: e:; escritlir la 
funci6n como la suma de fracciones parciaies. En este caso, 

f ....... \ - 1 [ 1 1 J .,,.,.J -- -- + --

2·1-:~: l+x 

Ui-'"- a,-.t.- ·r· ... ""'- ... Q•""· f'"_!.-.'1••--!J .... 11 ·-··=·•.(j t•rtt1•j 'J·=> dU ·11:!t que 
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f) 

Q 

{- 1"'t n 
I, ,I 

. . ni 1 
fl..r·){ .. _.', - _· r ----... ·-,_. -

. 2 ~ (1 - ~-:: /+1 
] 

(1 +x)n+1 
+ 

3 '? cn,r·LJP.',~tr;"" tntj;-j·=- l:::.c- c:u-Jt·'rl·nr·-,P.·=· dP. ·,A+ .,..3 + • .. ·2 +" + 1 - fl ~..._ L ._. ~ l .. u _ ...;,; u-J ...., ....1 _. _ ... ---~ _, ,-, ,, . .'\ r, _ ...... 

Solucion_ Ester ecuac1on pue.,je ser resue1ta dividiendo entre ~<.. luego 
fu:;t itu~dendo y = x + 1 h:, ~d l ue9o ap 1 i cah,jo I a f 6rmul a cua,jrati ca. As f tenemos 

Y.2 + ._1 + .,. + j_ .. 1·· -_ f) 
'' 2 . " V T - . J 

. ~.~ n . -
i\ 

/-:· 1\ '! ]\ . -
!,::<:~ + 2 +--;:; ,1+ \:~ + -.l+ (1- 2) = 0, • ... · ::-:;.4) t-.i . 

..._ .. 
,-,. · - _, - - ~ ,- ,.~ .-. t· ~ ·-·" ·1· v - t- • • ·-- - ..; 1 '11. - .,., 'i r 1 - - d ~ - - ,.:. 11 - - 1· - r - ~ . ~~~tilj!Jij J-11_!, l.Jrj,_J:!f lfl tlij, ,:-:, 1 ~~l• ' ~f1LJ a::; IJ~ J:!!_.,_,ijt_:. U l~!:i 

y 1 . 
X+ v= ~d--. 

(\ ..:. 

1.- .-. -. 1 ·-] c.·=- c- ~ ·- a 11 i 1· ' •·-]·-· ,- + ,- ·:·· ;,. ·· •. ,2 ·.:... (II '·< + 1 - rt I' 1 ·- .... 2 - 1· r v + 1 - (' ..• j.:. 1_. J,j ·-··-· ._.ur 1 ·-:-·'-~·-• ··· .j e.d d:!,_.. u .. \ ;::lj •.• · - ·-·, .:::; ij .. \ .;:12 ,., . - .)_ 

l.·j-.:.·.-·!•·j-+1,-1"~ r:::,~,~i-!::.·.·:· .Iilii'-, .-.c, Qh~l j'atli-!-·'r"! '~ 11 .-.-,,:.,-,j,;,-,._1._ ,;;:·+·.,..-. Cr]f"l 
~,;,;! ·-· l_ .... .fl .. I :_t J u! ·-· ---~ , .. 1C: -:..c: L.l- ':-"' ~-- u I C.:--· _1 y ~ C:-.J I .. I....J.:J '-' 

- ·~ ' 

1 l-c l .. , .... , ~ .·-r ,.c· · 
.-, . - I + ··/ ._! + 1. ··i !•._.! T L·-i ~I . 
i''•1 = 

4 4 
;...,___---

..... _ - -1 + -./""5- i ·-/1 0 + 2 .. /"5:. ·;< 
n:.::-. d . . 4 -

1 .--=- I 1 ·' ,... .~5 ;:.::;. = - -) ~ + {'i IJ - L ·/ · 

~ 4 4 
r--~--== :., . - 1 - R j 1 n - ') r-c: . 

'··' - . 'I ._! _ ]· ... • · ·-· ~ ··i ·-1 
•"•4- . . . 

4 . 4 

IJtra forme ,je atacer este prottJ·etTio es rnu1tiplicar Ia ecuaci6n por ::< - 1. Como 
(:=<:- 1 )( :=~4 + :=-~3 + ~<2 + :=< + .J ) :: ;:/5 - 1·, un problema equivalente es encontrar 
tcnls::; 1 as :": (tji f~rente::; 1je 1-) que sGti sfacen :":5 = 1. · 
' .-"' ~.;· .. -.,-,,- rJf"'· ]· ' . .-1- d P.r·t .~ ~ . .-!-·.-!- ·- .. · 
Lrj.:. l_.rnco ralt_.e..:- Jt: ·B urrliJ•j c·.·=· _rjjJ iji];J•j,:. por 
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" . ., . 
:; 1 = ens~ 11 + s1n.g. ·n -· !5 ..; 

::-::2 = ~u- 4 J1 l. '~· ;::-.... + i sin ±rr s 

'·-' r·o·=- §. 11 + i sjn %·n l':"T = J ..., s 
" " 

;:4 = r·o·=- §. J1 + i . 8 11 
J .;/ C" s1n;;:. 

~· .... 

v .-·,r= ·.· 1 

cc.r-no subproducto de haber resue1to el problema de dos formas diferentes 
verno~:: que 

L~ ,-, ·=· 1 '1""1 + 
• -· ._, I: JJ 

·OJ 

• 2 -1 +uf'E: . ../tO+? . .o'5 
~lf1-·Tf = T"' + 1 -v 
•.J 5 '·.. . 4 4 

A l i ~~ua 1 ar las partes real es e i magi nari as nos da 

sin 72o = i 1 0 + 2.,/S. 
4 . 

3.4 Prueba que si m y n son enteros positivos y 0 :: k:: n, entonces 

.;:., / n\ / rn \, /rn + n ..... 
. ~- \.1 ,P\J:-i) = t\. k ) . 
1 = '-' 

So1uc16n_ Con frecuencia las series finitas, especialmente aquellas en las 
que eparecen coeficientes binomiale:3 se pueden sumar de manera 
cornbinatoria. Transforrna el problema sobre la serie en un protdema de contar 
de Ia siguiente manera. SeaS =Au S., donde A es un con junto d.e n elementos, 
td Ei e::: un conjunto ajeno a A con m elementos. Vamos a contar ,je dos formas 
,jiferentes el rn.Jrnero de subconjuntos con k el.ementos de S. Por una parte, el 
n(irnero e::: 
(rn+n··) 
\ f( .J. 

For- otra pC!rte, el n(u-nero de subconjuntos deS con k el~mentos .. e~~actamente 
i de_ los cuales esti§n en A (y k-i en Ei) e:; 

/n\·/rn\ 
( .. i .) 1\ k-i .). 
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v) 

() 

~:;e si gue que 

/rn + n \ 
!.... k ) = 

~~ - -1 - ,....ll D' ' - r· J.l1 ,. t -,-. -1.:. c C - r 11 e 1 ·r- - nt -,.... 11U. Ut! ~ IJIJ l .JI~U-:. u._ .. .J U I P. ,e,fll:!, ·.U.:. 

k 

= ~ (No. de subconjunl!;1:; con k elementos deS coni elernentos de A) 
i=O 

k ( n\ 1 rn ) 
= _2:_ i) '··J~-i . 

1=U 

Los ptob l ern as de conteo se pueden si rnp l Hi car frecuenternente- -i dent ifi cando 
~~or rnedio de una biyecci6n los· elementos· de un con junto cot1 19s i;fe otro 
con _junto cuyos elerne'ntos pue1den .set- cont. ados mas facilrnente:~ Lo~: si!~uientes 
t ··.:.·:: r. bJ· · .:· ·1· ~·t · ~ -:· . c·t·· · i- .- . .. . • I._ .. .,; l-'ro ljma .... 1 U~· _rijt an e~· ,j lLea. 

3.5 En un .cfrculo se escogen n puntas !d se trazan las cuerdas que los unen por 
pares. Suponien1do que las cuerda:; r-10 son concurrentes por ten:~tas (e:,<cepto en 
los·e:d.rerno:;) 6cuan.tos puntos de intersecci6n t"iaq dentro de1 cfrculo? . ... . . 

J::' 
. .J 

15 

Soluc1_6~- ~e rrn.1e~:~ra:1 lo:::_ casos par~ n = 4, 5, _6 en_la fi!]Ura. Nota. que ca1da · 
r ' 'r·· " - ; - ,., ! ,- r··-· ,..., .-. ']·J ·1 l r· + - '-1 - r d.- t .-. rrr1, n .- II .-. .~ d.- + - ·-n-· 1 t1 .- j - p'"' r c·L' ~ t r) d.-. ]!' •' n f)•.i 1UJ i.JI:! Ill.~ .:.c< •. l_. If ~~~~ U I!:;. .C .. II ij ;:t c:.:;. i::!LI:!J1.il ;ijl 1_1 t_l • Hj. _1 c _!.:;. 

puntos da1jos sobr-e e1 cfrcu1o (e~3to? CUfitro punto~3 produciran diJ:3 cuerd;3::: que 
:;e itHer:::ectan en el interior del cfrculo). El n1:irnero 1je puntos 1de inter::::ecci6n . 
e:::: 

/t"i\ 

,( __ 4_)_,: 

3.6 Dado un entero positivon, encuentra el riumero·de cuadruplas de enteros 
(a_. b1 c, d) tales que 0 s. a ::. b ::. c s. d s. n. 

Solu~i6n. La i1jea clave e::: no tar que r}:t!d un;:t b1yec:c:i6n entre 1~;:;;. ~u;§Jjrupla::: · 
1je nu8:~:tro con junto !d lo:=: sut1conjunto::: 1je cuatro ot~._ieto::: tor-nado:; 1je 
.i(·~ 1 n + -::::;. 
I, ••• ·' .• ••• .r ·-· ••• 
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E:.::ii?cfficarnente identifica a (a,b_.c,,j), 0 i a i b :;. c i ,j in, con e1 subconjunto 
h .. t' + 1 .. c + 2, ,j + 3}. Asf el n(Jrnero es 
in +4 ... . \ 
I' ) \ 4 

. 
3.7 El ruJrnero 5 se pue,je e::·=:presar corno la surna ,je 3 nrJrneros naturales, 
toman1jo el orden en cuenta, de 6 formas diferentes: 
5= 1 + 1 +3=1 +3+ 1 =3+ 1 + 1 = 1 +2+2=2+ 1 +2=2+2+2+ 1. 
~3ean rn y n mkneros natura 1 es ta 1 es que rn i n. 6 De cuantas f ormas se puede 
escribir n como una suma de m numeros natr.1rales, tomando el orden en 
cuenta? 

So 1 uci on. Escri be n como 1 a sum a de n unos: 
n =· 1 + 1 + 1 + 1 + .·-, . + 1 
El n:~jrnero que buscamos es el m~mero de formas de escoger m -1 signos + de 
103 n -l, esto es, 

Problemes 
3.8 Dernue:3tra que ::<7 - 2~{5 + 1 ox2 -1 no tiene ninguna rafz mayor que 1. 
(::;qgerencia: corno generalmente es rnj§s facil dernostrar que un po1inornio no 
tiene rafce::; positivas .. considet-a el prob1erna equivalente que se obtiene 
·=:l·:::;tJ.ti'IIP.t~,dn ~~ = '' + 1 )' ~-·-· '-4~-'- .. ;:! • 

3. 9 El nCirnero 3 se puede expresar como 1 a sum a ,je uno o mas entero::: 
po:::iti'·lOs, tornt~n,jo el orden en cuenUi, de cuatro rnanen:ts difer-entes_. como 3, 
1 + 2, 2 + I, ~d 1 + 1 + 1. Demuestra que un numero posi tivo n se pue,je expret:ar 
,je 2n-1 formas corno la surna de uno o rnes enteros positivos. 

3. 1 0 En cw§ntas formas se puede e::~presar 1 Q c-erno l a sum a de 5 enteros no 
ne:~Bt J\.•os, tornan,jo el onjen en cuenta? (::;ugerenci tt: encuentra un prob 1 em a 
equi\1alente en el que·1a frase "5 enteros no negativo::." se reernplece por "5 
enteros positivos".) .. 

3.11 .~.Para cuales Vi:i1ore::; de a tiene el sistema de ecuaciones 
•"") '"") 

~< .... = y..:.. 
{ ~~ - e 12 + p2 - 1 
1,1 I .I ;j -

e>~eU;:JtrJente cero, una, dos, tres ~d cuatro so1uciones? (Su!~erencia: tra,juce el 
prot!] errli.:i a un pro ttl em a equi\.•a l ente ,je ~~eornetrfa.) 
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nisirii3 :;;altea,jo .. si no t1ay _ ,jos ,je su~:; elementos que sean consecutivos. 
[

11?-tnuestra que el rn~irnero ,je subconjunto::: saltea,jo::; conk elementos es 
(~-! - k + 1\, 
\ k /. 

3.14 Encuentra el area de un triiSt1!JU1o ,je ,jos rnanera::; ,jiferentes para prot,ar 
que :3i t·1 1, r12 , r13 son las alturas de un tt-ii§ngulo, !d r e:~: el radio ,jeJ cfrculo 
i n::;c:r-ito. entonce:; 1 /t·1 1 + 1 /t1., + 1 /rh· = l/r. . "- ._, 

3_ i 5 Pruet1a que pan:J r .. n enteros tales que 0 < r in .. 

,~,-~, _lr + J\ ir + -;\ 
(' '1+( J +_I. -1+ 
\r/ _ ·· r 1 \ r 1 

+(n\ = (n + 1\1 
\r/ \r + 1/ 

. ':.':· •... ·.· 

· .. -~ .:· 

'·r 

:··.:· 
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f=·~-.:;t.l.;.m.::,::: ~omados do?l e;.;,pltul•) Gen.;or.;,li:a•::ion, E.sp~?ciali:."'::ion, Amku~l.:t dellibro de p,:,],~at·-hth.;.ma~ks .~nd 
pi;u;,bl.;. thinkiro9 '"'"1. 1 : lr.·:h::h:·n .and .ar•<~t•)9'~ in m.atho;>m.atio::s. Prin·~.;.ton Univ,.rsibJ Pr.;.ss. 

Ca::.o extremo e::;pecial 
6. Con:3trutJe una tan,Jente corn{m e do::: d reulo::: dado:::. 6 HatJ un ca:::o e::;pecial extremo rn~::: aceeeible? 

7 . ~-~ n c;:J:jO es peGi a 1 eo nd ucto r 
E1 ;§rea de un polf9ono es A. El plano que lo contiene forma con otro plano un anguio «. E1 polf,JOOI) se 
prot~eda ortoqonal mente :3obre el s.egundo plano. Encuentra el area de la protJeccion. 

B. El ;§n,Julo en el centro de un drculo es el doble del angulo en la cin:;unferencia que subtiende el 
rm s rno :j reo. 
5i el ;§ngulo en el c:entro e::.ta dado .. el anqulo en la circunferencia no eeta deterrninado puede tener 
.. ,..;jrias posiciones. 
En la demo3tracibn usual, 6eu;§J es 1a posidon e::.pe,~ial conductora? 

I !n C•r~o ana1oao 
- J 

12. Si dos lineas rectas en el esp;jcio :son cort;jda~ pur tre~ plano3 paralelo~, lo:;:; :segmento:;:; 
corre~:por,diente::: :::on pr-oporcionales .. ~. H8IJ un teorema ana logo mas sencillo? 

1 3. L:j::i cuo:1tro di.:tqont~le::i de un perale1epi pedo tienen un punto en C(rmurr que e::i el punto medio de 
·~;j;j;:r uno .. ~ Hay JJn teorema analogo mas sencillo? 

1 4. La suma de .:;1Jale:3quiera do:3 angulos de cara frontaies de un angulo triedriGo e:;; marJor que el 
tercer ;§niJU1o frontaL .~H::iiJ un teorema Ml;§logo ma::: sencillo? 

15. Considera un tetraedro como el s6lido que es analcn~o a un tri:§ngulo. lista los cof.lcepto::: de 
~~eometrh solida que ::.on ;:Jnalogos a los ~;iguientes c:oncepto:~ de qeometrfa plana: p;:Jralelogramo, 
rechnqulos} cuadrados' bi:.:;edriz de un anqulo. 
Enunci;j un teorema de qeometda ~blida que sea analoqo al siguiente teorema de geometda plana: las 
td:~ectrices de lo::: tre::. ;§ngulos de un triangulo se intersectan en un punto que es el centro del c:irculo 

·i n::.c:rit.o en el triarjJJulo. 

1 6. Considera una pi rami de como el solido que es ana logo a un triangulo. lista los solido:;; que son 
':~n.~loq::r::: a J;j::: si9uiente~: fi9ura::: plan:JS: paralelo~Jramo, rect:§ngulo, cfrculo. Enuncia un teorema de 
q~er:-,etri'a s6li1ja que sea :Jnalogo al 
:;;~quiente teorema de geometrfa plana: el area de IJfl ClrC:U]O e~ igua] 81 areo:r de IJfl triartgiJIO (:UIJ;"j ba::,t; 
tiene la misma longitud que el perf metro del cfrculo y cuya altura es e1 radio. 

1 7. I nventa un teorema de 'Jeomt:tda que ~;ea analo!Jo al siguiente teorema de ~~eometrfa pJ;:tna: la 
;jnura de un trianqulo is6::;eles pa:3a a traves del punto medio deJa base.l..C!Ile flrJut-::J ;:.,)lida consideras 
ancilo!Ja a un triangulo is6seles? 

1_0 
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Prficti Ct) de penstlmi ent:o heurl st 1 co 2 

Lfi import~nci~ de 1a geometrftl en ltl resolucion de problemas . 

. Con:::;t.r-ui r- o descri tti r- fi gcu-a:3 geornetri cas con re!~l u y cpmp6s t i ene un 1 ugcn
tradicional en la enset1anza de la qeornetrfa plana. La irnportancia de estes - . 
corr.:;trucci ones est a bien just ifi cada: son rnuy adecua,jas para farni1 i ari zar al 
principiante con las figuras geornett-icas, M. son erninentemente apropiada~ 
p;~n:J derle e cbnocer las j,jeas pere resolver problernas. Es por esta t'Jltima 
razc~n por 1 a que ven1os a di scuti r·con~;trucci ones .geom~tri cas. 

. -

t.f'earnos a 1 H'-Jn!Js coso:::; de pensarni ento heurfst i co !d de como ej ernpl os 
tor-nados ,je lf1· geornetrfa sit-ver-, pera ilustrar la estrategia genera·l. 

El patron de do~ lug ares geometri cos (1 oci) Cad.aptado de Poly a: t·-1.athero.atic:al 
disc:ov.;.n.:J. c.ap. 4) 

Con.~;i1jeremos el siguiente problema: Con:3truye un triangJJlo dados sus tres 

Am:d icemos este pr:o.b1ema. . 
En tc11jo problema· det'e habet- un~:~ ini:6gnitaj. si· to do es conoci do, no hay nada 
que buscar, nada que hacer. En nuestr-o problema la incognita (lo que estamos 
bus,::ando) es una t1 gura !~eorne~r-i ca, un trii3ngulo. . · · . 
En todo problernci debe haber algo conocido .. algo dcnjo (llarnarnos a las partes 
,j;:jljas los· ,jato:::), si nada est;§ da,jo,. entonces ·no ha~d nada por. ·lo que 
pudi_erarnos reconocer la cosa requerida. En. nuestro problerna las datos son · · 
tres :::;egmentos ll ner11es. 
Ftn;~l.n~,ente en cada problema deb_e haber una condicion que especifique como 
la inc6~~nita esta re1acionada c.on-los datos. En· nuestro problema la condicion 
e:.:;pgcifica que los ·tres segrnento:3 ,je,jos deben ser los l;:1dos ,jeJ triangulo. 
Uste1j~s desde 1uego conocen la so1uci6n del· problema. Sean aj b, y c las 
longilude:::: de los· ·segmento:; dados. Traz~m,:1s el segrnento e con· puntas 
e::drernos 6 y C. Dibujarnos dos cfrculos, uno con centro C y radio b, otro con · 
centro B kl redi o c.· Sea A uno de sus dos punto$ de i nter"secci 6n. Entoces ABC 
8S e'l tri flt:I!=!Ul 0 des·eadO. . - ·- . . -- . -

...... ···, . 
. 4: 

De un e j ernp1o a un patron. 
'·/ear-nos 1a soluc16n anterior y busquernos caracterfstices que puedan servir 
a 1 re:;o Jr...rer prob 1 ern as serne j antE.!.:;;: . . 
A 1 trezer e1 segrnento 8, hernos e.ncontrado dos vertices, 6~ 1d c .. y sol 0 :nos 
faJt_;j por determinar.un vertice.-De hecho al trazar e:;e·seQrnento hemos 

-~ . . . ~ 

tr-ansforrnado el problema pr-opuesto en. otro problerna_. equivalente a) pero 
,jiferente 1je1 protdern;:!.originaL En e:3te niJB'·l.O protllerne 

lfl inc6qnita e:::; un punto (el tercer vert ice ,jeJ tri;§nqulo requeri1jo)~ 
~ . . .. . . -

2..1 

··i'"• 

I .. i 
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los datos son dos puntas (By C) y dos longitudes (by c); 
la condici6n requiere que el punta deseado est§ a una distancia b del 
punta dado C, y a una distancia c del punta dado B. 

Esta condici6n consiste de dos partes, una concerniente a b y C, 1a· otra con c 
y B. 1vianwn solo una parte de la condicion, abandona la otra; Len cuanto 
qu.eda determinada la incognita entonces, c6n1o puede variar? Un punta del 
pli:,no que est§_ a la distancie b del punta C no est a completamente 
,jeten·ninado, ni · queda compl etamente 1 i bre: est a restri ngi do a un 1 ugar 
[locus]; debe pertenecer pero puede no verse a lo 1 ergo de 1 a periferi a del 
cfrculo con centro C y redia b. El punta descanocida debe pertenecer e dos _ 
tele:3 lugares y se encuentra como su intersecci6n . 

. Percibimos equf un patron, el patron de los dos 1ugeres, que podemos imitar 
con al gun a · probabil i dad de e::<ito el reso-lver problemas de construcci 6n 
geornett-i ca: . \ 

Prirnero, reduce el problema a .la construcci6n de un punta. 
Luego divide 1 a condi ci 6n en dos partes de. mc11jo que· cede parte de un 1 uger 
pare el punta des~onocido; cede luger- debe ser ye see una 1 fnea recta o un 
cfrcul o. 

Gener~ 1i z~ci on .. Especi ali zaci on y Analogi~- (Tom.ado de Poly .a: t·1.athem.atics .and 
~·1-::usib lE> reasoning c.:lp. 2) 

Genere 1 i zaci 6n, Especi a 1 i zaci 6n y Ana 1 og fa ocurren frecuentemente a l 
resoh•er problemas de geometrfa. Tomemos per ejemplo le demostraci6n del 
propio Euclides del teorema mas conociqo de la geometrfe elemental, el 
teorerna de Pitagoras. . 
1) Cc!t~1si deremos un tr-i angul o rectangul o con 1 ados a, b, y c. de 1 os cue l es c es 
1 a hi potenusa. Queremos pt~obar que 

Corno 1 o sugi ere el pro pi o enunci ado, construimos los cuadrados sabre los 
tr-es l ados de nuestro triangul o rectangul o. (fi gura 1) 



o· 

2) Poderno~; descubri r 1 a sfgui ente dernostraci 6n observando 1 a ana 1 og fa de 1 a 
fi!jura que ocat,arnos de hacer con la forntden conocida figura 2. El rni2:rno · 
tri;§nQulo rectangu1o es di'·lidido en do::; a1 trazar la altura sobre la 
t·Ji potenusa. · 

3) Tal vez no sea inrne,jiato pen~ibir _la analog fa entre las dos figuras. La 
am:!logfa puede tlacer:::e explfcita por rne,jio de una_generalizaci6n com(m de la 
fuwu-a 1 y de l e fi gura 2, 1 a cual est a e~<presada en l a fi gura 3. En est a ·fi gura · 
encontrarnos otra vez el rnismo triangulo rect;§n!JUlo, sot,re s(Js lt:11jos hey 
,ji t'u j ad as fi guras que son serne j ante:;. entre sf pero que de otro modo son 
urbi trari as. 

.•. 

4) EJ ;§rea ,je J cuclljrado ,je 1 a hi pote.nusa e:; c2 . El area de l a fi gura i rregu1 ar 
sot,r-e 1a hipotenusa e::; k.c2, donde e1 t"actor k es la raz6n entre las dos areas._. 
Se si!]Ue de la semejanza de los tres pol fgonos construidos SJ)t,re los tres 

.laijos que las areas son iguales a ka2 ,. kb2, kc2 . A~1ora; si 1a e.cuaci6n (A) es 
. ci erta entonces 1 a siguiente es tarnbi en e:~tierta: 

(B) kc2 = ka2 + kb2 
La ecuacidn (B) constituye una ge.t"1eralizaci6n· ··del teore~r1a;. original de 
Pit;§goras: si ~;e construyen_ tre:; pol fgonos ·sernejantes sobre 'f;Js tres 1ados de .. 

· un triangulo rectangulo, elarea del ·descrito sobre 1a hipotenusa e·s igual ala-
surna de 1 as areas ,je 1 os otros ,jo:;. · -
Es instructi•.io que la generalizacion· es equi•._.ralente· a·l c·aso especia1 del cual 

. · .. -;· .. . ··. 
p i]t-t irnos: 
5) E1 teorern~ general e:=:=:pre:;ado en (B) e::; equi•.,.r;:Jlente no s61o a1 ca:::o e:::peciO:!l··· 
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(A), sino a cua 1 qui er otr'D caso especi a 1. Por tanto si un caso especi a 1 
n:!::;ultBra ob'·li o .. e l CE!so qenerol quederrf o demostrE!do. 
At·1onj .. trBtElrlljo de especi Ell i zer de rnenere ut il, tn...1scemos un ceso especi Eli 
adecua,jo_ El caso especial descrito en 1 e fi gura 2 es un ta J c~so. De hecho, e 1 
tri6n9ulo rectangt.ilo sabre ·la hipotenusa es sernejente ti los tri6ngulos 
construidos sobre los otros dos lados, como es bien sabido y facil de ver. y 
ot,viamente el erea del triangulo complete es igual a la suma de sus partes. 
De esta manera queda probado el teorerna de Pitagoras. 
El razonamiento anterior es erninenternente instructivo. Un caso ~s 

in:::tructivo si podernos aprender- de el algo aplicable a otros cesos, y es mas 
instruct i vo entre mas ampl i o sea el ran go. de apli caci ones posi bl es. Del 
ejernplo. onter-ior podemos Bprender el uso de las operociones mentales 
furpjarnentales como la generalizaci6n, la especializaci6n y la percepci6n de 
anelO!;!ItiS. ·Tal vez no r1aya descubrimiento ya sea en meternatice~s 

e 1ernenta 1 es o avanzadas que se pueda hacer sin est as· operaci ones, 
especialrnente sin analogfa. 
E1 ejernplo anterior muestra c6rno podernos ascender por gene;ralizaci6n de un 
caso especial, como el representado en la figura 1, a un ceso mes general 
como el representado en la figura 3, y re-descender por especializaci6n· a un 
ca:::o anal ogo, como e.l de 1 a fi gun:~ 2. Esto muestra e 1 ceso, tan sorprendente 
para el principiante que el caso general pue,je ser 16gicomente equivalente a 
un cer3o especi a 1. Nuestro e j empl o muestra, de mE!nera ingenua y sugestiva, 
c6rno 1a genera1izaci6n la especializecion y le enE!logfa se combinan de 
rnanera natural en el esfuerzo para obtener 1 a sol uci6n desead.e. Observa que 
:::e requiere s61o un mfnimo de conoch:niento preliminar para enten,jer 
cornpl ett~rnente el razonami en to anterior. 

-· ~ 0 • 

Superposi cion (ad.apt.:ldl) de Pol•J-:'1: t'1athematic:al di:::CC•VE't"IJ. c.ap. 4) 

(. Lo r·PJS vi sto antes'? 
( 1) ~;egurernente conocen 1 a demostraci 6n de 1 si gui ente teorerna de 
geomet.rfa: El angu1e c~,-en el centro de un cfrculo· es el doble. del angulo !3 
inscrito en 1 a ci rcunferenci a que sut1t i en de e1 mi srno a reo." La demostraci on 

' . 

pnJce,je en ·dos pasos. 
(2) Hey una situaci6n especiel mas accesitlle: si uno de los lados del angulo 
in:::crito en 1a circunferencia es un diametro. el flnQulo es ot,Vi.ftrnente la sume . : .... 
de 1 os qos an!~Ul os de un tri angul o ;s_,]scel es, estos dos son igu_a1 es, y uno es 
e 1 i§ngu1 o inscrito fJ . Esto prueba 1 t1 ecuaci 6n de:3eada, para 1 a situaci 6n 
especial. 

(~, = 2fJ 
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.C) 

L_ 

(.3) Ahora ya no tenemos la situaci6n especial, podemos sin embargo trazar un 
di;§metro (la lfnea punteada) a traves del vertice 'del angulo inscrito, y 
entonces la situaci6n particular aparece 'dos veces en la figura. pestribamos 
est a situaci 6n con 1 as dos ecuaci ones 

' "1P' (:1., = L. p ,··- ...-.1-:.•• ~-, - L-' 

fsV:i::: dos ecuac1ones son ciertas por las consideraciones del parrafo (2). Los 
anQul o::; . !d con -·los que trata. el teorerna pueden ser e::<presados como surrn:J o 

. corno ,jiferencia; seg(m ten~}:Jmos uno u otro de los c.asosrepresentados en la 
· ·f.·i ,, I' r·=t · • .::! -~ ·'-· 

:: :~ .. ~ · ...... 
. . 

. (tv = ct,' +r)'v .. > p. = !3' + !3" --~1) (:1., = o::- (:1., .. > !3 =. j3'- p" 
~;urnsndo· o rest;::mdo 1 as dos _ecuaci ones ya ·estab 1 eci ,jas ·obtenemos 

, + .. ..-,·rp• +' j"'") C{.. C{.. = L 1,. 1J · J J .• 

resp'ei::tivarnente, lo que prueba.el teorerna desea,jo en fot-.rria general. 
(4) La soluci 6n rriuestra el ::;i_gui ente patr6n en el qLJe· er-~r~esultado se ot1t i ene · 
er·I tj(l-:3 paSOS.. - -. . . . • . . 

Prirnero, tuvimo:3 suerte de ver un (aso particularmente accesibl·e, . un 
::;ittH'lci6n especial, y dfrnos una soiuci'6n td.en a,japli:i.da pero restringida a 

. e:::ta :::ituaci 6n especial. Lue!JO, comtli nar11jo caso:3 parti'cul ares a 1 o:3 que se 
apl i c;:J 1 a sol uci 6n restri ngf,ja_. obtenernos l a sol ucj 6n cornpl eta y sin 
re::::tri cci ones, ap 1 i catd e a 1 caso general. 

2_5 
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In tro1juzcarnos dos terrni t~os que suttrayan ci er-ta:=; caracterf st i cas de este 
potr6n. El prirner pe~::;o tr'ato con un coso porticule~r- que no e:=; ::;olornente 
e:::peci a l mente accesi b 1 e, sino especi a lernente ut il, podernos de man era 
apn:tpi tllja 11 a marl o el caso particular conductor: i ri1ji ca el carni no a 1 a 
:=;o i uci t5n general. El segun1jo paso combi na 1 os casos part i cul ares. Surnarno? !d 
re:.::tarnos las ecuaciones que tratan los caso particulares para obtener 1a 
prueba en generc!l. Llarnarernos a este tipo de operaci6n algebraica 

. superposi ci 6n. Podernos utili zar 1 os termi nos i ntroduci dos para t1osque jar un 
patron: Ernpezan•jo con una situaci6n especial conductora obtenernos la 
so 1 uci on genera 1 por superposi ci 6n de casos pert i cul ares. 

Extendiendo el alcance (.ad.apt:tdo de Poly.a: M.athematic.al dicovenJ c.ap. 6) 

El lU!}:Ir para un objeto ge.neral. 
Detr;3s de varios problernas podemos · percibir una situaci6n general. La 
inc6!~nita de un, problema es x. Le condici6n del problema se separe en n 
cl ;§usul as que podemos expresar por un sistema de condiciones: 
c1 ()(), c2 (x), ... , cn(x) 

Aquellos objetos x que satisfacen la prirnera clausu1a, expresada por la 
prim era condic.i6n forma un cierto ·con junto que ll;:Jrnaremos el primer lugar 
[locus]. Los objetos que satisfacen la segunda condici6n forman el segundo 
1 ug;:tr, ... , 1 os ob j etas que sat i sfaci en 1 a ultima c i ausul a forman ~ 1 n-esi rno 
lu!~ar. El opjeto x que resuel· ... ·e el problema propuesto debe satrsfacer la 
condi ci 6n c·omp 1 eta, es deci r tc11j~s 1 as c 1 eusul as de 1 a condi ci 6n, · !d por tanto 
det1e pertenecet- a to.dos los lugares. Por otra parte, cualquier ot1jeto ;~ que 
.Pertenezca simult;§nearnente a todos los n lugares satisface las n cl;§usulas !d 
1je e:=;te rno,jo la condici6n complete !des por tanto una soluci6n del prottlerna 
resuelto. En ttre .... ·e, la intersecci6n de los n lugares constituye el conjunto de 
f:olucione:3, esto es, el· conjunto de todos los ot1jetos que sati~facen la 
corilji ci 6n del problem a propuesto. 
Esto sugiere una arnplia generalizaci6n del pat~o~. de 1o:3 dos lugares, un 
e-squema que puede ftmcioner en una veriedad inagotable de casos, puetje 
ref:olr...·er casi cualquier prqblema: prirnero, divide la condici6n en cleusula:3 
apropiadas .. lUego forma los lug;:Jres correspondientes a la:3 ·diferentes 
cL§u:.:;ula:3, fihalrnente encuentra la so lucian tonHmtjo la 'intersecci6n de lo::;. 
l U!}eres. 
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~:e::a:ii'·/~~- ~~roblefit;j::; e:3 unfs acti·:·~id;~d :::umamente ~=:(~mp:Jet:J.ln··:·oJu,~ra r·ecord;:J~- h~cho:;;_, el IJ:3o_de un~ 
·...-·~:-:e::l:J!:l Ge destreza::; 'J proc:e!:lHnlentos_. 1a hab111daG 11e B\·';:J! uar el pen:3armento de uno mBmo IJ 
-. '• 1 • ·• -' •-- -- - - l -- 1' - -- L ' - - • - ' - ~ - ~ 't -- - -·- ~ - - . rl· ..l - t-• ~ ... L - -- -- - ]• • . ~-._.;J, u;jr e. I p, '-"Jt e.::;u a re.::;;o ·ie.r un pt uvlt'fll;j_. _IJ rildt=il;j::. o.r !j::; t:;jp;jt:l ~'jue~;. 1 r.x11.1-' p;jt ;j t e.::;;o ... er 
prot1iem;:~3 depende mucho_ del intue~; de1 alumno, ::;u moti··/ac:i6n, la confianz;] en ::;f .mi::;riiO. La 
··j·•·i'" d" •·-'-]· --. '··]• '-- 1· v- d" .- -~ ~ • -~· -·- f-, .. , .,.·. -·-- - ,· .. • f i ., :jU I~!_:,IJII t' Ptl_l\.1 e.rfi;j:~ Jn·t·J dCt(! ;jl_ .• ;ur 1fi·jCJun IJB r.:onu:_.]fi!le.fi . .J.I~· .. ~;.:·,pt'.]t'[il;]:j:) pr:;\·J;j:), lri.IJI(:]IJfl, 

crc~itude5, creencii:!::o IJ Vi:!riM habi.lid;jde:::. 

d ... · i [.ie::.arr-o l1 ar lflS rli:ttli 1 i 1Jades ,je pen::;ami e.nto 1je 1 o:; a 1 urn nos 
1.1 Entender/formular 1a pretJunti:t en un prcib1ema 

CJ 

1.2 Enter11jer J;j:3 ::;ondi::ione:3 lJ variable$ en e1 problema 
1 .3 5eleccionar o enc:ontnir lo::; dato::; nec:e:3ario::o p;3ra re:~olver el prob1em8 
1.4 FormuJ;jr ::;ubpn~lb1emas IJ :~e1eecionar e::;trateqias de ::;ol 1Ki6n apropiad;3S .. 
1. 5 lmplementar c:orrec:t;3mente 1a e:::trater~i;:l.de ::a:d udf:n 'J re::;ol\.-er sub problemas 
1 . 6 _D::J r una re::; p uesta en te r mi no::: de l o::; datos de i pro b 1 e ma. 
1. 7 E··/::ilU::lr la r::lzombilid::id 1je la re:;;pue:::ts. 

2. Desarrol1ar lei habilidad 1je los es_tudiantes paraJesconer P u:;ar estrateGias. . ~ j ~ 

para r=-8so l:~ier pro01 ern.as~-· 
Adi 't.d na .. : \le ri fica} re'v~is·a. 
H:~z un 1ji trujo 
Ac:h1i:i [act out] e1 problerna 
U::a objetos 

Haz una tabla 
·.... . 
t,u:::a~q un patron 
H::c un;:l li::;ta ori}3nizad;3 · 
E::a:: ri t:e .u n:j ec: uac:i 6 n 
Tnjb;:tH h:j(:ia atn~s 

._:·. De::;at-ro 11 fir 

• ,1·. 

creenci;3:;-- (Jtiles ace rca 

4. De:::arrollar J;% f·I;:itli1i,jaljes 1je los· estu1jiantes para usar conocimiento 
re 1 aci ona,jo:; · 

J ::.. De:;arrollar la hattili;ja;j 1je lo:; a1urnn_o:; para re!;JUlar [monitor] '!d 8'·i•sluar su 
~~ensarriiento 'd ~~rogre:;o ci1 re:;o1ver pi-ot!let'na:;_ 

t:. De::;atTol1•:r las fi;:Join,ja;::;e::; ,jelo::; e:::.t_i_!fjiante::;· p;:1ra t-e:::cd~,;sr protilerri•:Js 2.(1 
.- i f . :-- ,-. i -- ~- .-. ,-. -! ~ .- n •-u ~-, 1-1;-, .- i ~ .-. ,-~·-· ~ .. -. ~-.j- r· ; I !. --,-· 
.;. ! '- !_; 1] ·-· i u I I e.·=· I_;·-· !] L I ·-· I j I .::. ij J ·-· I_. I_ !j !-' t: I ' : I ... _IJ ·=\. 

7. C..e::;;;stTO 1l •sr rE1td 1 i ,ja,jes ,je l o~; a i urn no:; p;sr-a encontrar re:;pue:;t_.a::~ cor-rect.s:; 
a ,jiferente:; tlpo:; ,je probierna::;_ 

· .. :, 



Co 1 ecci ones de prob 1 emns~ 

Alfaro ... J.; 8o3ch, C.; Bravo, A.; 111anes, A.; Paez, J.; Ramirez .. A. l. Problema~. Q8P1 1a 2a Oli rnpiad;:J 
~·1exic;3na de ~·1atem3ticas. Sociedad r1atematica l"lexicana, 1988. [ bachillerato] 

Arti r:o, R. A.; Gaglione, A. M.; Shell, N. The contest Qroblem book 4. t'1athematical Association of 
America .. 1982. [ bachhlerato] 

Alexanderson, G. L.; Klosinski, L. F.; Larson, L. L. The V·/il1iam Lo1l/ell Putnam t1athematical 
Corrlj~etition. Problems and solutions, 1965- 1984. Mathematical Association of America, 
1985. [llcenciatural 

Bosch, C.; lllanes, A.; Paez, J.; Ramfrez, A. I. Problemas Qara la lSI OlimQiada ~1exicana de 
t··1atematicas. Soc:iedad Matematica t1exicana, 1987. [ bachillerato] 

Charo~;h, t1. Mathematical challenges. National Councll of Te1chers of Mathematiu, 1965. 
[sec u nd;:l ria y b;:Jc hill erato 1 

Dorrie, H. 1 00 great Qroblems of elementary mathematics. Dover, 1965. [licenciatural 

Gle::~son, A. t-1.; Green1llood, R. E.; Kelly, L. t1. The William lo111ell Putnam Mathematical ComQetition. 
Problem~ and solution~, 1938-1964. t·lothematical A3sociation of America, 1980. 
[licenciatura] 

Greitzef·, Samuel L International ~'1athematical 01 ymRiads 1959-1977. Mathe!Mfical Association of 
America .. 1 97:3. [ bachi11eratoJ 

Hi11, T. ,J. r·lathematical challen,Jes II Ql us six. National Council of Teachers of!'1athematics, 1974. 
[secundaria y bachillerato] 

Hungarian Qroblem book 1, 2. Milthematical Association of America, 197?. [bachillerato] 

Klambauer .. Gabriel. Problems and QrOQositions in analysis. Dekker, 1979. [licenciatura] 

Klamki n, t1. S. International ~·Jathernatical OliJfiiQiads 1979-19i35. t'lathematical Association of 
Mneric:a, 1986. 

Larson .. loren C. Problem-solving through_Qroblems. Springer, 1933. [licenciatura] 

PolrJa G.; Kil p•:ltrick, .J. The Stanford t'·lathematics Problem Book, Teachers College Press, 1974. 
[ bac hill erato] 

P611Ja, G:; Szego, G. Problems and theorems in analfJsis 1,2_. Springer, f972, 1976. [licenciatura] 

:Jaint t·1ary's Co11e•Je. r·1athematics contest Qroblems. Creative Publications, 1972. 
[:3ecund;3ria 'J bachillerato] 

Sal kind, C. T.; E;:'frl, .J. tvt The contest Qroblem book 3 voh i··1athematica1 Association of America, 
1973. [ bachillerato] 
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