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DEMOST RACIUH COMJUNTO ¥ FUNCION.
{UN BOSQUEJDY

Demeostracian
"Para comenzar, queremas desarrollar un vocabulario preciso g 4l mismo

tiempo adecuado para el andlisiz de los problemas y conceptos del
conocimiento sistematico. Tenermos que usar lenguaje ambiguo pa ra crear

un lenguaje preciso. Esto no es tan chiflado como parece. Las reglas del
zajedrez,'pn:xr gjermplo, son mucho mas precisas que aquéllas de la g amatica
caziellana, y sin embargo utilizamos araciones en castellano gobernadas
por reglas imprecizas para plantear 1as reglas del ajedrez.” (PATF:IE;K SUPPES)

Los siguientes son conceptos fundamentales en Lagica | qtpmat]r’

[

reprs a L rm'Pmt:m no especificado

11 Yariable: Es un simbolo que represe
idn de ﬁmx;: de o b]m‘m

de una coleccii

Z) Proposician: Es una oracidn qwa ﬂEEECdHanH*H gs verdadera o fals
' n atdmicas y quedan sin analiz

=3
-

: 50 ar,
atras son compuastas 3 analizadas & traves de las tablas

de yardad {ver (6],

Zi Predicado:  Es una expresidn acerca de las propiedades i relaciones
ehtre los individuos de una colectividad. Generalmente un
predicado contiene variables (comparar "Fara toda 2, si 3
g5 hombre entonces ® es martal” con "Sdcrates es

L

hombre™). Un predicade puede o pueds no tenerun '\-'.a}m‘ de

verdad {ejs. "Todos los hombres son mortales” es un

predicado verdadero, perd el predicado "8 + 4 = 47 no es ni

verdadero ni. falsol Toda proposicidn es un predicads,
verdgdero o falso, del cual nos interess esencialmente el
hecha que tiena un Y 3lnr da verdad.
4} Conectivos Légims:-

Si H u B son prpdnadra entonces: .

—h : o

la negacidn ga &
Ao B - -AYE( t!tl]lmuﬂm
AvE . -40B (jlb_]mn..mm
&=B - & implica B {implicacion)
A=0 - hs g salo 51 B (equivalencia)

soh predicados.

v 1\




51 A =% un predicado donde posiblemente gourre 1a
variable x, entonces denotaremos, en ocasiones, a & por
,&,(,{}. Adh”‘lda

{7 Al - cuantificacian universal de A
(Fe) Al) - cuantificacidn exictencial de A

son predicados.

Una pcurrencia de una variable x en un predicado 460 es acotada o libre si,
respectivamente, tal ocurrencia estd cuantificada o no. La variable x puede
tener simultaneamente ocurrencias libres y acotadas en A,

(Ej. () Aled) & Blx))

-.

un predicadno sin variables libres necesariamente falso o verdadero?
puesta. En un contexto determinado, si. (Ej. (%{3gkix + y = 4) es
erdadero en log enteros pero falso en los nafurclesi

E:
Res

l'E‘
[¥n)

Un predicado con variahles libres se puede Tlamar una condicidn o marco
proposicional en tales variables. (E]. ¥ es hermano de y.)

Uns condicidn en ung varishle se Nama propiedad. (Ej. (Ju) (8= + g% = 1))

&) Tablas de Yerdad:

Si Py U sonproposiciones entonces el valor de verdad de
~P,Pall, Pvl, P= 0, P=0 estd determinado por la
siguiente tabla:

P |Fal | PvD | B=0 |P=0

PO

MV F Y & Y Y

VI F F ' F F

FIvVIY | F Y Y F

FIF F F Y Y
Moraleja: La verdad o falsedad de una proposicidn compuesta sdlo dﬂpendp
del walor de verdad de sus §tomos. Esto 23 un ejemplo de cdmo tan solo una
fraccicn de la "logica humana” es la que el matematico usa y de maners
formalizada. ‘ -~

[



e

L “LILIHH T3
»f'fjl‘Tv'ﬂlxq[;j
gsultado :u]

nos dicen gue los co

7)La Implicacitn: | | |
: El  conec tl"n lagico més importante es el de la

Lasz s

| E jarnplo:.

hpur’rdme ASOni
decir, una propo
gl v

gda &l conceplo de tabla de verdad es1a de
ozicidn cuya table de verdad tiens comao
valor ¥

{~F=0 = Pvli
~ (P =~ = Pall
- ~P=0s[~0=P} = (F=0)

o«
o}
—_

ectivos "= "y " ~" son sufic wm BS. (f;puh: cp é?

imnplicacian.

51 A Yy B son predicados &= B siempre es un predicada:
MO TIEME POR QUE HABER. RELACION DE CAUSALIDAD ENTRE EL
&NTECEDENTE (A r'ELFUNqu“U NTE (E‘f ’

La afirmmacion: "Si Napmeén rm“humera sido un mal
estudiante en el CIMAT, -entonces no habria eido
derrotado en Waterlon”; es falsa (tal vez) en el lenguaje -

habitual pero wprdadpra gn el lenguaje formalizado {si es
que de veras g puede formalizar). :

Tal ¥eZ g5 inatil g ciertaments r.nmplejm tratar de
sigtematizar 1a nocidn de dependencis o causalidad entre
dog premisas. . C

siguientes son manefas distintas de decir Io mismo:

CPimplica Pe
Fat

Dndu idn o””l iente para {

g3 C
U es implicado par P ra (1 ez suficiente que P

51 P, entonces 0 0 es cor ujh ifn necesaria para P
Pedlosill Fara P es rIEEECdr]H que Ci
Solamente s D es F {1, si F’

L2}




Py Ay

1011
(P ) = Als)

Donde &(z) es el resultado de sustituir las ocurrencias
libres de x en A por s. El simbolo s puede significar o
bien una variable o bien una constante (como Sicrates,
el nimero 4 4 1a variable y).

Este proceso de sustitucion no siempre -s valido, pern
en particular 1o es cuando s No ocurre en A, cuanda s g3
¥, 0 cuando ¢ ez cohstante. Enunciar el axioma de
especificacion con toda generalidad involucra una
definicion técnica {la de "término libre para una
variable en uha farmula®) gue en este contexto sdlo
complicaria 1as cosas innecesariamente.

bY [{v%) (& = B}l = [& = (¥xJBGo] donde x no ocurre
libre en &

e (Tud Al) = (~{7e) ~ (D)

Q) Instancias Tautoldgicas:

Una instancia tautoldgica es el resultadn obtenido de una
tautologia &l sustituir predicades por leiras
proposicionales, todas las ocurrencias de la misma letra
deben ser remplazadas por g] mismo predicada. (Ej. De
P v~ P ghtener "sar o no ser”)

10} Reglas de Inferencia:

Sorprendentemente s4lo dos reglas de inferencia son
necesarias para el desarrollo de la logica formal. Estas
son el Modus Ponendo Ponens y 1a regla de genaralizacion,

a) E1 Modus (Ponendo) Ponens es la r egla fundamental de
inferencia. Si el juego (el gran juego de la 14gica y las
matematicas) consiste en obtenar conclusiones validas
de  premisas  vwdlidas, entonces e Modus F‘nrmna
g5 L4 REGLA Dol JUERD.

4



113 Teoria:

bice asi:

Sean Py 0 predicados

Supongarmos que P es walido y que P = O también 1o -&3.
Entonces O es valido. :

Esto se puede expresar diciendo que 0 es congecuencia
directa de P y (F = 0) &n virtud de Modus Ponens o
‘bien, que 0 se sigue de P y de (P = ).

b) La Regla de generalizacidn dice que (wx) 4 SE sig!jé de

&, En otras pﬁ abrasz, si A e qhda entonces podemos
siempra acotar |

r‘uantlﬁr‘ddnr‘% Ly ers*les.

Una teoria denotads por § consts de 105 siguientes

elementos:

La 1dgica hasta agui pls da.
L

simbolo de pertenencia & en 1a teoria de conjuntos ).

c} Los predicados de 8 Estos se construyen igual que Tos
BIC

rredicados de 1a légica, p ghora con la posibilidad
 deincluir a los simbolos de S-uf w) el = [} c¥)es

un predicado de 1a tewrm de ¢ -ﬂn}-umnf, pero ho de lg -

l4gica).

~ d) Los axiomas propios de 1a teoria

12} Prueba y Deduccién en una Teoria §.

Sean &,, Ay, ..., A UB predicados de 8. Una deduccidn de

- B apartir de las hmm‘e:u 0 premisas A,, As, L, A ES

una secuenma de preduados de 8, digainos

R justificacidn,

2) P, | justificacidn,
3Py - justificacidn ;-
P justificacion

g}

a8 variables libres de A con

05 simbolos propios de la teoria (por ejemplg el




donde F =By tal que cada Py {(1izn)e

a) Un axioma ldgica,

b} Un axioma de §,

¢} Una instancia tautoldgica,

d) Una consecusncia directa de predicados anteriores en
virtud de 1as reglas de inferencia,

e) Una hipotesis.
stzz  son  las  Unicas rézones o justificaciones posibles para
ribir un predicado como parte de una deduccidn. Es conveniente

scribir 1a justificacion pertinente a la derecha de cada linea.

En este caso diremos gque B es unaconsecuencia de Ay, A, ..., A Y
uzaremos la abreviacian Ay, A, ..., A B

21 B es deducibie sin hipotesis, entonces decimos que B es un tearema de
§ y usaremos la abreviacidn B

|'|:|

Esiacilvarque F{Aa Axa . a b )=B implica &, &, ..., 4 B
{idemostracion? )

For otro lado un resultiado de laldgica (parte del llamado Teorema de
la Deduccidn) dice que (A a Asa.. .44 ) = B &5 un teorema de §
si es posible encontrar una deduccidnde B & partir de Ay, Bo, oo, A

da tal modo que no se Use 13 regla de generalizacion teniendo como
variable cuantificada a una variable libre de alguna de las hipdtesis.

En argumentos matematicos, frecuentemente uno prueba una afirmacién B
bajo la suposicidn de otras premisas &, A, ..., 4 |y entonces se

concluge que se tiene el teorema: "Si Ay, A, ..., A&, entonces B
La discusidn anterior justifica aste procedimiento

Ejemplos: {7} % SH’,_”: eM seH FseM

{donde x € H e puwdp leer como “x es hombre”, x € M se
puede leer como "x es mortal”y s como "Sdcrates”)

o



encapsular, gracias @
Otroz metodos también  pueden quedar expresados, debido & la

- como eguivalenc

Leduccidn:
vl (xeH=xeM premisa
M) (redH=xeM=(seH= 5P} Ax dsEsp
flijeeH=seM - MP (), ()
ivizeH B premisa
Wz e ¥ ' : o MP (iv), (1)

Por 1o tanto, por el teorema de 1a deduccion, tenemos también que
v {xed=xeMacse) =2seM

51 B y B C entonces es facil ver (4cdma?) que |~ C. Este hecho

vmmmhha 1a invaluable herramisnta matemética de probar nuewas

tearemas usando los ya conocidos. Em otras palabras, este sencillo
resultado de laldgica es el que valida la expresidn

“EV Edificio de las Mateméaticas”

13) Algunos Métodos de Demostracisn. =~

Algunos métodos frecusntes de raz mpnto en matematicas eepupjen
- Modus F’uneng, coma “implicaciones tautaldgicas.

i ot
primera ley de sentencias bicondicionales (ver férmula (23) abajol,
cias tautoldgicas: S ‘

1} Modus tollendo tn:x]]eri‘:-;; (~Ba (.a. = B,l} o~ h
2} Modus tollendo ponens (~&a(AvE) =B

3} Ley de simplificacidn ( A’;a B) = A

41 Ley de adicidn | A= (A '-553'

S) Ley de adjuncidn | . | A= (B = (A& 4 B

&) Silogismo hipotético (A=Bla(B=Ch=(A=0)

)
) Ley de importacidn

51 Ley de exportacidn -

Leyes.del absurda

~Demostracion por casos

Uilema constructivo
Diterna destructivo

((AaBl=C={A=(EB=2LCN

(A= Ba~Bl=~A
(h=Bi=llA=~Bl=~4)

((A=Bla(~A=BN=E
(=B & (T=D) & (A0 =(BvD)
((A=BY o (C=D1 s (#B v~00) ={~8 v~




12} Leyes conmutativas (&4 aBi=(Baa)
(& v BlI=(B v
14} Ley de la contraposicidn (A=B)= (~ =~ A)
15} Leyes asociativas (AalBalh=((AaB)al)

(&w(BvCl={AvB)v )
({(A=BlvC)=(A=(BvCH
16) Leyes distributivas (AaBvC={{AaB)v(AaLl)
AvBalhl=(AvE)aldv())
b=EB=CN={A=Bl=(A=0)
(A=Bath={A=B)als=C))
(A=BvCH={{A=B)v(A=L)
17) Leuss no distributivas (A aBi=C={{aA=C)v(BE=C)
favB)=Cl={(A=C)aiB=LCY
(AaB=Cl=({{A=B)=(4aC)
((A=B)=Cl={{~A=C)a(BE=0C)
doble negacidn A=y
De Morgan ~(& aB)=(~& v ~B)
~(A v B} = (~A 4 ~B)
) Megacidn de la implicacidn  ~(A = B = (& a ~E)
1} Megacion de la bicondicional ~{A=B)=({A o ~B)v (B & ~A))
~A=R= ({4 v B)al~&v~Bl

18) Let
127 Ley

de 1a
o

i
gz d

22Y Implicacidn material {(4=B)={~4vB)
23) Leyes de sentencias (b=B)=((A=E)a{B=A))
bicondicionales (A=BY=({AaB)v{~Aa~B)

Farmulas universalmente validas involucrando cuantificadores son:

4 ('"’*') () = ~(F) ~ AL

5 (93 (Wy) Alx, g) = (vyd (90 Alx, y)

26) (3;&) (Jy) Alx, yd = (3y) (3 Alx, @)

27y {3 (wy) Alx, yd = () (3x) Ale, )

28) (7)) (AL A Bl = (W) Ale) & () Bl
297 (Fx) (AL v Blx)) = ((F) Alx) v (Ix) B}
20) (7)) (A0 = Ble)) = (T &G = (Tx) B
I (Fed (AL & BEOY = ((3x) &G & (3 BED
T2V ) AGO v () BOO) = (9 (AL v Bl

Mota: Todos los conversos (0 = Poes el converso de P = 0 de 1as farmulas
antericres que son implicaciones, son falsos (excepto 7y 8.

[



Ii ® no es libre en A entonces los siguientes fédrmulas son universalmente

validas:

330 (7 (A v Bl = (A v (7)) B
Iy (Fu) (A v B = (A v (3x) Blx))
351 07 (A A B0 = (A & (9) Blx))
63 (F) (A A BUQY = (A A (F) BIY)
37 (v (A= Bl = (A = (v Bl))
&) (Fa (A= B = (A& = (3 BEO)
393 (wx) (BGd = A)=((3x) Blx) = A)

403 (Ix) (Blx) = AY=({vx) Blx) = &)

Enfafl ar qu
sentido del

Mots: Es muy importanis
deben ser deducidas en el

g
par

24 a 40 an’uarir:rreu
1 s0lo daremos dos

las farmulas
rafo {(12). Tar

F (Fxiwy) A= (vyiwx) &

Hip.

4%, de Esp.
MP (i), (i)
¥ de Esp.
MF (iii), {iv)

RECLRL).

Gen {vi)

F (A& a(9x) Bldl = (vx) (A aB())

gl ¥ no ocurre libre en A.

i) A a{¥) Blx)
i) (A (%) B =
il A
iv) (A a(¥x) B = (v x) Bx)
V) (7x) Blx) |
vil (%) B} = Bx)
vit) Blx) :
wiii) & = (Blel= (4 4 BOOY
jud Biy \—1’,.3, , Bl )
%) A A Blx)
wiy () (H ABO)

Hip.

Taut. (Fa Q)= P
MP (i), (ii)
Taut. (P A )= 0
MP (), (iv)
Au.de Esp.

MP (v), '.’_".-'1'}
Taut. (P= (0= (F 1))
MP (1), fwiii)
MP (wif), (ix)
Gen (#)




For el tearema de 1a deduccion el ejemplo queda concluido porque =i bien en
la prusba s& aplicd generalizacion a (A a BUG), ® no 23 1ibre en la hipdiesis
(& o (7x) Blx)). De hecho el resultado es falso si ¥ ocurre libre en & (épor

I:[Ué'f"':l

Quizdz sea interesante proponer en este momento el siguiente ejercicio
no trivial; Por una deduccién proposicional de un predicado B entenderemos
una secuencia de predicados Py, P,,...,F, donde P =B Yy tal que cada
Fiileien)es

a) Un azioma proposicional, es decir, un predicado de alguna de las
- siguientes formas:

il A= (B=4)

ij(A=EB=L) =((A=sB)=(A=C))
)(~B=~A)=((~-B= A)=B)

v} (A aB)=~ (A= ~B)

v) (4 vBY={~A=E}
vij{(A=Bi=(A=0)

vii) (A= B)= (B= A}
viii) (A = B) = ((BE = &) = (A = B)}

by Una consecuencia directs de predicados anteriores en virtud de
Modus Ponens. :

Demastrar que 1as instancias tautoldgicas son exactamente €] conjunto de
- farmulas deducibles proposicionalmente.

La Regla de Eleccidn.

Es muy comun el argumentar del siguiente modo. Supongamos gue hemos
probadao una afirmacidn de la forma (3x) A{x). Entonces decimos, sea b un
objeto tal que A{b). En seguida continuamos la prueba Yy finalmente
arritamos a una afirmacidn que no involucra al elemento elegido b.

Mo fortnularemos las condiciones técnicas para la validez de la regla de
eleccian, pero a continuacion daremas dos ejemplos.



(3} (B{x) = Clx)), Ovid Blsd |- (F) Cl
i1 (Fu) (B2 = Clun Hip.
i1} () Bx) Hip.
jii} Bib) = C(b) para alguna b REGLA DE ELECCION (i)
iv) {¥x) B(x) = Blb) Ax. de Esp.
v) Bib) ’ - MP (i), (iv)
vi) Ch) ‘ MP (), (i) o
vii) Clh) = (3x) Clx) LPOr QUET (2 requieren varios pazos)
viii) (3u) Clx) “ MP (i), (vil)

Ejermplo 2
Cox) (3ud &lx, g) = Gy (Al Ul {que es falso)

i} () (u) Alk, gl Hip.

i) {73y Al ) = (Faly, u) Ax. de Esp.
i) (3ylals, gl : MP (i), (i1)

iv) 4lx,b)paraalgunab REGLA DE ELECCION (iii)

vl o(we) Alw,b) Gen (iv) |
yij (—;,’q Alx, h}.::* (ag’u’ﬁ,} Alx, g:’ &por quUé? (igl_J-al que en el & jemplo anterior)
wild (3u) (7)) Alx, yd ~ O MP (), (vi)

El problema fue en (v). No tensmos derecho & usar generalizacidn pues
la b escogida, intuitivamente, depende de x. Al cuantificar A(x, b

universalmante estamos ignorando este hacho. S & («, U) se interpreta como i

R < | conx 4 4 nimeros naturales, entonces es cierto que dado ¥ existe b con
% < bperoes falso decir que existe b mayor que todo natural. ¥ esto es lo que
afirma (vwii). . :

Una 01tima observacidn: La formalizacidn de la ldgica indiscutiblemente
incorpara trivialidades que son formalmente validas (4E GUSTAN LAS PARAS
FRITAS ENTONCES 2 + 2 =4) @l rnismo tiempo que e.s»:cl”uge, entre otras cosas,
mucho del pensamiento artistico y literario. ‘

Exto quizd sea el prér‘io de 1a universalidad y objetividad del &lgebra
simbolica del calculo de predicados y las teorias formales.

1




T rmissmd

LUl juaiiee,

“Un conjunto se forma al agrupar objetos individuales dentro de una
totalidad. Un conjunto es una pluralidad pensada como unidad. 5§ estes u
otras afirmaciones similares fueran establecidas como definiciones,
entonces pudiera objetarse con buena razin que definen idem per idem
(algo en términos de ese mismo algo) o adn obscurum per obscurius (1o
obscuro por lo més obscuro). Sin embargo, podemcs considerarlas como
gxpositorias, como referencias a un concepto primitivo, familiar a todos
nosotros, cuya resolucidn en conceptos més fundamentales posiblemente no
sed competente ni necesario” (FELIX HAUSDORFF).

Recordemos que para definir una teoria formal basta con indicar los
simbolos de la teoria y sus axiomas especificos. En la axiomatizacidn 2F de
la teoria de conjunios dada por Zermelo (1908} y Frasnkel {1922} sdlo es
necesario introducir dos simbolos primitivos:

€ {partenencia)

(igualdad)

&z, las afirmaciones (predicados) elementales en 2ZF son sdlo los de
igualdad ( a = W) y pertenencia {x € ¥).

manticamente todas las variables en ZF representan conjuntos {aungue
nos ¢ed dificil aceptar que el ndmero 3 o un punto del plano sean conjuntos,
claro, siempre que nos basemnos en ZF para construir la geometria y los
sistemas numericos).

—

05 axiomas de ZF son:

1) Axioma de Extensionalidad:
(o) (¥) ((v2) (zex=zey) = x = 1)

Dos conjuntos son iguales si y sdlamente si tienen los mismos elementos.

-
D
=
o
:
~
=1
-'{
et
—~—
2L
s
o
3
™

v 0
= Tt L o W R G Y
,,,,,,,,,,,,,,,, = (77 (zeu = _,:;:m



Ur conjunto estd contenido en otro si todo elemento del primers es elemento
del gegundo. |

Tecrema: (#) () =y = (xcy A ycx)
Dos conjuntos son iguales cuando se incluyen mutuamente.

“Mota: El simbole de contencidn “C' no es prlmm'm En ZF, Bs smo una
abraviacion cnmnda

2 Axmma del Con]unto Yacio:
(Z) (FY ~ g ex) |
Existie un conjunto sin elementos.
Enlo r—:ux:jasssx"'-,'o dengtaremos la né.ga::ién da "ye X" por " yEx"
Teorema: (La unicidad del vacia)

(Pa)(wh) (v (y £ a) A (wy) (y £ b)) = a=b]

Dos cun]um‘us sin elementos dvben ser gl mum

Por ] teorema de la deduccidn, el sxioma de extensinnalidad y algunos otrog
detalles (icudles?) basta con establecer T
{vyhiy & a), (vy) (y éb) |- (¥2) (zea = zeh)
Frueba.
i) (vudy ¢ a) Hip.
i) {7uly £ b) ‘. Hip.




i) (wylly € a)= (z & a3 &%, de Esp.

iv)zé¢a MP (i), (iii)

v (vl ugbi=z¢hb Ax. de Esp.

vi)z£b MP (i1}, ()
vilyzfga=zEb= (zea=zeb)] Taut. ~&4=3 (~B= (A=E))
yiti}) z € b= (zea = zeb) MP (iv]), (vii)

i) zea= zeb MP (i), (wiii}

%) (¥z)(zea=zeh) Gen. (ix)

Ej. Comparese lo anterior con el siguiente enunciado y demostracidn:

Teorema: Solamente existe uno y sdlo un conjunto sin elementos.

(49]

‘Prueba. E1 axioma (2) nos garantiza que efectivamente existen conjuntos sin
elementos. Sean shora A y B conjuntos de estos. Para que A y B fueran
digtintos tendria que existir, por el axioma de extensionalidad un elemento
en alquno de ellos que no fuera elemento del otro. Pero esto es imposible
4Se puede formalizar este argumento? éEs el resultado de tal formalizacidn
distinto a la prueba formal dada antes? Si es asi, £5e puede dar una version
informal de la prueba formal anterior?

Definicidn. (9 (x == (vy) {y € x)).

- En palabras, denotaremos por g al L’mico conjurto dada por el axioma (2).

Maraleja: Cuando podemas establecer la existencia y unicidad de algs,
entonces tenemos derecho a bautizar a ese algo. ’

3) Axioma de Parejas Desordenadas.

(v () (Fa) (vwliwvez =(w=x V w=Uy))

Six yy son conjuntos entonces la pareja (desordenada) {x, y} es un conjunta.




Acabamos de introducir el simbolo {x, Y} sin anunciarlo y pasando por alto
una condicidn indispensable de unicidad (dcudl?). '

Sin embargo todos los autores cometen este tipo de abuso {y peores) pues
suponen gue sus lectores son gente critica que sabré lenar los pequefios

{y grandes) huecos de una exposicidn.

4y Agioma de 1a Unidn.
(vd Q) (e (zey=A zetatex))

Six es un conjunto de conjuntas, entonces la unidn de sus miembros es un
conjunto. ‘

Ejercicio. Demostrar que para cada conjunto x, el conjunto y dado por el
axioma de la-unidn es dnico. : '

Ejemplo: 5i x = {{a, b, ¢, }, {8, ¢, d, e} }. entonces la unidn de x es
y=1{ab,c, d, e}

Deﬁmt:iéf}. E;Ean A 4 B canjuntos, entonces por el agioma (3), {4, B} es un
conjunto. Denotaremos por AUE al conjunto que resulta de la aplicacidn del
axioma (43 al conjunto {4, B} Es decir

(‘a’z)(zeﬁuas {(zeAvzeBD

(éPor quét)

5) Axioma de Infinite
(T lrex A (vllyex=yuiyle %)

Existe un conjunio x que contiene al conjunto vacio y tal que si g € x
entonces y v {y} también pertenece a x. La distincidn entre un elemsnto y y

el conjunto {y) es bAsica. Este axioma garantiza la existencia de (una
variedad de) conjuntos infinitos ({For qué?). &Mo tiene un sabor inductivo 1a
condician del axioma del infinito? De hecho John Yon Meurnann din una
canstruccidn de 10s ndmeros naturales a partir de este azioma.
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Six es un conjunto, entonces existe el subconjunto de aquellos elementoe de
x que satisfacen la propiedad P. l

Matese que esto no es un axioma, sino toda una familia de axiomas. Un
awiarma por cada propiedad.

Definicidn. Dado x y una propiedad F, denctaremas al {dnico) conjunto cuya
existencia estd garantizada por el axioma de especificacidn por

l

{zex |P

Definicidn. xny={zexlzeyl {interseccidn)
x\y ={zex|zg£yl (complemento relativo)

Dada una propiedad P, no tenamos derecho a construir al conjunta {z | P(2}},
es decir, (3y)ivz) ey = P} no es un axioma. De hecho admitir esto lleva &
contradicciones.

Ejemplo: {La paradojs de Russell). Sea P(2) la propiedad z ¢ 2z y supongamos
que existe el conjuntoy=1{z |z ¢ z}. Por lo tanto y es el conjunto de todos
los elementos tales que no se pertenecen a si mismos. En particular, y se
pertenecs si y sdlo si y no se pertenece que es una contradiccidn de Ta forma
A= ~A (Ejercicio: Escribir 1a prueba formalizada de esto.)

Una versidn cologuial de 1a misma paradoja es la siguiente:

En un pueblo hay un barbero que rasura a aquellos y sélo & aquellas hombres
que no se rasuran a si mismos. Entonces: éQuién rasura &l barbero?
Fespuesta: El barbera se rasura i y sdlo si el barbero no se rasura a i
misrao. '

- Moraleja (P. Halmos): Es
glge de nada. Para espec

algunas palabras magicas;

8 cuyos elementos 1as pa

ozible, especialmente en mateméticas, obtener

icar un conjunte, no es suficients el pronhunciar
; es necesario tambien tener a la mano un conjunto
abras méagicas se apligquen. '

impa
Cifi
gl



73 Aniomn del Conjunto Potencia.

(7)) (A (vz)(zey=zcx)

Diado un conjunto, existe el conjunto de todos sus subconjuntos. Este akioma
es esencial en 13 construccion de 1a aritmética transfinita de G. Cantor.

Definicidn. E1 conjunto de todos los subconjuntos de una coleccidn x es el

c:lenjuntn:u potencia de x y 1o denotaremos por 2%

ZF advm &z de constar de otros dos axiomas (e

1 ccidn y regularidad) pozed
una versidn mas general del axioma de especificacion (el axioma de
reemplazamiento). Sin embargo 1a 1ista aqui dada es mas que suficiente por

el momento.
Fupcion

Al final-del siglo XV era transparente que ni 1a metafisica de Leibniz ni el
doigr m:h smo empirico de Mewton aprmlt]r!an una justificacidn cammptﬁ de
laz métodos del nuevo caloulo.

La primera nocidn sujeta a escrutinio fue la de continuidad y, a través de
&zta, la nocidn de correspondencia funcicngl. Mada era mas ambiguo en
tiempos de Euler que la expresion fusciic candizus Esto era porgue en la

précth:’, gedmetras desde los tiempo 15 de Mewton y-Leibniz haman trabajado

z0lo coh expresiones analiticas explicitas. Para ellos el dominio del enalisis

estaba claramente definido y sus operaciones justificadas por la manera en

que eran 1levadas a cabo. Pern ya no era posible seguir manteniendo esta
vig mn pragmatica.

La confrontacidn se hizo inevitable desde el momento en gue Fourier, en
1807, mastrd (ecﬂmianda cuerdas vibrantes y conduccidn -de calar) que

LA,

funciongs muy generales, y entre ellas ciertas funf:mneq discontinuas,

admitian una represantacidn en series trlgonnmetrmaa mnvergwn’reH

Esto introdujo una nueva y profunda problematic a en el anénuiu 5i el
dezarrollo en zeries trlqonumuir]rm permite 1a reprezpn’ramun de una clase
mas general de funciones entances, ¢Eg posible caracterizar tal coleccidn de
funciones y sus propiedades?




Atacar la  pregunta necesariamente implicaria  una  definicidn  de
correspondencia funcional independiente de cualquier tipo de expresidn
analitica. Fue Dirichlet el que finalmente la dejd por escrito en 1837. Cabe
notar gue ya en 1321 Ceuchy habia dado la definicidn rigurosa de
continuidad. Esta separacidn conceptual de la intuicidn geométrica dio
frutos importantisimos. Particularmente espectacular es el momento en que
veierstrass da, en 1861, un ejemplo de funcidn continua sin derivada en
ningln punto.

Este descubrimiento no sdlo reveld por completo la sutonomia de los
métodos del andlisis con respecto a la geometria, sino que también mostrd
hasta qué punto el nuevo espiritu de rigor daba lugar al riesgo de una nueva
crizis: i la intuicidn geométrica ya no podia garantizar 1a imposibilidad de
un ahsurdo, 4ddnde, entonces, se deberia encontrar un criterio suficiente de
consistencia? De aqui, 1a teoria de conjuntos irfe a sugir de una cadena de
articulos debida a Cantor gue comenzd, en 1870, con el tema de series

-5 trigonométricas y culming, 27 afos mas tarde, con el tema de e aritmética

transfinita. {cf. JEAN T. DESSHTI)

1) Parejas Ordenadas

“40ug significa colocar los elementos de un conjunto A en algln orden?

Supongamas, por ejempla, que el conjunto A es la cuarteta {a, b, c, d} de

elementos distintos, Yy supongamos que gueremas considerar sus elementos

en &l orden . '
chda

Aln sin una definicidn precisa de que significa esto, podemos hacer algo
inteligente. Poderos, a saber, considerar para cada lugar particular en el
ordenamiento, un conjunto con todos 1os elementos que ocurren en Y antes de
ese lugar, obteniendo de'esta manera los conjuntos

{c} {c. b} {c,b,d} {c,b,d, &}

Podemos proseguir y considerar al conjunto

' C = {{al Do‘ ':'J d}) {D) C}) {DJ CJ d}J {C}}

Para enfatizar que el concepto intuitivo y pruham te confuso de arden
ha tenido éxito en producir algo sd1ido iy simple, a uan er, un conjunto C, Mana
y sin arnamentos, 108 Plpmen’ro“ de C, ysus e 1Prrwmu5 st prpupntadns
arriba de una manera revuelta. (Bl lector lewicogréficamente inclinado

quizés pusda ver un método en 1.:1 manera de revalver).

18 -



Continuemos con la pretensidn, por un momento, de que no sabernos qUé
significa orden. Supongamos que en una mirada caszual al parrafo anterior
todo 1o que pudimos retener es &l conjunto: C. éPodriamos usarlo para
recapturar el orden que le dio origen? La respuests facilmente se ve que es
afirmativa: Exarﬁjnemos los elementos de C para encontrar uno que esté
incluido en todos los demdés; coma {c} tiene la propiedad ( y ningun otro)
entonces sabemos que © debe haber sido el primer elemento. Busquemos al

siguiznte menor elemento de C, esto es, aquel que estd incluido en todos los

restantes después que {c} ha sido removido; como {b, ¢} cumple con el
requisito {y ningin otro) entonces sabemos que b debe haber sido el sequndo
elemento. :

Procediendo asi (sdlo dos pasos mas se necesitan) pasamas del conjunto C &
ordenamiento dado &l conjunto A -

La moralejs es ésta: Pudiéramos no saber con precisidn qué significa
ordenar los elementos de un conjunto A, pero para cada orden podemos
gzociar un conjunto C de subcanjuntos de A de tal manera gue el orden dado

se recupera univocamente de C. (Aqui hay un ejercicio no trivial: Encontrar
una. caracterizacion intrinseca de aquellos conjuntos de subconjuntos de A

‘que corresponden & un orden de A Como “orden” no tiene significado oficial
atn, todo el pr‘utﬂ*—*t g5 oficialmente un sinsentido) '

El pasaje de un orden en A
una cuartets; para una pareja todo se vuelve al menos dos veces mas
sencillo. 51 A = {a b} y si, en el orden deseado, & wa primero, entonces
€ = {la}, {a, b}}; si, de otro modo, b va primero, entonces C = {{b}, {g, b}}"
(PAUL HaLMOS) - | |

i

Definicidn. La pareja ordenada de a y b, can primera ¢ :nmdenada ays g inds
coordensda b es el conjunto {a, b} definido por:

(8,00 = (@}, (e, b

Tearema: (Tearema fundamental de las parejas ardenadas)

son parejas ordenadas entonces (g, b) = {x, y) &i

[}
o}
oy

Si (3, by (gl
=x Yy b=y

[En]
—
P
)
[}
—_—
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a un conjunto C, U de regresc, fue ilustrado para
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onjunto definido por:
suB
A xB=ixe2?2 | (3a){3b) (ach » beb a x = (a, b))}

{4 x B ={(a, b)|ach » beB} informalmente)

Sean A Yy B conjuntos. Una relacion R entre dos conjuntos & y B es
simplemente un subconjunto de Ax B (ie. R cAx B).
51 {x, u) € R en general escribimos xRy (x estd relacionada con y).

Ejercicio. {Puede el lector desarrcllar una discusidn entre el concepto
intuitivo de relacion y la nocidn conjuntista de ésta? (Tal vez en el espiritu
de Halmos).

31 Funciones.

Ezte no es ya el momento para discusiones preliminares larga: y heuristicas
azi que procederemos directamente con las definiciones, atn bajo el riesgo
da cimbrar o preccupar a algunos.

Sean Xy Y conjuntos. Una funcidn de ¥ en Y ez una relacidn f en X x ¥ tal que
para cada x en ¥ existe un Onico elemento y en ¥ con {, Y e f. Mas
gxplicitamente, f es una funcidn de X en ¥ si

1) fockzd
2) (wu }lx eX=0EuyevYAals, el (existencia)
3 (wxdiwydivz) (((x, yhe T A (x,2) € f) = y = 2) {unicidad)

Escribiremosy=fix)eénvezde G, l e f 6 xfy.

El simbolo f:¥ = ¥ esuna abreviacidn de “f es una funcidn de ¥ en ¥,

4 es el dominiode f y ¥ el codominio.

Si ¥ ez un subconjunto de Y, 1a funcidn f definida por f{x) = x para cada x en
N ose H-:ma la funcidn inclusidn (mapeo inclusidn, inclusidn, encaje o

ingeccidn) de ¥ en Y. La frase "la funcidn f definida por ... " es muy comin,




Su intencidn es implicar, por supuesto, que existe una Unica funcidn que
iaf

i
b'-ﬂ'a estamos invitados a considerar el conjunto de todas las parejas

" ordenadas (r ) en ¥ x Y para los cualesx = .

Siguiendo la prér‘tica matematics tradicions!, usualmente describiremos
una funcidn estipulande su valor & para cada argumento v {en el esplrltu
del siglo ®vin).

El mapeo inclusit’m de % en % se Nama el mapeo identidad en X (en el
lenguaje de relaciones, el mapeo identidad es 1o mismo qu:: la relacion de
jgualdad en XJ y se denota por ld,.

Si f es una funcidn de X en ¥ y A es un subconjunto de X entonces la

restriccidn de fa A es la funcidn fla: A = Y definida por:

{ﬂf':'&:l {a) =fla)paracadasae A ;

Imagenss: Si A ¥ entonces definimos la imagen de A bajo T como el

conjuntno N .
flal={yey| (@) {zea A f{x) = y)}

La notacidn es mala pero no r,a'ra*-*troﬁra Lo que E*—ta mal es que &i sucede
que A es simultdneamente un elemsnto de ¥ y un subconjunto da X,
{situacidn rara pero no imposible (ver el axioma de infinito)) entonces el
simbolo f{A) s ambiguo.

En fin, siguiendo las costumbres mateméticas nmmaleb usaremos esta
mala notacidn, cr_mﬁando en que el contexto evite toda confusidn.

" 3B Y entonces dl-‘f]mme 1a 1maqwn inversa de B bajo f como el con}untu

f‘ LE) = {x g ¥} fu’: Bl

ciones, Suprayecciones y B!geccmnes Una funcidn f: ,{ - Y es
inuectiva sit n_‘;:ma elementos distintos de ¥ en elementos distintos de V.

("? ) J ({’"1 = 3{ M X?_ = A Fis f(,q) = f(',‘cjz :J)::: ;(1 =¥

ace la condicidn dada. En el caso éspecial que tenemos a 18 mano esta -

; % Reales = Realea definida por f{x, y) = ¥ + gg‘,.gntnnces




t e tiens que F1{{yh

afirmacidn: f es inyectiva si y sdlo i para cada y en
s el vacio o un conjunto de un solo elemento en ¥

[
[
=

Una funcidn f: ¥ = Y es suprayectiva {sobre) si f{¥) = ¥, esto es, si para
toda yen Y existe al menos una % € ¥ tal que f{x) = y. Formalmentsa:

(7l {yeY=(F) ke’ Af()=y)

Una funcidn f: ¥ - ¥ es biyectiva si es ingectiva y suprayectiva, esto es,
i para toda y e Y existe un Unica » € ¥ tal que f(x) = .

Composicign: Seaf : X =Y, g ¥ - Z con¥CV¥ entonces la
composicidn de f seguida de g es 1a funcidn g» 1: ¥ = Z definida por

{go ) (k) =gif(®)) paracada xe %
Ejercicio: Describira go f como conjunto de parejas ordenadas.

Obsérvese que la composicidn go f sdlo tiene sentida si el dominio de g
contiene al contradominio de X

Teorema. Seanf: ¥ =Y, g ¥ > Zyh Z =W, entonceshoe{gef)=thogof

Es decir 1a composicion de funciones es asocistiva cuando estéd definida.

Inversidn: Seaf:¥ - ¥ biyectiva entonces
= {{y, ) eyxd|flx)= y
es una funcidn de ¥ en ¥ Ademés fof T =1ldy y 1o f=id,

Mota: Sea T una funcidnde ¥ en ¥ y sea y un.elemento de Y. Entonces £1{y)
tiene sentido cuando T es biyectiva, y denota al Unico elemento de ¥ tal
que f(x) = y {en particular 10y € ¥) pero f1({y}) siempre tiene sentido
Yy denota l subconjunto de las ¥ en X tales que f(x) = y {en particular
1y c ¥ -

Afirmacion: 1 ¥ =Y tngeutma si y solamente si ! ({y}) es un solo
elemento de ¥ para ¢ ja qeY. Mas atin, {71 () = £1({y}) para toda g e V.

L)
Fars



Ejemplo: (Estructura de Grupo)

Sea $(1) el cnnjun’m de todas las funciones biyectivas de ¥ en X Entonces
la composicidn entre elementos de S(x) siempre estd definida y es
ociativa; Id, € 8(k) y foldy=1d, o f=fparatodafe Sw finalmente,

ll'\

para toda f € $(x) existe g{asaber,g=f")talque fog=gof=Id,.

En general, un conjunto & con una operacidn oo 6 x 6 — 6 yun elemento
Id & G, tal que las propiedades del ejemplo se satisfacen, e conoce en
x | rmatematicas como un grupo.

m

Ejercicio: Demostrar que si X s finito y tiene n elementos, entonces
cL Stitienenl=nc{n- 1)+ ... =21 elementos.

Aqui termina entonces el plameatmento genera el juego:

Tenemos una definicidn de demostracién y tenemos una teoria formal (E1
Faraizo de Cantor). El proposito en los afios venidercs es el de trabajar
sobre las estructuras cimentadass en estos principios, entender sus
construcciones y definiciones, sus teoremas y aplicaciones. También
tendra sentido para algunos escudrifiar més  profundamente los
fundamentos de 1az matematicas. » '

RS ;ﬂgr&a’ef‘if‘?femf?- v mﬁm'o Flares por creer en la posible relevancia de
4 ggtas notas. ¥ & Elizabeth Esparza por transcribir mlb Jerogllﬁx 0% en un
' tpﬁfn legible.
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