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Dernostraci on 

DEMOSTRACfON, CON.JUNTO Y FUNCION. 
(UN E:O::;QI_IE.JO) 

"P;sn:r cornenzar, queremo~; ,jesarrollflr un _vocat,ul;~rio preciso !d -al rni::;rno 
tiernpo (Jij8CIJfpjiJ para 8] (Jn;§l_isis de lOS protderna~; y conceptos del 
conoci rni en to si stern;§t i co. Tenerno::; que usar. 1 en!;~ua j e amt1i guo para crear 
un len!dua j e preci :::o. Esto no es tan chi fl ado como parece. Las regl as de 1 
;:J_ie:jrez, por ejernplo, son rnucho mer:: preci::;as que aquellas de la grernatica 
ca:;;tellana, y sin ernt,an;~o utilizarnos oraciones en Castellano goberna,jas 
por re!~l as i rnpreci ::;c:Js para p 1 antear las re!~l a::: del a j e,jrez." (PATRICK SUPPES) 

Los ::;i gui erltes son coni:":eptos fundarnentales en L6gi ca f·'Jaterrdlt i ca: 

1 ) V a ri a b l e: Es un sf rnbo 1 o que representa un rni ern two no especi fi ca,jo 
,je una colecci6n definida ,je objetos, 

2) Proposici6n: Es una orac:i6n que ne·c:e~;ariarnente e::; verd;:J,jera o falsa. 
A l gun as proposi ci ones son at6mi cas y que,jan sin ana 1 i zc:a-, 
otras son cornpuesta:; y analizada:; a trave:; de las tabla:; 
de venj;:jlj (ver (6)). 

4) Conect1vos Logicos: 

Si A y B son pre,ji ca,jos entonces: 

A A El 
AvB 
A~·B 

A=B 

::;on predice,jos. 

1-

- la negaci6n de A 
-A y B (conjunci6n) 

-A 6 B{disjuhci6n) 
-A irnplica B (in"Jplicaci6n) 

- A :;i y s61 o si B (equi '··:~a l_~nci a) 

~-----~--- -------~ 
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c\ r .. .--.J..;+.;,.,.,..,.,.,..;,;:. __ 
-1,0 C....UClll L II Jt..Ot.. I Ull. 

Si A es un predi cado don de po::;i td ernente ocurre 1a 
variable x, entonce:::: denotaremos 1 en oca::;i ones 1 a A por 
A(x). Adern;§s 

(ifx) A(x) 

(:h) A(x) 

son predi ca,jos. 

- cuantHicaci6n universal ,je A 
- cuantificaci6n e~<istencial de A 

Una ocwTenci a de una variable x en un predi cado #..:-~) es acotc11ja o 1 i bre si, 
re~;pectivarnente, tal ocurrencia esta cuanttHca,jfl o no. La varic1ttle x puede 
tener si rnultanearnente ocurrenci as 1 i bres y acotc11jas en AC~<). 
'E. f'· · ) 'f \' Bf ' \ \ J ... ' .. ':!>~ A .. ::<}} l•. . •. X}.} 

.~. Es un predi cado sin variables 1 i bres necesari arnente fa 1 so o verdadero·? 
Respuesta. En un conte::.:to deterrninc11jo,. sL (Ej. (·v·~J(3~d)(::.: + ~d = 4) es 
venje,jero en los enteros pero falso en los naturales.) 

Un pre,ji ca,jo con veri ab 1 es 1i bres se puede 11 a mar una condi ci 6n o marco 
~~r-oh'o::;icional en tales variables. (Ej. xes herrnano dey.) 

Un;:1 condici6n e.n una variable se llama QroQiedad. (Ej. (3y) ()<2 + y2 = 1).) 

6) Tab las de Verdad: 

Si P y C! son proposi ci one:3 entonces e 1 va 1 or de verdad de 
~ P, P A Q, P v Q, P =:> Q, P = Q est a deterrni nado por 1 a 
siguiente tabla: 

.P Q up P,\Q PvQ P::}Q P=Q 
v v F v v v v 
v F F v F F 
F v v F v v F 
F F F F v \-' 

tylonsleJa: La verda,j o falseda,j de una prop.osici6n cornpuef;ta s6lo depende 
;jeJ '..·'iJlor de '·..'erda;j de suf: atorno:::. Esto e::: un e_iernplo ;je c6rno tan solo una 
fr,:Jcci6n de la "16!~ica fwmana" e::: la que el maternMico usa !d ,je rnanera 
f Or-fTJiJ] i ;:.::1j;j_ 
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---~- ~-----~-~-----~------- ----------- -~-------~~-~----------~~~ 

La noci6n rna:; in1portante asociada al concepto de tatda de verda1j es la de 
f.;:Juto 1 O!~ fa, es ,jeci r, una propo:::i ch5n cuqa tab 1 a de .... ·enja,j t i ene cor·no 
re:::ultf:!ljo s6lo el valor V. 

E_iernplo: La::; tautologfas 

r F -' I.-~ I_., Ill 
\ ---.,. """.) 

~ (P ~ ""'Q) 

~{(P~C!) ~[r~(C! ~· P)J} 

PvQ 

PAQ 
- (P = r)) 

no:;_ dicen que ]QS conectiV0:3 "~" y" r-·" son SUficientes. (I.. para que?) 

7) La lmplicac16n: 
El conect h·'O 16gi co mas i rnportante es e 1 de 1 a . 
imp 1 i caci 6n. 

Si A y B son predicados A=.· B si em pre es un predi ca,jo: 
NO Tl HJE POR QUE HABER REL.ACION DE .CAUSAL! DAD ENTRE EL 

ANTECEDENTE (A) Y EL CONSECUENTE (B) . 

. . 

La afirrnaci6n: "Si Napole6n no huttiera sido un · mal 
estudiante en el Clt·1AT, entonces no hat,rfa sido 
derrotado en \.Y'aterloo"; es falsa (tal vez) en el lenguerJe ·· 
t·rabitual pero verdadera en el lenguaje forrnaH.za,jo (si es 
que de veras se pue,je formal izar). 

Tell vez es inMil y ciertarnente cornplejo tratar de 
si sternat i zar 1 a noci 6n ,je depen,jenci a o causa 1 i dad entre 
d·,j·s prerni sas. 

La::: :::i gui entes son rnaneh:Js di stint as ,je deci r 1 o rni srno: 

F' i rnp 1 i ca Q P es co"fpji ,::i 6n .sufi ci ente para Q 
[! es 1 rrrpl i ca,jo por- P Para C! es sufi ci ente que P 
Si P, entonces Q C! e::; cor-11ji ci 6n nece:::f1ri a para P 
P :::6lo si C! Par-a P es nece~:ari o que Q 

Sol arnente si IJ es P C!, si P 

·~·' 



c'\ J. •• .; _ _,., __ .r1.- 1.- 1 ~-.;,..., ....... 
l_i.i Hi\ i UlliO~ Ut: I 0 LU!:J ll..O. 

a) A xi orna ,je et:peci fi caci 6n: 
( "dvlA(v)· -, .6.(-:-) • .... , ra .. .l'"· -.... ,....-,._.-.r 

Don,je A(s) es el resultc11jo de sustituir las ocurrencia:; 
lit,r-es de x en A por s. El sfrnbolo s pue,je significar o 
tden una variable o tden una constante (corno S6crates, 
el nurnero 4 6 1 a variable !J). 

Este proceso de sustituci6n no siempre es v6Ji,jo, pero 
en particular l o es cuando s no ocurre en A, cuando s es 
x, o cuando s es constante. Enunciar el El)<iorna de 
especi fi caci 6n con tc11ja genera 1 i ,jad involucra una 
definicion tecnica (la de "terrnino _ litwe para una 
variatile en una f6nnu1a") que en este conte:,<to s6lo 
comp 1 i carl a 1 as cosas i nnecesar-i arnente. 

b) [('v'x) (A =::. B(x))J ~· [A =::. ('?"x)B(>~)] dor11je x no ocurre 
libre en A. 

9) lnstancias Tautol6gicas: 

Una i nstanci a tauto logi ca es e l result ado obteni do de i.ma 
tautologfa al sustituir predicados por letras 
Qroposicionales, todas las ocurrencia::: de la rnisma letra 
deben ser rernplazadas por el misrno predicado. (Ej. De 
P v ~J P ot1tener "ser o no ser") 

10) Reglas de lnfere~cia: 

Sorpren,jenternente s61 o dos regl as ,je i nf erenci a son 
necesarias para el desarrollo de la 16gica formal. Esta:3 
son el f"lodus Ponen,jo Ponens y la regla ije generalizaci6n. 

a) El f"1CIIji.Js (PoneriiJO) Ponens es la re!~la fUr!ljarnental ae 
inferencia. Si el _iuego (el gnm juego ,je la 16Qica y las 
rnaternaticas) con:::i:::te en ot1tener conclu:::ione::; vali,ja::: 
,je pr-ernisas v;§lilja:::, entonces el 11odus Ponens 
e::: LA REG LA DEL· .JUEGO. 
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ll)Teorfa: 

Dicg asf: 

Sean P y Q predi cados 

Supongarno::: que P es V;~Jl i do !d que P :::::::· Q tarntli en 1 o .es. 
Entonces Q es va 1 i ,j(J_ 

Esto se pue,je e:~:presar di ci en,jo que Q es consecuenci a 
directa de P y (P :::::::. Q) en virtud de t--·lodus Ponens o 
t1i en, que Q se si !JUe de P !d de (P :::::::. Q). 

· b) La Regla de generalizacion dice que {'>/x)A se sigue de 
A. En otras pa 1 a bras, si A es va 1 ida Bntonces podernos 
siernpre acotar las variables libre::: de A con 
cuant i fi ca,jores uni versa 1 es. 

Una teor-f a denota,ja por 8 consta ,je los si gui entes 
. elementos: 

· a) La logi ca hast a aqu f p l antefnja_ 
b) Los sfmt,o1os pr-opios de la teorfa (por ejemp1o e1 

sfrnt,olo de pertenencia E en la teorfa de conjuntos ). 
c) Los predi c;:ujos de 8: E::;tos se construyen i gua 1 que 1 os 

pre,ji ca,jos de 1 a 16gi ca, pero at1ora con 1 a posi bil i dad 
de incluir a los sirnbolos de 8 {(Vx) (xEX:::::::. {x} c ::<) es 
un pre,jica,jo de la teorfa de con juntos, pero no de la· · 
16!Jica). 

d) Los a::<iornas propios de la teorfa. 

12) Pruei:Ja y Deduccion en una Teorfa·_s. . . 

Sean A1 .. · A2, ... , An y B predi cados de 8. Una deducci 6n qe 
· B a partir ·de las hi Q6tesi s o Qrerni sas .A1·,. A2, ... , An~ es 

una secu~nci a de predi cados de 8, di gatnos 

1) p1 

2) p2 

3) P-• ,!. 

5 
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donde Pn = 8 y tel que code P1 ( 1::: i ::: n) es: 

a) Lin a:,{iorna lergico, 
b) Lin a~<i orna de S, 
c) Una instancia tauto16gica, 
d) Una consecuenci a di recta de predi cados anteri ores en 

virtud de las r-eglas de inferencia, 

e) Una hi p6tesi s. 

E:;;tas son las (micas r-azones o justificaciones posibles para 
escribir un predicado como parte de una deducci6n. Es conveniente 
escribir la justificaci6n pertinente a la derecha de cada 1 fnea. 

En este caso direrno::; que B es una consecuencia ,je A1, A2 , ... , f:n y 
u:::er-ernos la abreviaci6n A1, A2 ..... , Ant-B. 

:3i Ei es deducible sin hip6tesis, entonces decimos que B es un teorema de 
8 q usarernos la abre'·:'iaci6n f- B. 

Es· r"acil ver que f- ( A1 .n. A2 A ... A An)~· B implica A1, A2, ... , An }-B 

(~~. 1jerno:::traci 6n?). 

F'or otro lclljo un resultado de la 16gica (parte delllarnado Teorema de 
la Deducci6n) dice que ( A1 A A2 l· •... A An) ~· ·s es un teorema de 8 

si es posible encontrar una de,jucciern de B a partir de A1, A2, ... , '\ 

de tal rno,jo que no se use la regla de generalizaci6n teniendo como 
variable cuantificada a una variable lit,re de alguna de las hipotesis. 

En at-!~utrtentos rnaternaticos, frecuentemente uno prueba una afirmaci6n B 
ba _i o 1 a suposi ci 6n de otras pr-erni sas A1.• A2 , ... , 1:n y entonces se 

concluqe que se tiene el teorema: "Si A1, A2 , ... , An, entonces B ". 

La discu:::i6n anterior justifica este procedirniento. 

E_iernplos: {·"·..,.. )( v E ~ r ~ X E ·~f) ,... E ,, i L r· E ·11-·f ..... ·-.; '. ,.. n- __,.. . .r •} I ::J TI· _,- ~ _I L ... 

(,jonde x E H. se puede 1 eer corno "x es hombre", x E :l'l se 
pue,je leer corno "xes mortal" y s como "S6crates") 



De!jucci 6n: 
••• (•,..; ' ( •1_( .,..f "i 
1) ···X) \ X En-~· X E _r ~·-· premi sa 

Ai<:. de E:3p. 
t··1P (i), (ii) 

prernisa 

ii) (Vx) (X E H ~X E J'l) ~· (S E H ~· S E J"',) 

iii) S EH-~· S E:rt 
iv) s EH 
v)::: E J"L r-··Jp (iv), (iii) 

p or 10 h:mto J por el teorerna de 1 a deducci 6n_. tenernos tarntli en que 

~ (('Vx) (X EH~·X E :l"t.) AS EH) ~· S E::t"i-

~;i r Ei y B 1- C entonc:e::; es f acil ver (l. como?) que ~ C. Este t·techo 
forrnaliza la invalui:Jt,_le t"tet-ratrtiente · matematic:a de probar nuevas 
teorernas usando los ya conocidos. En otn~s palat,ras, este sencillo 
result.ado ,je la 16gica es el que vel ida la e;<:presion 

"El Edifi ci o de 1 a~; Metemati cas" 

13) Algi1nos Metodos de Demostracion. 

A lounos rneto,jos frecuentes de razonami en to en mete mat i cas se pueden ·-· 
encapsul ar, !~n::lci ;ss a t-1c"jus Ponens, como imp 1i caci ones tauto lO!Ji cas. 
Citro::; rnetc11j(IS tamtlifm pueden que,jar egpreSfpjos, detli,jo a la 
prirnera ley de sentencias bicondicionales · (ver f6rrnula (23) et,ajot 
corno equivalencias tauto16gicas: 

1) r·-Jc"jus tollerpjo tolletis· 

2) r·-Jo,ju:3 to 11 en do ponens 

3) Ley de ~:irnp1ificaci6n 
4) Ley· de fJdi ci 6n 
5) Le~d ,je a1jjunci6n 
6) Silogisrno t1ipotetico 
7) Ley ,je irnportaci6n 

i3) Le~d de e:=<portaci6ri 
9) Le~d8S Jjel at,sunjo 

1 0) Derno:;traci6n por ,::asos 

1 1) Dilerna constructi vo 
12) Dilerna destn~ctivo 

( ~ B A (A=:;. B))~'""' A 

( ~ A A (A 'y' B)) ~ B 

(A A B)~ A 
'. 

A~· (A v B) 
A~· (B ~ (A A B) 

((A~ Ei) 1\ (6 ~C))~ (A~ C) 

(A~ (B ~· C))=:;. ((A ·"· Ei) ~· C) 
((A ,.\ 6) ~· C)~· (A~: (B ~·C)) 

(A ~· (B A ~ B)) ~· ,._.A 

(A~ 6) = ((A~-- B)=:::;; ~J A) 

((A~·B) 1\ (~J A~ B))= Ei 

((A~·B) A (C~·D) A (A· .... c)) ~·(BvD) 

((A~·B) /o. (C~·D) A (····B v··-·D)) ~·(nA ··.··o"JC) 

7 
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13) Leyes conmutativas 

14) Le'd de. la contrapo:::ici6n 
15) Letjes asociativas 

16) Le~des di :::tri but iva:; 

17) Le~es no distrittutivas 

1 fi) Ley ,je la ,joble negaci6n 

19) Le~Jes de De t~1organ 

20) Negaci6n de la irnplicaci6n 

21) Negaci6n ,je la bicondicional 

22) lrnplicac:i6n material 
23) Leyes de sentencias 

bi con,ji cion ales 

{ '" B' - (B '·' ,H A I}= I ,•\ H} 

(A v B) = (Ei v A) 

(A~ Ei) = (N Ei ~~A) 

(A /\ (B A C))= ((A ;., B) A C) 

(A v (B v C))= ((A v B) v C) 

((A~ B) v C)= (A=::· (B v C)) 

(A/\ (B v C))= ((A "·B) v (A A C)) 

(A v (B .n. C))= ((A v B) .n. (A v C)) 

(A=::· (B =::·C))= ((A==> B)~ (A==> C)) 

(A~ (B 1\ C))= ((A~ B) 1\ (A=::· C)) 

(A~ (B v C))= ((A==> B) v (A~ C)) 

((A i·. B)~ C)= ((A~ C) v (B ==>C)) 

((A v B)~ C)= ((A~ C) :\, (B =:·C)) 

(A ,, (B =::· C)) = ((A~ B)=::· (A .n. C)) 

((A==> B)~ C)= ((~A==> C) I\ (B ~C)) 

A = --------A 

~J(A .t.. B)= (-"JA v ~JB) 

~-·(A v B)= (-"JA A "-"B) 

"'(A =::· B) = {A A .-...EI) 

~J(A =B)= ((A A ---B)"v (B A ~JA)) 

.-...(A= B)= ((A v B),, (~JA v ....,B)) 

(A~ B)= (~JA v B) 

(A= B)= ((A~ Ei) ,, (B ==>A)) 

(A= B)= ((A;.. B) v (---A .n. ----B)) 

F6nrrul as universal rnente val i ,jas i n• . .Jol ucrar11jo cuanti ficadores son: 

24) 
'I c-)· ..._._J 

26) 
1"1~' / .. l 
~·} 

('~"lx) A(x) = ....,(3x) ...., A(x) 

('9'x) ('v''y) A(x, y) = (·'ii'·y) ('ix) A(x, y) 

(3x) (3y) A(x, y) = (3y) (3x) A(x, y) 

(3x) ('1y) A(x, y) =::· ('1y) (3x) A(x, y) 

2CI) ('vx) (A(x) ,\ B(x)) = (('Y''x) A(x) ,, ('ix) B(x)) 

29) (3x) (A(x) v B(x)) = ((3x) A(x) v (3x) Ei(x)) 

30) (''il'x) (A(x) =::· B(x)) =::· ( (3x) A(x) ~ (3x) B(x)) 

31) (3x) (A(x) ,•\ B(x)) ~ ( (3x) A(x) .t.. (3x) B(x)) 

32) ( ( '~"'x) A(x) v ('\o''x) Ei(x)) =::· ('~o'x) (A(x) v B(:x:)) 

Nota: Todo:3 los COt"i''l'erso:3 (lJ =::· P. e:3 el C:Otl'·i8r:::;o 1je P =::· [!) ,je las f6rrnula:::; 
anteriores que son irnplicacionesrson fal:;o:; (e:~:cepto 7 y i3). 
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5i ;·; no e3 libre en A entonce3 la3 3iguiente3 f6t-rnulo3 ::;on universalrnente 
v61idas: 

37) 

3Ci) 

{·17·y) (A 11 8(--r)1 =:fA , .. {·17·v) Eii'v)) 
1. 1 o" • 01 • n I ."'.. } \, Y \ I .l'"o J 1

0
.1'1. J ) 

.. ..,,,, B'') 'I (::::J'B'" ~.::!X) r •. A V r •. X) :;:: '.A V ::::JX) ,r,_x)) 

('~l:=-J (A r. B(x)) = (A A ('9'x) Ei(x)) 

(3x) (A A Ei(x)) = (A A (3x) B(x)) 

('1x) (A~· e(x)) = (A~· ('1x) _B(x)) 

(3x) (A~· Ei(x)) =(A=;. (3x) B(x)) 

39) ('ix) (B(x) ~ A)= ((3x) B(x) =;. A) 

4 (_)). f3y't {Bfv-) ___.,A~)= ({·o;~x) Bt'--r't ___.,A', 
\ .... J \ ....... -- r, .. v ..., .. ,, _. r-lJ 

Notfl: Es rnuy irnportflnte enfatizer que lt~s ferrrnult~s 24. t1 40 enteriores 
rjeben ser deducides en el sentirjo del perrt!fo (12). Tt~n solo darernos ·dos 
e i ernpl os: 

EJ: w[Y•rt '! f• 1 
•-·• I lf- :_1 • /- ('v'x)(Vy) _A ~ (Yy)(Vx) A 

i) ('9'x)('iy) A 
i i) ('9'x)('9'y) A=;. ('9'y)A 

1i i) ('liy) A 

1· •. ,.) f ...... p) A- ,\ 
I} \.\

1
.::) .--iH 

Hip. 

AK de Esp. 
fvjp (i), (ii) 

AK de Esp. 
~1P (iii), (iv) 

. Gen (v) 

Gen (vi) 

E_iernplo 2. /- (A ·"· ('v'x) B(x)) =;. ('v'x) (A A B(x)) 

si x no ocurre 1 i bre en A. 

i) A A ('1x) B(x) 

. ii) (A ,\('v'x)B(x)) =;.A 

iii) A 
i v) (A A ('Y''x) B(x)) =:::. ('v''x) B(x) 

v) ('lf'x) B(x) 

vi) (Vx) B(x) ~· B(x) 
vii) B(x) 

\.'iii) A~· (B(x).~· (A A B(x))) 

i::-::) Ei(x) ~· (A .. · .. B(x)) 

:":) A "· ·s(:;J 
.. ,,,)("1 B''"• :=<1) ~- '9X. H ,•\ V)} 

9 

Hip . 

Tt!Ut (P A C!) ::::> p 
t"lP (i), (ii) 

Taut.(P ~\ Q) ::::6 Q 

t'lP (i), (iv) 

A:=<:. de Esp. 
r·-1P (v), ('·li) 

Taut. (P ~· (C! => (P A C!)) 

r·1P (iii), (viii) 

t·-1P (vii), ( i :":) 
Gen (;.;) 



for- el teorerno de lo deduccion el ejernplo quedc c:onclufdo porque si bien en 

la pruet'a se aplic6 generaiizacion a (A 1\ B(x)), x no e::; lit1re en la t"lip6tesi:; 
(A 1\ ('v'x) B(x)). De hecho el resultado es falso si x ocurre lit1re en A (l.por 
qu(r?) 

Quiz;~::; sea interesante proponer en este momenta el siguiente ejercicio 
no t_r-i vi a l: Por una deducci 6n QnJc.;,osi cion a 1 de un predi ca,jo B entenderemos 
uml secuencia de predicados P1 .. F'2 , ... , P

0 
donde F'

0 
= B y tal que cada 

Pi ( 1 i i i n ) es: 

a) Un ai<ioma QroQosicional, es decir, un predicado de alguna de las 
si gui entes f on·nas: 

i) A~ (B ~A) 

ii) {A~ {B ~C)) ~({A~ B)~ (A~ C)) 

iii) (-B ~-A)~ ((-B ~A)~ B) 

iv) (A A B)= ~ (A:::::· ~B) 

v) (A v B)= (~A:::::· B) 

vi) (A= B):::::- (A:::::- B) 

vii) (A = B) :::::- (B ~ A) 
viii) (A~ B)~· ((B ~A)~ (A= B)) 

ti) Utli:f consecuencia directa de predica,jos anteriores en virtud de 
r·-1odus Ponens. 

Dernostrar que las instancias tauto16gicas son m{actamente el conjunto de 
f 6nr11Jl as deduci b 1 es proposi cion a 1 mente. 

La Regla de Eleccion. 

Es rnuy comun el argurnentar del siguiente modo. Supongarnos que hernos 
probado una afirmaci6n de la forma (3x) A(~<). Entonces decimos, sea b un 
objeto tal que A(b). En seguida continuamos la prueba y finalrnente 
arTit,arnos a una afirrnaci6n que no involucra al elemento elegido b. 

No forrnulat-emos las condiciones tecnicas para la validez de la regla de 
e1ecci6n, pero a continuaci6n darernos do:; ejemp1os. 
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E_iemplo 1. 

. . ) r· . \ E', , 11. · .. 'ix} tU<} 

iii) B(b) ~ C(b) para elguna b 

i'-,1) ('Vx) B(i<) ~ B(b) 

• ... •) B(t,) 
'·/U C(t,) 

vii) C(b) ~· (3:":) C(x) 

viii) (3>d C(x) 

Ejernplo 2. 

--~----

Hip . 

Hip. 

------------------ -~--

REGLA DE ELECCION (i) 

A;<. de Esp. 
t1P (ii), (iv) 

r1P (v), (iii) 

t... por que? (::a~ requieren varios p;:t::;os) 

t·1P (vi), (vii) 

('yo'x) (3y) A(::.:, y) 1- (3y) ('v'x)A(x, y) (que es falso) 

l .. · .. ·, {·~···( 1 (·3,'J' A{':! y't 
\'"':~ . .:f 1,11} J Hip. 

ii) ('o;tx)(3y) A(~<., y) ~ (3y)A(;<, y) A~<. de Esp. 

1. i l .. ·.·, f3y1A{ ~=· y'1 
\ J ro ._. •.• .• 

;.., .. ) A(~<, b) para alguna b 
v) (v'x) A(x, b) 

t·'1P (i), (ii) 
~~EGLA DE ELECCION (iii) 

Gen (i•.,.•) 

vi) ('-?"x) A(x, b)~ (3y)('1x) A(~:, y) l.por que? (igu-•1 qtJe en e1 ejemplo anterior) 

vii) (3y) ('1:=:=:) At<, y) t'lP (v), (vi) 

El problema fue en .. (v). No tenemos derecho a usar generalizaci6n pues 
la t1 escogida, int.uit.ivamente, depende de x. Al cuantificar A(i<, b) 
universal mente estarnos ignorando este hecho. Si A(i<, !d) se interpreta como 
i< < y con i< y y nurneros naturales, entonces es ci erto que dado ;< e:=<i ste t' con 
~-< < b pet-e' es fal~:o dei:ir que e:=<iste b mayor que todo natural. V esto es lo que 
afi rrna (\li i ). 

Una (Jltirna observaci6ri: La forrnalizaci6n de la l6gica in,jiscutitilernente 
incorpora triVialidades que son forrnalrnente VBli1jas !J·,JE GUST AN LAS PAPAS 

FRITA~: ENTONCES 2 + 2 = 4) al misrno tiempo que exclU!Je, entre otr-as co~: as, 
rnucJ10 de 1 pensarni en to at-tfsti co y 1 iter-ari o. 

E~:t.o quiz;§ sea el precio dele univ~rsalidad y objetividad del alget,r-a 
:::irnt"51ica del c;§lculo de predicados y las teorfes forrnale:::. 
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LUII j UlllU. 

"Un con junto se forma a 1 agrupar ob j etos i n1ji vi dua les dentro de una 
totalidcnj_ Un conjunto es una p1ura1idad pensad;:J como unidad. Si estas u 
otras afirmaciones similares fueran estatdeci1jas como definiciones, 
entonces pwjiera objetarse con buena raz6n que definen idem per idem · 
(;:~lgo en terrninos de ese misrno algo) o ar:Jn obscurum per obscurius (lo 
obscuro por lo mes obscuro). Sin embargo, podernos considerarlas como 
e~wo::;itor-ias, como referencias a un concepto prirnitivo, familiar a todos 
no::;otros, cuya resoluci6n en conceptos mas fundarnentales posiblernente no 
sea cornpetente ni necesario" (FELIX HAUSDORFF). 

Recorderno::; que para defi ni r una teorf a f orrna 1 basta con i ndi car 1 os 
sfrnbolos de la teorfa y sus axiomas especfficos. En la axiomatizaci6n ZF de 
la teorfa de conjuntos dada por Zermelo (1908) y Fraenkel (1922) solo es 
nece::;ario introrjucir dos sfmbolos primitivos: 

E {pertenencia) 

= {igualdad) 

Asf .. las afirmaciones (predicados) elementales en ZF son solo los de 
igualdad (a= V·l) y pertenencia (x EX)_ 

Sem;~mucarnente todas las variables en ZF representan conjuntos (aunque 
nos sea 1jiffci1 ac:eptar que el nurnero 3 o un punto del plano sean conjuntos, 
claro, siempre que nos basernos en ZF para construir la geornetrfa y los 
si sternas nurneri cos). 

Los a:=domas de ZF son: 

1) Axioma de Extensionalidact: 

(V'x) ('v'y) (('v'Z) (ZE:=<:: ZEy) :: X = y) 

Dos conjuntos son iguales si y s61arnente si tienen los rnismos elementos. 

Definici6n: 
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Lin con junto est a conteni 1jo en otro si to do e lernento del prirnero es e l ernento 
de 1 segundo. 

Teorerna: (v'x) (Vy) (x = y = ( x c y A y c x)) 

Dos con juntos son i gual es cuando se inc 1 uyen mutua mente. 

Nota: El sfrntnJlo de contencion "c" no es prirnitivo en ZF, es solo una 
at1reviaci6n c6rnoda. 

2) Axioma del Conjunto Vacio: 

(3x) ('v'y)( ~~ y E x) 

E;dste un conjunto sin elementos. · 

En lo sucesivo denotarernos la negaci6n de "y Ex" por "y f. x" 

Teorema: (La unic:idad del vacfo) 

{'Y"'a)(V'b) [((v'y) (y ti. a) 1\ (Vy) · (y ti. b))~- a= tt] 

Dos conjuntos sin elementos debeh ser el misrno. 

Por el teorema de la deducci6n, el axiorna de e:,.;tensionalidad y algunos otros 
deta 11 es u. cua les?) basta con estatd ecer _, 

(v•y) (y f"i a), ('v'y) (y f. b) 1- ('v'z) (ZEEI :: ZEb) 

PrUeba. 

i) (V'y)(!d ~ a) 

i i) ('v'y)(y $. b) 

Hip. 

Hip. 



iii) (Vy)(y $.a)=; (z $.a) 

i'·t') z i a 
'·t') ('iy)( y ~ b) ::}Z i_ b 

'·/i) z ri. b 
Vii) Z r/. Cl =; [z rf_ b =4 (ZEfl = ZEb)] 

viii) z ~ b =? (zt:a = zr::b) 
i:~) ZEC! = ZEb 

x) {Vz) (z E a = z E b) 

AK de Esp. 
11P (i), (iii) 

Ax. de Esp. 
l'lP (li), (v) 

Taut. -A =4 (~6 =4 (A= B)) 

t1P (iv), (vii) 
f1P (vi), (viii) 

Gen. (i~<) 

Ej. Comparese lo anterior con el siguiente enunciado y demostraci6n: 

Teorerna: Solarnente e:~iste uno y solo un conjunto sin elementos. 

Prueba. El axioma (2) nos garantiza que efectivamente e~<isten conjuntos sin 
elementos. Sean ahora A y B conjuntos de estos. Para que A y B fueran 
distintos tendrfa que existir, por el a:o;iorna de extensionalidad un elemento 
en alguno de ellos que no fuera elemento del otro. Pero esto es imposible. 

{:.~;e puede formalizar este argumento? l.Es el resultado de tal formalizaci6n 
distinto ala prueba formal dada antes? Si es asf. l.Se puede dar una version 
informal de la prueba formal anterior? 

Defi ni cion. ('v'x) ( X = ff = ('v'Y) (y ri x) ). 

· En palat,ras, denotarernos por ff al unico con junto da,jo por el axiorna (2). 

r·-toraleja: Cuan,jo podernos establecer la existencia y unicida,j de algo, 
entonces tenemos derect1o a bautizar a ese algo. · 

3) Ax1oma de Parejas Desordenadas_ 

Six y y son conjuntos entonces la ~~arej.f! (desonjenada) {x, y} es un conjunto. 
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Ac;::Jbarnos de introducir el sfrnt,olo {x, y} sin anunciarlo y pasando pot- alto 
una con,jici6n indispensable de unicidad (~.cual?). 
Sin ernbargo todos los autores corneten este tipo de ;::Jbuso (!d peor'e:3) pues 
::;uponen que sus lectores son gente crftica que sat,n§ llenar los pequefios 
(y grar11jes) huecos de una e~<posi ci 6n. 

4) A xi om a de 1 a Union_ 

(Vx) (3y) (Vz) {z E y = (3t) (z E t t\ t Ex)) 

Si x es un conjunto de conjuntos, entonces la uni6n de sus rniembros es un 
con junto . 

Ejen::ic:io. Dernostrar que para cada conjunto x, el conjunto !J dado por el 
a:":ioma ,je la union es (mico. 

Ejernplo: Si ~< = {{a~ b, c, }, {a, c, d, e} } . entonces la union de x es 
y = {a b, c, d, e}. 

Definici6t). ~;ean A y B conjuntos, entonces por el axiorna (3), {A, B} es un 
conjunto. Denotarernos por A'-JB al con junto que resulta de la aplicaci6n del 
ai·{ioma (4) al conjunto {A, B}. Es ,jecir 

·., 

('>v'Z) (z E A u B = (z E A V Z E B)) 

·.· , r.: F'ot- que· ?'1 
. . •.V • I 

5) A xi om a de I nfi nito 

(3x) (B E X A ('iy)(y E X:::::> y l_l {y} E x)) 

E:,:iste un conjunto x que cont.iene al conjunto vacfl) y tal que si y· E x 

entonces y 0 {y} tamtli en pertenece a x. La di sti nci 6n entre un e lernento y !d 

el conjUnto {y} es t,;§sica. Este crdorna garantiza la e;<istencia de (una 
'·/ariedad ,je) conjuntos infinitos (l.Por que?).l.No tiene un s;:tt,or inductivo la 
condici6n del a;doma del infinito? De hecilo Jorm Von Neumann dio una 
construcci6n de los m1meros naturales a partir de est.e a::-::ioma. 

Ts 
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c.·\& •• .;,.,-...,,.,.,..,.,., r,.., ..... ,..,_.;.~;.;_,.._.;.::.._ 
U} Hi'i. I UIIIO Ut: C.i>IJt:t.. J J J t..Ot..l Ull. 

('~ix)(3q)('v'z) (zr=w = (zr=;-< 1\ P(z))) ·- ·-
donde P(z) e:; una pro pi edad en ZF. 

Sixes un conjunto, entonces existe el subconjunto de aquellos elementos de 
x que sat i sf acen 1 a pro pi eda,j P. 1 

N6tese que esto no es un a;~ioma, sino toda una familia de a;<iomas. Un 
a;\i om a por cad a pro pi edad. 

Definicion. Da,jo x y una propiedad P, denotarernos al (unico) conjunto cuya 
e;,:i:::tencia esta garantlzada por e1 axioma de especificaci6n por 

{z r= x I P(z)} 

Defi ni cion. x n y = {z Ex I z r= y} (intersecci6n) 
x \ y = {z Ex I z ri. y} (comp1ernento relative) 

Dada una propiedad P, no tenemos derecho a construir al conjunto {z I P(z)}. 
es decir, (3y)(9'z) (.zEy = P(z)) no es un axioma. De hecho adrnitir esto lleva a 
contradi cci ones. 

E j ernp 1 o: (La para do j e de Russe 11 ). Sea P(z) 1 a pro pi edad z $. z y supongamos 
que e::-dste el conjunto y = {z I z $. z}. Por lo tanto y es el conjunto de todos 
los elementos tales que no se pertenecen a sf mismos. En particular, y se 
pertenece si y solo si y nose pertenece que es una contradicci6n de la forma 
A= ~A. (Ejercicio: Escribir la prueba formalizada de esto.) 

Una version coloquial de la misma paradoja es la siguiente: 
En un pueblo ~1ay un barbero que rasura a aquellos y solo a aquellos hombres 
que no se rasuran a s I mi smos. Entonces: i Qui en rasura a 1 barbero? 
F.~espuesta: El bart,ero se rasura si y solo si el barbero no se rasura a sf 
misrno. 

t···Jorc!leja (P. Halrnos): Es imposible, especialrnente en rn8ternaticas, obtener 
algo de m:pja_ Para especifiulr un conjunto, no es suficiente el pronunciar 
algunas palatn-as magi cas; es necesario tamtden tener a la rnano un con junto 
a cu~do":; elernentos 1 as pa 1 a twa::: rn;§gi cas se ap 1 i quen. 
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7) 1\:'liomo del Conjunto Fotencio. 

('·ix) (3y) ('11'2) (2 E y = 2 c x) 

D;:pjo un conjunto, e:=<iste el con junto de todos sus subconjuntos. Este a;<ioma 
es esencial en la construcci6n de la aritrnetica transfinita de G. Cantor. 

Definicion. El conjunto de todos los sut11::onjuntos de una colecci6n x es el 
conj unto 6'otencia de x y lo denotarernos pur z<. 

ZF epjernas ,je constar de otros dos a xi ornas (e 1 ecci 6n y regul ari ,jad) posee 
una versi 6n rna~; genera 1 del a~<i orna de especifi caci on (e 1 a~<i om a de 
reemplazarniento). Sin embarQo la lista aquf dada es mas que suficiente por . ~ 

el rnornento. 

Fun cion 

Al final,jel siglo XVIII era transparente que ni la metaffsica de Leibniz ni el 
dogrnatisrno empfrico de Ne··Nton permitirfan una justificaci6n completa de 
lo:; rneto:jos del nuevo calculo. 

La prirnera noci6n sujeta a escrutinio fue la de cont1nuidc11j y, a traves de 
esta, la noci6n de correspondencia funcional. Nada era mas ambiguo en 
ti ernpos de Euler que la e~<presi 6n la.·'Jt:tio Ct?lJtl/N/8. Esto era porque en 1 a 
practic·a, ge6rnetras desde los tiernpos de Nev1ton y·Leibni2 t1abfan trabajado . . 

s61o con e~wresiones analfticas e:=<:plfcitas. Para enos el dorninio del analfsis 
. estaba clararnente definido y sus operaciones justificadas por la rnanera en 
que eran llevadas a cabo. Pero ya no era posible seguir rnantenien,jo esta 
vision prawnMica. 

La confrontaci6n se t1i2o inevitable desde el momenta en que· Fourier, en 
1607, rnostr-6 (estwjian,jo cuerdas vibrantes y conducci6n de calor) que 
funciones rnuy generales, y entre ellas ciertas func{ones discontinues, 
adrni t fan una repr-esent-aci 6n en series tri gonometric.as convergentes: 

. 1 

Esto i ntro,ju j o una nueva y profunda prob 1 ern;§ti ca en e 1 ana 1 isis: Si e 1 
,je~;;:JtToll o en ser-ies tri gonornetri cas pennite la repr-esentaci on _~je una c 1 ase 
rn;3:3 !~eneral de funciones entonces, l.Es positde caracterizar tal colecci6n de 
funci ones y sus pro pi edades? 
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A tacer l a pregunta necesari arnente i rnp 1 i cad a una defi ni ci 6n de 
corresponrjenci a funci on a l · i ndepenrji ente de cua 1 qui er t i po de e::·~presi 6n 
emcl fticc. Fue Dirichlet el que finolmente lo dejo por escrito en 1837. Cobe 
no tar que ya en 1 821 Cauct·ty hab fa dado 1 a defi ni ci 6n ri gurosa de 
conti nui dfpj._ Est a separaci 6n conceptual de 1 a i ntui ci 6n geornetri ca di o 
frutos irnportantfsirnos. Particularrnente espectacul;:tr es el mornento en que 
'vv'eier:3trass da, en 1861, un ejernplo de funci6n continua sin derivada en 
ning1jn punto. 

Este descubrirniento no solo revelo por completo la autonornfa de los 
rnetodo::: del analisis con respecto a la geornetrfa, sino que tarnbien rnostr6 
t1asta que pun to e 1 nuevo espfritu de rigor dab a 1 ugar a 1 ri esgo de una nueva 
crisis: Si la intuici6n geornetrica ya no podfa garantizar la irnposibilidad de 
un absurder, id6nde, entonces, se detrerfa encontrar un criteria suficiente de 
consiE:tencia? De aquf, la teorfa de conjuntos irfe e sugir de una cedena de 
artfculos debida a Cantor que cornenz6, en 1670, con el terna de series 
trigonornetricas y culmin6, 27 enos mas terde, con el terna de la aritrnetica 
transfinita. (c.f. JEAN T. DESANTI) 

1) Pare j as Ordenadas 

... ~.[!ue signifi1~a colocar los elementos de un conjunto A en alg(m arden'? 
Supongamos, por ejemplo, que el conjunto A es la cuarteta {a, b, c, d} de 
elementos distintos, y supongamos que queremos considerar sus elementos 
en el orden · 

c b d a 

Aun sin una definicion pt-ecisa de que signlfica esto, podernos hacer alga 
i nte 1 i !~ente. Pcujemos, a saber, consi de t-ar para cad a 1 ugar part i cu1 ar en e 1 
ordenarniento, un conjunto con todos los elementos que ocurren en y antes de 
ese lugar, obteniendo de ·esta manera los con juntos 

{c} {c, tr} {c, t1, d} {c, b, d, a} 

Podernos prosegui r y cpnsi derar al con junto 

c = {{a, b, c, d}. {b, c}. {b, c, d}. {c}} 

Para enfatizar que el concepto intuitivo y probatrlernente confw::o de orden 
tH:l tenido e~~ito en prorjucir algo s611do y sirnple, a satrer, un conjunto C, llano 
~d :::in ornamentos, los elementos de C, ~d sus elementos, est8n presentados 
arri t1a ,je una rnanera revuelta. (El lector 1 e::-::i cogrMi carnente inc li na,jo 
qui z;§s puerja ver un rnetorjo en 1 a rnanera de revo1 ver). 
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Conti nuernos con 1 a preten:::;i 6n, por un mornento, de que no sabernos que 
si !~nifi ca orden: Supongarnos que en una rni rada ct~:::ua 1 a 1 p;§rraf o anterior 
todo lo que pwjimo::: retener es al con junto· C. l.Po,jrfamos usarlo para 
recaptun:Jr e 1 orden que 1 e di o ori gen? La respuesta f acil mente se ve que es 
afit-rnativa: E~<arninemos los elementos de C para encontrar uno que este 
inc1uiljo en todo:3 los dernas; como {c} tiene la propieda1J ( y ningt1n otro) 
entonces sabernos que c debe haber si do e 1 primer e 1 ernento. Busquernos a 1 
:::iguiente rnenor elemento de C, esto es, equel que esta inclui,joen todos·los 
resU1ntes despues que {c} ha si ,jo rernovi do; como {b, c} curnp 1 e con e 1 
requi :::ito (!d ningt1n otro) entonces sabemos que b debe h~ber si ,jo e 1 segundo 
elernento. 

Proce,jien,jo asf (solo dos paso::: rna::: se necesitan) pasemo$ del conjunto C el 
ordenarniento dado al con junto A. 

La rnoraleie es esta: Pudieramos no saber con precis16n que siqnifica . . . ~ 

. ordenar 1 os e 1 ernentos de un con junto A, pero para cad a orden pc11jernos 
a:::ociar un conjunto C de subconjuntos de A de tal rnanera que el orden dado 
se recupen:J unf\.•ocarnente de C. (Aquf hay un ejercicio no trivial: Encontrar · 
una. caracteriza,:ion intrfnseca de aquellos conjuntos de sut,conjuntos de A:. 
que cotTesponden a un arden de A. Como "orden" no tiene significado oficial 
a(m, todo el protden1a es oficialmente un sinsentido.) 

El pasaje de un orden en A a un conjunto C, y de regreso, fue ilustra,jo para. 
una cuartete; para una pareja todo se vuelve al menos .dos. veces mas 
sencillo. Si A~ {a, b} y si, en el orden desea,jo_. a va prirnero, entonces 
C = {{a}, {a, b}}; si .. de otro modo, b va prirnero, entonces C = {{b}. {a, b}}" 

. _(PAUL HALI¥10~i) . 

Defi ni ci 6n. La pare j a ordenada de a y b, con pri mera coordenada a y segunda 
co~njenada b es el co~1junto (a, b) definido por: 

Teorerna: (Teorerna fundamental de las parejas ordenada:3) 

~;i (a .. t1) y (x, y) son par-e j i:JS onjena,ja::: entonces (a, tt) = (x, !~) si y s61 o si 
a = x y t' = y. 



Definicion. Sean A y B con juntos, entonces e1 Qroducto cartesiano Ax B es el 
con junto defi ni do por: 

AuB 

A x B = {xE22 I (:Ja)(:Jb) (aEA A bEB A x = (a, b))} 
(A x B ={(a, b) I aEA A bEB} inforrnalmente) 

2) Re1 aci ones. 

Sean A y B conjuntos. Una relaci6n R entre dos conjuntos A y B es 
:;irnplemente un subconjunto de Ax B (i.e. RcA x B). 
::;i (x, y) E R en general escribimos xRy (x esta relacionada cony). 

Eiercicio. l.Puede el lector desarrollar una discw::i6n entre el concepto 
intuitivo ,je relaci6n y la noci6n conjuntista de esta? (Tal vez en el espfritu 
,je Halrnos). 

3) Funci ones. 

E::.te noes yael momenta para discusiones preliminares largas y heurfsticas 
asf que procederemo:3 directarnente con las definiciones, aun bajo el riesgo 
,je cirnqrcn- o preocupar a algunos. 

Sean ;< y V conjuntos. Una funci6n de i< en II es una relaci6n f en X x II tal que 
para cad a x en X exi ste un (mi co e 1 ernento y en V con (x, y) E f. r1as 
e:~plfcitarnente, f es una funcion de X en V si 

1 ) f ,,... ~·· ., v .._ ,ii. ... r 

2) ('~i~<)(x EX ~(:Jy)(y E V 1\ (x, y) E f)) (e::<istencia) 
3) (Vx)(Vy)(Vz) (((x, y) E f t\ (x,z) E f):::::· y = z) (unicidad) 

Escritdremos y = f(x) en vez de (x, y) E f 6 x f y. 

El sfrnbolo f: X -7 V es una abreviaci6n de "f es una funci6n de X en V". 

Xes e1 dominio de f y Vel codominio. 

Si X e:;; un subconjunto de V, la funci6n f ,jefinida por f(x) = x para ca,ja :-<en 
X se llama la funci6n inclusi6n (rnapeo inclusi6n .. inclusi6n, enceje o 
i n~ecci 6n) ,je l< en V. La frase "];] funci 6n f defi ni da por ...... es muy com(in. 

20 



" 

- -~- ----~~ --~- --- -------------~-

~;u intenci6n es implic:ar, por supuesto, que e~<iste una unica funci6n que 
:3ot. i :3f ace 1 a con,ji ci 6n dada. En e 1 caso especi a 1 que tenernos a 1 EJ rna no esto · 
es obvio: estamos invitados a considerar el conjunto de todas las parejas 

· onjen::nji3S (x, y) en l< x V para los cuales x = y. 

Siquiendo la practica rnatemMica tradicional, usualrnente descritliremos 
una funci6n estipulanqo su valor p pan1 cada argurnento ,r (en el espfritu 
del s i !;I l o XV Ill ) . . 

El rnapeo inclusion de X en X se llama el mapeo ;,jentidad en X· (en el 
lenquaie de relaciones, el mapeo identi,jad es lo misrno que la relaci6n de 
i gua l,ja,j en X) y se denota por .1 dx. 

Si f es una funci6n de X en Y y A es un subconjunto de X entonces la 
restricci6n de fa A es la funci6n fiA: A~ V definida por: 

(fiA) (a) = f{a) para cada a E A 

lmagenes: Si A c l< entonces definit"nos la imagen de A bajo f como el 
con junto . . 

f(A) = {y E Y I (3;~:) (x E A A f(x) = y)}. 

La notaci6n es rnala perq no catastr6fica. Lo que este mal es que si sucede 
que A e:; simultaneamente un elernento de X y un subconjunto de X, 
(::;itUac:i6n rara pero no impositde (ver el axiorna de infinito)) entonces el 
sfrnbolo f(A) es arntdguo. 
En fin, siquiendo las costumbres metematicas normeles, usaremos este . .. 
rnale notaci6n, confien1jo en que el contexto evite tode confusion. 

Si B c V entonces definimos le imagen inversa deB bajo f como el con junto. 

f -1 {B) 1') - X I f{") - Bl \ = V> t: I '''· t: J 

(Ej.Sea f: F.:eales x Re.al~s -7 Reeles definida por f(~<, y) = x2 + g2, entonces 
r-1 n 1} 2]) es un enillo.) ' 

J.nyecc1 ones~ SuRrayecci ones y Bi yecci ones: Una .funci6n f: )< -7 1' es 
irwectiva si rnapea. elementos dfstfntCJs de X en elementos distiritos de \'. 
Fot-rnalrnente: .... 
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Afirrnaci6n: f es inyectlva si y s61o si para ca,ja yen V 8e tiene que r-1 ({!J}) 

e:; el vacfo o un conjunto de un solo elernento en X. 

Una funci 6n f: ;< --1- V es suprayect i .., .. a (sot,re) si fGO = V, esto e:3, si para 
today en V existe al rnenos una x E }{tal que f(x) = y. Formalrnente: 

{'iy) {y E V =:· {3:-:) (X E X A f(X) = y)) 

Una funci6n f: X --1- V es biyecti•.,.oa si es inyectiva y suprayectiva, esto es, 
si para toda y E V exi ste un (mica ~< E ~~ tal que f(x) = y. 

Comuos1ci6n: Sea f : X --1- V1 y g: V --1- Z con V1 c V entonces la 

c:ornposi ci 6n de f segui da de g es 1 a funci on g o f: X --1- Z defi ni da por 

(go f) (x) = g(f(x)) para cada x E X 

Ejercicio: Describ1r a go f como con junto de parejas ordenadas . . 
Observese que la cornposicion go f solo tiene ·senti do si el dominio de g 
contiene al contradominio de X. 

Teorerna. Sean f: X --1- V, g: V --1- Z y h: Z -+~\·', entonces h o (go f)= (h o g) of 

Es decir la composicion de funciones es asociativa cuando esta defini,ja. 

I nvers1 on: Sea f : }< -+ V biyectiva entonces 

f-1 = {(y, x) E V x X I f(x) = y} 

es una funcion de v en K A,jemas f o r-1 = ldv y r-1 o f = ldx. 

Nota: sea f una funci6n de ~< en V y sea y un .elemento de V. Entonces r-1 (y) 
tiene sentido cuando f es biyectiva, y denota al unico elernento de X tal 
que f(~~) = y (en particular r-1 (y) E )<) pero r-1 ( {y}) si em pre ti ene senti do 
y denota al sutu::onjunto de las x en X tales que f()<) = y (en particular 
r-1 <{~JD c ;o . .. 
Afirrnaci6n: f: X -7'y' es biyectiva si y solamente si r-1 ({y}) es un solo 
eletrtento ,je X para ccnja y E V. Mas ar.ln, {f-1 (y)} = r 1({y}) pan3 today E v. 
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E j ernpl o: (EMructura de Grupo) 

Sea S(;x:) el conjunto de todas las funCiones t1iyectivas de r.: en )t Entonces 
la cornposici6n entre elementos de S(x) siempre esHt defini,ja y es 
8sociati'·ia; I d.,... E S(i<) y f o ldv = ld .. , o f = f para toda f E S(x); finalrnente, 

~~ ~ A 

para toda f E S(::<) e::<i ste g (a saber, g = r-1) ta 1 que f o g = g o f = l1j~< . 

En general, un conjunto G con una operaci6n o: G x G -t G y un elernento 
l,j E G, tal que las propiedades del ejemplo se satisfacen, se conoce en 
rnaternaticas como un grupo. 

Ejercicio: Demostrar que si X es finito y tiene n elementos, entonces 
S(x) tiene n! = n • (n- 1) • ... • 2 • 1 elementos. 

Aqu f terrni na entonces e 1 p 1 ant.earni en to general de 1 j uego: 

Tenemos una definicion de dernostraci6n y tenernos una teorfa formal (El 
Parafso de Cantor). El proposito. en los afio:; venideros es el de trabajar 
:;ot,re las estructuras cirnenta,jas en estos principios, entender sus 
con:::trucciones: y definiciones, sus teoremas y aplicaciones. Tarnbien 
ten,jn§ senti,jo para algunos escudrifiar mas profundamente lo:; 
Jun,jarnentos de las matematicas. 

AgrodeciuHentos: A Alfinio Flores por creer en la posible relevancia de 
, .. r estas notas. V a Elizabeth Esparza por transcribir rnis jeroglfficos en un 

texto legible . 
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