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RESUMEN

En este trabajo se deducen las ecuaciones diferenciales parciales
(y condiciones a la frontera asociadas) que modelan situacicnes en
gus se dan reaccidén y difusidn acopladas en un medio homogéneo. Se
sigue una metodologfl{a consistente en a) plantear una ley de
conservacidn y b)) aplicar una ecuacidn constitutiva, para

relacionar flujos y potenciales.

Las deducciones anteriores se efectdan de manera rigurosa, en el
sentido de que se busca hacer explicitas las diferentes hipdtesis
que guian los planteamientos; sin embargo, el nivel matemitico es
elementzl. En forma coq%iehte se ha buscado evitar toda
exageracién en la formalizacidén de los argumentos empleadqs,- asi

como elegir la formulacidn mé&s general. posible.

Se estudian sistemas homog#neos, con un solo componente, estiticos

vy con flujo. También se incluyen diversas consideraciones de tipo

geométrico que contribuyan a simplificar dichos modelos.

Finalmente, en la Ultima seccién se mencionan algunas posibles
*

extensiones y se describen los principales problemas a investigar

con base en modelos de este tipo.
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1. INTRODUCCION

Es frecuente en la practica industrial que las transformaciones
guimicas se efectdsn en equipos de gran tamaffo, en los gque no es
realista suponer un mezclado perfecteo. Por =21lo, un modelo
matemidtico de una situacidn as{ debe tomar en cuenta la variacidén
espacial de las propiedades . de interés (concentracidn A
temperatura, tipicamente). El modo usual de proceder se puede

describir en los siguientes términos:

. 3 . .
Tomemos un dominic S5<R™ como representante del espacio fisico.
Siguiendo las pautas del Cialculo Diferencial e Intzgral de varias
variables, dividamos S en subconjuntos ajencs

L0 - Sy - 1)

5
Por ejemplo, dicha particidédn puede lograrse mediante tres familias
de planos paralelos, cada una de ellas otogonal a unoc de los - tres
ejes coordinados. En ese caso cada 5, serd un cubo, o bien
la parte de -un cqbo gue esté contenida en S. En general, podremos

elegir (1) en modo arbitrario.

Para cada conjunto Si de . la particidn_.(1), sea diam(SJ su

didmetro. Definamos la norma & de la particién (1) mediante

& := max diam(S ), . (2)
1<i=N h

nuimero que supondremos es peguelo.

Ahora bien, podemos caracterizar un medio homogéneo mediante su
composicidn quimica vy su temperatura, suponiendo que se conozca
el campo de velocidades con que fluye. Para simplificar maAs atn la

resentacidn, supcondremos ademads que hay un solo componente de

o

nters

n

=08

para caracterizar la composicidén del medio.
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una mayor regularidad de dichas funciones; tipicamente supondremos
que los perfiles de concentracisn 'y temperatura son dos veces

continuamente diferenciables y que su wvariacién temporal es al
ac 3T

menos una vez diferenciable, con derivadas parciales 3t Y 3t

continuas.

Bajo estas condiciones y siguiendo la metodologia gque hemos
descrito en [Hernandez (1987)1, adoptaremos ecuaciones
constitutivas que, una vez integradas a leyes de conservacion,
daran lugar a las ecuaciones diferenciales antes mencionadas.
Ciertamente, la adopcidén de ecuaciones constitutivas va precedida
de una éspecificacién de los fendmenos fisico-quimicos gue seran

considerados, lo cual haremos a continuacidn.

2. LAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Supondremos gque en la regidén de interés se dan los siguientes

fendmenos:

a) Difusidén molecular,
b) Difusidén térmica, y

c) Reaccidn quimica.

\Z

Mas adn, supondremos gue dichos fendmenos pueden describirse en

los siguientes términos:

Sea V el operador gradiente en las variables espaciales, mismo que
aplicaremos a cada perfil de 1la preopiedad X (concentracién o
temperatura, segdn sea el caso). Sea Y materia (m) si X es

concentracidn, energia (e) si X es temperatura. Para cada vector

. . 3 . . . -
unitario uslR™, sea DuX la derivada direccicnal de ¥ en 1a

direccidén de u, es decir



La experiencia indica que el flujo jz de Y en la direccidén u, por
unidad de Area, estid determinado por Dux. De hecho, sea tienen
efectos cruzados, en los que gradientes térmicos generan flujos de
materia y reciprocamente, pero estos son efectos secundarios' de
menor intensidad que aqui ignoraremos; véase al respecto [Callen

(1960)1.

Asi pues, supondremos dadas dos funciones p,y:R—R, tales que
p(D;C) [resp. w(DuT)] da el flujo de materia [resp. energfal en un
punto e instante da&os, por unidad de Area perpendicular a la

direccisén u del flujo . Debe cumplirse, por supuesto, que

p(0) = 0, w(0) = O, :  (1a)

".pues es un hecho observado experimentalmente que no. hay flujo ni
de materia ni de energia en un medio uniforme (es decir, uno en el

que los perfiles de concentracién y temperatura sean constantes).

M&s audn, otrohheché empiriééﬁenté cdmpfobado 88 que los flﬁjbér de
materia y energia se dan en el sentido en que disminuyenblla
concentracidén y la temperatura, respectivamenté,_por lo que py w
deben ser estriétamente mondtonas decrecientes.

A\

Si supcnemos, ademds, que son diferenciables, se tendra qgque
o ;=—-p' (0) kK oo=—y! . ib
=-p(0) , k_:=-y' (0) (1b)

son dos numeros positivos. Dichas  constantes se  llaman, =

respectiv;mente, difusividad.molecularky conductiviéad térmicéﬁj}'
.Podemos qombinar todo lo antérior diciendo que

@(DUC) = -a D C + o(qbucn)

w(D T) = -k D T + o(lp THh),

de tal manera qQue podemos tomar

~J




L.
il

—amDuC (2a)

Ca,
i

~k_D,T (2b)

si la concentracién y la temperatura del medio no varian en forma

demasiado pronunciada.

Las relaciones anteriores se conocen como Ley de Fick (2a) y Ley
de Fourier (2b), vy seran adoptadas como ecuaciones constitutivas
para deducir las ecuaciones de conservacion en la siguiente

seccidn.
En cuanto al fendmenc quimico, gqueda descrito en términos de:

i) la expresidén cinética

ii) la entalpia de reaccién,

pues todo fendmeno quimico va acompafiado de efectos térmicos
ademés de los cambios de composicidn.
Para fijar las ideas, supongamos que se trata de wuna reaccién

quimica del tipo
A + B — Productos (3)
vy gue la concentracisdn C es la del reactivo A.
La expresidn cinética correspondiente a (3) es una funcidén r:Rz—»R
tal que
' r{C,T):= tasa de transformacién de A segin (3) por

unidad de volumen, si la concentracidn es

C y la temperatura es T.

La forma mas sencilla que puede tomar r es



r = k(T)C (4a)

para una reaccidén de primér orden, donde

kK(T) = Ae , (4b)

5m

con Ay E constantes fisicas que dependen de la reaccidn en

cuestidén y R la constante general del estado gaseoso.

En general, r seréd una funcidén no lineal de =sus dos argumentos,
gue s& abtiene por lo general del experimentco. Por ejemplo, para
sistemas cataliticos y algunos sistemas bioldgicos se obtienen

expresiones del tipo de

k C.
Y

' = —4/———.m
.(1+k2C) .

o bien
k C
2

1+k2kaa/C-_

- *.

donde m es un entero positivo vy ki, kz ¥ ks-son funcicnes del tipo‘
de (4b).

En cuantco a los efectos térmicos ascciados a (3), la termoguimica

proporciona el concepto de entalpia de reaccién, que es el cambio-

de entalpia ascociado al cambio quimico (3), ‘o energia absorbida
del medio circundante para' que se dé -dicho cambio quimico. ' Se

dencta mediante el simbolo compuesto AHr.

Si éHr>O v efectivamente se absorbe energia durante 1la reaccidn,

se dird que (3) es endotérmica; en caso contrario, se desprende

energia durante la reaccidn y (3) se llamarid excotérmica.

EN




En todo lo que sigue supondremos conocida la entalpia de reaccién
y que no depende ni de la concentracidn ni de la temperatura. Esta
simplificacidén no es demasiado grave; en cambio, es mas discutible
suponer que los coeficientes @y ke en (2) son constantes: es mas
realista suponer que con funciones de la concentracidn y de la

temperatura, respectivamente.

Eso equivale a tomar @:Rz—ek, w:R2—+R, de tal manera que
©o(C, DuC) [resp. w(r, DuT)] da el flujo de materia [resp. energlal
en un punto e instante dados, por unidad de Area perpendicular a

la direccidén u. Entonces, las ecuaciones (1) deben cambiarse por

p(C,0) = 0 , ¥(T,0) =0 (5a)

para cualquier valor de C y T, vy

=00 =S¥
¢ =gy (C.0), k_:=-3& (T,0), (5b)

donde hemos denotado por 'y" a la '"segunda variable'" del caso.
Para complicar las cosas aun mé&s, hay medios en los que los
fendmenos se dan en modo distinto én'"¢ada direccidn (medios

anisotrdpicos, en contraposicidn a los medios isotrdpicos que

hemos supuesto hasta ahora). Para dichos medics. las leyes de Fick

vy de Fourier (2) toman la forma

v—— T

iT = -A VC (6a)
m

—_— .

3% = —KQVT {6b)

— — .
donde ahora j° v i€ son campos vectoriales en 5, mientras que Am y

Ke son tensores simétricos, a menudo diagonales; s&lo son

"



escalares en el caso isotrdpico v en general seran funciones de ¢ - -

y T, respectivamente.

A su vez, las relacicnes (6) son aproximacicnes lineales de

—
.m
J

(C,vC) (7a)

—
e
J

T(T, VT) ' (7b)

donde zhora ® y ¥ con funciones vectoriales definidas en RXRQ, con
$(C,0) = 0, ¥(C,0) = 0 de nuevo. Asi pues, (5b) da lugar a

3% Y
Am.—_g'y-(C,o)y KG::—E—:V-—{TJO)’

donde y denota ahora la "segunda variable" (vectorial) ¢ y VT,

segin el caso. Por supuesto, “se cumple que

(8)

Véase el libro [Bird et al (1961)] ﬁéfa las consideraciones

fisicas que subyacen . al ‘estudic de 1la difusidn molecular.
Asimismo, se recomienda [Lapidus-Amundson (1877)1 para = 1lo

referente al estudio cinético de las reacciones quimicas.

. 3. ECUACTIONES DE CONSERVACION

Supongamos en todo lo que. sigue que los conjuntos de la ‘partiéiéh

(1.1) son regiones <c¢on frontera lisa por tramos, sea B una

cualquiera de dichas regiones, con la Unica restriccidn de que

IBcS.

"
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La cantidad total de A contenida en la regidén del espacio

representada por B es

] cce,prav; (1)
B

habiendo supuesto que 8C/8t es continua, es <claro que (1) es

funcidén derivable en t, con

A IS ccemav = fff Lot prav,
B B

expresiones que dan la acumulacidén (positiva o negativa) de A en

B.

A propdsito, sabemos que A desaparece de la regidn B al tomar

parte en la reaccidn (2.3), y desaparece con un ‘tasa dada por

JJf rtcte,p), T(t,p))dV (2)
B

Por otra parte, A también desaparece de B al escaparse a través de

la frontera &8B; la correspondiente tasa es

- [T a D C(t,p)da, (3)
de

donde n=n(p) denota el vector unitarioc normal a la superficie &B
en p. Nétese que, en (3), hemos supuesto valida 1la ley de Fick
(2.2a), lo cual supone un medio isotrdpico, variaciones moderadas

de la concentracidén, etc.

FPodemos ahora aplicar el Tecrema de Divergencia para obtener

Jf aDcda= [[f V. (averav,
dn B °



donde ¥V actua dnicamente sobre las variables espaciales. En
consecuencia, la desaparicidn neta de A en la regidén B estd dada

por

j]]‘{r(c,r) - V.(amVC}dV
B

Por otro lado, la materia se conserva, por lo que debe cumplirse

gue

- Se JScav = Jff treem - Ve ge)yav
B B

es decir,

Iir {g% - Vo(a VC) + r(C,T)}dV = 0, (4)
. B :

cualgquiera que sea B.

Podemos di?idir ambos miembros de (4) entre el volumen de B, gque

tiende a 0 cuande & — 0 ¥y luege tomar limite, para obtener que

.Vale en todo S.

Definamos ahora la entalpia especifica (es 'decir por unidgd de

volumen) del sistema total como

h: =pC;DT, S e e

3 = Vi (la Q) - r(c;T)- | ‘ . | (5)’

donde p es 1l& densidad vy Cp el calor especifico a presidn
constante de la mezcla, propiedades que supondremos constantes vy

conocidas. -
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Basta observar que la desaparicién de entalpia por cuenta de 1la

reaccidn (2.3) esta dada por

fffB<AH,>r<C(t,p>, T(t,p))dvV

vy aplicar idéntico razonamiento ral que llevd a (5) para obtener

&h
3t " v (deh) - AHrI"(C,T),

es decir

aT
3 = 7 (aeT) + »r(C,T) (6a)
donde
ke -AHI‘
o 1=— , ¥Yi=—x (éb)
e PCP PCy

o se llama la difusividad térmica del medio, y es el anialogo

energético de la difusividad molecular & Por otro lado, 1la
constante y es positiva para reacciones exotérmicas, negativa para
las endotérmicas. De nueve la ecuacidn diferencial para la

temperatura vale en todo S, para cada t.

3i suponemos que las difusividades son constantes, las ecuaciones

diferenciales anterjores dan lugar a

oC - '

aT ;

57 = aeVZT + pT(C,T) (7b)
ambas validas en todo RxS. :



Por otro lado, interesa considerar comportamientos estacionarios,

es decir, aqué¢llos en que las propiedades fisicas no varian en el

tiempo. Asi pues, un perfil p—C(p), p+T(p) es estacionario si
amVZC = r(C,T) (8a)
aeVZT = yr(c,T) _ ' (8b)

ecuaciones diferenciales validas en todo S.

En la préactca, conviene simplificar la descripcién anterior,
aligerando la notacién mediante cambios de variable convenientes.
Para este aspecto y otros igualmente importantes en relacién con

problemas de reaccién y difusién, se recomienda consultar [Aris

(1678) 1.
Por ejemplo, .podemos seleccionar valores "carécteristicos" del
tiempo; la longitud, 'la temperatura y la concentracidn (ts;'&“: To

v Co, respectivamente) y definir nuevas variables adimensionales

poniendo : l | '
-t . - Y. _Z
- t = i— ) X:r= £ , Y= -!?'- Z:= { . (ga)
< ' ' )
G _ T : | p
o o o
de esta manera las ecuaciones diferenciales (7) se fransformanﬁ”~_uwm
dando lugar a. . .
ML A - ef(u,v) ~ CiGar
at o} ‘
e .
v 1 : '
st = pm AV r pef(uv), (100)

=l




relaciones véalidas en todo RxS, donde seguimos denotando como S al

resultado de transformar el dominio S5 original mediante 1la

transformacidén (Sa).

En las ecuaciones (10), ademas de la transformacidén (9) hemos

utilizado la notacidn

: c (—AHr) tor(Co,To)
ﬁ:= , 0: C
p o ©
2 2
m ‘Z « £
Pe:= =t Pe:= =T
m © e O

ademds de llamarle A al operador laplaciano en las nuevas

coordenadas. También hemos definido la expresidén cinetica

adimensional

r{C u,T v)
[~3 o

r{(C ,T )
o (o)

f(u,v):=

Los numeros adimensionales Pe" y Pe® se Iiéﬁan numeros "de Péclet
{para el flujo de materia y de energia, respectivamente). Dichos
ntmeros indican la importancia relativa de la difusidén (térmica o
molecular, segun se trate): valores grandes del numerc de Péclet
indican que la difusidn es poca en relacidén con las dimensiones
del sistema y los tiempos "caracteristicos” elegidoé. De ser asi

para ambas difusiones, €l sistema (10) se vuelve, en el limite,

[l
il

-of (u,v) (11a)

ot {u,v), (11b)

<.
1]

gue consta de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Bajo las condiciones subyacentes a (11), 1los perfiles seran
uniformes y se tendrd un mezclado perfecfo. El problema matemitico
de inves%igar la bondad de la aproximacidn - de (10) mediante el
modelo mas sencillo fll) dista de ser trivial y requiere técnicas

de perturbacicnes singulares [Kevorkian-Cole (1981)].

La versidn estacionaria de (10) es el sistema eliptico (en general

o .lineal)

Yu

H

Vv

yu,v) . (12b)

sobre el nuevo conjunto S, con las definiciones obvias de ¢ v w.

Véase el arficulo [Varma-Aris (1977)] para un estudio muy

interesante basado precisamente en los modelos (10), (11) y (12).
4. LAS CONDICIONES A LA FRONTERA

Las ecuaciones diferenciales parciales' tienen, en general, una
infinidad de socluciones, lo cual indica qué todavia falta modelar
algunog aspectos si es gue se' va a_ determinar un perfil de
temperatﬁfa v uno de concentracisn para una situacidn. dada. En
efecto, falta todavia especificar el modo en gque el sistema

interactda con el mundo externo.
Para ello, supongamos como antes que 35 es lisa por pedazos; sea

Gcds ﬁn subconjunto abierto en _la topolegia relativa, de tal

manera gue R

Area(G) = f dA. i S
G

Supongamos que en la vecindad de @ se verifican los siguientes

fendmenos : ’ .

17

o(u,v) ‘ (12a)




a) La materia y la energia se difunden del interior de S hacia G,

siguiendo las leyes (2.2).

b) A través de G se transmite el calor al medio circundante, por
los mecanismos de conveccidén y radiacidén; la materia no sale de S

al exterior.

c) La substancia A toma parte en una reaccién en la superficie 8B,

con expresidn cinética conocida rS(C,T).
Finalmente, supondremos que

d) La conveccidén de energfia hacia el exterior obedece la ley

lineal de Newton; es decir, la tasa de flujo a través de G es

Jf nir - T_  1daA, (1a)
G

+

donde h » 0 es conocida. AnAdlogamente, se transmite materia al

exterjor con una tasa de

Jf k_tcie,py-c_  1d4, ‘ (1b)
G

donde km es conccida. Igualmente, tanto la'doncentraciéﬁ de A en

el exterior (Cem) como la temperatura externa (Tex) se suponen

t
conocidas y constantes.

Para formalizar el planteamiento de las condiciones a la frontera,
sea &>0 arbitrario y sea t € R. Para cada p € G, sea n = n{p) la
correspondiente normal unitaria dirigida hacia el exterior de 8S;

sea Lp el segmento de recta dado por
S+—p - sn O<s<=
Necesitamos que tanto C(t,:) como T(t,-) tengan-limites a lo largo

de estas rectas, de manera que podamos extenderlas hasta &S por

continuidad; definamos entonces



lim

5,0 C(t,p-sn(p))

. . c{t, pl):=

o lim

T(t, p):= 5,0 T(t,p-sn{(p))

Sea ahora GS el cilindro de altura'e apoyado sobre G, es decir

G = UL

£ pEG P
Por la cara interna del
- cilindro Gs (puntos con
s=£)}, entra materia a

razén de

ff -a D c(t,p-en(p)rda
aG

unidades de masa por unidad de tiempeo. En la cara externa (puntos
_con s=0) se gasta materia por concepto de la reaccidén con una tasa

de

Jf r_(c(t,p),T(t,p))dA
G -

v

Anadlogamente, por la cara lateral [0,£]x8G se pierde materia a

razén de

- ' .
f f - DVC(t,q)dads‘
o &z ’ oo w
donde v es la normal unitaria exterior a dicha cara--y--de - es el
"elemento de arco" a lo large de 8G. Suponemos, desde - luego, que

8G es liso pbr tramos.

" Por otro lado, en el interior de Gg se consume A en la -reaccidén, a

razdén de




&
J.Jj.r(c(taQ),T(t,Q))dAds
o] a

Dado que la tasa de acumulacidén de A en G_ es

E al
a%{]]' c(t,@)av = | jja g%(t,q)dv,
a o G

&

por la ley de la conservacidén de la materia debe cumplirse que

£
f ff g%(t,q)dAds = jj -a D C(t,p)dA
‘o Jdo G

£

~ff r (ctt,py,T(t,p0)dA + [ [ o D C(t,q)deds
G o do

1dAa

e .
~f [f rc(T,p),T(t,p))dAds - [[ k_[C(t,p)-C_,
o G G

Basta tomar el limite cuando =——0 para tener que

JJ e D C(T,p) + k_[C(t,p)-C_ v (C(t,p),T(t,p)]dA = 0
G

A

cualquiera que sea G. Por lo tanto, dividiendo entre Area(G) y

tomando el limite cuando diam(G)— 0 obtenemos que

amDnC + kmC =,kﬁcem.— r_(C,T) (2)

3

en 8S.

De manera totalmente andloga, obtenemcs la correspondiente

relacisén para la temperatura, a saber:

keDhT +h T=T_ +¥r_(C,T)" (3)



v

vialida en 8%; aqui v, es el cambio de entalpia por cuenta de 1a

reaccién en la superficie.

Basta introducir de nuevo el cambio de variable (3.9) para obtener

las condiciones a la frontera escritas en forma adimensional, es
decir:
1 du
BT an "YU T Yew T WV (4a)
1 av
BY on "V T Ve T FEE (0D, (4b)

'

validas en el conjunto que resulta de transformar la frontera &S

mediante la transformacidén (S.Qa).

En estas udltimas relaciones hemos denotado la derivada normal como

35 en ellas aparecen los grupos adimensionales
r (C ,T ) ¥ k C
g .= = ° ° 5 .- _ _ 5 Mm°
s’ k C s T hT
: m o s o

ademas de los dos numeros de Biot DA ..

3
3
o
[]
¢y
o

,
2

3
o

2
o

y la expresidn cinética‘adimensional

r (Cu,T v)
b= o o

r (C ,T )

3 < ©

fs(u,v) i =

Los numeros de Biot juegan un papel anidlogo al de los numeros de
Péclet en la seccién anterior. En este caso, se relacionan la
difusidn del interior hacia la superficie con las pérdidas hacia

21




el exterior por el mecanismo de conveccidn, tomando en cuenta las
dimensiones del sistema: ndmeros de Biot grandes indican una mayor
rapidez del segundo fendmeno relativo al primero. En el limite

cuando Bi—w, las condiciones a la frontera (4) se transforman en:

u=u_ o+ Gsfe(u,v) : (5a)
ve=v_ o= Bs@sgS(LLv) (5b)
validas en 8G; en el otro extremo (Bi = 0), dichas condiciones se
reducen a
du av
=% ;=0 (6)

y corresponden al caso en que el sistema e=3ztd aislado del

exterior.

Estas Gltimas condiciones a la frontera se denominan de Neumann vy

pueden ser mas generales, digamos

av
am =P » Fpc-aen G; (6b)

)

las condiciones (5) se llaman de Dirichlet, que en su forma nas

clésica son del tipo

ext

3

Finalmente, las condicicnes (4) se denominan mezcladas o de Robin.

En su formulacidén clasica no aparece el término de reaccidn en la

superficie; véase [Courant-Hilbert (1962)17.
5. ALGUNAS CONSIDERACIONES GEOMETRICAS

En las secciones anteriores ha jugade un papel muy importante el

gue tengamos como representante del espacic fisico a un dominio en

\

[N
[\N]



R® con frontera lisa por pedazos. Asi pues, hemos +tratado

exclusivamente con modelos tridimensionales, en términos de los
cuales <se han planteado algunos problemas de valores a la

frontera.

Sin embargo, en la préctica son muy importantes 1los modelos de
dimensidén menor, pués son m&s simples y no por ello dejan de
modelar adecuadamente muchas situaciones de interes. A
continuacidén revisaremos el tipo de consideraciones gque permiten
simplificar 1la representacisn espacial, para reducir la.
dimensionalidad del modelo. Ilustraremos tales conceptos an
relacidén con la geometria del cilindro, que es de gran importancia
en la préctica industrial; por otro lado, 1las consideraciones

h=chas van mucho méas allid de ese cado.

Sza enteonces S un cilindro de radio a y altura L. Adoptemos un

sistema de coordenadas cilindricas, en el cual
S={(p,p,z):0%p<2m, 6{Z{L}
por lo que _ ,
35 = C_x(0,L) + D_x{0} '+...~Dax{L}

.

donde Ca es la circunferencia de radio a, Dq es el disco cerrado

del mismo radic y "+" denota "unis®n ajena".

Se pueden reescribir convenientemente las . ecuaciones - de .-

conservacién de las secciones 3 y 4, tomando en cuenta que

ademds de que

b3
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[ 2
Er en Cax(O,L)
a a8
—a; = —(E en DQX{O} (2a)
e
Er en D x{L}

Sin embargo, el operador v tiene coeficientes que se vuelven
infinitos en p=0 (el eje del c¢ilindro), por lo que estrictamente
hablando hay que excluir dicha parte del sistema. Por tal motivo,
el eje del cilindro se vuelve parte de 1la frontera y hay gue
especificar condiciones adicionales ahi. De acuerdo con ello, la

representacién espacial considerada sera
S = {(p,®,2):0<pca, 05p<2n,0<z=<L} (3a)
con
85 = C x(0,{)+D_x{03+D_x{L}+{0}x(0,L) (3b)
donde O denota el origen del plano cartesigno.

Observemos que

a a
5 = T en {0¥x(0, L); (2b)

ahi no hay ninguna interaccién con el exterior gque debamos
incorpérar en el modelo, por si depemos garantizar que - los
perfiles de temperatura y concentracidén ‘estén vbieﬁ definidos ¥y
sean lisos, a pesar de la singularidad de 1los coeficientes del
Laplaciano. Asi{ pues, debemos restringirnos a soluciones de las
ecuaciones de conservacidn que, ademis de satisfacer las

condiciones a la frontera {p=a), sean lisas en el eje central

{(p=0): debemos pedir gue g%& g% estén definidas'en todo punto de

la forma {(0,e,z).



Desde un punto de vista fisico y tomando en cuenta (2b), junto con
las leyes de Fick vy Fourief (2.2), si las derivadas parciales
g%(o,p,z), gg(o,p,z) no se anulan, se estid dando una transferencia
de materia, energia hacia el eje central del cilindro, lo cual da
como resultado una acumulacidén ahi y una eventual singularidad de
los perfiles de concentracidén y/o temperatura. En efecto, y desde
un punto de vista matematico, si dichas derivadas parciales no se
anulan para algdn (e,z), el perfil correspondiente tiene un "pico"
en p=0. Por lo tanto, la condicién natural a exigir en esta parte

de la frontera es

oC - 8T

EP (t,0,p,2z) = 0 , 3 (t,0,e,2z) = 0 , | (4)
condicidé4n del tipo de Neumann.
Por afRadidura, el uso de coordenadas cilindricas requiere

introducir una condicién de periodicidad, so pena de incurrir en

T{t,p,0,2)

una mala especificacidén de los perfiles. Requerimos, entonces,
que 4

C(t,p{o,z) = C(t;p,zﬂ,z) {5a)

= T(t,p,27,2) o (5b)

para cualguier eleccidén de (t,p,z).

Con énimd’dé simplificar estos modelos de transporte y reaccidn, a
menﬁdo se considera la "simetria cilindrica" de un fenémeno: eso
significa que los perfiles son independientes de 1a ‘coordenada
angular ¢. En otras palabras, interesan sdlo aquellos perfiles

cuya restricciéh_a»cada una de las hojas

HP := {(p,o,2) : O<pca, 0<z<{}

es la misma, cualguiera gue sea ¢ = [0,27]. Para esta situacidn,
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el modelo matemético constituido por las ecuaciones

(3.7) se reduce a

2 2
X =« (a<:+£§g+ac] - r(c,T)

map L or éz

2 ) 2

ar g T 1 8T d C
Ft—— e( 2+5‘(§E+ 2]+}’I‘(C,T)

Del mismo modo, las condiciones a 1la frontera

reducen a

a) en el eje central del cilindro:

b) en la superficie lateral externa:

o oc + kC=kC -r (c,T)
m m m ext s ¢
dp
k %L o BT = BT sy reCT T)
(=] ext s s ?
dp
c) en la tapa inferior:
-ol 29 + k C =
m m . m ext
az -
-k =~ + hT = hT
[ axt
az

diferenciales

{6a)

{(6b)

.3) se

(7a)

(7bm)

(7be)

(7cm)

(7ce)



d) en la tapa superior:

X i xc=kc , : (7dm)

™m m exti

k%L 4 T = nT_ . (7de)
m ext
oz
Con 4nimo de simplificar la presentacién, hemos introducido 1la

superficial s®lo ocurre en la

hipétesis de que la reaccidén

superficie laierél del cilindro.

En términos geometricos, el paso del modelo tridimensional

original a este nuevo modelo bidimensional. se  realiza

identificando los puntos de cada seccién Cpx{z}, reduciéndola a un
C x[0,L] se
. o .

solo punto. En otras palabras, cada cilindro interno
reduce a una recta paralela al eje de S, y S mismo se reduce a una

hoja Hp, digamos a‘Ho
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Otra simplificacidén que nos: deja con un modelo bidimensional
resulta cuando se supone que el cilindro es muy corto, de tal
manera que los perfiles son constantes a lo largo de cada una de
las fibras longitudinales del mismo,
F :={p, x [0,L
o, 0 {p,o)} [ 1
Para tales sistemas, interesan soluciones de las ecuaciones de
transporte que no dependan de z, por lo gue dichas ecuaciones se
reducen a
2 2
ac a C 1 8C g
ﬁ‘“m[ 2 *5‘a—p+'1*z. f] -r(C,T)
dpo o dp
2 2
a 3¢ a )
5% = o [ z + % 5% + 12 E] + ¥r(C,T)
dp © dp '
Esta formulacidn simplificada debe conservar las condiciones de
periodicidad (5), en tanto que las condiciones a la frontera que
interesan son Unicamente aqué¢llas gue se aplican al eje central
(7a) ¥y a la superficie lateral del cilindro (7b).
En términos geométricos, se comprime cada una de las fibras Fp © a
un punto, con lo que se puede hablar ma&s bien de una placa

circular que de un cilindro:

8



Se puede simplificar este modelo todavia mas, cuando se sabe que
hay simetria cilindrica -es decir, los perfiles no dependen de .
Para ello, basta comprimir cada uno de los circulos concéntricos

Cp a un punto, segun indica la figura siguiente:

De @sta manera se obtiene una representacién unidimensional, en la

‘gue intervienen las ecuacicnes diferenciales ,

oT _ o [6 z % g%]'<+}{_l"(q,T),
Jdpo - .

junto con las condiciones a la frontera aplicables a p=0, p=a, sin
gque se reguieren las condicionés de pericdicidad.

Alternativamehte, se obtiene una representacidén bidimensional
cuando el cilindro es muy ancho (a/L) es muy grande), ¥ adémés nos
interesan Unicamente los fendmenos gue ocurren cercé_de~su4ejeg>8e
trata entonces como si fuera una pastilla de radio infinito o, mas
bien, una losa infinita de espesor L. Si, ademas, suponemos que
los perfiles tienen simetria cilindrica, llegémos de nusvo . a -las
ecuaciones diferenciales (6), péra 220, O0<z<L. ?i suponemos, por

affadidura, que los perfiles gon constantes en cada tapa




podemos reducir cada una de estas a un punto, qgque identificamos
con el mismo 2z, para O0<z<«<L, con 1lo que llsgamcs a una
representacidén unidimensional del tipo "losa gruesa'. Las

ecuaciones diferenciales correspondientes son

gg = o 2C ric,m (8a)
T m_ =z
az
2
aT
5:'t- = O(Qa'?z +;Vr‘(C,rT) (Sb)

¥y las condiciones a la frontera aplicables a esta situacidn no son

otras que las (7c) y las (7d).

Otra situacidn en la que los perfiles dependen uUnicamente de la

coordenada z es aquélla en que el cilindro es muy esbelto (a/L es
muy pequefio), caso en el que se habla mids bien de  una barra de
longitud L. En tal caso se llega también a las ecuaciones (8),
sujetas también a las condiciones a la frontera (7c), (7d). En
particular, una barra aislada en los extreﬁos (km=0, h=0) da lugar

a las condiciones a la frontera

aC aC
EE(t’o) = 0. s Ez(t’L) = 0 (9)

Para ser exactos, en el caso del tubo esbelto, las ecuaciones (8)
describen mas bien la situacidn en que las substancias en su
interior no interacttan con el medio externo, igual que (9). Si
hay una interaccién también a lo largo del tuboc 1la descripcidn

correcta es

g% =% _kx (cc_) - r(C,T) (10a)
mavz m 2xt

3T %

3 = &= - h(T-T_) + rr(C,T) (10b)

-
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y no (8). sPor qué? . .

Resulta que al comprimir cada una de las tapas T_ hay puntos de 83
que quedan en el interior de [0, L], todos aquellos con O«z<L. De

hecho, hemos perdido '"puntos a la frontera" y parte del fendmeno
tendrid que ser contabilizadq como si ocurriese en el interior del
conjunto. Asf{ pues, esta simplificacidén provoca alteraciones
topoldgicas considerableé y algo parecido puede decirse en cada
uno de los casos anteriores, con excepcidén de la mera introduccilidén

de simetria cilindrica en el modelo tridimensional original.

6. SISTEMAS CON FLUJO

En las =seccicnes anteriores hemeos siempre supuesto que 1los

fend®menos de difusidn y reaccidn se dan sin que haya flujo de

fluidos. Sin embargo, lqrusﬁal en la. practica industrial es  que

los fluidos sean transportados a lo largo de tuberias, a través de
equipos, etc., por'lé que resulta de gran interés extender los

conceptos anteriores a los sistemas con flujo.

‘.

" Para ellc es fundamental determinar el campo de velocidades en el

fluido, 1lo <cual se 1logra resolviendo las ecuaciones de 1la.

hidrodindmica. Estas son leyes de conservacidén (de momentum o

impulso lineal) e incorporan ecuaciocones constitutivas ani&logas .. a

las (2.2}, ademas de‘consideraciones geométricas del tipo “defflasrﬁ.wwu

hechas en la seccidn 5. Aqui -‘supondremos vya resuelta ' la

hidrodindmica de la situacidn bajo estudio y dado el ‘campo de

ve;001dades.V:RxS—aR , una funci®n continuamente diferenciable en

sus cuatro argumentos. Véase [Bird et al. (1961)],  también

[Chorin—Marsdén (1979)] respecto al planteamiento y resolucidén de "

problemas en la hidrodinamica.




Bajo estas "condiciones, las

lineas de flujo son
trayectorias del sistema de
T(l) ecuaciones diferenciales
S ordinarias
p .
°? p{t) p=v(t,p),p(0)=p (1)
[ ]

Para cada t=0 (al menos para t
pequefio), este sistema induce
una transformacidén T(t): :5—5

dada por
T(t)po = pl{t),

segun la notacidn de (1). Dicha
transformacidén T(t) transforma
cualquier subdominio B « S en

un dominiec B(t). El1 teorema de

Liouvilile [Arnold (1978) 1]
afirma que B(t) tiene el
miémou. volumen que B, es

A\

decir, &(t) tiene jacobiano 1.
Por el teorema del cambio de

variable en "una integral,

B(L

fff cce,Teprav = fff cct,prav, (2)
B

lo cual indica que el contenido de materia en B permanece

invariante bajo este flujo, para cualguier subdominic B.

Sea ahora B un subdominio de S con frontera lisa por pedazos y sea
B{t) su imagen bajo el flujo T(t), para t=0 dado. Iguzl gque en la

seccidn 3, el término de acumulacidén es

[}
td



Sff cct,prav,
B{t>

gue, en virtud de (2) y aplicande la regla de la cadena

Do, pe)) = E(t,p(t)) + V(E,p(£)).¥C(t,B(E)

—donde hemos tomado en cuenta (1)- se reduce a

555 (gétl + v.vc)av,

cuyoc integrando estd calculado en (t,p(t)). Aplicando de nuevo el

Teorema de Liocuville y el del cambio d= variable, se obtiene el

términoe de acumulacidén de materia en la forma

{Ir %(__t,gp) -+ _V_(t,P)‘.‘VC(t,p)}QV | o (3a)

B(t)
\

Anidlogamente, el término de acumulacidn de.energia (entalpia) no

es otro que

s pcp{%(t,m - V(t,'m.v:r(t,p)}dv . (3d)
B(tL) .

En la literatura de Hidrodinimica y Fendmenos de Transporte [Bird

et zl (1961)]_se acostumbra referirse a la expresidn entre llaves

en el.integréndo de (35) o] (Sb) cbmo“léiderivada.susténéialf(de C

o T, segun el caso) y se le denota como %% o) %%. Asi pues |

Una vez calculada la tasa de acumulacidn en el instante t (32) en
el dominic B{(t), el resto de la deduccién de las ecuacicnes de
transporte es la misma que ya se vio en 1 seceidn 3. La dnica

a
ja 21 considerar sistemas con fluje =8 gue

Ll LUl ZRa =

)

rTr
4 4

O
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debemos substituir la derivada substancial D/Dt dondequiera que

aparezca la derivada parcial d/90t.

Asi{ pues, la forma mas g=neral del modelc matem&tico yva construido

(ecuaciones 3.5, 3.6) da lugar &

acC

— + V.¥C = V.(a VC) -r(C,T) (4a)
ot m
P d
8T
3% * V.VT = V.(k 9T) + »r(C,T), {(4b)
(=)

sin que se vean afectadas las condiciones a la frontera (4.2,

4.3).
Las ecuaciones diferenciales (4) pueden somet=srse a la
transformacidén (3.9), obteniendo como resultago (para o, a
constantes)
au 1
5 T w.Vu = B Ay - Gr(u,v) . {5a)
av 1
i = 3 8
3t ¢ w.Vv B8 Av + f@{ﬁu'v), (Sb)

donde

ot

W o= v,

-2
<

de nuevo un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no

lineales de tipo parabdlico. En el caso estacionario, desaparecen

las derivadas parciales con respecto al tiempo, obteniendo asi el

sistema eliptico

1

Zm AU - W-Vu = Or(u,v) . (6a)
Pe

i
= AV -~ W-9¥v = BPr{u,v), {&b)
re

"



. i 4
a resolverse sujeto a las condiciones a.- la frontera (4.4).

Para valores grandes de los numeros de Péclet se obtiene el caso

limite

b
<1
c
]

-Or{u,v) (7a)

€
<
<
]

O9r(u,v), (7b)

un sistema hiperbdélico de primer ordeni En caso de que los numeros
de Biot sean grandes, el sistema (7) debe resolverse junto con las
condiciones a la frontera en su forma limite de Dirichlet (4:5).
5i alguno de los dos nﬁmeros'de Biot '"no es muy grande”, entonces
no pﬁede usarse la forma {(7);: en su lugar debemos resolver el

_sistema eliptico (6) en forma asintética para valores grandes de

los numeros de Péclet. E1l problema resultante es de perturbaciones .

singulares, véase [Kevorkian - Cole (1981)].
Anadlogas consideraciones se - aplican al sistema (5), que' para
ntmeros de Péclet "grandes"  puede -substituirse por el sistema

s

hiperhbdélico de primer orden

+ w-Vu

pl

Yy 9

+ w9V = por(u,v); i;ii; o ‘T‘(ébj

. comparese (8) con las ecuaciones diferenciales ordinarias {(3.11)

gue resultan para sistemas sin flujo.

Es interesante considerar =21 cascd particular de un sistema con

reaccidén y difusidn contenido en un tubo esbelto, con flujo
paralelo al eje del tubo. Para ntmeros de Péclet grandes, 1las
ecuacicnes diferenciales gque resultan son e

-©r(u,v) . : (8a)




ac oC -
ETS + Vg: = -r(C,T)
AH
oT aT r
3t * Vaz T R, r(c,T)

Este modelo se ha estudiado mucho desde siempre. Recientemente se'
ha propuesto inclusive como alternativa a los modelos basados en
la ley de Fick, para sistemas heterogénecs; simplemente se toma en
cuenta gque en dichos sistemas el perfil radial de velocidades no

es constante, es decir, v = v(p).

7. POSIBLES EXTENSIONES

En términos de los modelos construidos en las secciones
anteriores se pueden resclver problemas de gran interés cientifico

v tecnoldgico. Entre otros, mencicnaremos los siguientes:

Problema 1

Predecir el comportamiento dinamico del sistema.

Problema 2

Determinar los posibles estados estacicnarios del sistema.

Problema 3

Establecer (o negar) la estabilidad de cada uno de dichos estados,

¥, €en caso necesario

Problema 4

Disefar un sistema de control que garantice la estabilidad.

El problema 1 admite como datos los perfiles de concentracidén vy
temperatura en al menos un instante {digamos t=0), junto con los
diferentes parametros del modelo elegide. A *cambio de dichos
datos, buscea determinar la solucidn de las ecuaciones

diferenciales del caso [digamos (32.10)] sujetas a las condiciones

(")
(8)]



o

apropiadas v tales que
u(o,-) = u, v(0,") = v,

donde u y v son perfiles conocidos.

El problema de valores iniciales y a la frontera (PVIF) resultante
admite o no solucidén. Si desea saber bajo gqué condiciones hay una

sola {(existencia y unicidad). Ademéas, se desea investigar 1la

continuidad de 1la éolucién, con respecto a los datos del problema.

Finalmente, se desea construir aproximaciones aceptables de la

soluci®n para un conjunto de datos.

La existencia y unicidad de soluciones del PVIF resultante es de

la mayor importancia si se tiene en cuenta lo siguiente: subyace a

todo el tratamiento que aqui hemos dado la hipdtesis determinista

de gque hay un solco comportamiento dinamico 'para condiciones
iniciales dada; en otras palabras estan determinados los perfiles

en cada instante. 8i nc hay solucién o hay mas de una, el modelo

correspondiente no refleja esta premisa basica y quizd ‘no esta

adecuadamente planteado.

Por otro ladeo, los datos del problema (pariZmetros y perfiles) se
determinan experimentalmente y por ello mismo estian sujetos a
errores de mediclidn y otros. Seria desastroso que errores pequefios

en los dates se tradujeran en errores grandes en las predicciones

arrojadas por el"modeio; de ahi la importancia de la _Qqn?§§piq§q

de la .soclucidn con_ fesptho a los datos. En cuanto a la

- construccidén de la solucidén (o m&s bien, de aproximaciones a

ella), su importancia es a todas luces evidente.

La literatura sobre ecuaciones - en derivadas parciales contiene
Eran cantidad de material scbre los dos primeros puntos; veanse al
respecto los dos voltmenes de [Courant - Hiltbert (1962)]. En
cuanto al tercero, se recomienda consultar la literatura sobre

métodos aproximados (numéricos o no); por ejemple [Finlayson

(1978) 7. - =

)
~

I




El -problema 2 presenta también dos aspectos: --—--- G G

a) uno cualitativo, que requiere relaciocnar el ntmero de los

posibles estados estacionarios con los diferentes parametros

del modeloc, y

b} Otro cuantitativo, que requiere construir aproximaciones

aceptables a cada uno de dichos estados, para cada Jjuego de

valores de los parametros.

De nuevo, para el segundo se recomienda consultar la literatura
sobre métodos computacionales. En cuanté al primero, es parte de
la matemd&tica no lineal; para un tratamiento especifico a 1los
modelos de reaccidn y difusidn, se recomiendan los articulos al
respecto en el volumen [Lapidus - Amundson (1977)]1, asi como [Aris

- (1975)7. :

El preblema 3 es de gran importancia y subsolucién descansa en la
de los- primeros dos, al menos en sus aspectos cualitativos. Se
trata de establecer si las perturbacicnes en los perfiles se
amplifican o si se atenuan con el paso del tiempo. Desde el punto
de vista practico, es comdn que los “equipos indusiriales se
diseBen para operar en algun estadoc estacicnario, perc no faltan
agentes externos fuera de nuestro control que los saquen de las
condicioones de operacidén deseadas. S1i hay estabilidad, eso no
importa, pues las condiciones de diseflo se restituyen por si
solos. 81 n&, habrid que diseBar un sistema de control que
estabilice las condiciones de operacidén deseadas. Al respecto,

véanse [Perlmutter (1972)] y [Douglas (1972)].

Los modelos presentados aqui son sélo algunos del gran numero gue
resultaria de tomar en cuenta u omitir cada uno de los siguientes

aspectos, solos o en conjunto:

i) Las propiedades (p, Cp, AHr, etc.) pueden ser funcién de 1la

2 — . f K
Composigcion quimica

]
m
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ii) Puede haber pérdidas de calor por radiacién, alimentacién

distribuida, etc.,

iii) Los numeros de Péclet pueden tener diferentes &rdenes de

magnitud (lo mismo los de Biot),
iv) Puede presentarse una gran variedad de geometrias,

v) Interesa estudiar medios no necesariamente isotrdépicos, quiza

heterogéneos, con més de un componente de interés, etc.,
vi) Es importante iﬁcorporar la hidrodinémica a los modelcs,

vii) No lo es menos el estudic del mezclado en presencia de
agitacidn,

v pueden affadirse muchos méds a la lista. De las extensiones que se

incorporen resultari toda una familia de modelos, y cada unoc de

ellos - puede utilizarse para plantear y resclver 1los cuatro

problemas antes mencionados. Veéase [Aris (1980)] para un estudio

de una jerarquia de modelos de este. tipo para un sistema de

reaccién y difusién especifico. B S .

Finalmente, conviene seKalar que esta presentacidén enfatiza el

enfoqde basado en:

a) Elegir una ley de conservacidén, y

b) Relacicnar flujos y‘ potenciales mediante las ébuééiaﬁesfgf'

constitutivas necesarias
para construir los modelos de un sistema dado con reaccidén |y

difusién. A la vez, se ha cuidado hacer explicitas - las hipdtesis

gque subyacen a una construccidén dada.

(W)
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—Por—otro  lado, se ha ido directamente —a - las  —ecuaciones

diferenciales, sin plantear primerc la forma matematica de 1la
ley de conservacidén correspondiente, antes de elegir las
ecuacliones constitutivas. Una presentacidén de este tipo
ciertamente habria puesto en evidencia la mayor jerarquia de las
leyes de conservacidén sobre las ecuaciones constitutivas, peroc no
la adeoptamos para centrar la atencidén de los lectorss en las
ecuaciones diferenciales como herramientas matemdticas dtiles en

el estudio de estas cuestiones.
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