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RESUMEN 

En este trabajo se deducen las ecuaciones diferenciales parciales 

(y condiciones a la frontera asociadas) que modelan situaciones en 

que se dan reacci6n y difusi6n acopladas en un medic homogemeo. Se 

sigue una metodologia consistente en a) plantear una ley de 

conservaci6n y b) aplicar una ecuaci6n constitutiva, para 

relacionar flujos y potenciales. 

Las deducciones anteriores se efectuan de manera rigurosa, en el 

sentido de que se busca hacer explicitas las diferentes hip6tesis 

que guian los planteamientos; sin embargo, el nivel matem~tico es 
. ( 

elemental. En forma co~ciente se ha buscado evitar toda 

exageraci6n en la formalizaci6n de los argumentos empleados, asi 

como elegir la formulaci6n m~s general posible. 

Se estudian sistemas homogeneos, con un solo componente, est~ticos 

y con flujo. Tambien se incluyen diversas consideraciones de tipo 

geometrico que contribuyan a simplificar dichos modelos. 

Fin~lmente, en la ultima secci6n se mencionan algunas posibles 
' extensiones y se describen los principales problemas a investigar 

con base en modelos de este tipo. 
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1. INTRODUCCION 

Es frecuente en la practica industrial que las transformaciones 

quimicas se efectuen en equipos de gran tamano, en los que no es 

realista suponer un mezclado perfecto. Por ello, un modele 

rnatematico de una situaci6n asi debe tomar en cuenta la variaci6n 

espacial de las propiedades de in teres (concentraci6n y 

temperatura, tipicamente). El modo usual de proceder se puede 

describir en los siguientes terminos: 

Tomemos un dominic SdR
3 

como representante del espacio fisico. 

Siguien~o las pautas del Calculo Diferencial e Integral de varias 

variables, dividarnos S en subconjuntos ajenos 

s 
. :1 ' 

.... ' s 
N 

( 1) 

Por ejemplo, dicha partici6n puede lograrse medi?nte tres familias 

de planos paralelos, cada una de ellas otogonal a uno de los tres 
-

ejes coordinados. En ese caso cada S. sera un cubo, 
1. 

la parte de,un c~bo que este contenida en S. En general, 

elegir (1) en modo arbitrario. 

0 bien 

p_odremos 

Para cada conjunto Si. de la partici6n .... ( _1), sea diam ( Si.) su 

diametro. Definamos la norma 6 de la parti~i6n (1) medi~nte 

6 .- max 
1~i~N 

numero que supondremos es pequeno. 

diam(S.), 
1. 

( 2) 

Ahora bien, podemos caracterizar un medio homogeneo mediante su 

cornposici6n quimica y su temperatura, suponiendo que se conozca 

el campo de velocidades con que fluye~ ~ara simplificar mas aun la 

presentaci6n, supondremos ademas que hay un solo componente de 

interes para cara6terizar la composici6n del medic. 
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una mayor regularidad de dichas funciones; tipicamente supondremos 

que los perfiles de concentraci6n . y temperatura son dos veces 

continuamente diferenciables y que su variaci6n temporal es al 
ac ar 

menos una vez diferenciable, con derivadas parciales at y at 

continuas. 

Bajo estas condiciones y siguiendo la rnetodologia que hernos 

descrito en [Hernandez (1987)]' adoptaremos ecuaciones 

constitutivas que, una vez integradas a leyes de conservacion, 

daran lugar a las ecuaciones diferenciales antes rnencionadas. 

Ciertamente, la adopci6n de ecuaciones constitutivas va precedida 

de una especificaci6n de los fen6menos fisico-quimicos que seran 

considerados, lo cual haremos a continuaci6n. 

2. LAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS 

Supondremos que en la region de interes se dan los siguientes 

fen6menos: 

a) Difusi6n molecular, 

b) Difusi6n termica, y 

c) Reacci6n quimica. 
.. 

Mas aun, supondremos que dichos fen6menos pueden describirse en 

los siguientes terminos: 

Sea ~ el operador gradiente en las variables espaciales, mismo que 

aplicaremos a cada perfil de la propiedad X (concentraci6n o 

temperatura, segun sea el caso). Sea Y materia (m) si X es 

concentraci6n, energia (e) si Xes temperatura. Para cada vector 

. t . --=3 unl arlo uer, , sea D X 
u 

direcci6n de u, es decir 

la derivada 

D X= u. <:JX 
u 

6 

direccional de X en la 
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-------~------------ --~--- -------~---- --- --- ------ --------

La experiencia indica que el flujo j: de Y en la direcci6n u, por 

unidad de area, esta determinado por D X_ De hecho, se tienen 
u 

efectos cruzados, en los que gradientes termicos generan flujos de 

materia y reciprocamente, pero estos son efectos secundarios de 

rnenor intensidad que aqui ignoraremos; vease al respecto [Callen 

( 1960) J . 

Asi pues, supondremos dadas dos funciones ~.~=~~~. tales que 

p(D C) [resp. ~(D T)] da el flujo de materia [resp. energia] en un 
u u 

punto e instante dados, por unidad de area perpendicular a la 

direcci6n u del flujo : Debe curnplirse, por supuesto, que 

p(O) = 0, lfJ(O) = 0, (la) 

.pues es un hecho observado experimentalmente que no hay flujo ni " 

de materia ni de energia en un medio uniforrne (es decir, uno en el 

que los perfiles de concentraci6n y ternperatur~ sean constantes). 

Mas aun, otro hecho ernpiricamente comprobado es que los flujos de 

materia y energia se dan en el sentido en que disminuyen la 

concentraci6n y la temperatura, respectivamente, por lo que p y ~ 

deben ser estrictamente mon6tonas decrecientes. 

.. 
Si suponemos, ademas, que son diferenciables, se tendra que 

a. : = - p • c o·) , k : = -lfJ • c o ) 
m e 

(1b) 

.. -·-·---·- ·-·· 

son dos numeros positives. Dichas constantes se ll~mah, 

respectivarnente, difusividad molecular y conductividad termica: 

Podemos combinar todo lo anterior diciendo que 

cp ( D C) = -ct D C + o ( II D c II ) 
u m u u 

w(D T) = -k D T + o (liD Til) • 
· u e u u ' 

de tal manera que podemos tornar 
·-.:---- ···-
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.m 
D c J = -a 

u m u 
(2a) 

.e 
-k J = D T u e u 

(2b) 

si la concentraci6n y la temper'atura del medio no varian en forma 

demasiado pronunciada. 

Las relaciones anteriores se conocen como Ley de Fick (2a) y Ley 

de Fourier (2b), y seran adoptadas como ecuaciones constitutivas 

para deducir las ecuaciones de conservacion en la siguiente 

secci6n. 

En cuanto al fen6meno quimico, queda descrito en terminos de: 

i) la expresi6n cinetica 

ii) la entalpia de reacci6n, 

pues todo fen6meno quimico va acompanado de efectos termicos 

ademas de los cambios de composi9i6n. 

Para fijar las ideas, supongamos que se trata de una reacci6n 

qu1mica del tipo 

A + B ~ Productos (3) 

y que la concentraci6n C es la del reactive A. 

La expresi6n cinetica correspondiente a (3) es una funci6n r:~2~~ 

tal que 

r(C,T):= tasa de transformaci6n de A segun (3) por 

unidad de volumen, si la concentraci6n es 

C y la temperatura es T. 

La forma mas sencilla que puede tomar r es 
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r = k(T)C (4a) 

para una reacci6n de primer orden, donde 

E 

k ( T) = Ae 
RT (4b) 

con AyE constantes ·fisicas que dependen de la reacci6n en 

cuesti6n y R la constante general del estado gaseoso. 

En general, r sera una funci6n no lineal de sus dos argumentos, 

que se obtiene por lo general del experimento. Por ejemplo, para 

sistemas cataliticos y ~lgunos sistemas biol6gicos se obtienen 

expresiones del tipo de 

o bien 

k c 
:1 

r =. ( l+k C) m 
2 

k c 
2 

r = l+k C+k /C 
2 3' 

.. 
donde m es un entero positive y k:1' k

2 
y k

3
· son funciones del tipo 

de (4b). 

En cuanto a los efectos t~rmicos asociadas a (3), la termoquimica 

proporciona el concepto de ehtalpia de reacci6n, que es .el cambia 

de entalpia asociado al c~m~io quimico (3), o energia absorbida 

del medic circundante para que sed~ ~dicho cambia quimico. Se 

denota mediante el simbolo compuesto AH . 
r 

Si ~y >0 y efectivamente se absorbe energia durante la reacci6n, 
r 

se dira que (3) es endotermica; en caso contra{io, se desprende 

energia durante la reacci6n y (3) se llamara exotermica. 
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En todo lo que sigue supondremos conocida la entalpia de reacci6n 

y que no depende ni de la concentraci6n ni de la temperatura. Esta 

simplificaci6n no es demasiado grave; en cambio, es mas discutible 

suponer que los coeficientes a y k en (2) son constantes: es mas 
m e 

realista suponer que con funciones de la concentraci6n y de la 

temperatura, respectivamente. 

Eso equivale a tomar ~=~2~~. ~:~2-~~. de tal manera que 

~(C, DC) (resp. ~(r, D T)] da el flujo de materia [resp. energla] 
u u 

en un punto e instante dados, por unidad de area perpendicular a 

la direcci6n u. Entonces, las ecuaciones (1) deben cambiarse por 

~(C,O) = 0 , ~(T,O) = 0 (Sa) 

para cualquier valor deC y T, y 

(Sb) 

donde hemos denotado por 'y" a la "segunda variable" del caso. 

Para complicar las cosas aun mas, hay medios en los que los 

fen6menos se dan en modo distinto en ··· ca·da direcciQn (medios 

anisotr6picos, en contraposici6n a los medics isotr6picos que 

hemos supuesto hasta ahora). Para dichos medios. las leyes de Fick 

y de Fourier (2) toman la forma 

-.m -A 'VC J = (6a) 
m 

-.e 
-K 'VT J = (6b) 

e 

- -~ 
donde ahora jc y j 9 son campos vectoriales en S~ mientras que Am y 

Ke son tensores sim~tricos, a menudo diagonales; s6lo son 

10 
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escalares en el caso isotr6pico y en general seran funciones de c 
y T, respectivamente. 

A su vez, las relaciones (6) son aproximaciones lineales de 

--to 
.e 

J = W(T,V'T) 

donde ahora ~ y W con funciones vectoriales definidas en ~x~9 , 

~(C,O) = 0, w(C,O) = 0 de nuevo. Asi pues, (Sb) da lugar a 

(7a) 

(7b) 

con 

donde y denota ahora la "segunda variable" (vectorial) V'C y 'VT, 
~· segun el caso. Por supuesto, se cumple que 

--to ~ 

.m .m .e '.e 
J = u. J J = U.J {8) 

u u 

Vease el libro · [Bird et al (1961)] para las consideraciones 

fisicas que subyacen al estudio de la difusion molecular. 

Asimismo, se recomienda [Lap~dus-Amundson (1977)] para lo 

ref~rente al estudio cinetico de la~ reacciones quimicas. 

3. ECUACIONES DE CONSERVACION 

Supongamos en todo lo que. sigue que los conjuntos de la partici6n 

(1.1) son regiones con frontera lisa por tramos, sea B una 

cualquiera de dichas regiones, con la unica restricci6n de que 

aBcS. 
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La cantidad total de A contenida en la regi6n del espacio 

represent ada por B es 

Iff C(t,p)dV; ( 1) 
B 

habiendo supuesto que ac;at es continua, es claro que ( 1) es 

funci6n derivable en t, con 

~tfff C(t,p)dV = III :~(t,p)dV, 
B B 

expresiones que dan la acumulaci6n (positiva o negativa) de A en 

B. 

A prop6sito, sabemos que A desaparece de la regi6n B al tomar 

parte en la reacci6n (2.3), y desaparece con un ~asa dada por 

IIJ r(C(t,p) ,T(t,p))dV ( 2) 
B 

Por otra parte, A tambien desaparece de B al escaparse a traves de 

la frontera aB; la correspondiente tasa es 
'· 

- If ~ D C(t,p)dA, aa m n 
( 3) 

donde n=n(p) denota el vector unitario normal a la superficie aB 

en p. N6tese que, en (3), hemos supues~o vllida la ley de Fick 

(2.2a), lo cual supone un medio isotr6pico, variaciones moderadas 

de la concentraci6n, etc. 

Podemos ahora aplicar el Teorema de Divergencia para obtener 

If ~ D c dA = 
OB m n 

I I J 'V. ( C( m Y'C) dV' 
B 

12 
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donde 9 actDa Dnicamente sobre las variables espaciales. En 

consecuencia! la desaparici6n neta de A en la regi6n B est~ dada 

por 

JJJ {r(C,T) - 9. (am9C}dV 
B 

Por otro lade, la materia se conserva, por lo que debe cumplirse 

que 

d 
- dt JJJ CdV = JJJ {r(C,T) 9. (a 9C) }dV 

m 
B B 

es deciJ;"., 

(4) 

cualquiera que sea B. 

.. 
Podemo~ dividir ambos miembros de (4) entre el volumen de B, que 

tiende a 0 cuando cS __. 0 y luego tomar limite, para obtener que 

.vale en todo S. 

ac 
at = 9· (a C) 

m 
r(C;"T) .. ( 5) 

Definamos ahora la entalpia especifica (es decir por unidad de 

volumen) del sistema total como 

h:=pC T 
p ' 

dbnde p es 1~ densidad y C 
p 

el· calor especifico a presi6n 

constante de la mezcla, propiedades que supondremos constantes y 

conocidas. 
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Basta observar que la desaparici6n de entalpia por cuenta de la 

reacci6n (2.3) est~ dada por 

JJJ (AHr)r(C(t,p), T{t,p))dV 
B 

y aplicar identico razonamiento al que llev6 a (5) para obtener 

es decir 

=~-(aT) + yr(C,T) 
& 

(6a) 

donde 

k -fi.H 
(6b) 

a se llama la difusividad termica del medio, y es el an~logo 
e 

energetico de la difusividad molecular a. 
m 

Por otro lado, la 

constante y es positiva para reacciones ex?termicas, ne~ativa para 

las endotermicas. De nuevo la ecuaci6n diferencial para la 

temperatura vale en todo S, para cada t. 

Si suponemos que las difusividades son constantes, las ecuaciones 

diferenciales anteriores dan lugar a 

OC =a ~c- r(C,T) at 

ar 
at = 

ambas v~lidas en todo ~xS. 

m 

14 

(7a) 

(7b) 
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Por otro lado, interesa considerar cornportarnientos estacionarios, 

es decir, aquellos en que las propiedades fisicas no varian en el 

tiernpo. Asi pues, un perfil pHC(p), pHT(p) es estacionario si 

C( ~c = 
m 

r(C,T) (8a) 

rr(c,T) (8b) 

ecuaciones diferenciales validas en todo S. 

En la practca, conviene sirnplificar la descripci6n anterior, 

aligerarido la notaci6n mediante cambios de variable convenientes. 

Para este aspecto y otros igualmente importantes en relaci6n con 

pro~lemas de reacci6n y dif~si6n, se recomienda consultar [Aris 

(1978) J. 

Por ejemplo, .podemos seleccionar valores "caracteristicos" del 

tiernpoi la longitud, ·la temperatura y la concentraci6n (t l T 
o' ' o 

y C , respectivamerite) y definir nuevas variables adimensionales 
0 . 

poniendo 

t t 
; = t 

0 

X: = ' 

-·c. 
U:= C 

0 

X Y. 
7 y· = l',. , ' . 

T 
V:= f 

0 

de esta manera las ecuaciohes diferenci~les 

dando lugar a. 

au 1 bu 0f(u,v) at = -m -
Pe 

Z: 

av 1 l:.v (30f (u, v) , at = pm + 
e 

15 
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( 9b) 

( 7) se transforman, 
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relaciones v~lidas en todo ~xS, donde seguimos denotando como S al 

resultado de transformar el dominic S original mediante la 

transformaci6n (9a). 

En las ecuaciones (10), ademas de la transformaci6n (9) hemos 

utilizado la notaci6n 

/":!.I'·-

c (-f.H ) 
o r 

pCT 
p 0 

m .[2 
Pe:= 

C( t 
m o 

0:= 
t r(C ,T) 

0 0 0 

c 
0 

.z 
-t-

Pe:= at " 
e o 

ademas de llamarle ~ al operador laplaciano en las nuevas 

coordenadas. 

adimensional 

Tambien hemos definido la 

f(u,v):= 
r(C u,T v) 

0 0 

r(C ,T ) 
0 0 

ex presion cinetica 

Los numeros adimensionales Pem y Pee se l'iam'an numeros ··de Pee let 

(para el flujo de materia y de energia, respectivamente). Dichos 

numeros indican la importancia relativa de la difusi6n (termica o 

molecular, segun se trate): valores grandes del numero de Peclet 

indican que la difusi6n es poca en. relaci6n con las dimensiones 

del sistema y los tiempos "caracteristicos" elegidos. De ser asi 

para ambas difusiones, el sistema (10) se vuelve, en el limite, 

u = -0f(u,v) {11a) 

v = (~Of ( u , v ) , (11b) 

que consta de ecuaciones diferenciales ordinirias. 
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Bajo las condiciones subyacentes a (11), los perfiles seran 

uniformes y se tendra un mezclado perfecto. El problema rnatematico 

de investigar la bondad de la aproxirnaci6n de (10) mediante el 

rnodelo mas sencillo (11) dista de ser trivial y requiere tecnicas 

de perturbaciones singulares [Kevorkian-Cole (1981)]. 

La version estacionaria de (10) es el sistema eliptico (en general 

.no lineal) 

l;lu = p(u,v) (12a) 

l;lv = lp(U,V) (12b) 

sobre el nuevo conjunto s,, con las definiciones obvias de p y VJ. 

Vease el articulo [Varma-Aris (1977)] para un estudio muy " 

interesante basado precisamente en los modelos (10), (11) y (12). 

4. LAS CONDICIONES A LA FRONTERA 

Las ecuaciones diferenciales parciales tienen, en general, una 

infinidad de soluciones, lo cual indica que todavia falta rnodelar 

algunos aspectos si es que se va a deter:minar un perfil de 

temperatura y uno de concentraci6n para ~na situaci6n~ dada. En 

efecto, falta todavia especificar el modo en que el sistema 

interactua con el mundo externo. 

Para ello, supongamos como antt=s q~e as es lisa por pedazos; SE!a 

GcoS un subconjunto abierto en la topologia relativa, de tal 

manera que 

Area (G) = J dA. 
0 

Supongamos que en la vecindad de G se verifican los siguientes 

fen6menos: 
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a) La materia y la energia se difunden del interior de S hacia G, 

si-guiendo las leyes · ( 2. 2) . 

b) A traves de G se transmite el calor al medio circundante, por 

los mecanismos de convecci6n y radiaci6n; la materia no sale de S 

al exterior. 

c) La substancia A toma parte en una reacci6n en la superficie oB, 

con expresi6n cinetica conocida r (C,T). 
s 

Finalmente, supondremos que 

d) La convecci6n de energia hacia el exterior obedece la ley 

lineal de Newton; es decir, la tasa de flujo a traves de G es 

I I h [ T - Text] dA ' (la) 
a 

donde h > 0 es conocida. An~logamente,· se transmite materia al 

exterior con una tasa de 

If k [ c ( t , p) -c J dA, 
m ext 

(lb) 
a 

donde k es conocida. Igualmente, tanto la-~oncentraci6n de A en 
m 

el exterior (C ) como la temperatura externa 
ext 

conocidas y constantes. 

suponen 

Para formalizar el planteamiento de las condiciones a la frontera, 

sea s>O arbitrario y sea t e ~- Para cada p e G, sea n = n(p) la 

c6rrespondiente normal unitaria dirigida hacia el exterior de· S; 

sea Lp el segmento de recta dado por 

s Hp - sn O~S<S 

Necesitamos que tanto C(t, ·) como T(t, ·) tengan·lirnites a lo largo 

de estas rectas, de rnanera que podarnos extenderlas hasta as par 

continuidad; definarnos entonces 
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lim C(t, p):= C(t,p-sn(p)} 
s..J..O 

lim T(t, p):= T(t,p-sn(p)) 
s..J..O 

Sea ahora G el cilindro de altura e apoyado sobre G, es decir 
e 

n G = e U L 
pea P 

Por la cara interna del 

cilindro G (puntos con 
s 

s=s), entra materia a 

raz6n de 

II -etmDnC(t,p-sn(p) )·dA 
G 

. 
unidades de masa por unidad de tiempo. En la cara externa (puntos 

con s=O) se gasta materia por concepto de la reacci6n con una tasa 

de 

If r
5

(C(t;p) ,T(t,p))dA 
G 

'· 
Analogamente, por la cara lateral [O,s]xaG se pierde materia a 

raz6n de 

e 
I I -C\ D C(t,q)d~ds 

o GG m L> · . ' '· 

donde v es la normal unitaria exterior a dicha cara- ---Y- d~ es . el 

"elemento de arco" a lo largo de oG.. Suponemos, desde · luego, que 

aG es lisa por tramos. 

Por otro lado, en el interior de G se consume A en la -reacci6n, a 
s 

raz6n de 
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& 

J JJ r(C(t,q) ,T(t,q))dAds 
o a 

Dado que la tasa de acumulaci6n de A en G es 
& 

d 
d tf f I c ( t 'q ) dV 

0 
& 

.c oG 
= I If at<t,q)dV, 

0 00 

por la ley de la conservaci6n de la materia debe cumplirse que 

.c ac 
J JJ at(t,q)dAds = 
"o ao 

JJ -~mDnC{t,p)dA 
0 

& 

-JJ r
9
{C(t,p) ,T(t,p))dA + f f ~ D C{t,q)d~ds 

0 0 oo m n 

& 

-J J J r ( C { T, p) , T ( t, p) ) dAds - J J km [ C { t, p) -C ext] dA 
0 0 G 

Basta tomar el limite cuando .c----.0 para tener que 

JJ.[~mDnC(T,p) + km[C(t,p)-Cextrs.(C(t,p),T(t,p)]dA = 0 
G .. 

cualquiera que sea G. Por lo tanto, dividiendo entre A~ea(G) y 

tomando el limite cuando diam(G)~ 0 obtenemos que 

~DC+ k C = k'C m n m m ext r (C,T) 
s 

en as. 

De manera totalmente an~loga, obtenemos 

relaci6n para la temperatura, a saber: 

la 

k D T + h T = T t+ r r ( C , T ) • 
e n ex s s 

20 
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valida en as; aqui y es el cambio de entalpia por cuenta de la 
s 

reacci6n en la superficie. 

Basta introducir de nuevo el cambio de variable (3.9) para obtener 

las condiciones a la frontera escritas en forma adimensional, es 

decir: 

1 au 
0[ (u,v) -m an + u = u + B. ext s s 

(4a) 
l. 

1 av 
~0f (u,v), ~ an + v = v -

ext s s s 
(4b) 

l. 

validas en el conjunto que resulta de transformar la frontera as 

mediante la transformaci6n (3.9a). 

En estas Oltimas relaciones hemos denotado la derivida normal como 
' 

:n; en ellas aparecen los grupos adimensionales 

r (C ,T} y k c 
0 

s 0 0 
,B 

s m 0 . - k c . - hT s s 
m 0 0 

adem as de los dos numeros de Biot '· 

lk 
lh. B~ m B~ . -

C( 
. -

l. l. e 
m C( 

y la expresi6n cinetica adimensional 

f (u,v) 
s 

r (C u,T v) 
s 0 0 

r (C ,T ) 
s 0 0 

Los nOmeros de Biot juegan un papel analogo al de los nOmeros de 

Peclet en la secci6n anterior. En este caso, se relacionan la 

difusi6n del interior hacia la superficie con )as perdidas hacia 
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el exterior por el mecanisme de convecci6n, tomando en cuenta las 

dimensiones del sistema: numeros de Biot grandes indican una mayor 

rapidez del segundo fen6meno relativo al primero. En el limite 

cuando Bi--oo, las condiciones a la frontera (4) se transforman en: 

u=u +0f(u,v) 
ext. s s 

(Sa) 

v = v - {3 0 g ( u,v) 
ext s s s 

(Sb) 

validas en oG; en el otro extremo {Bi = 0), dichas condiciones se 

reducen a 

au 
au = o , iJv 

an = o (6) 

y corresponden al caso en que el sistema esta aislado del 

exterior. 

Estas ultimas condiciones a la frontera se denominan de Neumann y 

pueden ser mas generales, digamos 

au 
an = P 

iJv an = q en G; 

-
las condiciones (5) se llaman de Dirichlet, que en 

clasica son del tipo 

u = u 
ext v = v ext en G. 

(6b) 

' .. 
su forma mas 

Finalmente, las condiciones (4) se denominan mezcladas o de Robin. 

En su formulaci6n clasica no aparece el termino de reacci6n en la 

superficie~ v~ase [Courant-Hilbert (1962)]. 

5. ALGUNAS CONSI DERACI ONES GEOMETRI CAS 

. 
En las secciones anteriores ha jugado un papel muy importante el 

que tengamos como representante del espacio f1sico a un dominio en 
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con frontera lisa por pedazos. Asi pues, hemos tratado 

exclusivamente con mo~elos tridimensionales, en t~rminos de los 

cuales se han planteado algunos problemas de valores a la 

frontera. 

Sin embargo, en la practica son muy importantes los modelos de 

dimensi6n menor, pues son mas simples y no por ello . dejan de 

modelar adecuadamente muchas situaciones de inter~s. A 

continuaci6n revisaremos el tipo de consideraciones que permiten 

simplificar la representaci6n espacial, para reducir la. 

dimensionalidad del modelo. Ilustraremos tales conceptos en 

relaci6n con la geometria del cil~ndro, que es de gran importancia 

en la practica industrial; por otro lado, las consideraciones 

hechas van mucho mas alla de ese cado. 

Sea entonces S un cilindro de radio a y altura L. Adoptemos un 

sistema de coordenadas cilindricas, en el cual 

S={(p,p,z):0~~<2rr, O<Z<L} 

por lo que ,. 

as= C x(O,L) + D x{O} *-D x{L} 
a.. a. _a. .. 

donde C es la circunferencia de radio a, D es el disco 
0. a. 

del mismo radio y "+" denota "uni6n ajena". 

cerrado 

Se pueden reescribir convenientemente las ecuaciones de 

conservaci6n de las secclones 3 y 4, tomando eri cuenta q~e 

ademas de que 

1 a 
+-- + 

Pap 
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r a 
C .x(O,L) ap en 

a 

a a 
D x{O} (2a) on = oz en 

a 

a D x{L} oz en 

Sin embargo, el operador ~ tiene coeficientes que se vuelven 

infinitos en p=O (el eje del cilindro), por lo que estrictamente 

hablando hay que e.xcluir dicha parte del sistema. Por tal motivo, 

el eje del cilindro se vuelve parte de la frontera y hay que 

especificar condiciones adicionales ahi. De acuerdo con ello, la 

represen·taci6n espacial considerada sera 

S = {(p,p,z):O<p<a, 0Sp<2n,O<z<L} (3a) 

con 

as = c x ( o, l) +D x{O}+D. x{L}+{O}x ( o, L) 
a a a 

(3b) 

donde 0 denota el origen del plano cartesiano. 

Observemos que 
.. 

a = - 0P en {O}x(O, L); (2b) 

ahi no hay ninguna interacci6n con el exterior que debamos 

incorporar en el modelo, por si debemos garantizar que los 

perfiles de temperatura y concentraci6n esten bien definidos y 

sean lisos, a pesar de la singularidad de los coeficientes del 

Laplaciano. Asi pues, debemos restringirnos a soluciones de las 

ecuaciones de conservaci6n que, adema.s de satisfacer las 

condiciones ala frontera (p=a), sean lisas en el eje central 

ac ar 
(p=O): debemos pedir que apY op esten definidas.en todo punto de 

la forma (O,p,z). 
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Desde un punto de vista fisico y tomando en cuenta (2b), junto con 

las leyes de Fick y Fourier (2.2), si las derivadas parciales 

~(O,~,z), ~(O,~,z) nose anulan, se esta dando una transferencia 

de materia, energia hacia el eje central del cilindro, lo cual da 

como resultado una acumulaci6n ahi y una eventual singularidad de 

los perfiles de concentraci6n y/o temperatura. En efecto', y desde 

un punta de vista matematico, si dichas derivadas parciales no se 

anulan para algun (~,z), el perfil correspondiente tiene un "pica" 

en p=O. Par lo tanto, la· condici6n natural a exigir en esta parte 

de la frontera es 

ac 
op (t,O,~,z) = 0 , 

oT 
ap (t,o,~,z) = o , ( 4 ) 

condici6n del tipo de Neumann. 

Por anadidura, el uso de coordenadas cilindricas requiere 

introducir una condici6n de periodicidad, so pena de incurrir en 

una mala especificaci6n de los perfiles. Requerimos, 

que 

C(t,p,O,z) = C(t;p,2rr,z) 

T(t,p,O,z) = T(t,p,2rr,z) 

para cualquie~ elecci6n de (t,p,z). 

entonces, 

(Sa) 

(Sb) 

.. 

Con anim6 ~e simplificar estos modelos de transporte y reacci6n, a 

menudo se considera la "simetria cilindrica" de un fen6meno: eso 

significa que los perfiles son independientes de la ·coordenada 

angular ~: En otras ~alabras, interesan s6lo aquellos perfiles 

cuya restricci6n a cada una de las hojas 

H~ .- {(p,~,z) 0 < p< a , 0 < z < l} 

es la misma, cualquiera que sea p e [0,2rr]. Para esta situaci6n, 
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el modelo matematico constituido por las ecuaciones diferenciales 

(3.7) se reduce a 

ac et (<'2c 1 ac a
2

cJ r(C,T) (6a) at = + - - + -
m op2 p ap oz 2 

aT (o2
T 1 ar o

2

CJ yr(C,T) (6b) at = Ct -- + - - + + 
e apz p op oz 2 

Del mismo modo, las condiciones a la frontera (4.2, 4.3) se 

reducen a 

a) en el eje central del cilindro: 

= 0 
OT = 0 (7a) 

b) en la superficie lateral externa: 

k c 
m 

= k C -r (C, T) 
m ext s • 

(7bm) 

hT +Y r··· (-C: T) 
ext s s 

.. (7be) 

c) en la tapa inferior: 

oc 
k c k c -Ct - + = 

maz m m ext 
(7cm) 

-k 
OT 

hT hT - + = 
eaz ~xt 

(7ce) 

-
26 

"· 



l_\ 

d) en la tapa superior: 

ac 
k c k c Ol - + = (7dm) 

maz m m ext 

k 
aT 

hT hT - + = 
maz ext 

(7de) 

Con animo de simplificar la presentaci6n, hemos introducido la 

hip6tesis de que la reacci6n superficial s6lo ocurre en la 

superficie lateral del cilindro. 

En terminos geometricos, el paso del modele tridimensional 

original a este nuevo modelo bidimensional se realiza 

identificando los_puntos de cada secci6n C x{z}, reduciendola a un . p . 
solo punto. En otras palabras, cada cilindro interne C x[O,L] se 

p 
reduce a una recta paralela al eje de S, y S mismo se reduce a una 

hoja H , 
'P 

digamos a H 
0 

I 

. I 

I 

, 1,. .. - - ·- - - ~ 
' I ..... ..&. .- -.. I ... " 

--~ . -. I. • '1 
. "'"- .....,. - _.., 

.. 
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Otra simplificaci6n que nos deja con un modelo bidimensional 

resulta cuando se supone que el cilindro es muy corto, de tal 

manera que los perfiles son constantes a lo largo de cada una de 

las fibras longitudinales del mismo, 

F :={p,p)} X [0,1] 
p,p 

Para tales sistemas, interesan soluciones de las ecuaciones de 

transporte que no dependan de z, por lo que dichas ecuaciones se 

reducen a 

1 ac 
+-- + P ap 

1 
2 

p 
-r(C,T) 

Esta formulaci6n simplificada debe conservar las condiciones de 

periodicidad (5), en tanto que las condiciones ala frontera que 

interesan son unicamente aquellas que se aplican al eje central 

(7a) y ala superficie lateral del cilindro (7b). 

En terminos geometricos, 

un punto, con lo que se 

'· 
se comprime cada una de las fibras F a 

p,p 
puede hablar mas bien de una placa 

circular que de un cilindro: 
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Se puede simplificar este modelo todavia mas, cuando se sabe que 

hay simetria cilindrica -es decir, los perfiles no dependen de p. 

Para ello, basta comprimir cada uno de los circulos concentricos 

C a un punta, segCn iridica la figura siguiente: 
p 

De esta manera se obtiene una representaci6n unidimensional, en la 

·que intervienen las ecuaciones diferenciales 

ac [::; 1 acJ -r{C,T) at = 01. + -. m p op 

aT [azT 1 aTl +~_:;"' {C:' T)' at = 01. + -
e ap2 p ap .. 

junto con las condiciones a la frontera aplicables a p=O, p=a, sin 

que se requieren las condiciones de periodicidad. 

Alternativamente, se obtiene una representaci6n bidimensional 

cuando el cilindr~ es muy ancho (a/L) es muy grande)·, y ademas nos 

in teres an Cnicamente los fen6menos que ocurren cerca de su···eje. · Se 

trata entonces como si fuera una pastilla de radio infinito o, mas 

bien, una losa infinifa de espesor L. Sii ademas, suponemos que 

los perfiles tienen simetria cilindrica, llegamos de nuevo . a ·las 

ecuaciones diferenciales (6), para p>O, O<z<L. Si suponemos, por 

anadidura, que los perfiles son constantes en cada tapa 

T . _ n ......,.{..,.1-
z. -a .... --.~' 
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podernos reducir cada una de estas a un punto, que identificarnos 

con el rnisrno z, para O<z<L, con lo que llegamos a una 

representaci6n unidimensional del tipo "los a gruesa". Las 

ecuaciones diferenciales correspondientes son 

ac o2 c -r{C,T) at = a 
mazz 

{Sa) 

aT o2 T +yr{C,T) at = Ol 

eozz 
{Sb) 

y las condiciones a la frontera aplicables a esta situaci6n no son 

otras que las (7c) y las (7d). 

Otra situaci6n en la que los perfiles dependen unicarnente de la 

coordenada z es aquella en que el cilindro es rnuy esbelto (a/L es 

rnuy pequeno), caso en el que se habla mas bien de una barra de 

longitud L. En tal caso se llega tarnbien a las ecuaciones (8), 

sujetas tarnbien a las condiciones ala frontera (7c), ( 7d"). En 

particular, una barra aislada en los extremes (k =0, h=O) da lugar 
m 

a las condiciones a la frontera 
.. 

oc az { t, o) = o ac 
az (t, L) = o (9) 

Para ser exactos, en el caso del tubo esbelto, las ecuaciones (8) 

describen mas bien la situaci6n en que las substancias en su 
' 

interior no interactuan con el medic externo, igual que (9). Si 

hay una interacci6n tarnbien a lo largo del tubo la descripci6n 

correcta es 

a2 c =a - k {C-C ) - r(C,T) 
m - m ext 
Gz~ 

(lOa) 

9 0z= 
h(T-T ) + yr(C,T) 

ext 
(lOb) 
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y no (8). ~Por que? 

Resulta que al comprimir cada una de las tapas T hay puntos de as 
z 

que quedan en el interior de (0, L], todos aquellos con O<z<L. De 

hecho, hemos perdido "puntos a la frontera" y parte del fenomeno 

tendra que ser contabilizado como si ocurriese en el interior del 

conjunto. Asi pues, esta simplificaci6n provoca alteraciones 

topol6gicas considerables y algo parecido puede decirse en cada 

uno de los casos anteriores, con excepci6n de la mera introduccion 

de simetria cilindrica en el model6 tridimensional original. 

6. SISTEMAS CON FLUJO 

En las secciones anteriores hemos siempre supuesto que los 

fen6menos de difusi6n y reacci6n se dan sin que haya flujo de 

fluidos. Sin embargo, lo usual en la. practica industrial es que 

los fluidos sean transportados a lo largo de tuberias, a traves de 

equipos, etc., por lo que resulta de gran interes extender los 

conceptos anteriores a los sistemas con flujo. 

.. 
Para ello es fundamental determinar el campo de velocidades en el 

fluido, lo cual se log~a resolviendo las ecuaciones de la 

hidrodinamica. Estas son leyes de conservaci6n (de momentum o 

impulso lineal) e incorporan ecuaciones constitutivas analogas ~-a 

las- (2. 2) ,. ademas de. consideraciones geometricas. del _tipo -·de las 

hechas en la secci6n_ 5. Aqui supondremos ya resuelta Ia 

hidrodinamica de la si tuaci6n ·-b<i}o -estudio y dado el . campo de 

ve)~ocidades. v: IRxs--lR
3

' una funci6n continuamente diferenciable en. 

sus cuatro argumentos. Vease [Bird et al_ ( 1961) J , tambi en 

[Chorin-Marsden (1979)] respecto al planteamiento y resolucion de 

problemas en la hidrodinamica. 
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Bajo estas ·condiciones, las 

lineas de flujci son 

trayectorias del sistema de 

ecuaciones diferenciales 

ordinarias 

p=v ( t, p) , p ( 0) =P 
0 

( 1) 

Para cada t~O (al menos para t 

pequeno), este sistema induce 

una transformaci6n 

dada por 

T(t) :s~s 

T(t)p = p(t), 
0 

segun la notaci6n de (1). Dicha 

transformaci6n T(t) transforma 

cualquier subdominio B c S en 

un dominio B(t). El teorema de 

Liouville [Arnold (1978)] 

a firma que B(t) tiene el 

mismo ... yolumen que B, es .. 
decir, T(t) tiene jacobiano 1. 

Por el teorema del cambia de 

variable en una integral, 

fJJ C(~,T(t)p)dV =Iff C(t,p)dV, (2) 
B B<t> 

lo cual indica que el contenido de materia en B permanece 

invariante bajo este flujo, para cualquier subdominio B. 

Sea ahora B un subdominio de S con frontera lis~ por pedazos y sea 

B(t) su imagen bajo el flujo T(t), para t~O dado. Igual que en la 

secci6n 3, el termino de acumulaci6n es 

.'\ 



d . 
dtfff C(t,p)dV, 

B ( t l 

que, en virtud de (2) y aplicando la regla de la cadena 

d 
dtC(t,p(t)) = 

ac at ( t , p ( t ) ) + V ( t , p ( t ) ) . 9C ( t , p ( t ) ) 

-donde hemos tornado en cuenta (1)- se reduce a 

J I I [~ + v. 'lC J d v ' 
B 

cuyo integrando est~ calculado en (t,p(t)). Aplicando de nuevo el 

Teorema de Liouville y el del cambio de v~riable, se obtiene el 

termino de acumulaci6n de mater~a en la forma 

Iff {~c_t;p) + vct,p) .9C(t,p>}v (3a) 

B ( t l 

An~logamente, el termino de acumulaci6n de.energia (entalpia) no 

es otro que 

{
aT · 

I J f r-">CP at < t • P > 
B(t.} 

+ V(t,p).V~(t,p)}v 
.. 

(3b) 

En la literatura de Hidrodin~mica y Fen6menos de Trahsporte [Bird 

et al (X961)] se acostumbra referirse ala expresi6n entre llaves 

en el integr~ndo de (3a) o (3b) como la'derivada sustancial· (de C 

DC DT 
o T, .segun el caso) y se le .denota como Dt o Dt. Asi pues . 

D 
Dt .-

Una vez c~lculada la tasa de acumulaci6n en el instante t (3) en 

el dominio B(t), el resto de la deducci6n de las ecuaciones de 

transporte es la misma que ya se vi6 en la secci6n La (mica 

modificaci6n que arroja el considerar sistemas con flujo es que 
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debemos substituir la derivada substancial D/Dt dondeguiera gue 

aparezca la derivada parcial ojot. 

Asi pues, la forma m~s general del modele matem~tico ya construido 

(ecuaciones 3.5, 3.6) da lugar a 

~ + V. 'VC = \1. (a 'VC) -r(C,T) 
m 

(4a) 

ar 
Ot + V.V'T = \1. ( k 'VT) + yr ( C , T ) , 

e 
( 4b) 

sin gue se vean afectadas las condiciones a la frontera (4.2, 

4. 3). 

Las ecuaciones diferenciales ( 4) pueden someterse a la 

transformaci6n (3.9), 

constantes) 

obteniendo como resultado (para a , 
m 

au w. 'Vu 1 ,t,.u 0r(u,v) at + = -m -Pe (Sa) 

Ov w.'Vv 1 ,t,.v f*'r(u v)' at + = ~ + ... 
( Sb) 

.. 
donde 

t 
0 

w .- l v, 

de nuevo un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no 

lineales de tipo parab6lico. En el caso estacionario, desaparecen 

las derivadas parciales con respecto al tiempo, obteniendo as1 el 

sistema eliptico 

1 pg Au - w·'Vu = 0r(u,v) (6a) 

Av - w·9v = [~Or ( u , v ) , lhh' 
. \....--- 1--·-·----- . 
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a resolverse sujeto a las condiciones a-la frontera (4.4). 

Para valores grandes de los numeros de P~clet se obtiene el caso 

limite 

w·'Vu = -0r(u,v) (7a) 

w · 'Vv = (10r ( u , v ) , (7b) 

un sistema hiperb6lico de primer orden. En caso de que los numeros 

de Biot sean grandes, el sistema (7) debe resolverse junto con las 

condiciones ala frontera en su forma limite de Dirichlet (4.5). 

Si alguno de los dos numeros de Biot "noes muy grande", entonces 

no puede usarse la forma (7); en su lugar debemos resolver el 

sistema eliptico (6) en forma asint6tica para valores grandes de 

los_numeros de P~clet .. El problema resultante es de pe~turbaciones 

singularei, v4ase [Kevorkian- Cole (1981)]. 

Analogas consideraciones se · aplican al sistema (5), que para 

numeros de P~clet "grandes'' · puede BUpstituirse por el sistema 

hiperb6lico de primer orden .. 

au 
at + w · 'Vu = -0r(u,v) 

av- <'7 at + W • vV = (*:Jr (u, v) ; 

comparese (8) con las ecuaciones diferenciales ordinarias 

que resultan para sistemas sin flujo. 

(Sa) 

. (8b) 

(3.11) 

Es interesante considerar el casd particular de un sistema con . 
reacci6n y difusi6n contenido en un tubo esbelto, con flujo 

paralelo al eje del tubo. Para numeros de P~clet gr~ndes, las 

ecuaciones diferenciales que resultan son 
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ac vac 
at+ az= -r(C,T) 

aT vaT 
at + az = 

AH 
r --- r(C,T) 

r::Cp 

Este modele se ha estudiado mucho desde siempre. Reci~ntemente se 

ha propuesto inclusive como alternativa a los modelos basados en 

la ley de Fick, para sistemas heterogeneos; simplemente se toma en 

cuenta que en dichos sistemas el perfil radial de velocidades no 

es constante, es decir, v = v(p). 

7. POSIBLES EXTENSIONES 

En terminos de los modelos construidos en las secciones 

anteriores se pueden resolver problemas de gran interes cientifico 

y tecnol6gico. Entre otros, mencionaremos los siguientes: 

Problema 1 

P-redecir el comportamiento dinarnico del sistema. 

Problema 2 

Determinar los posibles estados estacionarios del sistema. 

Problema 3 

Establecer (o negar) la estabilidad de cada uno de dichos estados, 

y, en case necesario 

Problema 4 

Disenar un sistema de control que garantice la estabilidad. 

El problema 1 admite como datos los perfiles de concentraci6n y 

temperatura en al menos un instante {digamos t=O), junto con los 

diferentes par~metros del modele elegido. A ·cambio de dichos 

datbs, busca determinar la soluci6n de las ecuaciones 

diferenciales del caso [digamos (3.10)] sujetas a las condiciones 
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apropiadas y tales que 

u(O,·) =u, v(O,·) =v, 

donde u y v son perfile$ conocidos. 

El problema de valores iniciales y a la frontera (PVIF) resultante 

admite o no soluci6n. Si desea saber bajo que condiciones hay una 

sola (existencia y unicidad). Ademas, se desea investigar la 

continuidad de la soluci6n, con respecto a los datos del problema. 

Finalment~, se desea construir apraximaciones aceptables de la 

soluci6n para un conjunto de datos. 

La existencia y unicidad de soluciones del PVIF resultante es de 

la mayor importancia si se tiene en cuenta lo siguiente: subyace a 

.todo el tratamiento que aqui hemos dado la hip6tesis det~rminista 

de que hay un solo comportamiento dinamico para condiciones 

iniciales dada·; en otras palabras estan determinados los perfiles 

en cada instante. Si no hay soluci6n o hay mas de una, el modelo 

corr.espondiente no refleja esta premisa basica y quiza no esta 
' 

adecuadamente planteado. 

Por otro lado, los datos del problema (parametros y perfiles) se 

determinan experimentalmente y por ello mismo estan sujetos a 

errores de medici6n y otros. Seria desastroso que errores pequenos 

en los datos se tradujeran en errores grandes en las predicciones 

arrojadas por el modelo, de ahi la importancia de la continuidad 

de la soluci6n con_ respecto a los datos. En cuanto a la 

construcci6n de la soluci6n (o mas bien, de aproximaciones a 

ella), su importancia es a todas luces evidente. 

La literatura sobre ecuaciones en derivadas parciales contiene 

gran cantidad de material sobre los dos primeros puntos; veanse al 

respecto los dos volumenes de [Courant H{lbert {1962)]. En 

cuanto al tercero, se recomienda consultar la literatura sobre 

metodos aproximados (numericos o no); por ejemplo [Finlayson 

(1978)]. 
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El problema 2 presenta tambien dos aspectos: 

a) uno cualitativo, que requiere relacionar el numero de los 

posibles estados estacionarios con los diferentes parametres 

del modelo, y 

b) Otro cuantitativo, que requiere construir aproximaciones 

aceptables a cada uno de dichos estados, 

valores de los parametres. 

para cada juego de 

De nuevo, para el segundo se recomienda consultar la literatura 

sobre m~todos computacionales. En cuanto al pri~ero, es parte de 

la matematica no lineal; para un tratamiento especifico a los 

modelos de reacci6n y difusi6n, se recomiendan los articulos al 

respecto en el volumen [Lapidus- Amundson (1977)], asi como [Aris 

{1975)]. 

El problema 3 es de gran importancia y su soluci6n descansa en la 

de los· primeros dos, al menos en sus aspectos cualitativos. Se 

trata de establecer si las perturbaciones en los perfiles se 

amplifican o si se atenuan con el pas~ del tiempo. Desde el punto 

de vista practice, es comun que los ··~quipos indus~riales se 

disenen para operar en algun estado .._ . . est..aclonarlo, pero no faltan 

agentes externos fuera de nues~ro control que los saquen de las 

condicioones de operaci6n deseadas. Si hay estabilidad, eso no 

importa, pues las condiciones de diseno se restituyen por si 

solos. Si n6, habra que disenar un. sistema de control que 

estabilice las condiciones de operaci6n deseadas. Al respecto, 

v~anse [Perlmutter (1972)] y [Douglas (1972}]. 

Los modelos presentados aqui son s6lo algunos del gran, numero que 

resultaria de tomar en cuenta u omitir cada uno de los siguientes 

aspectos, solos o en conjunto: 

i) Las propiedades (p, Cp, ~, etc.) pueden ser funci6n de la 
r 

composifi6n qu1mica y de la temperatura, 
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ii) Puede haber perdidas de calor por radiaci6n, alimentaci6n 

distribuida, etc., 

iii) Los numeros de Peclet pueden tener diferentes 6rdenes de 

magnitud (lo mismo los de Biot) , 

iv) Puede presentarse una gran variedad de geometrias, 

v) Interesa estudiar medios no necesariamente isotr6picos, quiza 

heterogeneos, con mas de un componente de interes, etc., 

vi) Es importante incorporar la hidrodinamica a los modelos, 

vii) No lo es menos el estudio del mezclado en presencia de 

agitaci6n, 

y pueden afiadirse muchos _mas ala lista._ De las extensiones que $e 

incorporen resultara toda una familia de modelos, y cada uno de 

ell·os · puede utilizarse para plantear y resolver los cuatro 

problemas antes mencionados. Vease [Aris (1986)] para un estudio 

de una jerarquia de modelos d~ este. tipo para un sistema de 

reacci6n y difu~i6n especifico. .. 

Finalmente, conviene sefialar qye esta presentaci6n enfatiza el 

enfoque basado ·en: 

a) Elegir una ley de conservaci6n, y 

b) Relacionar flujos y potenci?les mediante las ecuaciones · 

constitutivas necesarias 

para con~truir los modelos de un sistem~ dado con reacci6n y 

difusi6n. A la vez, se ha cuidado hacer explici.tas las hip6tesis 

que subyacen a ~na construcci6n dada. 
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· -Por-- otro lado; -- se ha ido directamente -a- ·las ecuaci-ones 

diferenciales, sin plantear primero la forma matematica de la 

ley de conservaci6n correspondiente, antes de elegir las 

ecuaciones constitutivas. Una presentaci6n de este tipo 

ciertamente habria puesto en evidencia la mayor jerarquia de las 

leyes de conservaci6n sobre las ecuaciones constitutivas, pero no 

la adoptamos para centrar la atenci6n de los lectores en las 

ecuaciones diferenciales como herramientas rnaternaticas utiles en 

el estudio de estas cuestiones. 

.. 
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