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0. INTRODUCCION 

Durante el primer sernestre de 1982, el autor y otros profesores de 

la Divisi6n de Ciencias Basicas e Ingenieria de la UAM 

Iztapalapa expusieron diversos ternas dentro del marco de un 

Seminario de Elemento Finito. Dicho seminario estuvo basado 

principalmente en el libro de Schultz cit~o en la bibliografia; 

en particular, estas notas acusan una gran deuda con el capitulo 9 

de dicha referencia. 

Estas notas recogen algunas de las exposiciones dadas por el autor 

dentro de dicho seminario, e incluyen motivaciones y ejemplos que 

se espera hagan el material aqui presentado util para quien 

desee asomarse a este tema. Los aspectos numericos asociados han 

sido ~ratados por el autor con mayor amplitud en su libro de 

Analisis Numerico citado en la bibliografia. 

El suscrito desea aprovechar esta oportunidad para agradecer a 

Hans Fetter Nathansky, Luis Mier y Teran y Luis Verde Star por sus 

muchos y utiles comentarios durante los trabajos de dicho 

seminario. 

La Valenciana, Gto., 20.03.87 
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1. UN EJEMPLO INTRODUCTORIO 

Consideremos el problema de valores iniciales y a la frontera 

t>O, 0<X<1 ( 1) I 

u(t,O) = 0, u(t,1) = 0, t>O ( 1) " 

u(O,x) = f(x) ;0<X<1 (1)"' 

con f ( 0 ) = f ( 1 ) 
conocida: por el 
facilmente a que 

= 0. La soluci6n de 
metodo de separaci6n 

este problema es 
de variables, se 

bien 
llega 

con 

u(t,x) 

1 

Ak = Y2 f f(x) sen krrxdx 
0 

Esta soluci6n define una trayectorip w en el espacio de 
continuas en [0,1] que se anulan e~ los extremos del 
con w(O) = f, w(t)x = u(t,x). 

( 2) , 

( 2) ' ' 

funciones 
·intervalo, 

En este capitulo construiremos una familia de subespacios {Ch,h>O} 

con los cuales aproximaremos al espacio c, y con ello tambien una 
familia {wh;h>o} de trayectorias, con wh e Ch, las que a su vez 

aproximaran a w. .Por . ahora contentemonos con la aproximaci6n 
correspondiente a h = 1/4.-

Para ello, dividase el intervalo [0,1] en cuatro partes iguales 
considerense las funciones p , p , p cuyas grafica~ son: 

' 1 2 3 

2 

y . " 

---·~---· __ ...;.c_;.·_:__.;._~---:. 



A' 
-------o 

(0, 0 > (:1/2,0) ( :1. 0) 

A' 
---- -----o co, 0} (:1/4,0> (:9/4,0} (:1.0} 

A' 
--------- 0 co, 0) (:1/2,0) (:1,0) 

Claram.'ente .r. .r. 
y-:1' 1""2' tp

3 
e C. Ademas son linealmente independientes. 

En efecto, 
Ctp +Ctp +Ctp =0 

:1:1 22 :9:9 

implica que 

C
1
tp:1(1/2) + C

2
tp2 (1/2) .~ C

9
p 3 (1/2) = 0 

es decir, C
2 

= 0, ya que P
2

(1/2) = 1, p:1(1/2) = p
9

(1/2) = 0 

Por otro lado, (~ ~ ) - 0 con y-:1' '~"'g - , 
:1 

( f , g ) : = f f ( X ) g ( X ) dx (3) 
0 

por lo que C:i= C
2 

= 0. Las funciones tp:i, ?
2 

y p
9 

se llaman 
elementos finitos lineales. 

Sea entonces C el subespacio tridimensional de C 
:1/4 

generado 

estos tres elementos. Una trayectoria W:t./4: [ 0, co) ->C 
:1/4 

aproxime a w se puede construir de la manera siguiente: 

Poniendo 

g 

Uh ( t , X ) : = Wh ( t ) X = \' C. ( t ) rp. ( X } 
.L:i J J 
J= 

' ;: 

3 

por 

que 



,-

resulta que uh deja un residue en la ecuaci6n diferencial de (1) 

dado por 

auh 
at 

1 

2 

3 

= 2 {C.(t)p.(x) 
j=1 J J 

1 
-

2
-C. ( t) 10'~ (X) } 

J J 

Este residue no se anula, pero podemos imponer la condici6n de que 
sea ortogonal a todo el espacio C

1
/

4 
Se obtiene: 

3 3 

\ c. ( t ) ) ( If', ' p. ) .L1 J l. J 
J= 

= 2~ \" c. ( t ) ( 10. ' p·~ ) .L J l. J 
J=i 

i = 1,2,3 

donde el producto interior es (3). Si usamos integraci6n por 
partes para f, g e C dos veces diferenciables por tramos, resulta 
que 

{ f' g") = - ( f' ' g' ) ' 

' de donde se obtiene el sistema lineal 

MC = AC 

Aqui A y M son matrices simetricas, con 

es decir: 

A= [ 
1 
1 

2 

0 

i --
2 

1 
1 

2' 

C .. = 12-{p: .,'{>'.) 
l. J . " J 

0 
1 --
2 

1 

M .. = (p. 'If'.) 
l.J l. . J 

l 'i 
M =-

24 [ -~ -5 

4 

1 

En cuanto ala condici6n inicial (2)''', uh deja un residue 

3 

uh(O,x) - f(x) = 2 C.(O)P.(~) - f(x) 
j:=i J . J 

4 

( 4)' 

-----~-------··---------------------·-·-·-··- --- ------------~------------- ···--------·--------·---·· -·--------------------------



.. 

Basta pedir que este residuo sea ortogonal a todo C para llegar 
1/4 

a que 

MC(O) = b {4)'" 

donde 

b . : = ( q>, ' f ) ' 
\. \. 

Tomando f(x) = x(l-x), resulta que 

b - [ 59 .i .i 
- 394 ' 96 ' ~] 7<SB 

Asi pues, encontramos la aproximaci6n w resolviendo el problema 
.i/4 

de valores iniciales 

[ -~ -5 

4 

1 

[ -: 

24 

-12 

0 

-12 

24 

-12 

1 
768 

cuya soluci6n es unica dado que M es no singular. Vease la 
secci6n 3. 

Alternativamente, podriamos tomar los elementos finitos 

1p.(x) = -r2sen jrrx .j = 1, 2, 3, 
J . 

linealmente independientes al ser ortonormales con respecto al 
producto interior (3). Por ello mismo la matriz Men {4) se reduce 
a la identidad. Si tomamos, igual que antes, f{x) = x(l-x) 

2 
1! 

A = 2 diag (-1, -4, -9), 

5 

C. ( 0) = ( f,¥'. ) , i = 1 , 2, 3 
1. 1. 



El sistema (4) es entonces 

(' = 
~~. 

por lo que 

.2 2 
l rr 

2 
c ( 0) i. •. . 

= 

2.2 
n '-

A . ...r-:2 
\. 

- -- t 
C. ( t) = e 2 C. ( 0) 

\. \. 

{ -1 +~, 

i = 1, 2, 3 

y entonces la travectoria aproximada en el 
tridimensional generado par rp

1
, rp 

2
, rp 

3 
esV~- dada por 

.-, } ..!.. 

rrz i. 2 

subespacio 

N6tese c6mo ·esta vez se han obtenido lo~ modes de.decaimiento cbn 
precisi6n absoluta y c6mo las matrices obtenidas eran todas 
negativas. Esto no debe sorprende~, ya que elegimos nuestra base 
de elementos finites de manera id6nea, al tamar las primeras tres 
funciones propias del problema. 'Esto, por supuesto, no puede 
hacerse en general. Sin embargo, bases est~ndar como ·la formada 
per elementos finites lineales y por otros esplaines de arden 
mayor tienen la ventaja de que siempre conducir~n a matrices M y A 
tridiagonales, con buenas propiedades de condicionamiento. En la 

l~ pr~ctica habria que tener ciertamente m~s de tres de estes 
elementos, y erttonces la tridiagonalidad de las matrices re~ultar~ 
de la mayor utilidad. Examinaremos estes conceptos en la secci6n 
3, precedida por la exposici6n.del m~todo general que haremos en 
la sec~i6n ~.-Finalmente se tratar~ la convergencia y estabilidad 
de los m~todos num~ricos propuestos en· la secci6n 3-- (secci6n 4) 
para finalizar ~on la posible extensi6n al case casi-lineal en la 
secci6n 5. 

2. EL METc)Dc) 

Consideremos el problema de valores iniciales y a la frontera 
(PVIF) 

au .. 
-+Au=f(x) ;t>0,0<x<1 
at 

6 

( 5) ' 



.:' ... 

AquL, A es un operador diferencial 
definido en un subconjunto dense del 

lineal 
espacio 

de 
c 

0 

segundo oraen. 
de todas las 

funciones continuas en [0,1] que se anulan en 
intervale [0,1]: es decir. uEC si v solo si . . 0 . 

u(O)=O. u(l)=O. Supondremos que u. fEC . 
0 

los extremes del 
u es continua y 

En C definamos el producto interior ) como en (3) y supongamos 
0 

que A es autoadjunto con respecto a ~1. Entonces A debe tener la 
forma 

AU ( X ) = - d ~ [p ( X ) ~ ~ J + g ( X ) U ( 6) 

[Courant-Hilbert, vol. I, p. 279}. Por 
demostraciones que siguen, supondremos que 
operador satisfacen la condici6n 

conveniencia en 
los coeficientes 

las 
del 

H
1

: p, q son acotadas y continuas por tramos en [0.1] 

En virtud de lo general de H 
1 

resulta necesario precisar el 

sentido en que se va a entender la validez de (5), 
permite coeficientes para los que el segundo miembro 
esta definido en todo [0,1]. Para ello, supongamos por 
que p es continuamente diferenciable por tramos, 
u: [0,ro)x(0,1) -->~.con u(t,O) = 0 = u(t,1). 

ya que H 
de (6) no 
un memento 
igual ·que 

La funci6n u deja un residue en la ecuaci6n igual a 

au 
+ Au f 

at 

el que sera ortogonal a todo v e C si y s6lo si 
0 

(au J at'v + (Au,v) = (f,v) 

Aplicando integraci6n 
restringi~ndonos a v 
resulta que 

por partes 
continuamente 

al product:o 
diferenciable por 

. . J1{ .. (duJz . z) 
tAu . v J = 

0 

p t x) Ldx + q .\ x J u Jax 

Esto a su vez sugiere definir, para p v q como 

bilineal sim~trica y positiva definida a dada por 

1 

en H .la 
1 

a(u,v) .- J [p(x)U. (x)\'l (xJ + q(x)u(x)v(z;]az 
!.) 

7 

(Au, v) , 
tramos, 

forma 



--- ------------ ~---- -~ ~-~~~--~---------~~- -~~~ -- ~~ ~- ~-- ~~ ----

y definida 
i 2 

u,vsPC ' .Este eso_acio . 0 para consta de todas 

' ' 

las 

funciones reales f continuas en [0,1], en donde son continuamente 

diferenciables por 
f(O) = f(1) = 0. 

segmentos y Of'O r:o, ademas de que 

En virtud de lo anterior, resulta natural la siguien~e 

Definicion 

Una soluci6n (generalizada) del problema (5), con A como en (6) y 

b - H t t - t ( t ) PC 1 
'
2 1 a.J o 

1
, es una rayec orla 1--+ u , . E 

0 
ta que 

l
. 

1
., Ou ( t ., P(' 1 ,2 

ot · ' - 1 .;:: - ~ o 

ii} u(O,.) = u 

para cada t>O 

iii) (!~' v J + a(u(t,.),v) = (f,v) '<I v E PC 

con a : PC:i '
2 

x PC
1 

'
2 

-+ !R definida en (7). 
0 0 

i '2 

0 

Se dira que la forma bilineal a (., .) es coPrcitiva si existe una 

1 · ' - · d P1 '
2

'
2 PC :1 ' 

2 l · - PC 0
' 

2 SQ_UClOn genera~lZd. a U & ~ n O para CUa qUler t E ' y 

ademas, 

Ou''O ~rOfO 
2 2 

para r > 0 independiente de f. Las. funciones en 
derivadas continua en [0;1]; su derivada de arden 

t h. . y II f<k> II . -. por segrnen os a i , oo_ 

Por conveniencia, definarnos 

a[u] .- a(u.u) 

y por razones rnerarnente t~cnicas, introduzcamos 

PCk,p -~~ tienen k-1 
k es ~continua 

( 8 ) 

H : El operador A es eliptico; es decir, hay constan~es 
2 

positivas 

y ,. 1--l tales que 

y llu' 11
2 

:S a[u] :S J.-l llu' 0
2 

-·~ -~--~~---·-·---- --~- -~--·- -------~---------~----~---



donde II II es la norma imducida por (3). 

En vista de H se dirA 
2 

a 
que el operador Jt + A es parab6lico. 

. Igual que en la introducci6n, 

linealmente independientes, y sea 

sean 

,... 
>:J 

N 

Pi, 

el 

..... ' E 

de 

', 

PCi '2 
0 

generado por ellas. Por ejemplo, puede tomarse una base 
elementos finitos lineales, o de interpolaci6n de Hermite o 
esplaines cCbicos o de cualquier otro tipo. Una aproximaci6n a 

de 
de 
la 

soluci6n generalizada de (5) ser~ una travectoria t ~~ uN(t, .)eSN 

y por lo tanto de la forma 

UN ( t, X) = ~ C. ( t) p (X) . L J J 
J = 1 

con c 
1' 

... , CNcontinuamente diferenciables. Para determinar 

tal aproximaci6n, fij~monos en el residuo que deja (9) 

N {. } \ C. ( t) rp. + C. ( t) AP. - f .Li J J J J 
J= 

al cual impondremos el requisito de que sea ortogonal a todo 

sabiendas de que 

( Arp. , rp. ) = a ( P. , p.) 
J 1. 1. J 

obtenemos que 

En t = 0, u de (9) deja el residue 
N 

N 

\ceo) r.o.- u .L J J 
J= 1 

el cual da lugar a 

N 

. l (Pi. , 'Pj) C j ( 0 ) = 
J = 1 

-
( u, 'P. ) ,_ 

9 

1 = 1' .. ,N 

( 9) 

una 

s . A 
N 



si va a ser ortogonal a todo s ~N 

Definamos 

iN> 
a.. = a(<p .• 'P.) 

"J " J 

f.iN> ·. . f ) = ( , <p, 
" " 

v sean A , M , b las matrices N N N 

<N> 
( 'P. I <p.) m. = 

'· j " J 

-<N> ( u. 'P.} u. = 
" " 

II <N> II II f .. <N} II . = m. . . f : = u 
"J ' N '· N 

' ' 

las condiciones que hemos impuesto a ( 9) determinan a 

t H (C (t). 
1 

CN(t)) como soluci6n del problema de val ores 

iniciales (PVI) 

M C + A C = f 
N N I N 

( 10) ' 

-
M CfO) = u N . . N 

( 10) , ' 

Es clara que ANy MN son ~im~tricas. cualquiera que sea la base 

elegida, simplemente porque (., .) y a son sim~tricas. Adem~s la 
positividad definida de estas dos formas bilineales la heredan 
tambi~n las dos matrices. En particular, M es invertible, por·lo N . . 

que (10) tiene soluci6n ~nica [Coddington-Levinson,Cap. 3] dada 
por la formula de variaci6n de par~metros 

C(t) = e 

-:1. 
-tM A··· 

N N. -1-
··. M u 

N N 

-:1. 
t -<l-s>M A 

+ fo e 
N N 

Entonces la aproximaci6n u ·- esta .. bien definida. · 
. N 

ttl) 

L~ formula anterior muestra varies aspectos. Primero, el mismo 
m~todo puede aplicarse sin ninguna complicaci6n adicional al case 

en que f dependa de ten (5)' ~·La ~oluci6n (11) se cumple 
f (s) en lugar de f . Tambi~n puede ao.licarse el m~todo con 

c·on-- ···- ···--- -

A N N . 

dependiente de t en (5)': resulta A (t) en lugar de A 
N - N 

en (10)' 

perc en este caso no se cGenta con una representaci6n explicita 
como lo es (11). Sin embargo, .. queda todavia .3.bierta la posibilidad 
de resolver ( 10) por algr.::m metod'o · num~rico. De heche resul ta mas 

~~-·"'"'" ___ ,, ___ ·--~------~-------·--·--· .. ·----............ ,_.~--~~-·-------------- .... 



pr~ctico este enfoque a8n en el case en que A y f no dependan ae t 
y a continuaci6n nos referiremos a ello. 

3. ASPECTOS COMPUTACIONALES 

Es muy conveniente la simetria de las matrices en \lU), por lo que 
trataremos de no perderla al despejar la derivaaa. Para 
simplificar la notacion, escribamos A, M, f y G en lugar de AN, 

MN, fN y GNen (10). Por la positiviaad definida de My puesto que 

es sim~trica, tiene una raiz cuadrada sim~trica positiva definida 
y s6lo una [Mal'cev p. 122]. Si definimos 

esta funci6n vectorial satisface el PVI 

y=-Ey+C~, ;v ( 0) =y 
0 

( 12) 

donde hemos puesto 

E : = M1 / 2 AM -:i/2 

-:1/2-
y · = M u 0 . 

N6tese que E en (12) es .positiva definida y sim~trica. 

Una soluci6n aproximada de (12) ser~ una sucesi6n 

(t v ") rt v ) 
· 1 ' • 1 · ' ·· z' z ' ( 13) 

N 
en (O,oo) x ~ . La bondad de la aproximaci6n se juzgar~ en 
t~rminos de las propiedades de la sucesi6n de errores. 

jy(t.) - Y.i , j ;::: 
J J 

(14) 

Si esta sucesi6n es acatada se dir~ que el m~todo usado para 
generar (13) es estable Si cada elemento. de (14) tiende a cere 
siempre que 

sup (t 
J+i 

se dir~ que el m4todo en cuesti6n 
m~todos iterativos par3 generar 

- t.) 
j 

.... 0 

converge. 
(13), en 

1 1 
-.1. 

Veamos 
toctos 

ahara algunos 
los cuales se 



tendra 

t. = t. + h, 
J+:L J 

En el m~todo de Euler re~mplazarnos y(t.) por !r. - rJ.)/h en (12), 
J . J+1 

lo cual da lugar a 

Y. = (I - h E)y. + h C 
J+1 J 

Una variante de este rn~todo pide rernplazar y(t.) 
J 

por 

y da lugar a 

(1 + h 

o sea 

r. 
J+:i 

= (I + h 

E) r. · = r. + h c 
j+:t. J 

.,.,., -:i r.., r. 
.] 

-:1 
+ h (1 + h E) C 

(15) 

(Yj-Yj_
1

)/h 

(16) 

~1 m~todo de Euler irnplicitci~ Es bien sabido que este segtindo 
rn~todo ·es siernpre estable en tanto que (15) requiere limitar h 
[Ferziger, Cap. 3]. En efecto, una ecuaci6n en diferencias como 

tiene como soluci6n a 

-v = p r. + q ' y dado 
" j+i. J . 0 

j-1 
+ (E Pk)q 

k=O 

Una condici6n inicial err6nea y
0 

produce una sucesi6n de errores 

dada per 

"V 
J - ·v ' . J 

Asi pues, los errores iniciales no se arnplifican si y s6lo si 

1>--1 s 1 ~ .... E Espec(E-') {E) 

y de he·.:;ho se amortiguan si y solo si l -_a desigualdad es estricta. 

12 



Para (15), 

Espec(P) = {1 - ~h: ~ E Espec(E)} 

y entonces se tendr~ estabilidad si y solo si 

En cambia, para (16) 

2 
<-

>-.ma.x 
con >-- = max Espec(E) 

ma.x 

Espec(P) = : ;..... 
{ 

1 
1 + ;"h E Espec(E)} 

v CE) se cumple de manera autom~tica para cualquier h>O. De 
se tendra la desigualdad estricta, todo esto en virtud 
positividad definida y simetria de E. 

hecho 
de la 

Estes dos metodos se pueden sumergir en una familia continua de 
metodos, indicada por a E [0,1], si ponemos 

h 

Entonces (15) y (16) son los extremes inicial (~ = 
(a = 1) de esta familia. El punta medic Ca = ~/2) 

interes: es el metoda de Crank - Nicholson 

(I + 
h 
2 E) v 

' j+~ 

h = (I - 2 E) Y j+ h C , 

es decir, 

-1 

0) y final 
resulta de 

yjH = ( I + ~ E ) -~ ( 1 - ~ E ) y . + h ( I 
2 2 J 

h 
+ -2 

E) C (17) 

Mas adelante nos ocuparemos de la estabilidad de este modele 
acoplado con el de Galerkin. 

Por otro lade, de (12) 

l . 

y ( t. ) 
J+1 

J+ :1 

J -<tj+1-s>E 
+ e cds 

l. 
J 

1 .-. ..:, 



,::..• 

-~- -----~- ----------------- -~--------

que, si aplicamos la regla de integraci6n num~rica 

b 

J f(s}ds ~ f(b} (b-a) 
a 

se reduce a 

y(t_ ) 
J+:i 

-hE 
~ e y(t.) + hC . J 

Comparando con (15) y recordando que 

-hE 
e = I - hE + o ( h ) 

-z vemos que el m~todo de Euler equivale a aproximar e 
polino~io 1-z. An~logamente se puede verificar 

mediante 
que (16) 

obtiene de (19) aproxirnando e-z mediante (1 + z)-
1

, en tanto 

( 19) 

el 
se 

que 
. i -1. :1 -~ 

(17) proviene de usar (1+2z) (1-2z) en lugar de e .b:sto nos 
-z !leva al problema de obtener aproximaciones racionales de e y 

con ella otros tant6s m~todos para generar (13). Podemos pensar 
en las aproxirnaciones de Pad~, que son funciones racionales 

R (z) = 
n,m 

n a +a z ·+ . . . + a z 
o 1. n 

1 + b z + . __ + b zm 
.! n 

cuyos n+rn+l coeficientes podemos determinar exigiendo que 

-z m+n+i = 0 ( z ) e R (z) 
n,m· 

-[Bender- Orzag, Cap. 8]. En otr~s palabras, la serie de 

debe coincidir con 

·("-z) 
j 

-.-.-+ 
J • 

14 

R ( z} 
n,m 



coeficiente per coeficiente hasta el de z 

R ( z) 
n,m 

debe cumolirse que 

m+Y'l 

= 2 c; _z
1 

+ 
j=O J 

m+n 
Asi pues, 

j!C. = {-1)j 
J 

j = 0.1 ..... m + n 

Aplicando este criteria se obtiene fAcilmente que 

R {z) 
1,0 

= 1 - z R (~·) = 
' 0,1.""' 

1 

1-t-z , R1,1 ( z) = 
1-z/2 

1+z/2 

Podemos utilizar las diferentes aproximaciones R (hE) 
n,m 

si 

-hE 
a e y 

proponer otros tantos m4todos si observamos que la soluci6n de 

y = -E y + C 

es, para t = t. 
J-+-:1 

Esto sugiere proponer 

y(t.) dado 
J 

-:1 
y. = E C + R ( h:E!:) 

J+:1 n,m 

-1 
(Y. - E C) 

J 
(~0) 

como m~todo iterative para generar (13). 
(20) se especializa a (15), (16) y (17) 

de m y n. 

Facilmente se ve como 
para los valores adecuados 

Enseguida veremos c6mo analizar la estabilidad de (20) 
con el metoda de Galerkin para (5). 

4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA 

acoplado 

En lo que sigue. sea {rjC n, m) }.= 0. 1, 
J 

la sucesi6n (13) 

obtenida al aplicar el metoda iterative 1201. Entonces. pongamos 

15 



--- ---··----------~ ---·---------------------~-~-~--- ------------- --------------------

.. 

Cn,m(j): =vector de coeficientes·de 

la aproximaci6n a uN(tj,.) 

por lo que 

('n,m ... 
~ ( J ) Y.(n,m) J . 

y 

n,m(t . 
u . ' . ) : 

N J l
N n,m 

= c . ( j) <p. 
. L •=i 

da la aproximaci6n a un(t,. ). 

En lo que sigue, supondremos 
<p •••• ,<p de tal manera que 

1· n 

que hemos 
-IN II <p. II = 

L 

normalizado ~a base 
1,i = 1, ... ,N. Sean 

0 ' <N>-, < N>l l . t d 
<~ . <~ os va ores proplos ex remos · e mLn mCLx 

tendra que 

- <N> 
A. . 

mLn 

donde 

' 
.... , 
.1\. : = ~ . N6tese que 

por lo que 

y entonces 

-·-· -------·0-

Finalmente, pongamos 

<N> 2 1 
m .. =111,0.11 =N-

'· L I. 

IAI 

., (N) ·. <N> 
t'- . <A < 1 

rrn n mCLx 

Sup !Ax! 
x~o jxj 

16 

MN, por lo que se 
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para toda matriz A de orden NxN, con lo ~ual se tendr~ que 

N6tese que 

sup 

I Ax I :::; I A I I x I 

I AB I :::; I A I I B I 

-r TATAv L_-=.!:. 
T 

X X 

T = max Espec A A 

de tal manera que, si A es sim~trica. entonces 

IAI =max {lXI: ~ e EspeclA)} = :ptA) 

y IAI coincide con el radio espectral de A. 

(22) 

Finalmente, sea y el coeficiente de elipticidad de A, es decir tal 
que 

2 
a [u] 2: y llu' II 

d ( ) -- "' ( N> I "' ( N. ) y pongamos con M ~ ~ 
N ma.x mt.n 

Se tiene entonces el siguiente 

Teo rem a 

Bajo H, H yen la notaci6n anterior, la apr.oximaci6n que a la 
:1. 2 

soluci6n de (5) da el metoda de Galerkin acoplado con (20) 
satisface 

donde 

<N> 
Ol. 

J 
= 

u;:;u j = 0, 1, 2, 

cond (M ) 
N 

yrr2~> 
mi.n 

((1 + 

cond CM '! . N' 

~) 
mt.n 

17 
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--~~-------------~ ·----- ---

D.=.mostracion 

De 

-~ -i 
Y. -E C = R (hE)[;v.-E c:] j = 0, 1, 

J+i n,m J 

se llega f~cilmente a que 

de donde 

Por otro lado, 

y entonces 

II n,m 't . II u t . ' . ) N J 

;v.- E-:1C = R (hE) 
J n,m 

I r. I ~ I E-:1c I + I R J C hE) I 
J n,m 

:::; A ( N} . I M- :i./2 I 
ma.x N 

lr.(n,m) I 
J 

2 

· De las definiciones de }'
0

, E y obtiene facilrnente que 

-1 
I A .- I 

N IN 

18 
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-1 
IY -E c I 

0 

-1 
- AN fN I 

Para estirnar IMN- 1 GI y IA- 1
£ I, procedarnos como sigue: 

N N 

N6tese que 

en virtud de la elipticidad de A; por la desigualdaa de Rayleigh-

Ritz, 

(v~ase el Teorerna 1.2 de [Schultz (1973)J),esto para 

arbitraria. 

Tornando 

resulta que 

Finalrnente, de (21) 

lxl 

con 

Asi pues 

p =.~ X.P. 

2 

Espec 

Espec 

1. = 1 

T 
X A X 

N 

(A ·, 
. N I c: 

(A:z) 

19 
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X E 

{(J ,co) 
. N 

-2 
c: (O,(JN) 

. 1,2 
I,OEf'C 

0 



- ---~~---~---- --- ~-------~--- ------ --------------~~--------- ~---------~-- ---------~~~~-

v entonces 

f . 
N 

-2 
0 

N 

Analogamente, se obtiene que 

I M- 1 u- I 2 = ;-u . M- 2 u- < 2 4 
N N N N N y -rr 

Por otro lado, 

N N 

If 1
2 =.2 (f, .2 

-~ IJfll
2 _2 tp. ) 

N 1. 
1.= f_ 1. = 1 

y analogamente para u 
N' 

por lo que 

-2 
(f 

N 

lip. II 
1. 

2 

If I ~ llfll 
N 

1u 1 ~ !lull 
N 

Por lo tanto, 

Basta observar que, de (22) 

= II fll 2 

I M
1

,..
2

1 = -lcond ( t;J ) = 
N . N' 

/

A.<N> 
ma.x 

<N> 
A. . -I ml.n 

_para llegar a que 

II U n,m ( t., . >II ~ 
N J 

cond ( t1 ) { ::; N 

2 

~ yn 
llfll 

< m1. n> 

y con ello al resultado deseado. II 

Ro:;::cordemos que E es posi ti va ·definida y_ __ simetrica, por lo que 

Espec(E) c (O,co) 

20 



y sea 

su descornposici6n espectral. Entonces, 

R (hE) = E R (hA)PA 
nm AEEspec<E>nm 

y el radio espectral de R (hE) esta dado por 
nm 

Sea 

y tomeinos 

Entonces 

r = sup {t2 0 
nm 

sup f.{ ( hA) 
AEEspe-c<E;. nm 

R (Z) ~ 1, 0 < Z < t} 
nm 

0 h { T /IA.(E)I. 
nm m1.n 

R ChiA.(E)I.) ~ 1 
nm m1.n 

y, suooni.=.ndo que R es decreciente 
nm 

en Espec(E), 

entonces que 

p[R (hE)] S·R (lA. hi J nm nm <E> . 
rrn. n 

Claramente se llega entonces al siguiente 

Corolario 

( L'.3) ' 

( 23) , ' 

se obtiene 

Sea h como en (23). Por otro lado, sean $ una coleccion de bases 
#b 1,2 

finitas b := {p}. c PC v A > 0 tales que 
~ 1. = 1 . 

0 

--:..21 



Entonces, sib e 3, N = #b, 

llun,m(t., _)II .s A (Hull + Y~ llfll 
N J 

j ~ u 

Consideremos por un memento el case f = 0 y supongamos que se usa 

una condici6n inicial u en lugar de G. Por linealidad, el error 

u -u correSponde a la condici6n inicial u-u y entonces 
N N 

sup 
11 1

n,m(t . 
j ?:0 UN j' - ) A uu ull 

An~logamente, en el case u = 0, un error en el t~rmino forzante 

(si se usa f en lugar de f) da lugar a un error U - u en 
N N 

la 

soluci6n. Por linealidad y aplicando el corolario anterior, 

sup II n,m ......,n,m II 
-- O U . ( t . , . > - UN ( tJ. , . ) ].::: N J. 

Asi pues, los errores no se amplifican en ninguno de los dos 
casos, por lo que el· metoda i terati vo· · ( 20) es estable _ · 

-z Supongamos ahora que m ~ n en la aproximaci6n de Pade R (z) a e 
nm 

(es decir. el grade del numerador no excede al grade del 
denominador) _ Entonces, 

R (z) = 
nrn 

y se tiene 

m a +a z+ __ . + a z 
o 1 m 

1+b Z+ ... + b zm 

lim 
z. f--+ 00 

i m 

R (z). = 
nm 

···a 
m 

m 

b ;:::!Q 
m 

que puede ser cere (si n < m). Si este limite ___ e? menor o igual __ que 
1, entonces T = oo. por lo que h no esta restringida en ningun 

nm 
modo . Asi p·ues 

Corolario 

Si m~n y si a-/b S 1 entonces (20) es incondicionalmente estable . 
. tn m 

22 



En particular, el m~todo Galerkin - Euler implicito y el Galerkin
Crank - Nicholson son incondicionalmente estables. Investiguemos 
ahora la convergencia de (20), limitandonos al caso m = n = 1, el 
metoda de Galerkin - Crank - Nicholson. 

Debemos estimar la diferencia u u 1
'

1 con objeto de poder 
N 

valernos de resultados previos acerca del metodo de Galerkin; sea 

'P .....,. pN la proyecci6n ortogonal de p e PC
1

'
2 sobre el subespacio 

generado por p
1

, 

(p,y.;) ....... a(p,y.;). 
(1973)], sabemos 

... , pN, tomada con respecto al producto 

De los teoremas 7.19, 7.20 y 7.21 de 
que (para A adecuada en cada caso) 

interior 

[Schultz 

llu(t.,. )-ua.(t.,.) II~Ahm(24J' 
J. N J 

donde 

{ 
2 si {p.} consta de elementos finites lineales 

1. 

m = 4 si {p,} consta de elementos de Hermite 
1. 

0 esplaines cubicos, 

a. 
y u es la aproximaci6n respectiva, 

N 
esto siempre y cuando la 

forma a(.,.) sea coercitiva. 

Para j = 0, 1, 2, sean 

o := u(t.,.) 
j J 

a..t 
- UN ( j' . ) 

1 '1 a. 
e. :=u (t.,.) -u (t.,.) 

J N J N J 

de tal manera que por la desigualdad del triangulo 

llu(t.,.) - u
1

'
1
(t .. ) II :::; 116.11 + lle.ll 

J N J' J J 

Tenemos el siguiente resultado, en el que 

D z 
+ J 

z -z 
j + 1 

h 

Supongamos que (5) tiene una soluci6n ueC3
tLO,oo)x[O,lJ). 

23 
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':. -~ .' 

Entonces, 

2 
D lie .II ~ 

+ J 

\-12 

liD <5.11 2 
!. 

+ J + 24 
a

3 

} ~ u p II___!:!. ( t, . ) II_ 
t.~ij+:t.>h ata 

Do=-mostraci6n 

Por definicion 

y, por el teorema de Taylor 

U ( t. , . ) =U ( t., . ) 
J+:i/2 J. 

au 
+-

at 

2 

".L. h h ( L.,. )-+-
J 2 8 

iJT 3 
Ll . t . h -2t ., . )+-

ot J 48 

t.. 
.t ell . 
( j+ - , . ) . ..., 

~ 

con an~loga expresi6n en torno a t. 
J+:1 

0 < e < 1. De aqui resulta 

donde 

Asi pues, 

Du(t.,.) 
+ J 

1 [ au au J = ( t j ' . ) + ( t j+:i ' . ) 
2 at at 

·2 
h 

+ e. 
.-, I J 
L.<+ 

a3
u . h 

( t. +8--, . ) 
at a J . +2 

e .. -
J 

lle.ll :S 8 uP 
J t~ ( j+i) h 

2 
.. -h. 
+ 

24 

llaaull 

a3 ·t , y 

(e.,w) -
J 

+ a3
u h 

(t. -e_
2
-,.) 

. ..., 
,:.. 

at 3 J+:1 

Para cualquier w que sea combinaci6n lineal de ~ 
ri' .. ·. , -· ---PN ,- es 

decir. que est~ en el 
denotamos por [p

1 
, ...• 

subespacio 
'P ] . 

N 

generado por ellas, .al que 

·--,.-



Por otro lado. como u es solucion de (5) 

[:~(tj,.),wJ = (f, W)- a(U(t,.),WJ 

y, por definici6n del rn~todo de Crank 
Galerkin, 

Nicholson acoplado con 

( D 
1,1 

u ( t .,. 
+ N . J ), w) +a 

[ 

i.,i.(t ) 1,1( U .,. +U t. ,.) 
N J N J+1 

2 
.w] = (f, w) 

Cornbinando estas ultirnas tres relaciones. 

obtiene que 

con t = t .y t = t. 
J J+1' 

(D o.,W) 
+ J [ 

1,1(t . u . '.) + 
N J = a 

2 

1' 1. t . u ( . ' . ) 
N J + 1 

(

u(t.,.) + u(t. ,.) 
-a J J+i 

2 ] 

h" 
w +-{e., w) 

2 4 J 

Dado que 

a(u(t,.) ,w) = a(ua.(t .. ) ,w) 
N . 

Para cualquier w e [m .,...1' • , lf)N], resulta entonces que 

(D o.,w) 
+ J 

h2 
+ (D ~.,w) +- (~ .. w) 

+ J 24 J" 

Tornemos w = £.+£. y recordemos la desigualdad 
J J + :1. 

a. b e ~. ~ > 0 => 
. -:1. 2 i. 2 

ab2: - .,..., a - .,...,b 'I -
4 

'I 

FAcilmente se verifica que 

a[.::- +& j 
J J-+-1 

2 2 
~ yrr lie+& II 

.) J+•1 

? 

( D c. 
.... J 

£ .+S. ) = D II£ !1-
J J+i + J 

25 
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Para I) 
2 = yrr ' 

( ~.' 
J 

~- + e. ) ;?: 
J J+i 

1 
2 yrr 

lle.11
2 

J 

2 yrr 
4 

lle.+e. II 
J J+i 

Combinando estas Oltimas relaciones, se llega a que 

2 

2 

:S (Do., S.+S. ) + 
+ J J J+1. 

( '-2/_ .. 
!! 24 ,. 

2 yrr 
yrr II e .+e. 11 2 

4 J J+i 

Por otro lade, aplicando (26) 

- ( D 6., e.+&. ) 2: 
+ J J J+1 

por lo que 

D lle.11
2 

< 
+ J 

y de ahi el resultado. II 

1 
2 yrr 

2 con I) · = yrr , 

1 
2 yrr 

{ II D c5 _11 2 

+ J 

se verifica que 

Para probar (26), basta tamar~.~ 0 con ~ ~ = 1 en 

y luego restringirse al caso 

Bajo las rnisrnas hip6tesis del-lema anterior, 

Dernostraci6.n. 

Basta observar que 

II e .11
2

- _:.._ ·II e · 11 2 :S 
J 0 

sup{llo 6---11
2 

+ s u p llo3 ull 
k:::; j + k · t.:S c K + u h at. s 

1 
.J.., SUP D 11~.11 2 ~ .!:::. . • -

2 
(-'IT 

+ -
t.~(K+il + J J 

.. ,.~ 



luego reescribirla en la forma 

lis. . 112 - lis. 112 < h t:. 
J+L j 

para i :::.:; j-1 y sumar, para tener que 

lis 11
2 

lis 112 :::.:; h E l::. :::.:; j h l::.. 
J 0 L J 

.l < j 

y asi lograr el resultado deseado. II 

Combinando los dos lemas anteriores con (25), se obtiene que 

llu(tj,.)- u~'i(tj,.)ll:::.:; llu(tj,.) (27) 

+ 

+ II UN
l 'l (·. u· , o ). a. . 0 . II - u ( ·>) 

N ' 

Finalmente, combinando (24) y (27) llegamos al importante 
resultado que damos a continuaci6n,. acerca de la convergencia del 
rn~todo de Crank Nicholson Galerkin para los diferentes 
elementos finites. 

Teorema. Si a(.,.) es coercitiva, entonces 

II u ( t. , . ) - u 
1

'
1 

( t. , . ) II = 0 ( h 2 
+ k m) 

J J 

donde m = 2 si los elementos finites son lineales, m = 4 
parte de la base de Hermite o esplaines cubicos. Aqui 

k = l::..x .. 
1. 

5. EXTENSIONES AL CASO SEMILINEAL 

si son 

Sea un tubo esbelto de longitud l, que supondremos lleno de una 
soluci6n de concentraci6n ·c. Supongamos que el solute se 
descompone bajo condiciones isot~rmicas segon la cin~tica conocida 

27 



.,._ -~· 

r(c) := tasa de desaparici6n de solute por unidad de longitud por 
concepto de la reacci6n 

Entonces 

ac 
at 

a2 c = D - r(c); t 
oz 2 

>0, O<z 1._ t 

donde D es el coeficiente de 
concentraci6n de soluto en el 
iniciada la operaci6n. 

Supongamos que 

difusi6n 
punta z, 

C(O,z) = C (z) 
0 

del 
t 

solute y 
segundos 

c(t,z) 
despues de 

Supongamos que el extrema izquierdo del tubo se 
artificialmente a una alta concentraci6n C (constante) y 

"' 

mantiene 
que el 

tubo e~ suficientemente largo como para que .los cambios _de 
concentraci6n no se dejen sentir en el extremo derecho. Entonces 

C(t,O) = C 
"' 

c ( t 'l) = c <l) o· 

Sea A la funci6n lineal que satisface 

y pongamos 

A(O) = C 
"' 

A ( l) = c ( l) 
0' 

u ( t . x) . - C ( t , lx) ~ ;:q lx i 

Entonces, n satisface el PVIF 

t>O, O<X<l 

u(t,O) = 0 u ( t 'l) = 0 

U ( 0 , X ) - U ( X )·-

donde 

u ( x ) . - C 
0 

(lx ) - A (lx ) 

28 

( 2:3 ) ' 

( 28) ' ' 

( 28) ' , , 



Este PVIF es case particular de la siguiente situaci6n: 

"Sea A un operador diferencial lineal de segundo orden sabre PC1,2 
0 

au toad junto, como en ( 5) . ( 6) . Sea F un operador no lineal sabre 
el rnismo espacio, dado por 

F(u) (x) = f(;.~.utx) .l 0 - • .1 ,2" 
U .: r-C 

I) 

" E t t t . t . ) :'C 1 
'
2 t l ncuen re una ravec orla ~~ u(t,. e ~ a que 

0 

au 
at + Au = F(u) 

-u(O,.) = u 

donde u e PC 1
'
2 esta dado". 

0 

En efecto, en (28) 

q(x) = 0 f(x,u) = -r(A/lx)+u) 

El PVIF reci6n enunciado se llarnara SPrnilineal. 

Asi como para el case lineal, conviene precisar el sentido en 
se entendera la ecuaci6n diferencial (29). Para ello y para 

1 2 . 
u e PC

0
' sea R(u) la funcional lineal "residue que deja 

d f . . d b PC 1 
'
2 d · e lnl a ~o re me lante 

0 

R ( u) = (:~, . J + a ( u, . ) - ( F ( u) , . ) 

don de 

a(u,v) = (Au,v) 

igual que antes. 

Entonces. u es soluci6n de (29) si 

R(u) = o 

Asi pues, podemos dar la siguiente 

29 

(29) 

que 
cad a 

u" , 

(30) 



!·- ' 

. ··,. 

D.=.finici6n 

Una soluci6n (generalizada) del PVIF para (29), con A como en (6) 

y bajo H , 
1' 

es.una trayectoria t H u ( t, . ) e PC1
' 
2 tal que 

0 

( i .> au 
af ( t .· PC 1 

'
2 d t 0 . , • J e 

0 
para ca a > 

( ii) u ( 0, . ) = u 

(iii) (~, v) +a (u(t,.), v) = (F(u(t,.), v) 

con a .PC 1,2 PC1,2 ro f. . . : · x · H u<- ,je lnlc1a en 
0 0 . ( 7) . 

"'vePC
1

'
2 

0 

Igual que en el case lineal, definamos aproximaciones a la 
soluci6n del problema anterior de la manera siguiente. Sean 

rp
1

, .•. , rpN e PC~'2funciones linealmente independientes y sea SN 

el subespacio que generan. Una trayectoria en S esta dada per 
n 

N 

t H E C.(t) 'P. =: u (t,.) (31) 
. 1 J J N 
J= 

con C1, ... CN continuamente diferenciables. Podamos calcular el 

residue R(uN(t, .)) que deja esta trayectoria en el instante t, 

simplemente de (30), mismo que sera una funcional lineal definida 
. t . ..:~ . PC1 ' 2 D. ( ~ 1) en ouo _ . . lremos que ~ es una soluci6n aproximada del 

PVIF en cuesti6n si 

. R(uN(t,. )).Is = o , t>O 
N 

(32) 

De manera mas explicita, el residue en el instante t esta dadd per 

N . N 

E c.< t l < 'P., . ) + E c. c t lac 'P ., .r- :: 
J J . J .. J 

j= 1 J = 1 

N 

- ( FCE C.(t)rp.),.) 
. . J J 
J=:i 

y la condici6n (32) se logra si 

. ·-----------------------------. - . 
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Es decir, 
tH C(t) .-

N 

E ( P~, 
j = 1 

(31) sera 
(C (t), 

n 

N 

p) C.ft) 
J J . 

+ E a('P. P) Cit\= 
. 1.. J j '· .. 
J = 1 

N 

= ( F ( E C. ( t i :P ) , rp. ) 
. J J 1.. . 
J = 1 

una solucion aproxirnada 
CN(t) es soluci6n de 

M C + A C = fN(C) 
N N 

i = 1, ... N 

de (29) 

( 33) ' 

si 

donde A y M son las rnisrnas del caso lineal, en tanto que 

... ' XN) 

N 

J' ~ f { s , E x p. ( s } ) p 
1 

( s ) ds 
j =1 J J 

N 
1 . 

J' f(s ,Ex .tp.(s) )p (s)ds 
0 . J J N 

J=i 

En cuanto a la condicion inicial, (31) deja un residua 

N 

EC.(O) (rp.,.)- (u,.) 
J J . 

j=i 

el cual se anulara en S si y solo si 
N 

-M C(O) = u 
N N 

con 

... ' 

{ 33} ' ' 

\ 3:3 ) ' ' ' 

( :33) i.v 

Asi pues, bas~a resolver el PVI (33) para obtener la aproxirnacion 
deseada. Para ello, observernos que el elemento ik del jacobiano de 
f es 

N 

J.af N . 

I -::;;--( s , E x .:P .<s> J :P. <s>:P, <s>ds 
uU . J J l. i< 

0 j=1 

Para acotarlo, conviene introducir la 
adicional a H v H

2 l _, 

31 

siguiem:e hipotesis, 



.. ~ 
' 

of jarj H
3 

_ Tanto f como au son continuas y au :s; 8. 

Entonces, el elemento ik del jacobiano de f estA acotado par 
N 

:1 

B J I'P~<s><pk<s>lds 
0 

con lo que f serA Lipschitz continua, de constante L, con 
N 

L: = B sup l·m~~> I 
ik 

Dado que M es no singular, M- 1
r tambi~n ser~ Lipschitziana, por 

N N N 

lo que (33) tiene una y s6lo una soluci6n [Coddington-Levinson, 
Cap. 1], y la aproximaci6n estA bien definida bajo las hip6tesis 
H

1
, H

2 
y H

3
_ Veamos ahora c6mo obtener la soluci6n de (33) -o, al 

menos aproximaciones a ella- de manera iterativa. 

Para ello, conviene definir 

y entonces se tendra 

y(t) 

z(_y·) t1-i/2 t- (M-:1/y2 .) 
·~ -- N N N . 

y 
0 

-- M.!/
2 u 

N N 

y = -Ey + g(y) 

con E igual.que en la secci6n 3, positiva definida 
N6tese que (35) es no lineal y tiene soluci6n unica, 

Demos {t.} mediante 
J 

g' (y) 
-i/2 -:1/2 -:1/2 = M f'(M V)M 

t. = t. + h 
J+:i J 

N N '. N 

t = 0 
0 

( 34) ' 

(.34),, 

{ 34) ' ' , 

(35) 

y simetrica. 
ademas de que 

Para generar {)-'.} como en (13), 
- J 

integremos (35.1 de t. at, 
J 

con lo 

que se obtiene 
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t 
-<t-l >E . f -<s-t >E 

y ( t} = e j y ( t j J + e J g ( Y<s>) ds 
t j 

Elijamos una regla de integraci6n numerica 

b 

Ja.f<s>ds ~(b-a){(l-etJf(aJ + af(b)} 

con 0 S a S 1 , con lo que 

-hE -hE 
y ( t. ) ~ e Y ( t

1
.) + h { ( 1-ot) g t Y<t

1
.>) 

J+1 
+ l)te E ,. Y ( t . >. 1' = '· . J+1 

Sea {y.} la sucesi6n definida por 
J 

y dada 
0 

-hE -hE 
y - othe g ( y. ) + ( 1-et) h.e; ( y.) + e y. 

j+:t - J+1 - J J 

M~s adn. sea R (Z) la correspondiente aproximaci6n 
nm 

propongamos el siguiente algoritmo: 

y dada 
0 

racional y 

( 36) , 

YJ.+
1
:= othR (hE)g(y. H-(1-ot)h.e;(Y.)+H (hl:OY. 

nm J+1 - J nm · J 
( 36) , ' 

Veamos bajo qu~ condiciones (36) 
observemos que el jacobiano del 
respecto a y, es 

est~ bien definido. 
segundo miembro de 

J+f. 

y su norma N satisface 

N s Ol h I R ( h E ) I I M- :1/Z I 2 

nm N 

Para estimarla, 
adicional 

conviene introducir la siguiente 

t'ara ello, 
( 36) ' ' con 

hip6tesis 



B . Para 0 < x ~ 1 , u e ~ , 
4 

Como consecuencia, 

con lo cual 

(X, U) A inf 
~ . - 1,2 

o;;CpEPC 

a [rp] 

~ 

el elemento ik de f' tx) est~ acotado por 
N 

\ <N> 
1 mi.k 

If '{_.,< A"'<N> •. X) - /\. 
N ma.x 

'rf x E [RN 

.en la notaci6n de la secci6n 3. Asimismo, 

y, en consecuencia 

N ~ ahcond(M )·jR (hEI 
· N nm 

Si elegimos h como en "(23), se tendrA que IR (hE) ~ 1 y entonces 
nm 

N ::; aAhcond(M ) ::; Ah cond(M ) 
N · N 

Por el principio de contracci6n [Lyusternik-Sob9lev, p. 27] (36)'' 
tiene una v s6lo una soluci6n siempre que, ademAs de (23), h 
satisfaga la condici6n 

Es decir, basta tomar 

0 < h < 

n 
h < /-,cond (M ) ,. c_on n< 1 

N 

min {. --',-n...._m__,_ __ 
/..(E) I . 

mtn 

( 3 /) 



Heche esto. la sucesi6n {y<m>} dada por 
J+i 

<OJ 
y. arbi trario 

J+1 

~hR (hE) g ( /m>) 
nm J+1 

+ (1-~)hg(Y.) 
J 

+ R (hh)Y 
nm J 

converge a y . Podemos entonces sugerir el siguiente 
J+i 

del tipo predictor-corrector para resolver (35) 
aproximada: 

Algoritrno 

Dado y . generese Y. a partir de y aplicando los 
0 . J+:!. J 

pasos: 

1. Predictor (Euler, ~ = 0) 

pred 
YJ+i := R (hE):;v.+h~(y.) 

nm J - J 

2. Corrector (De arden p ~ 1) 

<O> pred 
-v . - yj.+1 • j+i 

<k-i>. 
:= ~hR (hE)g(y. ) + (1-0()h~(Y')+R fhE)Y . k = 1. 

nm J+i - J nm · J · 

3. Actualizaci6n 

(p) 
v . - v 
• j+i • j+1 

aigoritrno 

en forma 

siguientes 

. . , p 

Oueda todavia por establecer la convergencia y estabilidad de este 
metoda iterative acoplado· con el de Galerkin, siguiendo las rnisrnas 
lineas de lo heche en el caso lineal. 
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