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RES UN EN 

· Este articulo desarrolla la idea de qu~ los 
s .i stemas din ami cos cT.et enninisti cos pueden exh.i.bir un 
comportamiento que pasa vari~s pruebas de aleatoriedad . 
.1ldemas, trata de expl.icar el or.igen de .las 
descripciones probabilist.icas en la Necanica, que se 
dan como un expediente para simplificar los modelos 
matematicos de sistemas de un . gran numero de; 
parti.cr..clas. F.in'almerite, estos dos. puntas de< vista'. 
complementarios' se · integran en el ·estudio · de las 
fluctuaciones: t~rmiccis medi~nte un si~tema din~mico 
determinist i co que exllLbe un comport ami en to al eator.i o. 

':,,:' 

1. Jntroduccion. 

Dura.nte siglos, la Fisica fu~ un baluarte del yeterminisJno, · y 

la Iviccanica ciasica su paradigma. Clasicamente, los fenomenos se 

en t~rminos de funciones suaves que satisfacen describen 

ecuaciones diferenciales ordinarias (o parciales). Dicllas 

funciories especifican trayectorias en algun espacio fase I~ 

asociado con el sistema en consideraci6n (I~ es un suJJconjunLu 

abier·to de algLin lRd, en la JVlecitnica de parl:Jculas). El c;:_·n·f.1cb,r 

d~terministico de dichos fenomenos se manifiesta como un teorema 

de existencia y unicic1ac1 para el problema de valores iniciulc.:~ 

asociaclo con la correspondiente ecuacion diferenci<il en 1: 

Sea f L.ipsclJi tz 

numero positivo 

satisface (1). 

. 
x = f(x) X(O)=x 

0 

continua en r. Entonces, · dado 

8 y una trayectoria unica 

( 1) 

x E f', ex.iste un 
0 

¢: (-8,8)~ f' que 

* Conferencia dic·tada durante el VI Coloquio del Departamenl:o 
de Hatematicas del CINVESTAV (Oaxtepec, Hor.,. 1-:'\gost.cJ c.1e 19B9), 
dentro del Ciclo de Conferencias Generales. 
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Per otro lade, los sistemas de particulas de la teoria 

cinetica son sistemas de gran escala, en el sentido moderno del 

-tf3rmino [ S ilj aJ<:, 197 8] , y podria pensarse en tra·tar la descripci6n 

matematica correspondiente (1) mediante alguno de los diversos 

m~todos de simplificaci6n de que se dispone en la literatura sabre 

dichos sis·temas. Una posible es·trategia de simplificaci6n 

[Hernandez,1987] requiere partir la fase x del sistema de 

parti60las en dos componentes: tina componehte lenta y y una r~pida 

T/, para luego reescribir las ecuaciones dinamicas en Ja forma 

. 
y=g (y' 17) ' E~=h(y,TJ) r (2) 

despues · de un ca.mbio de escala temporal en las ecuaciones de las 

componentes rapidas. Aqui E es un parametro pequefio. Des0reciar la 

dinamica mas rapida equivale a reemplazar (2) par la descripci6n 

mas sencilla 

. 
y=g(y,TJ), h ( Y r 17) =0 ( 3) 

Ademas, se supone que la decomposici6n que lleva a (2) se l"Jizo en 

forma tal que y es de dimension "baj a",. par lo que. la parte 

diferencial de ( 3). consta de "unas pocas '' ecuaciones 

diferenciales" 

Si in~roducimos las hip6tesis adicionales 

clinamica rap ida se puede ,dar como la suma ·de dos 

digamos como ~n 

g(y,?J)= b(y) + c(y,·77), 

de que a) la 

contribuciones, 

y b) el segundo termino del lado derecho se substituyc por uno c1e 

ruido b.lanco CTf;, de ahi resul ta la des.cripci6n diniunica. 

simplificada 

N6lese que se ha despeciado la parte algebraica de (3) y se ba 

reemplazado el efecto de los componentes rapidos sabre la derivada 

3 

I 
-------------·--·---------- ------·------- _ _J -·-·--·····-·--··- _________________ :·-··------------··-~---~-------·~-------



Esta nitida imagen del mundo no quedo muy bien parada cuando 

la Mecanica se empezo a ocupar de sistemas consti tuidos 

gran numero de particulas. En efecto, despues de que 

por un 

Daniel 

Bernoulli diera una primera version cuantitativa de la teoria 
,. 

cinetica en su tratado "Hydrodynamica", publicado en 1738, la 

reinventaron Maxwell y Boltzmann a rnediados del siglo pasado 

[Brush,l976, Libro 1]. Tal construccion tenia (y tiene) por objeto 

explicar el comportamiento macroscopico de las substancias en 

terminos de la entonces revolucionaria teoria molecular de la 

materia, de acuerdo con la cual la materia consiste de un enorme 

numero de particulas (atomos, moleculas) ligadas por media de 

fuerzas interatomicas o intermoleculares, segun sea el caso; l.a 

materia se manifiesta como gas, liquido o solido, dependiendo de 

la intensidad de dichas fuerzas. 

Macroscopicamente, este colectivo molecular se manifiesta e11 

terminos de propiedades medibles como la presion, el volumen, la 

temperatura y otras. En el enfoque cinetico al estudio de los 

fen6menos termicos, los observables macrosc6picos se obtienen de 

las cantidades dinamicas microscopicas promediandolas. Asi pues, 

al menos en principia el enfoque cinetico requiere el estudio de 

sistemas de particulas en extreme numerosos, para luego calcular 

los promedios adecuados. 

es 

Tipicamente, el numero de particulas que debe ser considerado 

del arden del numero de Avogadro (N = 6. 023 x 10
23 

Av 
moleculasjg.mol). N6tese que resolver problemas de valor inicial 

como ( 1) 

velocidad) 

requiere 

de cada 

que se conozca la fase inicial (posicion y 

particula en el sistema. Esto es clararnente 

irnposible desde un punto de vista practice. Aun si se dispusiera 

de tal informacion, la integraci6n de las ecuaciones de rnovimiento 

con objeto de obtener la trayectoria correspondiente en el espacio 

fase excederia la capacidad de las computadoras mas veloces. La 

Mecanica Estadistica fue creada por Maxwell y Boltzmann con objeto 

de darle la vuel·ta a esta dificul tad. Para profundizar en los 

fundamentos del enfoque estadistico en la Mecanica, vease el 

Capitulo 10 de [Brush,l976], tambien [Ehrenfest-Ehrenfest,l959]. 
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componente observable (la nueva salida) no afecta la din~mica del 

estado. De ella resulta una version simplific~da de (1), diferent~ 

de (3) r de la forma 

z=¢(z)' y=ljJ(z) (5) 

Ahara bien, se han dado ej emplos de sisl::eraa·s din~inicos. como 

( 5) cuya sal ida y se comporta en una forma que hace reconlar eJ 

comportamiento de sistemas no de·terminlsticos como las monedas, 

v~ase [Taylor,l987]. V~ase tambi~n [ Galgani et. al. , 19 8 8 J , donde 

se hace ver que las particulas cargadas en un campo de radiaci6n 

( un sistema din~mico de·terminis·tico) se mueven de modo flucf::.uan l::e 

altamente irregular, de apariencia aleatoria. 

Has familiarmente, en forma rutinaria se u.tilizan sist.ema.s 

dinamicos deterministicos a tiempo discrete para generar 

sucesiones que pas an di versas pruebas de aleatoridad: de lJ.ecllCJ, 

todos los sistemas modernos de compute vienen con generadores de 

n0meros aleatorios (v~ase la secci6n 4) implementados en s6fuer, y 

toda una rama de la probabilidad computacional se ocupa de idear 

algoritmos· para transformar dichas sucesiones aleatorias en 

muestras de distribuciones deseadas. [Knuth,l981]. 

Asi pues, los sis·temas din~micos deter::Jinis·f::.icos pueden 

exhibir un comportamiento aparentemente aleatoric. La seccic'Jn 5 

presenta un sistema tal, propues·to en [BecJ<:-Roepstorff, 1·987] con 

objeto de deta:.lar la estructura del t~.nuino fluctuante r; en la 

ecuacion de Langevin ( 4) , y que cons·ti·tuye un generador de 

trayectorias aleatorias. 

2. Sistemas Din~micos. 

Baj o condiciones deterministicas, el p1:-opc'::sito del modele do 

es proporcionar un media para predecir el comportamiento futuro en 

t~rminos del conjunto de condiciones actuales. La forma rnjs 

qeneral de un model a· deterministico es un sistema q:i. nifurd. co [ 1\aJman 
- .·: 

et al, 1969] 

<'l',U,X,Y,'U,o,A> 

5 :..· 
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de los 1 entos mediante el termino aleatoric de ruido blanco 

aditivo. En (4), ~ es un parametro (escalar, vector o rnatriz) que 

representa la intensidad del ruido, y ~ es un ruido blanco 

estandar. 

A diferencia de la imagen completamente deterrninistica que 

rodea a los problemas de valores iniciales ( 1) de la Hecanica 

Clasica, los problemas · de valor inicial como ( 4) ofrecen una 

descripci6n mucho menos ambiciosa del mundo. En efecto, en lugar 

de pretender predecir el valor de la variable lenta y t segundos 

despues del cornienzo del movimiento, ahara las predicciones toma11 

la forma de dado y(O), la probabilidad de que y(t) caiga en alg0n 

conjunto A es tal. 

En la Fisica Estadistica se han utilizado ventaj osarnente 

mode los como ( 4) [Uhlenbeclc-Ornstein, 1930], [ Beck-Roepstorff, 

1987], bajo la denominaci6n de ecuaci6n de Langevin. En la secci6n 

5 de este tr~bajo se discute con cierta amplitud un caso especial 

de dicha ecuaci6n (fluctuaciones termicas). Asi pues, la Mecanica 

puede tratar grandes sistemas de particulas, pero al costa d.e 

perder el determinismo. Vease [Kac,1959] para una interesante 

presentaci6n de los metodos probabilisticos y el correspondienle 

razonamiento en las ciencias fisicas; vease tambien la secci6n 3 

de este trabajo en relaci6n con el papel de la probabilidad e11 la 

rnecanica de particulas. 

La secci6n 2 trata el concepto de sistema dinamico, tal y 

como se le concibe en la teoria matematica de sistemas [Kalman et 

al., 1969], centrada en torno a las nociones de entrada, salida y 

est ado. En particular, los sistemas de particulas de la mecanica 

clasica son sistemas dinamicos sin ~ntradas, y cuyos espacios de 

estados coinciden con r, el espacio fase respectivo. 

Una simplificaci6n alternativa de la descr~pci6n (1) se basa 

en dar una partici6n diferente del vector de estado x, esta vez en 

una parte observable y y una parte no observable z. Ademas 1 se 

hace la suposici6n de que a) la dinarnica de la parte observable y 

sigue de cerca la dinamica de z (el nuevo estado) 1 y b) la 
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sistema din~mico queda idenfificado especificando <T,X,8>, con 

8:~xx ~X y (2) se especializa a 

8(r,t,8(s,r,x)) = 8(s,t,x) ( 3) 

Hcis precisamente, considerese la s-i-tuacion en que la funci6n cle 

transicion del estado e~ homogenea en el tiempo e. d. T es cerraJo 

bajo la suma y 

8(s+h,t+h,x) = 8(s,t,x) V he T 

siempre que (s,t) e ~' x e X. Entonces, 

8(s,t,x) = 8(0,t-s,x) 

y conviene simplificar la notacion como sigue: para cada t e T, 

sea Pt:X ~ X definida par 

Ptx: 8 (o,·t,x) 

Entonces (3) se transforma en 

e.· d. 

( 4) 

y se dice entonces que. { P.t, t e T} cons·ti tuye un .. semigrupo de 

operadores en X. Notese que se necesi ta que T' sea cerrado baj o J.a 

surna con objeto de poder siquiera escribir (4). La propiedad de 

semigrupo se ·tamara como la contrapartic'la matematica de .I. 

de tenninismo. 

Se elite qu.e interviene el azar siempre que el conq;:JOrtzunienlo 

observado sea tan erratico que no se pueda esperar ningu1w 

reproducibilidad de los resultados. En otras palabras, cuando .las 

observaciones no apoyan un analisis deterministi.co de la sit:uac.i.L'lll 

bajo estudio. 

Cuando se detecta la infl uencia del azar, el fin l"tl timo cJe.l. 

modelado tiene que bajar un poco en cuanto a sus pretensi.ones. En 

7 
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donde, tipicamente, 

a) T es un intervale (tiempo continuo) o un conjunto de 

enteros (tiempo discrete). Los elements de T se conocen como 

insLant es. 

b) X e Y son conj untos no vacios. Los elementos de U se 
:, 

conocen como valores de la entrada, mientras que los de X e Y son 

los estados y valores de la salida, respectivemente. 

c) U es un conjunto de funciones de T en U, y cada 7 e U se 

conoce como una trayector ia admisible de la entrada. o: nxXx'U -7X es 

la funci6n de transici6n del estado, donde 11:= {(s,t) e T2 :ssl}. 8 

es tal que 

0 ( s' t' X' 7 I ) = 0 ( s' t' X' 7") s i 7 I I [ s' t J =7 II I [ s' t J • 
o(t,t,X,7) =X 

(la) 

(lb) 

Aqui, o(s,t,x,7) es el estado al que se llega al tiempo t si el 

estado era x al tiempo s y se aplic6 la trayecto~ia 7 durante el 

intervale de tiempo [s,t]. 

N6tese que, dados (s,r), (r,·t)e/1, xeX, se sigue 

necesariamente que (s,t)e/1 y 

o (r,t,o (s,r,x,7) ,a) = o (s,t,x,-a), ( 2) 

a rnenos que se viole el determinismo. 

Finalmente 

e) i\.: X --7 Y es la funci6n de lectura del estado, es decir, i\. (x) 

es el valor observado a la salida cuando el estado es x. 

Para simplificar alga las casas, consideremos el case 

especial en que el estado es observable (X = Y y i\. es la funcicm 

identidad) y U consta de solamente una trayectoria i\.. Entonces,· el 
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(2) 
x, f(x), f (x) ... 

Examinemos en lo que sigue las nociones de caos y azar tal y 

como se manifies·tan en algunos sistemas fisicos clasicos. 

3. La probabilidad en la mecanica de particulas. 

Consid~rese un sistema constituido par N particulas puntuales 

de masas m
1

, ••• , mn, que interactuan segun un potencial V, que es 

una funci6n suave de las 3N · coordenadas es]Ja.ciales .· q , ... , q C{Ue 
- 1 - n -

especifican una configuraci6n de este sistema de part]_culas. Sean 

p , ... , p los mementos indi viduales de estas par-ticulas, cuya.s 
1 H 

energias cin~ticas son 

II P 1 11

2 
• . . 

2m (l=l, ... ,N). 

Aqui y en lo que sigue ~-~ denota la norma en un espacio 

euclidiano apropiado. La funci6n hamiltoniana (o energia. totaJ) 

asociada con este sistema de parti.culas se define como 

H(q,p) 
N liP 1 11

2 

I: 2m + V(q) 
i = 1 l 

don de hemos us ado la notaci6n q: = ( q , ... , q ) , 
1 . . H 

( ) 
6 ll . 11 1 f ' d 1 ,· t q,p EIR sera amaco una ·ase e Sls ema; 

p:=(l\r · · · rP). Cacla 
~ 6!1 denotemos par I : =IR 

al espaci o .fase. 

De acuerdo con la fonnulaci6n hamil toni ana de. 1 a He can .i.e a 

Clasica [Arnold, 1978], los movimientos fisicos de est)e sistema cle 
' 

particulas . corresponden a las soluciones del sistema de GN 

ecuaciones diferenciales ordinarias 

BH 
q = ap , p = 

8H 
aq 

( J. ) 

Supongamos que H es suficientemente suave, como para que (1) 

tonga una unica 

para cada fase 

dinarnico con T 

asociado dado par 

solucion 

inicial 

b~(cp(t) ,1/!(t.)), 

( q, p) . Entonces 

def in ida para t.oc1o l:EUI, 

(1) define un sistemu 

IR, [' como espacio de estados · y con semigrupo 

9 



lugar de aspirar a emitir predicciones como Pt x es el estado al 

que se llega t segundos despues de haber partido del estado x, uno 

tiene que contentarse con predicciones del tipo de la probabilidad 

de llegar a un estado en A t segundos despue~ de haber partido del 

estado x es rrt(x.A). un n~mero en [0.1], para cada conjunto AeA, 

donde A es una u-~lgebra de subconjuntos de X. Asi pues, X debe 

dotarse de una 

probabilidades 

estructura medible, y una familia {rrt,teT} de 

el papel del semigrupo de transici6n juega 

{ P t, teT} . 

Sin embargo, es de hacer notar que esta familia de 

probabilidades de transici6n define a su vez una familia {Pt,teT} 

de operadores que act~an sabre M, la familia de todas las 

funciones medibles acotadas f: X -7 IR. Est a farnil ia de operadores 

est~ definida par 

P,f(x):~ Jf(y)rr,(x,dy), 

X 

pero no es s iempre cierto que { P t, t e 'l'} consti tuya un semigrupo. 

Cuando si lo es, se dice que dicha familia de operadores en A! es 

Markoffiana. Se recupera el determinismo, al precio de cambiar el 

espacio de estados (Men lugar de X). Vease [Rosenblatt, 1971]. 

Par otro lado, el caos es un comportamiento apa.rentemen te 

aleatoric que se observa en ciertos sistemas din~micos, cuyas 

6rbitas exhiben un comportamiel1'to m~s bien erratico 

[Devaney,l987]. Asi pues, tambien un analisis deterministico puede 

llevar a un comportamiento aparentemente alea·torio, de la clase 

que comDnmente se modela en terminos probabilisticos. 

En relaci6n con el caos, uno normalmente considera sistemas 

dinamicos a tiempo discrete de la forma 

P X f(n: (x) 
n 

e. ct. las transformaciones en el semigrupo son las iteradas de una 

cierta funci6n f (=P
1
). Par un abuse de la terminologia, a f misrna 

se le llama com~nmente un sistema dinamico. La 6rbita de un 

elemento xeX bajo un sistema din~mico f es la sucesi6n de iteradas 

8 



V BEB (M ) . 
0 

En efecto, tal medida est~ dada por [Khinchin, 1949]. 

I dCT 
1-1 (A) = c A lfVHlr 

donde c es una cons·tante posi·tiva de normaliza.cion e. d. fl (H ) =1 , 
0 

u es una medida de probabilidad. Basta que H se vaya a infinito 

con sus arg~mentos para garantiz~r que ~0 es compacta, y .entonces 

P.t: 11
0 

-7N
0 

est~ def inido para todcp tEIR. Ademas, basta que VII:io en· I, 

para garantizar que 11 esta bien definida. En la literatura fisica 

[Thompson, 19 72] el espacio probabil istico (Jvi , B (H ) , 11) se conoce 
0 0 

como el ensamble microcan6nico de Gibbs 

La Mecanica Cl~sica proporciona otros invariantes del 

movimiento: las tres componentes del momenta lineal, las del 

nwmento angular, etc. Junto con la energia ·total, est:.os 

invariantes especifican una variedad compac·ta inva.riante M, con 

dim (11) =: m<6N. Para sistemas de interes fisico, m no ser~ much'o 

rnenor que 6N, lo. que impide la determinacion de sabre 

la base de una familia sufici~ntemente numerosa de invariantes del 

rnovimiento. Por ejemplo, en el estudio de los liquidos y gases N 

ser~ enormemente grande, del 6rden del n~mero de Avogadro (N=6.023 

x 10
23

) , par lo que no hay ninguna esperanza de resolver 

explicitam~nte las ecuaciones 

determinar el grupo. 

de movimiento 
·;· 

con obj et:.ci de 

Impulsacl.o par esta . dificul·tad, Poincare sugiri6 el usa (]e 

X/ 

11 

secciones con ·abjeto de 

estudiar las movimientos ~e 

·tales sistemas dinamicos: 1.ma 

secci6n es una variedad lineal 

L , de dimension 

('tipicamente :2) : 

intersecci6n con H se 

par X. Se puede 

baja 

cu.ya 

c1enc.1t.ara 

entonces 

definir una ·tranp formaci on 
f:X-7X de la mane~a ·siguiente: 



Notese que la propiedad de semigrupo de {Pt,teR} 

existencia y unicidad de soluciones del problema 

reflej a la 

de valores 

iniciales asociado con ( 1) . Notese tambien que { P t, teiR} es de 
-1 

hecho un grupo, con Pt = P_t para cada teR, pues 

p = I. 
0 

El hecho de que cada operador en { P.t, teR} sea invertible 

resume el car~cter reversible de cada uno de los movimientos que 

puede sufrir el sistema din~mico (1). 

Ahara bien, por la regla de la cadena 1 

~tH(¢(t) 1 1/J(t)) = 
BH 
aq 

BH + BH ·(- BH) = O 
ap ap aq I 

donde todas las der i vadas parciales del lado derecho han s iclo 

evaluadas en (¢(t) ,1/J(t)). Asi pues 1 se conserva la energia total 

a lo largo de las trayectorias de este sistema dinamico. 

Para cada subconjunto de Borel B de r 1 sea PtB su imagen bajo 

Pt 1 para cada t e R. El teorema de Liouville [Arnold,l978) asegura 

que 

IPtBI = IBI 1:/ BE B(r)' 

clonde I · I denota la medida de Lebesgue en R6
N. Asi pues 1 el f l uj o 

en r induc.ido por (1) es conservaclor tambien en esl:e sentido: cl 

vol umen en el espaci o fase se conserva ante el f 1 ujo incluc.i rio pew 

( 1). 

Ahara bien, por la conservacion de la energia total, el flujo 

puecle ser restringiclo a cualquier hipersupe~ficie de energia 

constante, como M
0

:= ~ (q,p)er: H(q 1 p) = E0 ~. Se puede dotar a H
0

de 

una medida ~ (definida en B(M ) 1 los subconjuntos de Borel de M 
0 0 

en la topologia relativa comb subconjunto de r) que se preserva 

por el flujo en M , e.d. 
0 
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este requisite puede volver dificil la aplicaci6n de este m~todo. 

Sin embargo, .cuando se le puede aplicar puede llevar a resultados 

sorprendentes. 

Para ver lo anterior, observe que una seccion de Poincar~ L 

debe tener dimension baja (digamos n) para permitir el an~lisis. 

Las coordenadas que identifican los puntas de L ~on los verdaderos 

ohservables, y es razonable espe·rar :una p~rdida substantial de 

informacion al pasar de una desC"ripcion en tenninos del espacio 

fase (o la variedad invariante M) a una descripcion en terminos de 

las secciones de Poincare L or, m~s bien, de su intersecc~on X con 

T.1. Sea como sea, el experimen·tador es·t~ obl igado a acejJl:ar l~al 

es·tado de casas. 

Un observador, ignorante de la estructura din~mica subyace11le 

dada par ( 1) r observa X y de heche su 6r)Ji·ta completa ( 3) • En 

realidad, el observador observa unicamente uri numero f init:o cl.e 

elementos de tal orbi·ta (digamos r de ellos) r peru al 1nenos en 

principia se puede concebir el observar la orbit.a compleLa .. [\ 

menudo sucede que esta observacion limitada (restringida a una 

seccion de Poincare) produce observaciones bastante. irregulares, 

que dejan toda la impresion de azar. 

Un enfoque utilizado a menudo en las ciencias fj_sicas en 

es·tas situaciones consiste en partir X eh subconjuntos, 

genericamente denotados par A, para luego calcular las fr~cueJ1cias 

relativ;as 

( i) 
.11J i::sr: f XEA 1l f r (A) : 1
'--
1

]'----J:-.---..L-

Es un heche e~pirico el que, cuando ·r crece, los valores de 

f _(A) tienden a es·tabilizarse en ·torno r~ un valor fi~io;· que 
.L 

depende solamente de A, y al que se denotar~ par n (l\.) • 1\sJ pues, 

n (A) es Ja pro!Jabilidad de encontrar el sistema en a.lguna fase en 

.11, i.e. 

rr(A) = 
(J) . 

1 im · -"-#_,_i_i_::s_J.:_-:_f_· ----'('-x-'-)_E_A..l...t 
r~ oo r 
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Para cada x e X, consid~rese la trayectoria correspondiente 

tHPtx. Sea 

y definase f:X~X par 

f(x) P"L(x)(x), 

siempre que 'L(X) <+oo. 

Sup6ngase par un instante que 

'L(x)<+ro \fxeX, ( 2) 

de tal manera que f est~ definida en todo X. Queda asi definic.lo 
u11 sistema din~mico en X, y la 6rbita de un elemento x e X es 

x, f(x), f<
2

> (x), ( 3) 

Para il ustrar lo an-terior, considerese el sistema din~mico 

en IR 2 especificado par las ecuaciones diferenciales ordinarias en 

coordenadas polares 
. . 
r= r(l-r), e ( 4) 

El retrato fase del sistema es 1tl11Y 

f~cil de construir: consta de 1111 

punta critico inestable (e.L 

origen) y un ciclo limite estable 

( el circulo uni "':aria) . Sea L una 

linea recta cualquiera, 

transversal al c2.rculo unitario (L 

es una secci6n de Poincare). 

La 6rbi ta de un punta arbi trario p e L es una suces ion cJe 

puntas en L, digamos {P }, con A y B como puntas limite. 
n 

A B 

Para aplicar el metoda, debe garantizarse la condicion (2). 

Resulta evidente que garantizar (2) es no tri·tial, a(m en los 

casas mas simples, como el ejemplo anterior (4). En la practica, 

12 



Para precisar las casas, 

equidistribuida en X si 

diremos que la sucesi6n ·{x r 
n 

lim tH isn:x
1
e[a,bJ r 

n-7oo n = b-a, 

para todo subintervalo [a,b] de X. 

es 

El siguiente resul tado es caso particular de un teorema d.e 

Hermann Weyl [ Cornfeld et al, 19 82, sec. 7. 2] y muestra que ·tales 

sucesiones en efecto existen. Su demostraci6n ha sido adaptada de 

[Freiberger-Grenander, 1971]. 

'l'eorema. 

Sea a un irraciona_7_ positivo y sea u.={ia}, i=O,l,2, ... ,cionde 
J. 

{·} es la parte fraccionaria del argumento. 

equidistribuida en X. 

Entonces {u.} es 
J. 

Demostraci6n. 

El ij ase un subintervalo [a, b] de X y sea x su · funcicSn 

carac·teris·tica. Fij ese £ >0 tal que Osa-c<a<a+c<b-c<b<b·l-c:s1, . y 
+ 

sean x- dos funciones reales continuas en X, definidas por sus 
£ 

gr~ficas a continuaci6n: 

:.'· l 
1 

J 
--!-----~1--1------------,---1---'i-: --l--

0 a-c a b b+c 1 

1 

-1~~--~ --1------f----11---1-.-. 
o a a+£ b-e b 1 : · 

J 

Entonces 
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s i se repi ten estas medici ones para. cada conj unto A en una 

cr-algebra :11 de subconjuntos de X, de ella resultara un espaclo 

probabilistico 

(x,A,rr), 

que constituye un modelo no deterministico para una tal situaci6n. 

Y el experimentador que lo construy6 permanecera sin saber que a 

todo esto subyace una estructura deterministica. Este puede muy 

bien ser el origen del azar en algunos casas, no necesariamente en 

todos. 

4. Generaci6n de n~meros aleatorios. 

Sea X el intervalo unitario y sea f:X----7X un sistema dinamico 

que act~a sabre X. 

(o}to>) 

Un argumento topol6gico 

elemental rnuestra que, si f es 

continua, existe al menos un 

xeX ·tal que f (x) =x Un tal x 

se llama un punta fijo de f. 

Es bien sabido que tal pun to f ij o es ~nico si f es una. 

contraccion de X. e.d. si 

lf(x)-f(y) I ~ alx-yl 

con O~c1:< 1. En tal caso el ~nico pun to fij o zeX es un at ract ur 

glubal. En otras palabras, para cada xeX, la 6r~ita 

correspondiente X 1 f (x) 1 f< 2
l (x), ... converge a z. 

Claramente un tal comportamiento no es exactamente lo que uno 

' ' 11 1 t ' d 1 'b't )f(n) l t't qulslera amar a ea arlo e. . a or l a 1 - <Xl 1 no cons -l -uye 

una sucesion aleatoria 1 sea cual sea el concepto .de azar 

utilizado. Intuitivamente, nos gustaria tener sistemas dinamicos f 

cuyas orbi tas cubren todo X 1 si es posible de manera uni fo:r_-me; 

ciertamente poclria pensarse en decir que tales orbitas si 

constituyen sucesiones aleatorias. 
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la orbi ta de ae [ 0, 1] es precisamen·te { { ia}, i=O, 1, 2, ... } , por lo 

que es una sucesi6n aleatoria ya que llena el intervale unitario 

de rnanera uniforrne e.d. la 6rbita es equidistribuida ahi. 

Sin embargo, tal comportamiento podria no ser suficientemente 

err~tico para calificar~o de aleatoric, si esta ~ltima propiedad 

se entiende en el senti~o de ausencia de cualquie1· comportamiento 

sistem~tico. Para ver lo anterior, consid~rese el siguiente 

ejemplo, tornado de [Knuth, 1981]: sean { U } , { V } 
k k 

equidistribuidas 

en [0,1] y constr~yase la nueva sticesi6n 

1 1 1 1u ~-~~ 
-2 U ,-2 + -2 V r 2 ' 2 r 2 V r OJ- 0 1 J- 1 

La subsucesi6n 1 ~Uk t es equidistribuida en [o, 1/2] mientras 

que 1%+~VI< r es equidistribuida en C/2,1] I por lo que la sucesi6n 

combinada es equidis·tribuida en [ 0, 1] .. sin embargo, sus elementos 

saltan del subintervalo izquierdo al derecho y viceversa, par lo 

que no podemos llamarla "aleatoria". Es clara eJTtonces que una 

sucesi6n debe ser m~s que equidistribuida para que se le pueda 

llamar "alea·toria". Siguiendo .a [Knuth, ,1981], inl:roduzcamos los 

siguientes conceptos: 

Definicion. 

Sea {U.} una sucesi6n en [0,1], k ~ 1; 
I 

a) {U.} es k-equidistribuida if 
I 

lim #{i::::n:U .. e[a.,b ] ,j=0,1, ... ,k-1} 
I+J J J . 

k - 1 

=IT (b.--a.), 
J =0 : J J n~oo n 

para cualquier eleccion de O::::a <b ::::1, j=O, 1, ... ,k-1. 
J J 

b) {U } es aleatoria si es k--equidistribuida para cada l;:~l. 
1 

Hay sistemas din~micos simples que tienen orbitas aleatorias 

en el sentido ·anterior. For ejemplo, el siguiente result:ado afinn<:.t 

que, para casi todo 8>1, la 6rbita de {G}e[O,l] bajo f(x) = 8x 

(mod.l) es aleatoria: 

17 
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N6tese que el car~cter equidistribuido de {u.} equivale a que 
l 

lim 1 
n~oo n 

n 1 

[ X ( uk) =I x ( u) d u . 
lt=l 0 

N6tese ·tambien que si una tal relaci6n valiera para toda f 

continua, digamos 

lim1 n rl 
- [ f(u )= f(u)du 

n~oon k J 
It= 1 0 

+ 
entonces valdria tambien para las dos funciones x~, para cualquier 

E:>O, y tomando el limite cuando c~O se estableceria su validez 

tambien para x. Par otro lado, toda funci6n cont:.inuu f es el 

limite uniforme de polinomios trigonometricos (Weiss,1965], por lo 

que basta con probar la propiedad en cuesti6n para f de la forma 

m 

f ( ) 
_ \' 2TT i kx 

x - L.. a e r .x e X. 
It 

k=l 

Hotando que, para tal f, 

1 
n 

ll 

[ f(u.) = 
J 

[ ak ~ [ e21fi (Ja}k = [ ak ~ [ (e27TkiaJ J 

k=l J=1 k=1 J=1 

y tomando en cuenta que a es irracional, se obtiene finalrnente que 

ll 

~[f(uJ) 
j=1 

Par otro 

m 

= [ a 
2Trinka 

1 1 - e 2Trika ------.e 
It= 1 It n 1 2Tria - e 

lado 

1 I f(u)du 
0 

m 1 \' I 2TTiku l L.. a e c u 
k 

k= 1 0 

lo que prueba el resultado. " 

~ o as n ~ oo. 

0 

Un sistema din~mico que tiene como 6rbita la suc"'si6ll 

anterior es 

f(x)=x+a(mod 1); 
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,, 

De acuerdo con la teoria molecular, el fluido que rodea la 

particula consiste de un numero en extrema grande de particulas 

m~s ligeras (sus mol~culas), que se mueven constantemente y chocan 

con la particula 9ue se difunde: cada colisi6n altera el momenta 

1 ineal de la'. part:f_cula pesada y asi contribuye a determinar su 

trayectoria. Adem~s, el fluido actua . sabre la particula para 

contrarrestar su movirniento, e.d. se manifiesta bajo la forma de 

una fuerza de fricci6n. 

Para simplificar las casas, descompongamos el movimiento de 

la particJla en tres direcciones ortogonales y analicemos el 

movimiento en una de .es·tas direcciones solamente. Deno·temos la 

posici6n de la particula mediante x, 

sea ¢(v) la fuerza de fricci6n eh 

~ mediante v su velocidad; 

la direcci6n x cuando la 

particula se ~ueve con velocidad v. ·claramente ¢(0)=0. 

En el espiritu de la Mec~nica Estadistica, simpli~iquemos a~n 

mas las casas reernplazando el "bafio ·t~rrnico" cons·tit.uido par las 

mol~culas del fluido mediante un t~rmino aleatoric, con Qas 

properties del ruido blanco gaussiano de amplitud CT. Entonces, en 

la notaci6n del c~lculo de Ito [Schuss,l980] la Segunda Ley de 

Newton se expresa como 

dv ¢ (v) d·t-1-<n:J.W, ( 1) 

donde { W (t) ,·t2:0} es un proceso de Wiener estandar unidimensional y 

hemos tornado como 1 la masa de la particula [compare con la ec. 

(1.4)]. Finalmente, la cinernatica d~ la.situaci6n dice que 

dx vclt. ( 2) 

Supongamos que ¢ es suficientemente regular como para 

garantizar la existencia de una unica soluci6n { (x(t) ,v(t)) ,O:St:s'J'} 

de (1), (2) para fase :Lnicial (xo,vo). Esto sucede si, por e~jemplo 

rf;(v) = -{3v, 

que par cierto es el t~rrnino de fricci6n con~iderad6 en el 

19 
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Teeorema [Franklin, 1963] 

Para cada 8>1, sea 

- c. s. con respecto a 

U = en(mod. 1). Entonces {U } es aleatoria 
n n 

8 1 a medida de Lebesgr.re. Ademas, {U } es 
n 

aleatoria solo si e·es un numero trascendente. 

As i pues, con probabilidad uno las sucesiones 

correspondientes a {rr
11

}, etc. son aleatorias. Sin embargo, no hay 

ninguna certidumbre acerca de su caracter alea·torio o falta del 

mismo. Un algoritmo explicito que produce sucesiones aleatorias se 

da en [Knuth, 1965]. 

Hay muchos algoritmos sencillos y computacionalmente 

ef icientes que se usan para generar "numeros alea·torios" 1 y todos 

comparten la siguiente estructura: hay un sistema dinamico f: X--7X, 

y se genera una "sucesion aleatoria" de longi·tud deseada 

simplemente eligiendo una "semilla" x E X y calculando tantos 

elementos de su orbi ta { f <n> ( x) } como se requieran. Vease [ Knu lll 1 

1981]. El e~trecomillado busca reflejar el hecho de que las 

sucesiones que resul tan con frecuencia no son aleatorias en e.L 

sentido precisado arriba, pero si son k-equidistribuidas pa~a 

algun k:>:l (a menudo k=2) . 

Los comentarios anteriores ilustran el hecho de que los 

sistemas dinamicos caoticos se pueden usar con objeto de genera~ 

azar en la linea real. La siguiente secci6n mostrara que li.lmbien 

pueden usarse para generar azar en un espacio de funcj_ones. 

5. F l uctuaciones termicas. 

Regresemos al estudio de los sistemas de particulas usando 

los metodos de la Mecanica Clasica, con obj eto de modelar la 

c1ifusi6n de una particula "pesada" en el interior de un t.Lu.iclu. 

----------
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fluctuacion ·termica a la intensidad de la disipacion es 

2 u =2f3k.T, ( 5) 

donde k es la constants de Boltzmann y T es la. temperatura 

absoluta. Entonces, (4a) se transforma en 

l
2kT·~ 

C'('t) - . 
0 ' 

(4b) 

Entonces, asintoticamente las dos componentes del proceso o-u 
son independientes y gaussianas, con varianzas 2kTt (la posicion) 

y u 2 (la velocidad). En otras palabras, la distribucion limite de 

la veloci~ad es la de Maxwell, y el an~logo para la posicion es la 

distribucion que predice la ·teoria de Einstein-SmoluchowsJd del 

movimiento browniano [Ingarderi, 1986], [Einstein,1956]. 

En un instante cualquiera, la ·trayector ia del p:toceso 0-U 

llena to do el espacio fase de la part:Lcula browniana, por lo que 

ciertamente se trata de un sistema fisico aleatorio. 1\. 

continuaci6n veremos que este sistema aleatoric se puede realizar 

como la salida de un sistema din~mico ca6tico. 

Para ella, y en el espiri·tu de la discus ion que conduj o a 

(1.4), sigamos a [Beck-Roepstorff, 1987] y consideremos el proceso 

o-u como la evolucion temporal de aquellas variables din~micas que 

varian lentamente (la fase de la particul~ pesada) , mientras que 

hay una escala temporal ~ (mucho m~s pequefia) q~e da la evoluci6n 

de las variables r~pidas restantes. escala tempo raJ. 

microsc6pica corresponderia al tiempo media entre colisiones de la 

particula pesada con las moleculas en el bafio termico. 

Sea { (t} una sucesi6n estacionaria de variables ale a Lo1: J as 

con media cera y varianza 2 
(f ' definiclas en un espac.Lo 

probabilistico com0n (X,A,g). Sup6ngase que la particula recibe en 

cad a instante n~ ( n=O, 1, 2,, . 

tiernpo ·t, habr~n ya ·acurrido 

recibido ser~ entonces 

. ) un impulse de magni·tud ~~n. 1\.l 

[ ·t;-t J impactos y el impulse . ·total 
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tratamiento original de Langevin: la ecuaci6n (1) se transforma en 

dv = -~vdt + ¢dW. ( 3) 

La soluci6n del par ( 2) , ( 3) correspondiente a una fase 

inicial (xo, vo) se llama el modele de Ornstein-Uhlenbeck para el 

movimiento browniano- brevemente, el'proceso o-u. 

Un c~lculo f~cil muestra que tal proceso est~ dado per 

·x (t)] [ 1 

_v(t) - 0 

y las propiedades elementales de la integral estoc~stica [Schuss, 

1980] muestran que 

i) el 

ii) su 

j_ i i) su 

vease 

proceso 0-U es gaussiano 

media es 

[ Xo 
Vo ( -~t J l +- 1-e 
[3 

-[3t Vo e 

matriz de covarianza es 

C(t) 
=[ 

[Doob, 1942], 

2 ( -2[3·t) J CT 1-e 

2 
(]' 

tambien [Nelson, 1967] para estos 

resultados, que originalmente fueron obtenidos en 

[ OrJ1stein-Uhlenbeck, 1930] y tambien en otras fuenb~s. 

Para t grande, 

c(t)- [ ~\ 
( 4 a) 

La f6rmula de Einstein que relaciona la amplitud de la 
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x = Q (x ) 
n+l n 

( 8b) 

El par de ecuaciones (8) cori~tituye un sistema ~in~mico que 

act~a on el espacio X x ~. N6tese que no hay nada aleat6rio en ~1, 

y sin e~bargo vale la siguiente afirmaci6n: 

Teorema [Beck-Roepstorff, 1987]. 

Bajo ciertas "condiciones t~cnicas" sabre f y Q, 

[ t./ '{;" l 

S("t): =0CL: f(X ) ~ crW("t) 
~ n+1 

n=O 

para tE[O,T], donde "~" denota La convergencia debil y 

00 

cr
2

: = E £; 2 
+2 L E ( t; t; ) 

o ~ o n 
n=l 

El resul tado anterior nos permi te usar el sistema dinamico 

(8) para generar (aproximaciones de) las trajectories del sistema 

de ecuaciones diferenciales estocasticas (1), (2). De esta manera 

hemos construido un generador (deterministico ciertame11te) de 

funciones aleatorias. Para implementarlo, basta ·tamar cualquier 

sistema dinamico ca6tico, tal como 

2 
f(x) = 2x- 1 on [-1,+1], 

que tiene una medida invariante ~ dada por 

~(A) _ 1.J dx 

IT A J 1 · -x2 

suponiendo que dicho sistema satisfaga "condiciones b2cnicas" 

mencionadas arriba. V~ase [Beck-Roepstorf£,1987] para los 

detalles. 
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[t/1:"] 

s-c (t) - ~ .L t;n 
n=O 

La Segunda Ley de Newton se expresa como 

dv = ¢(v)dt+dS (t) 
1:" 

-compare con la ecuaci6n nolineal de Langevin (1). 

Sea f: X---7IR igual a E
0 

y supongamos que 11- es de hecho su 

distribuci6n.El car~cter estacionario de {( } es equivalente a la 
n 

invar iancia de 11 baj o alguna transfonnaci6n .4-mecUble Q: X-7X, e. d. 

Ademas, 

Sea xn: 

-1 
JloQ = Jl. 

t;n+l = ( n oQ, por lo que 
n 

== Q X, 11 = 0,1,2, ...... 
0 

( 6) 

vease [IIida, J970]. 

Por otro lado, entre dos impact:os suces i vos, dj_rJarnos pn 1·;:1 

IlT="t< ( n+l) T, n=O, 1, 2, . . . la velociclad de la particula evoJ uciona 

de acuerdo con 

v = ¢ (v) ,v(m:) = v ( 7) 
n 

Sea g(t,vo) la soluci6n sobre [O,T] de (7) para' il"~o. 

Entonces, la invarianza temporal de la ecuaci6n diferencial en (7) 

nos penni te decir que 

Al final del 
r: s lma ] • • • (n+l) CO _J_SlOil, 

lim v(t) 
t----7(11+1)1: 

g(T,V) 

s i m o 
n periodo, 

n 

la particula sufre Ja 

de la que obtiene un impulse adicional de 

mu.gn i tud ~ f ( x
11

+ 1 ) . Por ello la Segunda Ley de Newton se escd lJP 

ahara como 

V = g ( 1:" , V ) +~ f (X ) 
n+l n n+l 

(8a) 

donde 
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