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1. Aplicaciones de la mecanica ala geometria 

1.1 La composi ci 6n de fuerzas. 

1.2 El postulado del movimiento perpetuo. 



1. 1 La composi cion de fuerzas [Kogan cap. 1] 

Principe 1 es suposi ci ones 

1. Le fuerza es un vector y se ceracteriza por una magnitud} une direccion 
y un punta de aplicaci6n. La lfnee e lo lergo de la cual ectua una fuerza se 
llarna su linea de a~cion. 

2. Lin cuerpo que nose deforme}_esto es} que siempre conserve su forme y 
tarnafio) se 11 am a ri gi do. 
De hecho to do cuerpo puede ser def armada en ci erto gredo) pero est as 
def orrnaci ones son tem pequefias que pueden ser despreci ad as. El concepto 
de cuerpo rfgido es unfl idea11zaci6n. · 

3. LlneJ co 1 ecci on de fuerzas que actuan en un cuerpo se 11 ern a un si sterna 
de ·fuerzas. Un sistema de fuerzos se dice que est6 en equilibria o que 
es un sistema de equilibria si nose produce ningun movimiento cuando 
se ap li ca a un cuerpo rf gi do en reposo. 

4. Dos sistemas de fuerzas son equiva1entes si producen e1 mismo 
..,rnoo...·imiento al ser eplicados a un cuerpo rfgido. 

De e::;ta definicion se sigue que para todo fln pr6ctico~ un sistema de 
fuerzes que actue sabre un cuerpo rfgi do puede ser sust i tu fda par cua 1 qui er 
sistema equivalente sin aHerar le discusi6n. 

5. ~;i un sisternEJ de fuerzas es equivalents a una sola fuer-ze R) decimos que 
lB ~uerza Res la resultante del sistema. 
Nota que cada sistema de fuerzas tiene une resultemte. 

! 

Adernas de 1 os conceptos anteri ores useremos 1 as si gui entes regl as 
(a:-domes) de la estatica. · 

Regla 1. Dos fuerzas F1 y F2 que actue:m en el mismo punta tienen una 

resultante R que actua en el rn1smo punta y que se repres~~ta_~or _la 
diegonal del paralelogn:uno que tiene las fuerzas F1 y F2 como lados 

adyacentes. 
Esta construcci6n.se llama la ley del paralelogramo para fuerzas. 
Est a regla perrnite cam bier les fuet-zas F 1 y F 2 por la fuerza R) y al reves) 

carnbi ar una fuerza R por 1 as fuerzas F 1 y F 2 . En el primer caso se trata de 

1 a cornposi ci 6n de fuerzas, y en e l segundo) de 1 a descomposi cion de 1 a 
fuerza R en 1 os componentes F 1 y F 2 . (Est a descornposi Ci 6n se puede 
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reel izar de un numero infinito de man eras, ya que ·es posible construir un 
n(Jmero inflnito de paralelogramos con una diagonal R.) 

Regla 2. Si anadimos un sistema de equilibria a un sistema de fuerzas, o 
si quitemos un sistema de equilibria a un sistema de fuerzes, el sistema 
resultente sera equivalents al sistema original. 
En particular esto implica que una colecci6n de sistemas de equilibria es 
un sistema de equili~rio. · 

Regla 3. Dos fuerzas estan en equilibria si y solo si tienen la misma 
magnitud, direcciones opuestas y una lfnea de acci6n comun. 

Regla 4. Una fuerza que actua sabre un cuerpo rfgido puede ser 
arbitreriamente desplazada a lo largo de su lfnea de acci6n. 

En ot.ras palabras silas fuerzas F y F' tienen la misma magnitud y 
di recci 6n y ti en en una 1f neo de occi 6n comun, entonces son equi vo 1 entes. El 
converso es tambien cierto: si los fuerzas F y F" son equivalentes, 
entonces tienen la misma rnagnitud y direcci6n y unB lfnea de acci6n 
cornun. 

... La regla 4 irnplica que para fuerzas que octuan sabre un cuerpo rfgido, el 
punto de aplicaci6n no irnporta; es la lfnea de acci6n la que determine la 
fuer-zo resu: ~ante. 
LEI reglt~ 4 nos perrnite sumar fuerzas cuyos puntas de eplicaci6n sean 
diferentes con tal de que sus lineas de acci6n se intersecten. Supan que 
querernos sumar las fuerzas F 1 y F 2 . (fig 1) P.odemos tras 1 a dar las fuerzas 

a 1 pun to 0 y user 1 a regl a 1 para obtener 1 a resultante R de las fuerzas F'1 

y F'2 completemdo el peralelogrerno. 

0 

{;: :r j.J 

\~~' .; .: J 

Figura 1 .-- ' ... . . 
h t.· .-
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De las reglas 3 y 4 obtenemos la siguiente importante proposicion: 

Propos1c16n 1. 51 tres fuerzBs.no pBreleles y coplBneres estan en· 
equilibria, entonces sus lfnees de ecci6n se intersecten en un solo punta. 

Dernostraci 6n. Supan que 1 es fuerzBs P 1, P 2 y P 3 est an en equil i brio. (fig 2) 

Trasladando las fuer:?es P 1 y· P 2 al punta 0, padernos obtener la resultante 

R12. Les fuerzes P3· y R12 estan en equilibria. Pero esto solo es posible si 

tienen una linea de accion carnun. Entonces la linea de acci6n de P3 pasa 

por el punta 0, esto es, las 1 fnetls de acci6n de las tres fuerzes se 
encuentrBn en este punta. D 

/ 
.. 

p 
1 

0 

Figura 2 

U~;erpjo esta proposici6n, probarernos algunos teorernes de geornetrfa. 
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Teorema sobre las bisectrices de un trHmgulo 

Teorema 1. Las bisectrices de los engulos interiores de un tri6ngu1o se 
1 ntersecten en un pun to. 

Consideremos seis fuerzas igueles F1, F2 , ... , F6 ectuendo a lo lergo de 

los lados de un trifmgulo, como se rnuestre en la figure 3. Como estas 
fuerzas se cancelan·mutuamente por pares, estan en equilibria, y par tanto 
1 as resultantes R16J R23 y R45 tambi en est an en equi1 i brio. Pero las 

fuerzas R16, R23 y R45 est6n dirigidas a los largo de las bisectrices de los 

angulos interiores en A, By C. (Los paralelogremos son rombos y la 
diagonal es la bisectriz del angulo.) D 

A 

Figura 3 

otro teorema sollre las bisectr1ces de un trHmgt..: __ 

Teorema 2. Las bisectrices de dos angulos exteriores y de un angulo 
interior de un tri angul o se inter-sectan en un pun to. 

Considera las seis fuerza iguales F1 , F2 , ... , F6 rnostradas en la figura 4. 

Estes fuerzas est an en equil i brio ya que cad a uno de 1 os tres pares de 
fuerzas, tomadas ~onsecutivamente alrededor del trHmgulo esten en 
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equilibria. Pero le resultante de las fuerzas F1 y F6 este dirigido o lo largo 
de 1 a bi sectri z de 1 angul o exterior AI y 18 resul tante de F 4 y F 5 est a 
dirigide a lo lergo de la bisectriz del angulo exterior C. La resultente de F2 

y F3 esta dirigida 8 1o lBrgo de la bisectriz del angulo interior B. 0 

B 

Figura 4 
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Teoremo sobre los o1turos de un trHmgulo. · 

Teoremo 3 Les alturas de un triangulo se intersectan en un solo punto. 

La figura 5 representa un tri6ngu1o ABC) con las fuerzas F1, F2 , ... , F6 
actuando a lo largo de sus lados. Se han escogido las fuerzas de modo que 
se sati sf agan 1 as si gui entes ecuaci ones: 

F 
1 

·:: F 
2 

= F cos¢ 
. ' 

F 3 = F 4 = F cos B ( 1 ) 

F 5 = F 6 = F cos A 
donde F es una unidad de fuerza. (Nota que usamos la convenci6n que si F 
denota un vector) F es su magnitud.) Como las fuerzas F 1 .. F 2 .... _ , F 6 

estan en equilibrio 1 las 1fneas de acci6n de las resultantes RAI R8 y Rc 

mostradas en Je figure se deben intersectar. Veamos la direcci6n de las 
resultantes. 

B 

c A 

Figura 5 

Por ejemplo, surnernos las fuerzas F1 y F6 que actuan en el vert1ce B (fi~: 

6). 
Para hacer estol descompongamos estes fuerzas en dos componentesl una 
pare lela la Jado AC y otra perpendicular a este. Le primera componente la 
l1amaremos horizontal~ y ala segunda; vertical. 

·' 
., 

:I ' 
~ .. 

<' 

f r::l,.: 
~ :;.:·r: .::··~. ,s, :;-.. 

, ' - ~ " - n 
~·~~ i- ~:.· ·~ l ~r L ~~ ~ ~~ 
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B 

A c 

Fi gur-B 6 

De la figur-a 6 es clara que las magnitudes de las cornponentes horizontal as 
delasfuerzasF1 yF6 sonigualesaF1 cosC y F6 cosA.Perode(1)se 

sigue que 

F 1 I F 6 = cos A I cos C 

De donde 

A::;f, las cornponentes hor-izontales de las fuerzas F1 gf6 secancelan y por 

tanto la resultante de l~s fuerzas F 1 y F 6 es perpendicular all ado AC. Por . 

lo tanto la fuer-za R8 es~e dirigid8 8 lo leJrgo de ltJ altura perpendicular a 
' I 

AC. ! 

Analogamente, podemos deducir que las fuerzes Rc y RA estan dirigidas a 

1 o largo de 1 as otras alturas de 1 tri angul o ABC. De aqu f se si gue e 1 
resul tado. D 
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Un teoremo sobre 1os medionos de un trHmguJo. 

Teorerna 4. Las rned1anas de un trHmgulo se 1ntersectan en un solo punta. 

Consi dera 1 as fuerzas F 1, F 2 , ... , F 6 que actuan como se muestra en 1 a 

fi gura 7. Supan que cad a una de estas fuerzas t i ene magnitud i gual a un 
rnedio de la longitud dellado correspondiente del triangulo. Entonces la 
resultante de las fuerzas F 1 y F 5 estara representada por la mediana 

ditlujado allado BC; la resultante de las fuerzas F2 y F3 estar6 

representada par la mediana dibujada all ado AC; y la resultante de las 
fuerzas F 4 y F5 estara represent ada por la mediana dibujada al lado AB, ya 
que se forman triengulos semejantes por los paralelogramos de fuerzas 
rnostrados en la figura 7. Lt:Js fuerzas F1, F2 , ... , F6 est6n en equilibria y 
de aquf se sigue la conclusion. 0 \. 

B 

A c 

figura 7 

! 
! 
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EL POSTULADO DEL MOVIHIENTO PERPETUO (Kogon cop. 2) 

Es posible probar ciertos teoremas geometricos usando el postuledo que el 
movi mi enta· perpetuo es i mposi b l e. En este cop f tul o se demostror6n veri os 
teorernas de este tipo. 

1.2 El mornento de fuerza 

Adernas del postuladci de la imposibilidad del movimiento perpetuo} 
necesitaremos la ley de mementos. Enunciaremos primero esta ley. 
~;upon que un cuerpo est a be j o 1 a i nfl uenci a de una fuerza F y que puede 
rotar alrededor del eje z. El movimiento rotatorio causado por una fuerza F 
est.a determinado par su momento con respecto al eje z. Para calcular 
este momenta, descomponemos la fuerza Fen componentes F" y f"", con la 
prirnera componente sabre un plano perpendicular al eje z, y la segundo 
pore!lela al eje. El movim.iento ro.tecional causado por la componente r·· es 
clararnente igual a cera. La acci6n rotacional de la componente F" se mide 
por el producto del vector F" por el escalar d} donde d es la distancia entre 
el eje z y la lfnea de acci6n de la fuerza F". Este producto, denotado por 
F'd, es a veces llamado la torca} yen este texto sera llamado el momenta 
de la fuerza F con respecto al eje z. 
Como la fuerza F' es la proyecci6n de la fuerza F sabre el plano PJ podemos 
dar 1 a si gui ente defi ni.ci 6n. de momenta: , 
Definicion. El momenta deJa fuerza F con respecto al eje z es el producto 
F"d .. donde F" es la proyecci6n de fa fuerza F sabre el plano perpendicular al 
eje z .. y des la distancia entre el eje z y la lfnea de acci6n de la proyecci6n 
F·. 
As f .. 

donde t\(F) es el momenta de la fuerza F con respecto al eje z. 

~;e si gue de est a defi ni cion que e 1 momenta de fuerza es i gua 1 a cera en 
s61o dos casos: cuando la lfnea de acci6n de la fuerza intersecta al eje z} o 
cuando es paralela a este eje. 
~;i) como frecuentemente ocurre, Ja fuerza F tiene una 1 fnea de ecci6n que--- -
est a sabre un p 1 a no perpend·i cul ar a 1 e j e z} entonces f" = F y por tanto 

Mz( F ) = Fd 

En este caso la di stanci a d se 11 arne el brazo de la fuerza F. 
Asi gnarnos un signa a l rnornento de fuerza. Para este prop6sito desi gnarnos 
una de las direcciones de rotaci6n como posit iva y la otra negativa .. 

1 .2 momento de fuen:a > F1sicJ -



Entonces, si la fuerzo tiende a rotar el cuerpo en ra direcci6n positiva, 
consideromos el momenta positivo, yen caso opuesto como negotivo. Par 
tonto podemos escribir 

M/F) = ± Fd 

donde el signa esta determinado por la direcci6n de la rotaci6n. 

Se necesitaran las siguientes dos reglas: 

Regla 1. SiRes la resu1tante del sistema ( F1, F2 , ..• , F
0 

), el momenta de 

fuerza Res igual a la suma vectorial de los momentos individuales de las 
fuerzas F1, F...., , ... , F . 

"" n 
Est a regl a se puede escribir en la forrna 

Donde ~1z(R) denota el momenta de la fuerza R con respecto al eje z. 

Esta proposici6n se conoce como el teorema de Varignon . 

... 
Eegla 2. (Ley de mornentos) Supan que un cuerpo rfgidopuede rotar 
alrededor de un eje fijo. Para que las fuerza que actuan sobre.el no causen 
nJtaci6n, es necesario y suf1ciente que la suma vectorial de sus monetos 
sea i gual a cero. 
(En otras palabras, el momenta de las fuerzas que tienden a rotar el cuerpo 
en la direcci6n posit iva debe tener la misma magnitud que el mornento de 
la fuerzas que tienden a rotarlo en la direcci6n negative!.) 
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Teoremo de Pit6goros 

Consi dera un pri sma triangular cuya base es el tri engul o rec­
t6ngulo ABC. Llenamos el recipiente con gas y permitimos que 
rote olrededor del eje vertical oo·. 

o· . 
~ 

A 
, .. 

~ 

0 

,­
,- ... 

Como el movimiento perpetuo es imposible, e.l recipiente manten­
dra su estedo-inicial de repose, y las fuerzes ceusadas par el gas 
en las peredes later~les del recipiente deben ester en equilibria. 
Cada una de estas fuerzes tiende a rotar el recipiente alrededor 
del e j e oo·: Las fuerzas F 1 y F2 en senti do contrari o a 1 as mane­
ci 1l as del rel o L F3 en el senti do de 1 as maneci 11 as. Par tanto 1 a 
sum a de 1 as mementos rotaci anal es de las fuerzas F 1 y F2 deb en··· 
igualar el momenta rotacional de la fuerza F3. Como los brazos de 
estas fuerzas son iguales a AB/2, BC/2 y AC/2 respectivamente, 
podemos usar l es f6rmul as pare 1 os mementos roteci anal es per a 
obtener: 

. F 1 * AB/2 + F2 *BC/2 = F3 * AC/2 

Como F 1 = p(A B * h) 
F.2 = p(BC * h) 
F3 = p(AC * h) 

Donde pes lo presion del gas· y h la altura del prisma. Sustituyen­
do, y simplificando se obtiene 

AB 2 + BC2 = AC 2 



TEOREMA SOBRE TANGENTES Y SECANTES. 

Supan que un recipiente lleno de gas tiene una base cuya forme es 
1 a fi gura ABC. La fi gura se muestra vista des de arriba, el plano 
ABC es horizontal. 

A 

K 

D B 

"" El recipiente tiene altura h. Supan que el recipiente este fijo a 
1 a v a ri 11 a B 0, y que est El v a ri 11 a est e f i j a a 1 e j e vert j c a 1 0 de modo 
que el recipiente pue.de rater alrededor de este eje. El recipiente 
permanece en reposo y l a sum a de 1 os mementos actuando sabre 
las paredes es cera. Solo las fuerza F 1 y F2 sabre las paredes 
AB y AC p~-oducen mementos rotacionales. Como estes son de 
signos opuestos y los brazos son iguales a BK y LM, sabemos 

F 1 * BK = F2 * U1 

Como BK = AB/2 !:J LM = (LC + LA)/2 =(LD + LA )/2 = AD/2 

Par lo tanto F 1 * AB = F2 *AD 

se tiene tambien que F 1 = p CAB* h) y F2 = p(AC *h) 
de donde p(AB*h) AB = p(AC * h) AD 

o sea AB = AC * AD 

Esta ecuaci6n expresa el teorema: El cuadrado de la tangente a un 
cfrculo desde un punta es igual al producto de la secatante desde 
ese punta par la parte externa de 1 a secante. :~~ ; f.;i · L:-~ l 



TEOREMA SOBRE CUERO AS QUE SE INTERSECT AN EN UN C I RCULO 

see un recipiente en forma de prisme con base ABO y altura h 
lleno de gas. sujeto ale verille LO que puede girer libremente 
al rededor ~el e j e o. 

A 

E 

Como el recipiente permanece en reposo, los mementos rotetorio~ 
de las fuerzas F 1 y F2 son de signos contrerios y de iguel megnitud 

De donde 
-~ F 1 * KL = F2 *MN 

KL = AL - AK = AC/2 - AB/2 = (AC-AB)/2 = BC/2 
MN =OM -ON= DE/2 -DB/2 = (DE-DB)/2 = BE/2 

F 1 * BC/2 = F2*BE/2 
F 1 * BC = F2 * BE 

Como F 1 = p h AB y F2 =ph DB 

p h AB * BC = p h BE * DB 

De donde 
AB * BC = BE * DB 



2. Los principios de la mectmica 

2.1 La palanca. 

2.2 El centroide de un triangulo. E1 area de 1a parabola. 

2.3 El plano inclinado. 



La ley de 1a pa1anca de Arquimedes 

Regla 1 
A>~i orna de Arqu fmedes: dos pesos i guales col gados a di stanci as i gual es del 
punta ,je apoyo esten en equilibria. 

F 

14 •I~ 1 ~1 

p p 

Regla 2 
Do::: pe:::os igua1es pueden ser sustituidos por un peso doble situado ala 
rnitf11j 1je los dos sin alterar el equilibria. 

Ejernplo 
- ~3L.a un sistema en equilibria se afiade un peso en el punto de apoyo, el 

equi1 i tn-; o no se e Hera. 

1 2 

/ 1\ 
E E I 

I~ 

' 
i 

t;~:::::::::::<J ;///: ~:.~·/.// 

~-· •.. ··'/. . ...] ~,/0/ ~»-: V// 
p p p 

~::;; :::e :::ustituyen los dos pesos de la izquierda por un peso doble situc:njo a la 
rnita1j, el equil i brio no se a Hera. 

2.1 . 1 



f:' 

1"1
1
lt--1/2---!)mj•--- •I 

Ei ~--------~--------~----------------~ E2 
\ 

p 

2P 
En este sistema se satisface 2P * 1/2 = P * 1 

Ejernplo 2 

14 pe::;os de 1/2 P cada uno se suspenden a intervalos iguales de una 
pi::llfJn.ca, sirnetricamente situados con respecto al punto de apoyo. 
3P colgados a una distancia 4 equilibran a 4P a una distancia 3. 

p F 

3P 
4P 

2.1 



' 
I 

! 
' 
! 

n_, ____ $r-.'1.:l-..-.'\ 
rOIOlH ... O \DOJ Jlt::UJ · 

Una '·ii ilo homoiJenea ije secc:i 6n transversa 1 constante se cuel oa de 1 os .::J ._, .:;; 

e::-::trer:·~o~: de una pal;:mca CU!:JO punta de.apo!:JO esta en el centro. 

F 

/\ 

~;; :::e corta la viga !:l se amfltTan los nuevos e:>=:trerno:::, se rnantiene el 
equi l i brio. 

F' F 

~::;; l o::: :;eQrnentos ,je vi ga se cue 1 !jan de :;us centro:; de mas a en vez de 1 os 
_ e;d.n::rnos, se. con:::er-va el equil i brio. 

i"1 1 F' F 

------:,~====-h----_-_-~,=~=-11-~~----------­
l~ 2 ] 1----l)j~ll~· ======-=--=--=--2_1_::::~========-=--=--=--=-:;~1 

Lin pe:::o P2 = 21.1 suspendi,jo en t-1 1 equilibra un peso P1 = 21 2 suspendido en 

f"·l-. ·' .. 
..::. :.~ . ~ ~ .'i.f 

··'·~· •A ·f.' r: •• .•. J~ 

i fi fi 
G U ~ 
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2.·2 

Aplictlcion del principio de la palanca 

Teorerna: las rnedianas de un triangulo se intersectan en un punto. 
De un triangulo rfgido horizontal se cuelgan tres pesos iguales de sus 
vertices. 

A 

p p 

Se sustituyen los pesos en B y C por un peso doble en el punto medio A'. El 
punto de equilibria G de este peso doble y el peso en A esta sobre la 

-- rne,ji f1na a un tercio de su 1 ongitud. 
~ 

A 

B 

'""".-":./~ -. I 

'"""'""" I -_. _., I ./,. ,.,.- .... 
'""" G I 

'""" I p 
'""" " I 

'"""'"""'"""A'/ I ~-· I 

------"c 

2P 

El ar-gurnento es sirnetrico para las otras rnedianas. Como la resultante es 
(mica, las rnedianas se intersectan en un solo punto. 

A 
• ?'~ 

Z
'"""?;l 

C' I 
'""" I ,..- . 

'"""'"""~~~~Y- II B 

B ~ ~-:::-'l:G\v/ ..;::,---
.....-=_ - - - - - - - - - - - c 

A' 



Aplicac]on: el centro de gravedad de un triimgulo_ 

~:;ea una lamina triangular· hornogenea de ancho constante, formada por 
f i t' n:r=: p G ral e 1 a:; a l a . base. 

Pan:~ c;:nja fibra B1 C1, la rnediana la bisecta, por lo tanto, si se sostiene el 
tri en9u1 o por 1 a medi ana queda en equil i brio. Lo mi srno vel e para 1 as otras 
rne,jianas. La intersecci6n de las medianas es el centro de greveda1j o 

~ centroi,je del trianqulo. 
~ ~ 



P.l a no 1nclinado (Ga 111 eo) 

Para determinar cual es la fuerza que se debe hacer para que un objeto que 
esta en un plano inclinado (sin fricci6n) se deslice, podernos imaginar una 
polea en el extrema del plano del cual cuelga un peso tal que mantiene el 
::; i stern a en equil i brio. 

p 

- La polea se puede sustHuir por una palanca ton::i,ja_ 

A1 
f\. 
1\ 
'c~\ 1 
I 

F 

p 

v 

p 

p 

D 8 1 a 18 !:1 de 1 a p a 1 an c a to rc i d a, p 1 s 8 n 9 0° = P 1 s 8 n cr_ 
De donde 

p = P sen o:. 

•. ... ' -·· . .. 



Stevin: el plfino inclinfido 

Um:1 ct:njene cuel g-a sabre un tri6ngul o. Como e1 movi mien to perpetuo es 
irnpo:3ible, le ce,jene esta en equilibrio. 

B 

A c 

D 

El equilit1rio nose altere si se quite el segrnento colgente AC. 
B 

~\ 
~ -- .... -~ hi \\ _, J' I I 

_......-.... /a 1 b\'\ 
...--,..,.-/..- I \' 

A /~···-:..---c~- rh 13 \\ C 

La fuerza neceserie para evitar que la cuerda resbale ,jepende de~ 6ngulo y 
_, -1 .- ,-.. - F f { . 'I p IJJ:; pt;.:;.•_l = ,(t, 

?.., 
-.0 

p 

~::~a ~ 0 

I 
I 

! 

,...:c·, v 
I 

.-. ·~ 

,.\ -~ ~ 
r-/~ 1.~. 
·~ ·-=~ j. .... ....4,. 

Stevin, F'isic.a II 



F1 =ap f(o:) 

F2 = b p f(Jl) 

don de p es 1 a densi dad de 1 a cuerda. 

e p f(oJ = b p f{Jl) 

a = h / sen o:. b = h/sen Jl 
f(o:)/ sen o: = f(jl) I sen p = c cte 

F = P c sen ( 9) 
si = 90° 
P = P c 1 ~ de donde c = 1 

F = P sen { 0) 

De aquf se tiene la descomposici6n de fuerzas en el plano inclinado: 

P = P sen ( o: ) + P cos (a ) 

.-1-."e. .. -1.-.••• -•• ~ C~~~o~-~~t-~ c~ --~-~~d 1 '"' 1 ~ -d 1 plo~O II lo O"'"ra Or"'"OQ'"'n~dl a 8~ '"'t8 UUI!I..lt:! I.~IICI Ulllp 111::!11 I:!.;;::;;, !JCll lclCl I II ~ I. ll1 IJ ;:. . 

. 8 



3. Cinernatica 

3.1 Velocidad y ac~1e.raci6n 

3.2 Movimiento rectillneo- aceleraci6n constante 

3.3 Movimiento en un plano 

3.4 Velocidad relativa 

' 

! 
! 



3.1 CINEf'·JATICA 

Cinemiitlcu: descripci6n del movimiento. 

~;u~·:=:n que una partf cul a P se rnue·.,..e en e 1 espaci o. ~:u posi ci 6n est a dadt~ por 
r = r (t) 
f(t) = (::<(U, y(t), z(t)) 

ec:uaci 6n pararnetri ca de 1 a trayectori a de 1 a partf cu1 a. 

EJenwlo: 

rnm.•i rni en to circular .. radio = a.. per·i odo T 

-:= = 'j- ,-.,j- c c:r .,, + 'j- ..:·1:!- r·, ,",( -,~ 
J I 1...- ·-1 .•';..,' I ._1 , .fl'..l 

como el peri odo es t. 

JJ = 2·nt/1: 

la po::;ici6n de la partfcula est;§ dada por 

•'t 'o o' • o \ A f j 't o '\ • n. . ..' = ;:J co::: ' .. ::tnt/·1. .. ' 1 + a sen \. L.TJ ./'t .. J 

3.1 



\..'ELOC I DAD 

~;j en un pequefio i ntet-'·ltll o de t i ernpo .6. t_. la portf cul tl :::e rnueve o l a posi ci 6n 
r(t+.6.t) 

el c;:Jrnbio en lo posici6n esta dado por­
r ( t + .6. t) - r( t) 

~d e l catr1bi o pror-nedi o de posi ci 6n e::: 
f(t + .6.t) -f(t) 

&t 

0 2 f. 1 a '·/81 o c ida ,j de 1 a p a rtf c u 1 a e s 

-. f(t+.6.0-f(t'l 
v = 11m · · · ' 

~t 

- d f 
e:~i.o es v =-

d t 
1;·· '-i•"•lnr·i1j··j -.:·]·- ~---j71~l .• f IJP. r··-jf"f"!bi].(J]·f·i':·t:::.tyl-;~f-f'"'"j Jjc.] ' .. 'P.J"'tl·r dc. r.JJ"i'="l·I-.]·I~Jf"f d- ]·-.. J ·,c;,._ .. _.,. 1jf f::!._, 1j I ,;... .• f .• •. 1 • •·-•.I..J ,1_.~ <Jl r:;, '-·~--' 'J t-•'•' ··- I:! ij 

n::;t·" r,-·Jj]·::. r···' 1., _.. ~~. 

L•s '·/elociija,j V 
e::; un '·..'ector .. ,jiri!~i,jo a J(, lar!~O ,je la tangente a la cun.·a len P y en el 
:::snt.i ~jo ,je t creciente. 

l ::. ,-,-.. ::, .~,.,;+f •. -: 1-1,-:, 1 .,.-.... t' ··_1·- .-:.::: 'I;:, 1.-,.~; ·j··· d •:· ;-, ]j ij- f"f"' 'j" J ij" t•ij- 11i 1-'Ju 7 ..... u :;fl_;~:l''' !.Ju Jr.:; I v~L· '1 u~..~ ', r::JLI_.JI 1J ...rr:; ti • t-1 '-·.:.... 

'u'-
1

j'V'i I 
' - ' ! 

I 

En tetTni nos de coor·denadas cartesi a nBs 

dF 01,_.1 ,, dw j' dz ·r ... , 
--- ]+ + -:~ 
,jt_ dt ,jt_ ,jt_ 

Ej empl o mm'i miento circular (cont), 

. .., n·. 
- _L .. ij -=-P.n (-·;-r,-t/7YJ·· + 
-- •.J-• ~~}} I -.1 

2-na 
z z 

3.1 2 



D8f. 
L·J eceleraci6n esta definida por 

., 
o a= d~r · 

ljt_ 

En el ejernplo 

. .., 
d ..:.....,(t) '-.r, •} A 

.-. k 
dt.<:. 

• '•) -"' t ) , ·~ • A 

ei = - ( IJ1 'f tJ cos .2·n l - ( : . .-rr T a sen ::: nt J 
\Z/ Z \Z; Z 

Cip·nnln· 
L .. ~ -. ;- - • 

2-a= -vot r 

EJ ··.:ector de posici6n de una partfcula e:::ta 1j;:pja por 
F (t) = (a cos(wt), b sen (vv·t), Ct) 

ljon,je a .. t' y vv· son constanfes. 

La partrcula :;e rnueve sobre una elipse !d la aceleraci6n es 

' 
'•' I_ •"j I"• 1"•1 i"• { 'u'u' t ) ''1-' -·'-"·='··"' 

t .. t' 11 ;=: 1 sen \.'vV .} 
·='! 

·~·2 _ ~2 1-.u-L·2 {···t)' 
'' - '...i ~ 0 ... 'f't .. 

? t"' .., (' ' I I~ - 1..:.. r-·P.t"j..:.. 'u'u't I .:t - ~ -·t 1, t I •1 

,, 
:·.::.:. + 

.-. 
a"' 

t; = {- •!:! Ill ,.,P.t"l {•u'u'tl b 111 r·n·-• {\,'u't'' ()'11 r '• '-l 'f'f •:r .... 1, l I .. } ,t 'f'f _. - ::J 1, T' .. .1 I '-' ,t 

•:t = (- av·i 2 cos (··,·vt),- t1V·l 2 cos (·wt), 0) 

3.1 



3.2 Movimi en to en Hnefi rectfi: fiCe l entci on ·consttmte 

r =(::.:(U 0 0) 
0 • • J J 0 

v =( d;< (t), o, o'·l 
\ ,jt_ / 

i] = (( ,j2 
'·-' ( t) 0 0 \) 
f'r '· • ,1 J 

'• ,jf~ ,) 
pan:J e!;:;te caso e::: coni.,..enciona1 

r = ::< 

v = d::< 
,jt_ 
., 

d.:...,. 
'3 - ,., 
I - ,jf<! 

~::i a e::: constante 

v = ,r_a 
v = at + k 
:::i en t = f) v = u .. entonce::; 

v = u + at 

.,. t' dt ::; = .nu + e ,.1 • 

= ut + + at2 + k .. , 
~ ,1!. 

k=U 

si en t = o la partfcu1a esta en el m-igen 
k:.., = 0 

..:. 

~< = ut + .l.. ot2 
2 

t = v - u 

i< = u (v - u).la + .l.. a (v -u) 2 /a 2 

2 

a;.; = uv - u 2 + .l.. i:~ (v- 2 - 2vu + u 2 ) 
2 

. .., 2 2a;,: = - u "'" + v 
•} ·":r 

v..:. = u..:. + 2ex 
e:::ta ecuaci6n ,jetet-rninf! la veloci,jad en cualquier posici6n. 

,-.. ,-.• --.• --.- ,-.,-.- .. II·- .• -. ,-.-- I ,.., -.-- -~ .... - ....... -.-- -E t . ']'d '] l . •' t t ·=·.a.:. l::!Ldui_.June.: .. :.utr .,,j 1 a.:.-=·'-' u par.j acl:! l:!t •jt.Jun LOt~.:. r:Jtr.l:!. 

3.2 4 t·1ovimiento ,; 1'387-3 

- --- --- ---- -------- ---------------- -~-~ 



3.2 Aceleroci6n constonte [Burghes cop. 2] 

Ejemplo: 

El c6digo brH6nico de Ctirretera aflrma que un coche que viaja a v km/h no 
puede detenerse en una distancia menor que .3{v + ..P./70) m. El primer 
termino representala "reacci6n del conductor" y la segunda la "distancia 
de frenedo". 

Dos coches via jan en la misma direcci6n a 100 km/h con una distancia 
entre sf de x m. 

Si 
a) el primer coche tiene una colisi6n de frente, que 1o detiene 

i nstanHmeamente, 

b) el primer coche hace una parada de emergencia, debido a un pe1igro 
del cual el segundo coche no tiene aviso previa; 

encuentra en cada caso 1a distancia maxima entre los coches para que una 
~olisi6n sea inevitable. [Sup6n que el segundo coche no tiene ninguna otra 
opci6n m6s que frenar.] 

Soluci6n: 

e) En este caso, para que haya oportunidad de evitar una colisi6n entre los 
caches, la distancia pam parar de1 segundo coche debe ser menor que x; 

esto es, .3{ 1 oo + 1 oo2 /70) < x 
esto es, x > 73 

Asi que una colisi6n es inevitob1e si x < 73 m. 

b) Claramente los dos coches tlenen la mismo "distancia de frenodo", y el 
conductor del segundo coche 1nfciar6 su perodo de emergencio tan pronto 
como vea los luces de freno del primer coche. Asi que une colisi6n se puede 
evitor solo si 

x > "t i empo de reoccion· 
esto es, x > .3 x tOO 

Por tanto una co1isi6n es inevitable si x < 30 m. 

32 ejemp'lo, F1sk.1 



E j erc1 c1 o 2.6 (Burgt·;e::: pog. 31) 

Un coche acelera a 100 krn / h de lo si!~uiente rnanent 

< 0 - 15 krn I h en .~J 

se!~tmdos i iJ I '"-
.·-l.:. 15 - 3() krn I h en 3 se!~tmdos ~u •' 
.... :., 3Cr - 50 krn / h en 5. segundos ._: f.J 

4iJ 50 - 100 krn l h en 15 segundos ,• 

:::uponi en do que e 1 cocrJe vi i:J j a con ;jce 1 eraci 6n constante en cad a 1·/8 1 oci ,ja,j 
[!J8i.:Jt-J., encuentn1 la distancia recorrida para 11e!~ar i] 1 (H) km / h 

(:::u:;srenci a: uti 1 i za una !~rMi ca ~.,..e 1 oci ,jad - t i ernpo) 

Ei8rcjcio 2.7 -· 

; .-•. -. ,-1.-j~ ,-,.-. P~:Jr··-:J ,.., l u,...n ,j,.., 1 ']'"' 11 "1 OCl. d ~jrlo .-. d,.., I 'rJ r.o .... '~e o···t .~:J· r~ d··:J,jc-, .... ·=> _ :_t .:; 1,J l 1.., _ .:) I I J:;: .,:1 _ C: 1 f .:1 1/ C. : ._, \...• . .J C: ·" J _ J_.J I • '-· .:J • I I I .,:: l.J 

cont i nuaci 6n: 

F~ango ,je ve 1 oci dades 
-.-. · b 1· .~ {In·.· l h''l pu.:.l 1 e.: .. .r···''' .. .. 

0- 3() 
15- 55 
50 - 7() 
55 - 110 

Ace leraci 6n con:::tante que puede 
r.:-·"'r r·n,=.nt ,,.,1· .-1,.,. tn1 ,.. ·=-21 ·.JC. I_; .1:;1 I.Jf.J 1, I I ._, ,I 

3 
2.5 

j ;, •. .,. • -!· ]• ,~ o-i<>fo•oo•• -j .:, ·•'t.:. ) •, • d II• • • I.~ II•]• .• j<>d•·,,~ j ,' ,. ·] ,_,.:,.Jt!!.JU 0.:. u•.J·.•-·.:· l..J8 I..Jt t 1 li..J, l_,!_.l.li:ln 0 •,•i:lJdLl i:J Qdi:! •1e U(]l '..J· c:.:. I 8Di:! 1:! . ·-
- - " '" ~ t - .~ - · h · <> - •j - 1 1 J ~ • j.:. j [ g A ·] c<=< • ., ·] ~ - • .., <:. - 1 ···1 ••• In I L· · ,- • ·j l_:i_';JiJ•.!I_._Ur I_.Jtflt..•li..Jt I 1::! •,•8 Ol_.]lul ~ewt puri.J i:J l .. uil.::.I..Jt 1,_,.1.) r·Jn •' II i::!tl t: 
•..... ;, .. +.- ... .~·bl· .-;.c.~- ·t -- ,..,,...t- r·.- -tiilfl11iiO l.lt.illPO po.:.J e: _,,t_:uetJ.tu '='·=·.t! .1c.mpu. 

3.2 t-Jt-r~~icio 2.6 .• Fl:::ic.::J 



3.3 Mov1miento en un p1ano 

Otra formula para la veloc1dad 

r(t) = r(t) r(t) 

donde r(t) es la magnitud del vector y res un vector unltario en la 
direccion de r ' 
~~ = ddt (r(t) r(t) ) = 

=lim r(t + ,t.t) r(t + t.t) - r(t) r(t) 
At~ 0 At 

se reescribe el numerador usando la aproximaci6n lineal 

r(t + h. t) z r(t) + At ~pt) 

r<t+ h.O z r<o +At ~po 
de donde ,.. 

-· ~ ~(t) +At ~B~(t) +At ~i)-r(t) f<t)= 

- t:. tf.dr r + r dr) + (.Do t)2 dr dr 
- \dt dt dt. dt 

par lo tanto 
y = dr r + r dr 

dt " dt 

Este es un caso especial de regla de Leibniz 

JL. ab - ..@.. b + a db 
dt - dt dt 

Otra expres16n para ~ usando r y un vector ortogonal un1 tar1 o a 

'7 '7 v.v 5 Formula, 1987-3 



s i t. 8 es pequeno 
1 h.r 1 z h.e 

si t. 8 es pequena 
JJ.r z h.e 6 

t.r _ JJ.e 6 IJ.t - .O.t 

dr = · de 9 dt dt 

de i gua l man era 
de __ &g r 
dt- dt 

Otra forma de verlo 
r = c·os Ill 1 + sen Ill j 

JL r = - sen g dxr I + cos g ddte- J dt dt 
= ~f(- sen .trl +cos g f) 
- dz a --dt 

y 

3.3 6 

--~--------------

X 

Formula, 1987-3 

·--~---~---~------------ -- ~~-------- --



Ace 1eraci6n 

- d2r "' dr de "' d2e "' dxr d "' 
a = dt2 r + 2 dt dt 8 + r dt2 8 + r dt dt 9 

- ( d2r d2e ) "' + ( dr de · d
2
e ) "' a = dt2 - r dt2 r 2 dt dt + r dt2 8 

Movimiento circular 

- A r=ar 
de donde r =a 

.£!:. = 0 
dt 

y =a de e 
dt 

Velocidad Angular 

~~Pi.,.dez angular w = ~~ 
para el movimiento en un plaQo 

- de "' 
w = dt z 

donde z es el vector unitario en lo direcci6n 2 

En terminos deW podemos escribfr 

Y= w X F 
ya que 

W X F:~ZX ar::a&!.(z X r):a.f!!e 
dt dt dt 

Para movimiento circular uniforme 

a - 211 t 
- z 

do 211 constante 
w =crr=z-

para w constante con r =a se tfene 
- .. .2"' v2,.. a=-aY'rr=-ar 

3.3 
.., 
I F6rmul<3, 1987-3 



si w no es constante 

8 = - 8 w2 r + 8 ~f e 
- v2 .... dv o=--r+-e 8 dt 

la componente transversa se debe a la rotac16n no uniforme 
· .. 

8 Formula, 1 987-3 



3.35 Movimiento en !R 3 

Sea c una curva suave en !R3 con ecuacl6n parametrfca 
r = r (t.} to ~ t i t 1 

Se define la longitud de arco a lo largo de esta curva por 
. t 
s = f 1 d~<2 + rjli + dz2 l dt 

- ·. dt dt dt 
to . 

La ecuaci6n lntrinseca de Ja curva se define por 
r = r(s) o s ? s L 

donde L es Ia longitud total de la curva. 

La e :uaci6n intrfnseca usa s la longitud de arco como parametro en vez de 1 
tiempo t. 

d
,, 

E1 vector dr es tangente a la curve 

e I vector tangente unitarfo es 

2 )1;2 dz 
dt . 

rt-=- ( rj•, ... 2 rjfr2 
-·j ,, '"'i -= -+--'-+ 
!Jt 

1 
rjt_ rjt 

<regla de Ia cadena) 

La derivada de un vector unitario es perpendicular a el 

rj T 
Jj '.3 

3.35 

..... 
es perpendicular a T 

9 En R, ·1987-3 



Se define el radio de curvatura p y N el vector unitario principal normal a C 

-1 ~ 1 ., 
l_j ~ ~.J· ---1· 
1]~3-p 

P;;.O 

;; _ ciF _ dr d::; 
... - ,-j + - d-=- ljt_ 

l..J ... ·-' 

V=~~~t 
I'':: ,_. =-

Diferenciando otra vez 

.·:r 
(1-·:· 
•_; ·-' a--
:Jt 

;j :: 
,-J-,:· 
'-I ·-1 -
:~+ 

... •...i' • 

f 
r 

j ,j::;2 ,., 
I N + -
F' ,jt 

La aceleraci6n tiene dos componentes, una en Ja direcci6n tangencial y otra 
de magnitud v2/p en la direcci6n hacia el centro de curvatura. 

3.35 10 En R, 1987-3 



VELOCIDAD RELATIYA 

De f. 
:=:i dos partf cul es P y Q ti en en vel oci GaGe:~; u v· r-e::;pect i varnente, 1 a 
vel ochdad re l ati va de Q con respecto a P es v - u. 

::_iernplo. 

Un cicliste pedaleando hacia el este a 15 km/h encuentra que el viento 
~~;:Jrece que '·iiene del norte. A1 doblar su velocirji:JtJ .. parece que viene ,jeJ NE. 
Encuent.ra la velocidad del vient.o. 

Sea ii la •.;elocidatd del viento. 

NE 
y 

...... ·· 
J ,_··-t------:o' E:de 

~= '·:'e1ocitdad tdel f"Jmrtt1re es 15 .. ,. 
• j "j jj 1 • t - A /' ·: '/r~.OC11 ol I 8 Vl8n 0 V =Vi I+ V2 J 
: .s vel oci tdad re 1 at iva de 1 •l1ento con respecto a 1 hornt,re es 

v - o = ( Vi - 15) r + v2 r 
E t;t.e '·lector e:; para le 1 o 

A 

a - J 
-1 j 11:" .• .::;:. uOnt 8 V1 - . .J = U 

1,1
1 

__ 1 S km/,1'" 
·- II 

En e l :3egundo caso 1 e vel oci dad t-e 1 at h'a de 1 •.,,oi en to con respecto a 1 hombre 

' 1 1 ..... A y e:3to es para e o a-, - J 

d2 donde v1 - 30 = ;J . .., 
.:. 

por l o tanto v2 = -15 
'd '·i = l 5 I - 1 5 J' 

~ ~.- + ·-·nt "] II 11:" l·'"o km h II e.] 1•,•'1. 0.~1tO ·: .... '=' del f'·'GI. !-'~'I l 0 I • L 'I = ~I "·i L. I II :;; ._., r;; < 

11 



Tf!,REA 

\let- 1 o:: e j emp 1 os resue ltos de 1 1 i t1t-c1. 

E·.- --.· .· "··') 1 .... J '? '? 7: '? 4 '? 5 .~J Cl .~J 1("1 ·? 11 .... , 1•.-J ') 1'7* Jt:!f 1_.1(.1(1.~ ~. J .t....-., .-. .. ._)J -· J .-. ·' .t...._.J L. ·-·J .L... ·' L. LJ .L.., ._J 

t .-1 • • t 't. ·;. ... ')~ .-J·-· .rauuc1 r a s1 s .ern a rne .nco :.....o .. .:...l, L.o. 

Ej erci c1 o 2.6 
Un coche acelera a 100 Km/h 1je 1a :::iguiente rnanen:~. 

1 iJ 0 - 15 krn ,..h 
•' en 

2a 15 - 3() km ~'h 
•' en 

3a 3() - 50 krn ... h 
•' en 

4a 50 - 10(1 km ~'h ,• en 
... 

2 :::e!~undos 
- :3eoun1jos .) 

·-· 
5 seoundo:3 

•.J 

15 :::egundos 

:::upc1ni en do que e 1 coche '·ii a i e con a eel eraci 6n constante en c;:Jdet '·le 1 oci ded; 
encuentra la ljistancia reco.rrid;:J pan:J llegar a 100 km/h. J • 

3.4 

VT ~--__,.-------·· 

__ ... -------·-······-­
____ .. r 

.-~:··-·····---~--·--·~··· 
-· .·· 

0 .-, 
..:... 5 10 25 

1.-. ,;. 

Ifl iT f.1f f.l ~ 'V i J.I.f.:, J. ~ ~ 

'il l 'rt I i I i r .~ ~ 
?) , ~ A.l .b. t,:O 



4. Leyes de movimiento de Newton 

4.0 Sistema internacional de unidades 

4.1 Fuerzas y ecuacio:nes de movimiento 

4.2 Ley de la gravitaci6n universal 



:; I '3TEt·'1A I NTERNAC I ONAL DE UN I DADE~; 
UN i [.1ADES BAS I CA::; S. I. 
Ct1nti dad ff si Ctl nombre de 1 tl uni dt1d S. l. 

metro 

ki 1 oqrarno 
~ -

t iernpo sequndo ·-
temperatura kel'·lin 

corrjente electrica arnpere 

i nten:::i dad 1 urni nos a 

U['.IIDADE::; DERI\iADAS 
Cuntidud fisicB nombre Sfmbo1o 

.Joule ,_1 

Ne•Nton N .,.-,~.-.... ..,~ 
I I.~C! .::..'...J 

p::;tencie I I 'f war. .. t,n} 
II 

Ci3t"tJ;j e] ectri CiJ Coulornt' c ._; 

... 
diferencia de 
.,- .• ~···(·. ·::,] ~, ~ ~t -· -.-p._,,_ .. , 1·-· k ... II:!'-· .r lLu \/ crl t 

re:~i :::tenc i ;j e 1 ectri ca Clhrn 

F 
' 
I 

Simbolo 

rn 

kg 

s 

A 

cd 

Definicion 
. ..., _., 

~~~!J ~...4 ·=- 4.. 1!1 •.J 

kg ......... -·::t 
::: ,_1 m-1 ·=--Ill ·-· 

k·"'l .u ·-· 
...... ,2 
Ut 

:3--~ = ,_1 s-1 

A ·=-·J 

!tq. ,..;_ ·=·-3 p,' -1 _ 1 A -1 -=·-1 
,. ____ 1~1: ·-' J - l_ ,...., •..J 

' ~l -"' _•-:1 I -1 k'o ~ -=- ._I A ._ - \i A 
1'1. h.f •J • - I 

~· 

1 •) A -1 . -·":t I -1 
.... ~ c::" k··g t·n""- A·=-\·' 

M - t• • ._ I - ·-' l 

----------------~-----------------------------------------------------

'.,.'O]UiTien 

;:Jce 1en:Jci6n 

pre:::i 6n 

- .. ::. • • "I - 1 ~ ,~ ' ·i ~ L•...:tn~.~.. 1::!. f::!._. u , 1..0 

car·npo rni:J!~netico 

1 

! rnet.r-o cuadrado 

rnetro c1:it'i co 

ki 1 O!~t-an·Jo por 
tilt! t(O c(itd co 

metr-o por- ::;e!~undo 

metro por 
segundo cuadrado 

Ne•Nton por 
metro cuB,jrado 

\/cd t por tr1etro 

Ampere por metro 

---~----· 

. ..., 
rn..::. 

\.I rn-1 

A r·,-,-1 
'' ' 



Leyes de Newton 

Nature ond Nott.n-e's 1aw:3 
la!d bid in night 
God said .. Let Ne\·vton be ! 
and a 11 \"tes 1 i ght. 

A 1 exander Pope 

Def. La cantidad de momenta de un cuerpo es el producta de su mase y su 
'·/8 1 cci d;:Jd. 

Ley 1. 
Tcnjo cuerpo perrnanece en repose o movirnie:1to uniforme en lfnea recta a 
rnenos que una fuerzEI ectue sabre e l. 

Ley 2. 
F = m a 
F = .1.. (m v) 

dt 
mas general 

Ley 3. J 

A to,ja acci 6n se opone una_ reacci on de i gual rna!~ni tud !d senti do opuesto. 

Mssa inerciaL 
I 

La razon de lsi rnasa es la r-az6n inver-sa de las sceleraciones praducidas par 
fuer-:as igual~s. 

ApliC3ci6n al caso unidimensional. 

F = m a = rn ( :{. 0, 0 ) 

nos interesen fuerzas que ,jepen1jen ,je la posici6n !d velocifdad 1je le 
pertfcul a !d t.;:JJ vez de t. 

., 
d ~•.• jv ,·'·- f ("I,., t) 
dt 2- .. ·~ .. -dr' .. 

. I . 

4.1 2 



:.: ; 

i1ovi m1 en to verti ctll bo j o 1 tl grtlvedtld. 

i) part.fcu1 a punt.ua1 de mesa rn 
i i) 1 i:J partf cu1 a est a su j eta a una fuerza constant.e haci a abaj o_. i gua 1 a su 

peso detri do a 1 a grB'·/eda,j_ 
• 0 ., 

111} no :3e toman en cuenta 1 as otras fuerzas que act(ian sobre 1 a part f cu1 a 
(resistencia del aire, viento_, etc.) 

i'-,1) 1a pflrtfcula :3e arroja directamente hacia arrit1a con ve1ocidad u. 

I ntegraci on di recta. 
:::i ~~ denota 1 a aceleraci 6n de 1 a gra'·/edad. 

F = mg 1 a ace 1 eraci on haci a arriba es )-~ 

2a leu de Nev'lton ·-· 
rrl)·~ = - rng 

Corn]iciones inicia1es 
~~(Ct)=U 

inte:~n:~n,]o con respecto a t 
~-! - •gt + A' .. - .. 

. . t • - .• -. i ;::, r·· - '·t - -.: .. ::r .•. _.,;I::!,·.-U g . 
inte!~n:~ndo otra 'o/ez 

v - I..Jt - 1 gt 2 + f~ " - - 2 - •. 

-- -·T' •• l.-,·· .•. p e , 'rl ,=·=, '·· t_. } = l.J 
I 

la aiitura ma;-::ima se alcanza cuando i·{ = 0 
t = u/g 

h {p /g'\ - I..J2 /';•g 
1,-.il ,1 - I-.., 

Hetodo de jnmersion, 
1 a altura ma::<i ma depende de iJ 

consi ,jera para t = 0 y . 
h = h (u) 

t =At 

en un tiempo b.t la partfcula recorre una distancia :::: u b.t !d su velocid_ad 
decrece por g b. t. 
l a '·/81 oci ,jarj es entonces u - gAt. 

4.1 7 
•.J t·10\'i, 1987-4. 
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Problema equivolente o1 originaL 

ALTURA ~1A~: lt''1A que a l ct~nza a l ser arro j t~do e l project il desde una altura 
ub.t con velocidad u- g6t. 

h (u) = ub. t + h (u - gfl t) 

e~·~pansi 6n de T·eyl or de h (u - g-6 t) 

h (u) = U.6.t + t'"i(U)- g 6t dh + 0 (.6.t2) 

dn 

u = q 1jh (u) + 0 (~t) 
dn 

si .:1 t ---1- o uh .. . 
-I.U)=U/11 uu . . .:J 

l a condi ci 6n a l a front era es 

Leu de conservaci on ..., 

v- -g , ... -
0 ;__.; - - IQ'~' ,., ,., - ·- •.. , 

1j 
1
r 1 ... ' 2 ·,

1 
_ -q ·,::' -- ~.. - .. dt \ :.::: . / ·-

integrando c:on respecto a t 

1 ,_,2 + q ,, -
2 ,.. ·- ,.-; = c 

4.1 4 t'·lovi, 1 987-4. 



e::d.o es 1 c cant i dad 

...!_ ·~·2 + g ',J 
• - 1 I I I I 
L. • perrnanece constante . 

i >~ 2 
rn en erg f e ci neti ca 

g :< rn energfB potencittl 

~:.1 '·/f:ilor ,je Ja c:om:tante :::e pue,je detetTninar de lfr:: cornjiciones inici;5Jes. 

ma::d rna a 1 tura 
·~ 

4.1 

. . 

~<(0)=0 )~(O)=U 

1 ") 
c = -ij"'" .-, ... 

. ? ... .-, 
v- .._ ,,,,v- 1'..::. 
n ° ~.:(i'r - .. ; 

h = 
,-) I -

- I,.,_ i'/Q 
- -~ I "-

C" 

~· 

------------ ~--------------- ~- --~--··-·--·---------~-----~- --------

r···1ovi. 1 987-4. 
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5. Campos de fuerza 

5.1 Movimiento de ~na partkula en un campo gravitacional 

uniforme 



Movimiento de uno porticulo en un campo uniforme. 

fuerza !dravitfJCi on a 1· constante y flac i a at103 _i o. 
F=-rr,gQ 

:3i ,je~:preci arnos fuerzas ta I es como 1 a fricci 6n 

rn ( .... x d2
:=< + n d2 Y .,) = - rn n il 

,, d F ::t dt2 , .j .j 

corno Jes ,jos cornponentes son ortogonales: .. se separa en ,jos ecuaciones de 
corr:Donente:3. 

Cond1ciones iniciaies. 

u -.,yo -

'j'd = - gt + \·'n sen 8 
,jt_ . . 

1 ·~ 
1d = Yo+ t '·.•',;. sen 8 - -:::; g t""" 

.l.. 

·j···' . ,... - k" -- ...... 
dt. "" 

ecw3ci6n de une pen§bo1e en fonne perernetrice. 

5.1 24 :::~p J 1987-4 



Alt.uri'J rn6~<itr1a 

j d!J .. 
CU8t"fl 0 dt = '..J t _ 'lo sen 8 . - q 

..... 

1, = y + 1 v.} ~:en 2 o 
.j 1) ') 

~ g_ 

;<, = 2 Vo2sen 8 co~: 8 = Vo2 sen 2 8 
g 

Al:::ance rnel•:irno 
R (e)= v.} sen 28 

!~ 

g 

R' (1j) = V02 2 cos 2 8 = 0 si cos 2 8 = 0 

Ejernplo: 

~il 
.j 

.s J tura 
•"') ':• 

1.4() = 1 Vo-'- sen~ o 
2 ~j 

,'-11114•'' ,,2,-.-2 ..:: ;·; -=..:JL. = yo .;:.f::!n 

:::en o g 
11 2 .. -, ,-.- .. - -. -. - ·=· CJt .:::.2 L -::>l::!tl U I_. (I::, U = '-'- .. .) 
·~ 

2 :": 1 . 4() . 2 c 0 s 0 = i3. 9 0 
:;en o 

.::! ::~ 1.4(J cot o = 8.90 
c:::t o = 8.90 = 1.58 

4 >:: 1.40 

tan o = .62 
- - 1 .-. 

U g = ';::l_ij m/s.t. 

Vo = 
sen 2o = .90 
B.9 ;:-:: 9.B / .90 = vo2 

- .- - .-} 

'::ltr. t5 = \lo.t:. 

5.1 

2 8 = 90 ° 
I) 

8 = 45 

.-. 
.L. 24 ::.o?p .• 1987-4 



Ley de 1 a gravitHc16n uni versHL 
unC~ partfcula de masa m1 at.rae a ot.ra part.fcula de masa m2 con una fuerza. 

F = - G rn 1 tr12 
(L 

l,.-...... f::: l~--.,\ 

1 m 1) -----;. 1
1 

rr1 2,J \.,_... ., __ ,.. 
· -11 ., 1 ., 

G = 6.6 7 ;< 1 o Nnr,. k!r 

Corno la fuer·za depende im,.ersamente del cuadn:Jdo ,je la distancia .. un 
ot' .i e to que posee1 si rnetrf a e::;f eri ca i nterac:Uie como si fuera une partrcul a 
con t. ·=!de ::;u rrn:Jsa concentrada en e 1 centro. 

Ejenw1o. Sate1He Morel os 

~;atelit.e en 6rbite~ circular .. a que radio r parece el satelite estacionario 
vi :::to ;jes,je 1 e tierra. Orbit a ci rcu1 er concentri ca ~d cop 1 anar con e 1 ecuedor. 

13 rnt rn.:. = rns V·l2 r - ,_; 

r2 
·") 

V-t'·r acelen:Jci 6n 
-- .24 t11t - 5 J..:tij '·.·' 1 f'l ,,....., 

• - o.J ('I ·~ ''!:1 

frecuencia ,je 1a tietTa 

-·=: -1 
\M - 7 '~''<: '·.-' 1 (··~· C 
II e - ! ,.,.;_._,,· l'\ ,.•' • ...) 

~ ,. - - ~ ' -11 ' ' - - . ''4 \ 
t. '·, ·:·· I l.J. b' •' '.,' jJj' ) 1 c:'.J l_j u'-' ':-! 1 0"- I 

·- ,_,. t, , I ('o \_• ,_, 11 ,o 

\ .. , ·?' '< 1 cY:::)· 2 
.I.- I t • 

·r-3 = 7.54 ;c: 1022 . 

r-3 = 75.4 x 1 o21 · 

r :=:: 4.2 ::.: 107 rn 

= 

6.67 i< 5.9i3 22 
7.54 ::< 10 

radio de la tierra r~ = 6.35 ;:.; 1cfS m. El satelite gira a una altura 

5.1 24 ~38p ,I 1987-4 
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6. T eoremas de conservaci6n 

6.1 Momenta lineal 

6.2 ~1om en to angular· 

6.3 Trabajo 

6.4 Fuerzas conservativas 

6.5 Energia potencial 

6.6 Conservaci6n de Ia energ1a 



12 de Octubre 
LEYES DE CONSERVACION 

La· mot i\1oci on poro f orrnu1 ur 1 eye:3 de conser-voci on que sean op 1 i cab 1 es en 
ur: rango amplio de situacione::: es que c11jern6s de simplificar el trabajo .. 
utHi 1 etd de conservaci 6n puede ,jar una cornprensi on 11e l i osa ,je un sistema 
rn.]::: complejo, permitiendo hacer inferencias generales cuando la 
rnet-:-rn6tica e::: complicade. 

Al forrnular una ley de conser'·iaci6n buscamos una cantidad fundamental 
que perrnanece con:::tf:J~·,te bajo ciertas condiciones. 

Con:::i dererno::: tres l eyes de conservBci 6n re 1 eci onadas con e l movi mien to 
ne\•itoni a no de una sol a partfcul a ( es deci r suponi endoo que las 1 e!d8S de 
Nev·d.on :3on '•/Olida:3): ConS8r\IEJCi6n ,jel lrnpul:::o Lineal, del rvlornento Angular 
!d 1 a .En erg f el. 

lmpulso linet!1 

p = mv 

Teor-erne. (Conservaci6n ,jel irnpu1:::o lineal) ... 
:::i 1a fuerz;:J total ac:tmtrnjo :;otwe una par-tfcula es cero .. el irnpulso lineal 
:"",;:, I I t'• .-j p 'j- r-+ 1··,-. I j l ij- ·=·a r L-1 t1>:- P. r~· .. ··-j ..J._. ·,f1li r-ll '• _,!., 1 1 ._IJ:; _. J,_l_o /I 0 

Dern o:::traci 6n. 
1 a :.::eQtm,ja le!J 1je Ne\·'·iton. 

:3i F = 0 

F = rna= ,jp 
dt 

,j[i .-. 
-·-- 'J de ,jonde p e::: con:::tante dt- '• 

'3 i 1 a f u e r-z a tot a 1 en una d i re c c i 6 n c u a 1 qui 8 r-a 8::: c: e ro .. e 1 i m p u 1 ::: o l in e a 1 
en esa di r8cci 6n :3e consen1a. 

Definicion. 
El momenta de un '·lector F .. con l fnea de acci6n C con respecto al punto a. 
:::e define 

f''l a = (F - a) :=·=: F 

E·.1 



De f. 
La tore a es e I rnornento ,je una fuerza. 

De f. 
Si F es Ia fuerza actuando en una partrcula P, la torca (o momenta 
de F) alrededor del punta A es 

r-; ... - r -r- - -=-j-) •. , r= •_tH -,_ I i'"tl 

De f. 
~:.ea A un punta con vector de posicion a. El rnornento an!~ular alrededor 
,je A se define corno 

HA = rn { F- e) ::{ ,jr-= . . dt 

en terrni nos ,je I i rnpu1 so 1 i nea 1 p 

HA=(f-a) xp 

u~r-na: La razon de carnbio del rnornento angular alrededor de cualquier 
punto A es igual a la t.orca alrededor de A. 

,jHa = f~A 
dt 

[ 
,._ _, dPJ 

dHa = drn-1..r- a,t~·~ dt = 
,jt_ . dt 

rn {f _ a1 v ,j
2
f + rn df X dF = 

'· ' '' dt tjt ,jt_ 

(F- ei) ;< rr1 'j
2r = (F - a) )< F = CiA 

dt 

T eorema. (Conservaci 6n ,jeJ rnornento an!~Ul ar) 
~; i 1 a tore a a 1 rededor ,je A ,je 1 as fuerzas actuando sobre una partr cul a es 
cen:'.· el triornento an!~ular de la pen-tfcula con respecto a A se conserva. 

Dernostraci 6n 
tjHA = 0 
dt 

y 

La t.orca ,je F con re~:pecto a A e::: cero cuando 
i) F = 0 
i i) La 1f nea ,je acci 6n de F pa~:a a traves ,je A. 

E-.1 

HA = 8 

Oo1: .• 1987-4 



Mov1miento en un plono. 
r···lornento angular con re::;pecto el origen 

/..,;; = df 
•. --..-........_ ..--·· y dt 

--_,..~·""' ...­p ..,....,. .. --
, ...... 

__ ............. .. 

.. -------

A 

H0 e~:;perpendiculartanto afcorno ali porloquees paraleloal ejeZ 

HI'.= (l~l (I .,. tdq -tl tdX) 
IJ ' ",o J,o 

00 Jdt ::;1 dt J 

,-·nnrdP.rt·j-lj·j-c· pn]~jr-pc· r-ill.·t.IIdrl·r·:~c· (p ,-;,· 7) ]·::. tr-~jtiP.ttnr-l·a- ,jo ]a- pa·r-t ,··r-IJ]·-j P.·=·ta~ "fo.-·-.. ... 1 I I._, .. I ,.•· .. • _. ... 1 ._, 1, '•; ;r .. •} -.• I.J .. I .j-'J ... ._, .. _. .. J ... ._. .. 

. . . -. R "' Gesc:n r.a por r = '· eR 

1J0n1je R !d B son funci one:::,de 1 t i ernpo t. 
dF _ dR ·::· R dB ,-.. 
Jdt - df 1::!~: + '· dt 8£{ 

• .-l d H R .. ·, " / d R -::· + Ll dB ,, \ 
G8 LJCtt"ll 8 0 = m ., 8R ,·',1-jt I::!R r-:. -jt e .. I 

Eiernolo: . ' 

\I . I . J.i / 

H - r·. R:::: d.u -~' o- fl ·-. -d~ l:!z 
I. 

Una partfcula F' tde masa constante rn se mue•.,..e en un pleno .. sujeta a una 
fuerza tdirigi,da hacia un punto fijo 0 en el plano. 
3i (F~ .. B) son coordenadas po 1 ares. 

0 

rnuestra que ~~ 2 ddf es con::;tante 
I • 

E-.1 Oot, 1987-4 



~:;oJuci6n: como le 1 fnea de acci6n de le fuerzo pBs:o a traves de 0 .. la torca 
e::: cero. 

Go= 0 

IHol = con~;tant.e 
R2·.0· = constante 

dHo = 0 de donde H0 es un vector constante dt . 

rnov. circular unif orme. 

tj ... R .... 
f-It- -'-!if df- '· ·-

mov. r-ecti 1 fneo uni rorrne. 

6.1 4 Od, 19:37-4 



Integral de li nett 

Definich:5n: . 
Un campo vee tori a 1 en fR3 es una funci 6n F: A c IR3 --;.. fR3 que asoci a 
a ca,ja punta x en su dorni ni o A. 

EJ~nwlo: 

un vector ro:o 

- mf·'JG _ F = --.,. r r··· 

Def. :3ea F un carnpo '·iectorial en fR3 continuo en la tn:Jqectoria de cla:::e c1. 

F: [a.. tt] -+ fR3 

Ui integral de lfnea de Fa lo largo de F est.a definida por: 
~ 

. ~b 
- j .E {r{t)'! ,jf dt 
- [' •. I '· ..• dt 

• ;J • 

r F. dF 
·e 

reHlci6n con inteqml de trawectoria 
- b -

~~ F. dF = _f.~ (F( t)). g[/Jigfll) II gn dt = J r r (F( tr) 11~[// dt 

ijor11je f(F( t)) = F (F( tJ) . 1'\ t) 
T '·/ector tangente unitari o 

De f. 

I 
I 
' 

El trabi3_io \·1/,je una fuerza F sobr-e una partfcula que se mueve de 
A a B se ,jefi ne como. 

Ejernplo: F = (F, 0, 0) 
F = (C t, 0) 

'•,1/ =J F . dF 
"'AB 

.. -~····-.·····---·~-

---~--------~----------.. ---- ----~------.. -------



P :::e rnueve de 0 (0, 0, 0) a A (0 .. a .. 0) 

· dF= (1, 1, 0) dt 

'w' = J(F, 0, 0) • (1, 1, 0) dt 
"' .a 

=IF dt = Fa 
·o 

E j err1p 1 o: 
Sate lite en orbi ta F = r cos c.: I + r ::;en c·:] 

F = _ rnf''1G r 
r::: 

Ejernplo: 

F = (t., t2 , f3) t dO, 1] 
Jjf = ( 1 .. 2t, 3t.2) Jjt_ 

F = (0, 0, -rng) 
v.; =- mg 

Fuerzcr:: conservativas. 

~:;i el t.rabajo hecho per una fuerza F sabre una partfcula que se mueve de A 
;:t B es i ndependi ente de l a trayectori a recorri da, se dice que 1 a fuerza es 
conservat i '·/a. 

Ejernplo: 

F = (0 .. o .. - rng) 
-=( . { t . r J) = , ., t, t) 

.j 
1il =! (0 .. 0 .. - mg) ao (1 .. 1, 0 

.I) 

·1 . =j_- rng IJt =- rng 
.,_, 

en qenera 1 sea 

F(t1)=A 
~1 

dt = j - rng dz 
·o 

.-. 
~ 

= - rng 



I /, 
lo.'1 

s1 F =grad 0 

ent.oncesj~ F. dF = 0 8 - OA 
AB 



6.S 

22 de Octubre 

Energfa C1netica. 

Def. La energfe cinetica de una pewtfcula 1je mesa m que se mueve con 

velocidad vesT= 1 rn iJ • v 
2 

Energfa PotenciaL Si F es una fuerza conservativa entonces e~<iste una 
funci6n G: 1R3 -7 IR tal que F grad G. 
La funci 6n 0 se conoce corn a un potenci a 1 para F y es uni co e>-;cepto por una 
con~:tante ad it iva arbi trari a. 

De f. En un campo de fuerza conser-vat i vo F, 1 a fuerza potenci a J V de una 
partfcula situada en P se tjefine como el trabajo hecho por F al mover Ja 
partf cul a tj@.sde P a una posi ci 6n fi j a o. 

Vp = J F. dt- = J grad D . dr = Go - Op 
po po 

\l = 0 + Go 

La en erg f. a potenci a 1 es funci on de 1 a posi ci 6n. 
-V = V(F) 

La energfa potencial es una medida de la energf;:1 que posee una partfcula 
dettiljo a su posicion en un carpo de fuerza conservative. 

I 

Ejernplo: 1 

Una part fcul a es Janzada haci a arriba baj o el efecto de Ja gravedad. 
Encuentra la energfa de la partfcula cuando ha alcanzado una altura h. 

F = m (-g 0 0) • ) J • 

F es conservativa 
F =grad(- mg~,:) _ 0 =- mg~< 

V- - {-mgv') •' - •. . , .. ,. 

v = l}igh 

Ejernplo. ~3i J;:J fuerza que actua sobre una partfcula de masa m que se 
mueve en un plano es de la forma 

F= m f(P) e r 
eocuentn'J 1 fl en erg fa potenci a 1 de 1 a pat-tfcul a. 

Era~?r·~1.a .• 1987-5 



F e::: conser\·'Bt i ve 

•. +"(r"•' ... -1 trl I .f"..} = (1 1
11 

M~: 
.-F.: 

0 = j . rn f(R) dR 
·ko 

\l = - m J f(R) dR 

p 129 

T eoi-erna. Conservaci on de 1 a En erg fa. 

Si Ja fuerza F que act(ia sobre una partfcula es conservativa_, Ia surna de las 
enet]fas cinetica ~d r;1otencial perrnanece constante durante Bl rnovirniento 

T + 'v' = cte 
... 
~;upon que la partfcula P se rnuev·e sot~r·e la fuerza cone-cuact6n 

- - o't \ t ·t t r = n .J .0 s. . s. .1 
sujeta a una ruerza conser-vativa.F 

. m r = F 
rnr.r=F·r 

1H = A(!- rn r=.r=) 1jdln1je t es la eneq1fa cin8tica de la partfcu1a 
dt dt o,..; I l 

I 
' 

corno F es conserr.lat i \·'a 
F = !;Jra1j 'it 
dT = qra1j O·r 
dt - . 

= ao ~j~: + ao Q!:J. + ao 1jz 
a>~ dt a y dt a z dt 

- ,jR 
dt 

·--- ___ ., .............. .. 
4- - -. • 

2 

--- --~-- ----- - --- ----- -------------~---·····-·-----~----- ---~------



conw '·/ = -0 

dT = - d\i 
dt df 
d ( T + V) = 0 

Jjt ' . 

T + \/ = E = cte 

Ejernplo. lv'elocidad de Escape 

Un :::atelite 1je mesa rn se mueve en un p1{1no ttajo una fuerza por unidad de 
2 A -

rnasa de F = - k/R eR 

1jor11je (R) ff) son la coordenadas pol ares. 

El !;ate lite con velocidad inicial Vo se mueve a lo largo de lal fnea ff = ffo .. 
,jesde una posici6n inicial R =a .0' = ffo. 

. 1 
t1ueMra que si 'v'o ~ (21</ a)a e l sa tel i te escepera. 

Soluci6n. 

trr (~ k/Rf dR = mk/R]co = m ~ 
)," ! <I lj 

I 

I 

Arn~n, f ·:J 1'i t:1P.t i r·a 1m "2 .!-rn "2 1: rn t • -· .j I ~ -· • -· 2 YO J:: Yo ij 

II, 
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Ejemplo 6.2 

Uno partfcula de masa m se mueve del arigen a un punta A de caordenadas 
( 1 .. 1 .. 1) su j eta a uneJ fuerzeJ dadeJ por F = (V + Z, Z + X, K + 11). 
c:,eter-rnina el trabajo~hecho cuando leJ pertfctila se mueve de 0 a A a lo largo 
de 1 ;j::; ::;j gui entes CUr'•,•'\JS: 

i) J;j lfnea recte de 0 a A 
.... "' 

i i) 1 a c l.W'·/ a F = ( t , t', f') 0 ~ t ~ 1 
iii) la linea recta de 0 a (1, 0 .. 0) si!~Ue de la lfnea ,je (1 .. 0, 0) a (1 .. 1 .. 1). 

i) una cun.·a p;:1rametri ca est6 dada por 
F = h ... t, t) 0 i t i 1 
F en esta curva F = (2t, 2t .. 2t) 
dF- { 1 1 1" m. - .. .. .. ; 
. ,• •"j . 

•,,,,._1 F- -it: -J f0t ')t -;~ .. (.1 1··~ dt II-I .... I.Jl - .. z,.L. .. , .t... ... , "-1..}. } ·' 
•' 1_1/J, IJ 

.• 1 1 

=I_ 6t dt = 3e]_ = 3 
.. • 1 .. 1 I.J 

., d b 1 -- l'.t t~ t.;, ii} evaluan o so re a curva r- , , .... .1 

F = 

...... ·- r F . ,jf 
"-) ol; 

··+2. t3..:. ··~·t-f+ ·")t2+ -zt3 7t4' d' ,,_.,._ •..::. • ..::.. ~~.+~).} T. 

i 1.1. '1 ·::u- "'u: t-::. . " l!'t·lc.:::. r- - (t_ (l l .. , 1 
I •' ...,. l - • .._. t;.;.y - \ ·' ..,. J ,• 

Fvale(O,t .. t) F.dr=O 
no tHl4 traba i o en e 1 tr pedazo 
F= Cl .. t .. t) F = (2t, l+t .. l+t) 

"1 

It/= r (2t .. 1 + t, 1 + t). (0 .. 1 .. 1)dt 
... 0 
•'j 1 -j -;· r 1 + n dt = '/t + t2] = 3 - ..._ '· •J ~.. .. 

•' 1) . !) 

·----- --~-- - --- --------- - ~-- ----·-·-- __ .:_ _______ :___ __ ". 
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E_jenw1o 6.3 
Ecuentra una funci on esca1 ar(i ta 1 que 

F = (jn:jlj 0 =(oD, ~.o, ~.o)-.. ·- .. ag oy oz 
::.(;· - y + 7 l.J ... - "-

~ l· {·, 

i nt.egrando 1 a pri mere con respect a a x .;J = )<y + Z)< + G(y, z) 
de la 2·~ ecuaci6n 

a·~~~ = z + ~< = art + ~< 
CJI~ 6!~ 

de donde z = at:3 
a!J 

,[3 = 'dZ + H(z) 
rje IJC:nrje 0 = :=<y + z:,: + !dZ + H(z) 

pero ao = i< + !d = i·~ + !-1 + dH 
Oz - dz 

H = cte 

,.-, - '·'U + y7 + 7'·' + ,-·t_o !.l - ,•\ .:- .:.. .. -=. l.,.o IJ ·-· 
V-- (,~II+ 112 + ?• .. •) + dP. - \fl,j .j .(;..t"r, -· .. _. 

TAF:EA 
Eiurqhes cap. 6. 
6. 1 .. 6.2 .. 6.3, 6.4, 6.5 .. 6.6 .. 6.9 

E.- r-1.· -1 r.,.l -.. ::or !:" 
II:! t~.l::! '=',:! l_.ul-1 •. _1, 

1 a .. tr .. c .. lj, 2a, b, c, 5 .. 7a .. b, e. 

. ... 

.0:. E j.;.rrop k·, 1997-5 



7. Dinamica del espacio 

7.1 C6nicas 

7.2 Movimiento p1a~elario 
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I 

I 
' 
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DINAMICA DEL ESP.O.CIO 

Leyes de f<epler 
1) Los planetas se rnueven en 6rbitas eliptices con el sol en uno de sus 

focos. 
2) Para ccrda planeta} la 1 fnee que une al sol con el planete barre areas 

iguales en tiernpo iguales. 
3) Los cuadrados de los periodos de los plenetas .. son proporciona les a los 

cubos de Sl15distancie.srnedirual sol. 

I LUSTRAR CON TABLA 7. 1 "Bv:Z G-Ht:s 

Ne 1Nton. Ley Gravi taci 6n. 

F = rn C:lr G = rna r.. ·-· 

t·rl - c::; Ci·u=· ·~· 1 (J 24 1·'il T- ·-·-· II ... l'\.j 

r = 6.36 i': 1 0 '=' rn t 
G = 6.6 7 ::.: 10 -11 

.., 

!] constante cere a de 1 a t Lerra 
a 100 krn arriba ,je l a supe_rfi ci e 1je l a t i etTa 

g l··p +100·) _ 13 1·1r 
.. .E - 2 
· (rt + 1 00) 

q(f ., · 1 u- u- · 
. g ( r t .. + t ;! 0 0) = ( 1 + R e ) = ( 1 + . 0 1 6) 

Cl A 1 /1 ((":.'"··~· - q 1::' 
I _. • _I / • • .. • ,_,z 4 - .. • • ._J 

! 

l3eornetrf;:J 1je C6nicos 

Una c6nica es el lugar geometrfco de los puntas cuyas distemcias Q un 
punto fijo y una lfnea fija tienen razon constante} llamada e la 
e;-::centri ci dad. ,r)r = e PI: 

0 ~ .... --· Lr------------- s 

/ 
0 foco, 



en coordenedes polares 
R = e ( OS - R cos PJ) 

ON = 1 = e OS 
R = 1/( 1 + e cos B) 
e > 1 hiperbo1e 
e = 1 parabola 
0 ~ e < 1 e 1 ipse.~: 

\....._ . 
·~ 

a b 

--~""'--------+--~ 

2a = _1_· + _1_ 
1+e 1+e 

a = 1/( 1 - e2
) 

b = 1 /( 1 - e2
)
112 

t?= r;:/C 1 - t?) 

b2 = a2 
/( 1 - e2

) 

~ R = 1 /( 1 + 8 co::: B) . 

y = R sen JJ 

l sen·z 
Y = ( 1 + 8 cos z) 

= 2e 
.. 

Q.y _ ( 1 + 8 cos JJ) . l cos z + 1 sen J.J 8 sen ff 
d.a - ( 1 + 8 cos J3 ) 

. ' 

= l cos .~:rl + l 8 cos 2 
.0' + 1 t: sen2 

JJ 
I • 1 \ '' : ( + 8 cos .ff r· 
I 

= 1 cos .ff + 1 8 
( 1 + 8 cos J3 )2 

0 = ] COS B + 1 B 
cos .cr = - £ sen .cr = ( 1 - £

2
) 

2 
1h 1' 

( 1 - e ) - 1 /f 1 - e2'J::~ 
1 

2 - • \ J 

-g 
b = 

-- ...... --

Din~rnio~ J 1997-5 

- ···-
--------~--------------- --
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Movimiento p1anetario (el problema de fuerza central) 

Una partfcula se mueve sujeta a una fuerza gravitacional dirigida hecia el 
ori gen F = - m k r/ r-3 

El movimiento queda determinado par ~a segunda ley de Newton: 

Esto es equivalente a1 sistema de ecuaciones diferenciales: 

dr/dt = v 
dv/dt = -k r/r-3 

El momento angular del planeta se conserve~ ya que la fuerzo esto dirigido 
hacia e1 centro (y por tanto la torca es cero). 
mrxY=C 
[Otra forma de verlo es d/dt( r x v ) = r x dv/dt + v x v = 0 1 

Si c ;t 0, todo el movimiento es en un solo plcmo que contiene a1 origen, ya 
'ti~Ue res siempre perpendicular a c. 

Usando coordenadas polares: 
r = (r cos a , r sen a , 0) · 
c = ( 0, 0 , c) 
v = (-r sen B dB /dt + dr/dt, cos B, r cos 8 d 8/dt + dr/dt sen 8, 0) 

I 
i 
\ 

j 

rx v = r cos 8 r sen 8 

kl 

0 

-r sen 8 d 8 /dt + dr/dt cos 8 r cos 8 d 8/dt + dr/dt sen 8 o 

=(r2cos2 8 dB/dt + r dr/dt sen B cos B+ r2sen2 B dB/dt-r dr/dt cos B sen B )k 
por lo tanto r2 d 9/dt = c 

Raz6n con 1a cual varfa el area: 

A A = 1 I 2 A9 r r 
h. A / At = A9 I h. t 1 /2 r2 
rjA/rjt = 1/2 r2 d 9/dt 

La partfcula barre areas con raz6n constante c/2 (2a Ley de Kepler: barre 
ereee iguelee en tiempoe iguelee) --- -



Citra cantidad que se conserva constante en el movi.rniento de un pleneta es 
el eje e)<centrico e .. que se obtiene de la siguiente manera: 

d/dt[r/r] = (rv - dr/dt r)/r-2 = [(r • r) v- (r • v) rl/r3 = [(r x v) x rl/r3 = 
= [c x r]/r3 

ya que r• v = r dr/dt 
porque r2 = r • r y .~:d/dt r2 = 2 r dr/dt, d.ldt (r • r) = 2 r • v 

r···1u l tip l i cando por -k, se ti ene 

-k d/,jt[r/rl = c x (-k r/~) 

~d por-Ja segunda ley de Newton, dv/dt = -k r/r3, de donde 

k ,j/dt[r/rl = dv/dt x c 

lntegrando, 

k (e + r/r) = v x c 

~ . 
. De esta ultima ecuacictn seve que e • c = 0, es ,jecir que si c ~ 0, e y c son .. 

perpendi cul ares ~d e est;§ en e l p 1 a no ,je movi mi ento. 

k (e + r/r) • r = (y x c) • r = c r2 d B/dt = c2 

Si e = 0, r = c2 /k o sea que se t i ene movi rni en to circular. En este caso r y 
Y son ortogona les, por tanto r v = c de donde v = c/r = k/ c o sea que 1 a 
rapi,jez es constante. Se tiene rnovimiento circular unHorrne. 

La energfa total en el movirniento circular es negative ya que 

Si e ~ 0 

e • r = e r cos q, } .!j) engul 0 entre e y r. 

r ( 1 + e cos ) = c2 /k 

r = (c2/k) / ( 1 + e cos ~ ) 

Esto es, el planeta se rnueve en una 6rbita quee?·una. coni ca. 

:2 ··· · · --- ~Mbv1m1_~?nto 2 Plan~?tar1o, Fis1ca 

-···-- ·---- ~ -------- ------- ------- . 



Eje e;<centrico 

Conserveci on de 1 a En erg fa 

1 mv2 mk = E 
2 r 

1j F rv- tF ( F 0 F) v - (F 0 ii) F 
,jt_ r = r2 = 0 r3 

= (F X i}) X F = i X F 
r3 r3 

ya que ddt F 0 v = 2F 0 v 

d~ r2 = 2rr 

- k 21. F = c x -kF por la 2 ley de Newton 
0 

dt r r3 

k d F .:. -
dt r = v x c 

integra ~d.o 

k (8 +~) = V X C 

se tiene que 8 0 c = 0, si c ;e 0 8 y c son perpendiculares y 8 esta 
en el plano del movimientoo 

""k (e -r ~) 0 F = (v >~ c) 0 F 

- ,0 - - v1 o r1 - - - , ( v A c) 0 r = v 
0 

r; - '1 v2 c G 'v 1 c 
2 2 ° 

0 c 0 
\ 

= c (r2 cos2 8 ~~ + ~r sen 8 cos 8 + r2 sen2 8 ~r -r ~r sen e) 
_ .-. r2 do_ c2 - .... dt-

0 ) _ c2 
~31 e = c r- k movimiento circular 

8 0 F + r = c2/k 

c:orno rv = c 
en este caso F y v son or+o~j!l nc,IQ ~ 
v = c/r = k/c velocidad constante 

E = l m ·.P - mk = l(z~, = ko~ = - k:z < 0 
2 r 2c~ c~ 2c2 

la energia total en el movirniento circular es negativao 

Con:; .:or 1 1 •:;l97 -S 



si e ~ o 

8 . F = er cos z JJ an!~Ul 0 entre 8 y F 

r ( 1 + e cos .0") = c2 I k 

r:2/l~ ' .. 
r = _. 1 f.. com ca 

1+ e cos.~ ·· 

relaci6n entre excentricided y energfa 

- ') 

k~ (e +FT = vz c2 par que ~c 
.., l'-2 2 - - ) -2 -2 k- '· .. 8 + r 8 . r + 1 = v c 

corno e . r = c2/k - r 
q corno ,,2 _ '/ I + L.--d~ 
·- '1 -- m r 
v2 f P.2 _ 1 ') _ 0 ,-.2 E 
r-.. \.,. - ........ m 

,je aqu f cone 1 uye que si 

E>O e ;. 1 
E:O e = 1 
E<O e < 1 
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Ace 1 enrci on Centri pet a 

l"lovimiento Circulor Unlforme 
Le direcci6n de lo oceleroci6n es centrfpeto, pues si no lo fuero hobrfo uno 
componente en 1 a di recci 6n tongenci a 1. 
El efecto de esta .~lttma seria varier Y que es tangente, cambtaria v, pero 
no puede ser, pues el movimiento es circular uniforme. 

t·letodo de Huygens para cal euler lo oceleroc16n centripeto. 
B A 

~ 
\_ ________ 

si no hubiera aceleracfon la partfcula se moverfa de A a B. AB = vt. Por 
causa de dfcha aceleracion se produce la "cafda" BC que vale (segun 
Gal il eo). 

BC = 1 a t 2 

2 

en e 1 triimgul o rectang~.;~l o o A B 

08
2 = OA

2 
+ AB

2 y OA =DC= r 

(r + ~ at 2 )
2 = r 2 + art 2 + 1 a2 t,.. = r 2 + (vt)2 

j 

a r t2 + 1 a2 t4 = v t2 : 
4 ' 

rj e ,jon de a r + 1 e2 t 2 = v 2 

si t---7 0 

como 

4 

"") 

ar = V' 

a= v2/r 
v = w r 
a= w2 r 

La aceleraci6n lunar 

a = v2 = (2nr/tl = 4rr2 r 
r r r<= 

r = 384 400 km = 3. 544x 108 m 
T = 27 d f as 7 h 43 min. 1 1.5 seg = 2.353 x 1 06 s 
a = 2.74 x 1 o-3 m/seg2 

AcE>l~racion, 1986-3 



lo eceleraci6n disminuye conforme lo distoncio ol centro de lo tierro se 
hiJce rn.6s grande. 

~~ = 2_~:~~; l O _3 = 3.58 X 10 
3 

ra1ji o tierra 5.35 x 1 o6 m 
1 a razdn entre 1 os cuadrados de 1 os radios 

(Rr·)
2 
= (3~-: 4?0)2

·. ~ (60.25)
2 = 3630 

\RL) b,)dlJ 

las ace 1 eraci ones son i nven::amente .proporci on ales a 1 os cuadrados de 1 as 
1jistancias al centro de la tierra. 

Direcci6n de la aceleraci6n a partir de la ley 1je Kepler de las areas. 
Nev·tton proposi ci 6n 2, teorema 2. pag. 42 

Todo CLJerpo que se mueve en una 1 fnea curva en un pl'ano con un radio en 
punto que describe ;§reas proporcionales a los tiempos es atrafda con una 
fuerza centrf pet a di ri gi Jja haci a el punta. 

~ --=" c· -- .. - " 
C _ .. -- ", 

.. --- .. -- ,' 
./,.. .. , .··. ,' .. ...---- ' ___ .- . ~' 

~-/ ---~'- -~-,.-"" .-- ' 
"""".,.J"~,.J" ____ .. -- •• ' ' 

,,.<'~ • , - _ _-/::··· B 
_.,. ..... ..- -------

....... --·· .· ------- // 
.,.---,.--~-- -... - .... ---,_.,.--- / 

,....---:.-:..·-::-~-------~---- //J, .:·:.-.:-:.:----- . 

A : 
! 

3 

Ab.SAB=Ai:.SBC p-1jCC'IISB 

.. C c· II SB 

r·-Jagnitud de la ace1eraci6n centrfpeta a partir 1je la ley 1je Kepler de las 

2 

·- - -- .. .. 
--------------~--- --- -. ~ --



6reo OAC :::; 1 OA x CD = 1 r d = u t 
1 ~ 

:;iendo u = cte la razon con la que se basan las areas. 

inversa el cuadrado de la distancia. 

la cant i dad ..h... es constante para cad a pun to de 1 a e 1 ipse. 
him d2 
t-+o 

Cl~lAi 
SlBLlO!!Ci 

Aceleracion> 1926-3 



3 8 Ley de Kepler 

dA -1 r2 do _ 1 c 
,jt_ - 2 dt - 2 

A :1 c t A = 0 en t = 0 
2 

A=ITClb 
A=~ C T 

T- 2 A=~ ri a b -c '"' 
1 = c2 T = 2n· ab 

k le!K 
1l 

sust ituyendo b = 1/( 1 - E
2
) '

2 

T = 211 a /e 
,rr=E2/l< 

sust i tuyendo a = 1 /( 1 - £2) 

""r( '5,1,., 
T = [J.:._ e·..:. 

·./ k 

T2 = tn2 
a3 para todos los planetas 

.Orbi tas de Sate 1 i tes 

Sabre un satelite en orbila a1rededor de la tierra, 1a princip'a1 fuerza que 
actua es 1a fuerza gravitaciona1 de 1a tierra, si el satelite no esta cerca de 
1 a 1 una, 1a ecuaci on de rnm.•i mien to queda descrita por 

' 
, m d2 F1i= _ m rnrGr= 

de~ r:~ 

rn ls rnasa del. sate1ite, ny 1a r'-nasa de la tier-ra y r el vector de posicion 

con r-especto al centro de 1a tierra. 

donde af·,ora k = G n1T 

Como 1 e mese del sete lite n-o eperece en 1 e ecueci on, 1 e teorf a anterior se 
· aplica al satelite. 

Teorema. 
Un sflte 1 ite en 6r-bi to elfpt i co t i ene unfl vel oci dad 

1/2= k (f. - 1) \r a/ 
!d en_6rbita parab6lica ·i = 2k/r 

L&IJ J 1986-3 
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Demostnrc16n. 

·~ 

E 
,,... . ' \ = L. r' e:...- Jr 
2c~ .. ' 

pare mo'·li mien to e Jf pt i co 
e2 -1=-l/a 

corno 1 = c2 

k 
f'2 t (2~ I; E = .;:...._, (- .:::....) = - _r, 

LC' · ... k ~' 2e 

1 a ecuaci on de 1 a en erg fa es 

E = ~ mv2 - km/r ., 
.:.. 

..... ""'1 1'• 
.. :L k ( L. 'I ·.· - ·· .... r= - a .... 

"'para tTIO'·/i rni en to parab61 i co e = 1 !:I E = 0 

1 .,,::::- k 
2 . - r 

2 Lo?!J, 1986-3 



9. Oscilaciones y vibraciones 

9.1 Movimiento armonico simple 

9.2 Pendulo simple 

9.3 Resortes 

···-~- -------- --~---------------~ __ _____:::: _ _:_ _____ ·: ___ .::....:...-=-.::_________:_:___------------------ ---~~~ 



Osc11odor Armonico 

t .___··v'-v"-·_,... .... ,..._ ..... ~_'D_.;..:.·· ·'-'...,_.) -'----:.) X 

Una rna:::a rn uni da p9r un resorte a un :;oporte fi _i o, resDa 1 a sfn fri cci dn 
sottre una superfi ci e. 
:::i :::e estira el resorte y se suelta, el cuerpo Of:cila. 
:3i 1 a::: o:::cil aci ones son arrn6ni cas (si nusoi da 1 e:::) e::: movi rni en to e:::HJ 
,je:::cri to por. 

··,·v frecuenci a tje osci 1 aci dn 
)·::o t]e:::plazarniento inicia1 
T peri ClljO \·Vt = 2'JJ 
,jeri '·ian do tjos vece:::. 

La ::~celeraci6n e:; opuest;:n:~ 1a distancia ~d propm-cional ;:J ella.J 

Ley ue Hook para resorte. 

~T.~J~t:J:~ e~,:~.~r-i.!·nenta 1 e::: t·ran rno:;trado que 1 a e~,:tensi on es propor-ci on a 1 a 1 a 
Tl.li:! t it .j .j p 1lt_. ij tj ij. 

! 

T = fuerza 
a = 1 ontJitUd natura 1 
;,:: = e:'<:t.ens1 on 
J. = rnodulo de e!asticidad 

Ecuaci6n de r·'lovitrliento. 

lj2 .... l 1jt2 _ _ 1 ._, lm·"' 
t"J~ .. - .. •\. AI I..J 

rnult i p l i cando por tt:< e i nte~Jra,jo 
dt 

Oso::ih, 1'386-3 ~ 



.. 
·-

1 (tj;.;/dt)2 = - .. \. /2rna ::.~2 + A .... , 
L 

Contjiciones iniciales ).<:(0) = b 

dx (0) = 0 
dt 

.... ' 
A= A b4

/ 2rne 

'd . ( b·j .-,., 1 'l ' J· ::-:;.it .... - ?;"") = -!Alma 

·-t--. .-. - (,,it\ fl I .­,j '-· .:.etr ,,.,, 1,1 = - _., , ma 

B = arc sen 1 = -rr /2 

'·.·· - tJ ,-·oc· {.;··) lnr""" 'It 
.... - l.J ....,. •• • .;\.I lu .• 

el per-i ado ,je oscil aci 6n 

(.\/rna) T = 2·n 

dt + B 

t + B 

.... 
.,;. Osoila .• 19:36-3 



Movimiento Armonico Simple 

• ? 
~ii uno pcrticulo de meso m se mueve el lmeo recto bcjo uno fuerzo -m•, .. ,.-;., 
,jon,je \"t es une constante real positive y ~< denote la distan~ia a un punta 
fi j o 0 en 1 a lf nea, se ecuaci on ,je movi mien to est a dada por 

E:::ta ecueci6n diferencial tiene la soluci6n general 

X = A cos (\Nt) + B sen (wt) 

Vernos que cada valor de~< se repite a interval as de 2rr/v·t. 
Declrnos que ~-~(t) tiene periodos 2-rJ/w. 

·:::i 1 a p;:Jrti cul a en t = 0 est a en 1 a posi ci 6n )< = a y se sue lta de modo que 
:j~<./:jt (0) = 0 las constantes A y B se ,jeterrninan ,je la condicion 

X=a t=O 
J;:J cu;:~J da A = a y la segunda condici6n d~</dt (0) da B =0 de modo que Ja 
:3oluci6n cornpleta es 
~ 

La distanciEJ a es lEI ernplitud del.movirniento. 

9.1 ArmC.nic:o, 1986-3 
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Pendul o Simp 1 e 

Un rnodelo practice de movirniento erm6nico sirnple es un pendulo que tiene 
0:3ci 1 aci ones pequenas. 

De un hila (de mesa cera, que no se esti rEI) de longitud 1 .. fi jo en un 
e~d.remo, colgamos ut1EI masEr m. 
La rna sa asci Ia 1 i bremente en un plana. 

El rnodelo queda ilustrado. 

r .. B son coordenEJdas pol ares 

SiTes lEI tension en el hila la ecuaci6n de movirniento dele partfcuJ;:J es- --

- ...... 
r = r er r fi _io 
v = r·B 8z d -~· · ·::­,jt l::!r = ff 1::!.11 

,j - . -· -:":· 
dt l::!.e· =- .1::.1 I:! r 

- ( . ...... , .. ,,.... . . .,..... . .. .. 
a= n:r ' .. -rre .J + r B eB=-nr· er + r.cr e.~f 

( 0 ., ,... • • .t'... "i ( '\ 

rn '·· -r- .fret-+ r .a e.ff} = mtg cos .o- er-g sen ff eFJJ- T er 

tonvmdo componen.tes 

rn r ·.0'2 = - m g cos JJ + T ( 1 ) 
m r .0" = - m g sen F.J (2) 

Pendulo, 19S6-3 



ccrno le ecuoci6n diferenciel (2).no es facil de resoJo,.·er. 

si FJ es pequeno rr z sen ff 

lim sen J:s = 1 
z~o fiJ 

de donde se obtiene (2)1 

z = _ ]_ 0" pendulo simple 
r · equivalente 

la soluci6n de (2)1 es movimiento arm6nico simple con periodo 211 /r/g la 
longitud r = ghY2 el periodo de oscilaci6n depende solo de r y g (la 
Jongitud) yu no depende de la masa (en el vacfo). 

' 
I 

. I 
; 
! 

2 Nndulo ·' 1986-3 
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'../ECTORES 
E~~<:lrnen de reconocimiento i"lEC 20 1 egosto 4 1987 

En 1 o que si gue un vector se representa por A y su magnitud por AJ o par IAI 

1. a) !lustre la le~d del_paralelogramo para le surna de dos vectores A y B 
b) En el mismo parale.logramo 6que interpretacion se puede dare la otra 
~jiegonal en terminos de los vectores A y B'? 

c) !lustra geometricamente el hecho: a(A + B)= aA + aB (o un escelar) 

2 . .El producto escalar A • 6 de dos vectores AJ B se define como A B cos o:J 
donde (( es el ;~ngulo entre A y B. 

a) rnuestra que A • B = B • A 
b) mt1estra que A • A = A2 

c) ~~Que significa geornetric:arnente el hect1o: A • 6 = o, si A ~ o, B~o? 

< ;::. ., P•-'JP.b"" 1 ij- !jo·:·l·Qll'"']tj·::.d rio c:r·r'"'"',;·-dt_.,_ ·.i. •.J ·' : ! I_ j I.J I ...... .._, •• '.J 1....1. u ._. ·..J _. I I J I '-· 

t~· Prueba 1 a tjesi gua ]!jad tjeJ tri angul o: 
IA•BI::.AB 
!A+BI:f.A+B 

4. Pruet1a el teorerna de Pitagoras utilizando el producto escalar. 

5. (Ley 1je cosenos) En un triangulo a2 + b2 - 2ab cos ·f= c2 _, donde 'f es e1 
;3n!~U1 o entre a y b. 

P!-ueba esta identidcPj utilizando el producto escalar. 

6. Sean x .. y .. z tres ·vectores unitarios ortogonales que definen un sistema 
cartesiano. Un vector A puede ser escrito como A = A..,.x +A y + A,.z, ,jonde .... y ... 

Ax, AY, ~d Az ?IJOJ9$_Gomponentes ,je A. 
a) muestra que Ax = A • x. ··· -··· -· 

b) E~<pres;:l el producto esceler en terminos de los cornponentes de A y ,je B. 

7. a) ~3i a es un nurnero rea 1 J prueba que a A • B = A • aB 
b) Prueba que (A + B) • C = A • C + B • C 

Vectores .• F1s1c-3 

. . 
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8) El producto vectorial Ax B se define como un vector ortogonol ol plano 

que. incluye a A y a By cuya magnitudes A B !sen o:.L donde o:. es el angulo 
c;ue vade A a B. El sentido de Ax EJ queda determinado por la convenci6n 
de la mano derecha. 

a) :nuest.ra que A x B = - B x A 
b) muestra que A x A = 0 

9) La magnitud I Ax B I= A B !sen o:l es el ar-ea del paralelogramo con lados 
A !dB. 

a) rnuestra utilizando esta interpretacion que A x B =Ax (A + B) 
b) ,jenruestra !a igualdad anterior utilizando el hect·,o que 
A X (6 + C)=· A X B +A X c 

1 O) El escalar I (A x B) • c I es el volumen del paralelepfpedo cuyas aristas 
son A, 6 y C. 

;:J) muestra que tre~; vectore::; son coplanares si !d solo si (A x B) • c = o 
b) muestra que (A x B) • c = A • (C x B) 

11) (Ley de senos) En un triangulo (sen Q) / a = (sen Jl) / b = (sen--£) / c. 
Dernuestre este hecho utTlizando el producto vectorial. ~ 

12) E:-Jcuentra las cornponentes ,je Ax Ben terminos de los componentes de 
A !d 1je B. Recuerda que si x .. Y.· y 2 son los vectores unitarios que 
;jet:3tTninan el sistema cartesiano .. 

y 2 

B~ .. 

2 Vectores, F1sic.a 



Exomen.porcio1 de meconico 27 ogosto 87 

1.- Tres fuerzos F 1 • F2 y F6 octuon si~u1t6neomente sabre uno porticulo. 

Sea FR la resultante de las tres fuerzas. 

a) Muestro que si FR = o. los vectores que representon los tres fuerzos 

forman un triangu1o. 
b) Si FR = o. l.es posible que uno de los vectores quede fuera del plano 

determinodo par los otros dos? Justifico tu respuesto. 

2.- Encuentro lo lfneo de occi6n de lo resultante de dos fuerzos poralelos 
F1 y F2 de magnitud 3 y 2 respectivamente. Justifico tu respuesto .. 

3.- Da un argument a f f s-i co para mostrar que 1 as medi aoas de un tri angul o 
se intersectan en un.solo punta. 

4.- Muestra que el viento siempre empuja a la vela de un barco formando un 
angulo recto con e1 plano de la vela. (Sugerencia: descompone~ la fuerza 
R en dos componentes ortogonales.) ! 

Viento 

B 

A 

R 

·:: 1 

'· Exam~_!! :z, ff.s_1c:_a __ ----·--··--··--·--· 
---- ----·-----·----··· ---- ·-···---- --··---·-----'-=--~ -- _ _:::____::____ ___ _:::____ __ 



5. - "Dome un punto de opoyo y levontere lo Tierra" es le frese otribuido a 
Arqufmedes. Si lo Tierra tiene uno moso de 6 x 1021 tonelodos y un 
hombre puede levontor 60 kg .. y se utiliz:o uno polonco poro levontor 1o 
Tierro, 

o) l.Cuantes veces mas largo debe ser el brazo de palanea mayor con 
respeeto al menor? 

b) l.Que distancia .~ecesitarfo recorrer el hombre para levantar lo Tierra un 
em? 

c) Si el hombre puede levantar los 60 kg a un metro en un segundo, C:,cutmto 
tiempo neeesHoria poro levontor lo Tierra 1 em? 

6.- D'os per9onas tiran de los extremos de una cuerda de 40 m de 1og1tud en 
dire_eeiones opuestas para mantenerla tensa. Una tereera persona jala a 
la mHad de 1a cuerda con una fuerzo F de mognitud Fen direcci6n 
ortogonal y se desplaza 2 m. 

20 

F 

a) l.Que fuerza necesitan hacer las personas de los extremos para mantener 
el sistema en equilibria? 

b) l.Cuento se desplazaron las personas de los extremos desde su postc16n 
inicial? I 

I 

! 

7.- l.Que fuerza debe hacer un hombre para empujar un carrito de 2000 N 
sabre una rampa de 2 m de largo. y que sube 1 m? 

8.- Demuestra uno de los stguientes tearemas: ____ _ 
a) Las bisectrices internes de un triimgulo se intersectan en un solo punto. 
b) Las alturas de un triangula se interseetan en un solo punta. 
c) Las mediatrices de un triengulo se 1ntersectan en un solo punta. 
d) Las medianas de un trHmgulo se intersectan en un solo punta. 
e) Dos biseetriees externas de un triengulo y una interna se intersectan en 

un solo punta. 
(Nota: si consideras alguno de estos teoremas como un caso particular de 

un teorema mas general.. como Ceva, demuestra_ J?l. teorema generaL) 

2 Ex.amen 2, Ffs1c.a 
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9.- Demuestro uno de los siguientes teoremos 
a) Los bases de less bisec.trices de dos ongulos interiores y uno exterior de -­

un trHmgulo son colineeles. (Supan que la bisectriz exterior noes 
·fll paralela al ledo opuesto.) 

b) Las bases de las bisectrices de los tres ongulos exteriores de un 
triongulo son colineales. (Supan que ninguna dele bisectrices es 
peralele el ledo opuesto.) 

1 0.- Consi dera una fuerza F = 3x - y - 5z actuendo sabre e 1 pun to (7 ~3 ~ 1 ). 
Calcula la torca o momenta rotacional de la fuerza alrededor del eje z. 

1 1. - Sean un cil i ndro con radio de base 1 y a 1tura 1 J e 1 co no con 1 a mi sma 
base y altura~ y la semiesfera inscrita en el cilindro. Nuestro que le 
semiesfera y el cono colgados a una distancia 1/2 equilibran o el 
cilindro en lo posicion dada. (Sugerencia: celcula el area de uno secci6n 
tn:msversol del cono e uno distoncio x del verticaJ el area de una 
seccion transversal dele semiesfera a una distancie x~ y el momenta de 
una secci6n transversal del cilindro e una distoncia x.) 

1/2 X 

12.- Si x1 son un conjunto de datos~ f1 sus frecuencias y Jl la media~ · 

a) Muestra que :Z f1 (x1 - J-l) = 0 

b) Interprets f1 como fuerza, (x1 - Jl) como brazo de pa1anca y muestra que 

la media es el centro de equf~ibrio del sistema. 

·--~---·-- 3 Ex.amen 2
1 
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Ex omen porci ol 

l) El vector- rje posicion de unfl partfcula esta rjarj;J por. 
r = o + (b - o)t, 0 ~ t , donde n !d b son '·iectores constantes. 
f'-1ue::;tra que lEJ pEJrtfcula se rnue•.,..e en uno Hnea recta con ve1ocidod 
uniforme. 

2) Un cache i3Ce 1 en:r a 100 km / h de 1 a si gui ente man era: 

1 a 0 - 15 krn / h en 2 segundos 
::::a 15 - 30 km / h en 3 segundos 
~-· ;j 30- 50 krn / h en 5 segundos 
4;j 50- 10(J km / t·r en 15 segunrjos 

:3uponiendo que el cache ··ra con aceleroci6n constante en cada "ve1ocidad" 
[9earL encuentra 1 a di stanci a recorri da para ll egeJr ;j 1 00 krn / h. 
·::sugerencia: utilize une !~rf:Jfica velocidorj - t.iernpo) 

3) Un ciclist.a perjaJeanrjo hacia el oeste a 10 krn / h encuentra que el 
~.'·iento parece '·/enir del sur. A1 aurnenter :3u o,.•elocidad al rjoble .. parece que 
e.! 'liento viene rjeJ suroeste. Encuentra Ja • ... •e1ocidad rjeJ '·liento. 

- J 

d) E1 satelite 1'1orelo!3 se encuentra rno•.iJendose con '·lelocidad angular 
con:::t;:!nte en una orbit~ circular con radio de 42 000 krn. El ::·]ate lite da una 
'·/Ue lta cornp 1 etB cBda ::::4 horas. -- , 
.=: ··, I= n ,-.llP.t·r -l· t-~j ·=:LJ '• 'A J 0,~; d·"'d v ; 
.... _, -~' -·- -· I ·-· I-· ~I u II. ~ 

b) Encuentra :3U ace 1 eraci on 0. 

5) Unt~ parti cul a P es 1 anzada des de una ,ji stanci e Rt del centro rje 1 a tierra .. 
. ' 

con una velocidad vertical u. La aceleraci6n de 1a partfcu1a hacia el centro 
de 1a tierra es G * t'.\-/-}{2, donrje ::< es 1a distancia al centro de la tierra .. y G 

!d r·-Jt ·:;on constantes. 

a) t'1uestra que pat.:a u2 ~ 2 G * 1\ ,/F.\ la partfcula escapade 1a tierra. 

b) Encuent.n3 la '·lelocidad ,je escape de 1a tierra. (13 = 6.67 )~ 1 o- 11 N m2 /kg2 _, 

r''l - 5 C)·-· '-' 1 tt24 '-·g R - b.- 7 0.-. '-' 1 tr6 t.,.l··, -t, - ._. _.IJ ,··· .... r·-.1 .• 't - ··-·' a'\ 'J I 1 

Examen•::iner.notic:a .. F1sic:.a 
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EXAMEN PARCIAL MECANICA 20- 10- 87 

ESCOGE 4 DE _LOS S I GU I ENTES PROBLEMAS 

1) Una pelota es 1anzada con velocidad v
0 

desde un punta 0 al nivel del 

sue 1 o haci a una pared vert i ca 1 de a Jtura h1 que est a a una di stanci a c de 0. 

l 
h 

0 
~---- c 

Prueba que si 
v 2/g < h + (h2 + c2.)1/2 

0 '" 

lt1 pelottJ no puede pasar encima de 1a barda. (Descuenta todas las fuerzas 
que_ actuan sabre la partfcula excepto la gravedad). · 

2) Un. proyectil es lanzado desde un punta 0 con. velocidad v
0 

con un ongulo 

,je e1evaci6n o:. 
y 

X 
0 C I M A T -~~~: 
Desprec1ando todas las fuerzas excepto 1 a gravedad~ . B 1 D L I 0 r I c I --

a) enctJentra la ecuaci6n de la trayectoria de la partJ.cula~ tomando o_ GO_r:rl() ________ _ 
-- --------efo-rfgen- y llSarido CO·O-rdenadas X~y.- --- . -

-. -·-·-·-···--······-··- -

b) Prueba que el maximo alcante es para un 8ngu1o o: = 45°. 

3) l.Que viaja mas rapido~ la luna 0 un satelite en orbita alrededor de. la 
tierra a 150 km sabre su superficie? l.Cual es la raz6n de las velocidades 
en terminos de la raz6n de los radios? l.Cual es la razon de los periodos? 
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4) Una partfcula de masa m se mueve verticalmente sujeta a una fuerza 
gravitacional constante F =-mg. 
Si x es la alt.ura de la particulo en un tiempo t, v es la velocidad de la 
pertfcula en el tiempo t, y V

0 
es la velocidad inicial, demuestra que 

.!. m v2 + mgx = .!. m v 2 
&! &! 0 

5) En una polea se cuelgan dos masas m1 = 1 kg y m2 = 3 kg . 

.,.Suponiendo que la cuerda no se estira y que no hay fricci6n, encuentra la 
eceleraci6n de m2 (g = 9.8 m s-2). 
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SOLUC I ON DEL EXAM EN 

1) La region de rnovimi en to posible est a dada por 

x2 i 2J.e ( t'-2.~ y) 
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2 =. T} (216 000) 

rn d2:,..~ d:..: = - gm d:..: 
dt"' dt ~ . dt 

m ddt (~(grrJ=- gm ~r 
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1 ld:~ I. dv rn 2 dt = o- grn ctt' dt 

m! (M=f- gm dx 

m ~ v2 = - gm>~ + c 
en · ... · = V0 x = 0 

c- m 1 ~~~ - 2 IJ 

T1 = .29 hrs. 
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EXAMEN TEOREMAS DE CONSERVACION 

1) En uno paleo se cuelgon dos moses m1 y m2 . Suponiendo que no hoy friccion~ 

que la cuerda no tiene masa y que nose estira~ 
a) encuentra la velocidad de las dos masas cuando m2 ha recorrido una distancia 

d partiendo del reposo. 
b) Encuentra la aceleraci6n a partir de esta expresion para la velocidad. 

·-

2) Un satelite de masa M se mueve alejandose del sol bajo la influencia de una 
fuerza k/x2 dirigida hacia el centro del sol. Si el satelite es lanzado desde una 

_ distancia r del centro. muestra que su velocidad de escapees (2k/r)112. 

3) Un proyectil de 0.1 kg -es lanzad_o desde lo alto de un acantilado de 200m de 
altura con una velocidad 1nicial de 50m/s .. con un angulo de elevaci6n de 30°. 

' 
200 

.! 
Descontando la resistencia del aire~ lcual serf a su velocidad al tocar el suelo? 

4) l.Cuel es el trabtljo necesario para mover- un satellte de masa M de la 
-~ --~----~ -

superficie de lo tferra a una 6rbita de 42000 km de radio? 
[radio tierro 6.37 X 1o6m} moso tierra 5.98 X 1 o24 kg, G = 6.671x 1 o-11 Nm2 /kg2] 

5) Una partfcula de masa m se mueve en el espacio. En coordenadas 
rectangulares muestra que el momenta angular de la particula con respecto al 
ori gen est a dado por: · -- · ---- · 
H

0 
= m (y dz/dt - z dy/dt. z dx/dt - x dz/dt. x dy/dt - y dx/dt) 
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EXAMEN DE MECANICA 

PRIMERA PARTE MOVIMIENTO PLANET ARlO 

ESCOGE DOS DE LAS SIGUIENTES PREGUNTAS 

1) Descantando la fr.ic~16n, encuentra la velocidad con la que debe· ser 
lanzada un satelite desde la superficie de la tierra para alcanzar el punta 
entre la tierra y la luna donde la fuerza de gravedad es cero. 
[Radio tierra 6.37 x 1 Q6 m, masa tierra 5.98 x 1024 kg, 
masa luna 7.34 x 1022 kg, distancia tierra-luna 3.84 x 1 os m] 

·. ~~-;~ ·. ;· 
·:::·:,.. 

·.2) Muestra que· una 6rbita circular r = a es so1uci6n de la ecuac16n de 
. mavimiento planetaria 

d2r/dt2 = -kr/r3 
· si el momenta angular con respecto al origen tiene un valor espec1fico. 

-Encuentra este valor. 

3) El cometa Halley se mueve en una 6rbita ellptica de excentricidad 
e = 0.97 y periodo 76 anos. · · · _ 
a) Calcula el semieje mayor del cometa en terminos del semieje mayor de 

·:_. :; Ia tierra. 
b) Encuentra la d1stanc1a mfnima del cometa al sol y su distancia maxima. 
[ r P = a( 1 - e), r a = a( I + e) J · 

. . 
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SEGUNDA PARTE MOVIMIENTO ARMON! CO SIMPLE 

ESCOGE DOS DE LAS SIGUIENTES PREGUNTAS 

1) El pendulo de Foucalt fue puesto en Paris en 1851 ·para mostrar el 
efecto de Ja rotacf6n ._~e la tierra. Su Jongitud es 69 m. Encuentra su 
periodo. 

2) Una part1cula de masa m se mueve en lfnea recta bajo una fuerza -mw2x, 
. .. donde w es una constante real positfva y x es Ia dfstancfa a un punto ffjo o 

en Ia I inea, tiene ecuac16n de movimiento dada por 

a) Muestra que x = a cos( wt) + b sen( wt) es solucf6n de Ia ecuaci6n de 
movimiento. 
b) La particula en t = 0 esta en la posicion x = a0 y se suelta de modo que su 
velocidad es cero. Determina los valores de las constantes a y b. 

3) Un cilindro circular de radio a y altura h, de densidad p1, flota en un 
I iquido de densidad p2. Encuentra el periodo de oscilaci6n vertical del 

. 'cilindro. (El principia de Arqufmedes afirma que ei empuje hacia arriba 
sobre el cilindro es igual al peso del Jiquido desplazado.) · 

2 Examen mov planeta, Flslca H 
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