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LOGARITMOS VIA ANALISIS NO ESTANDAR 

·. 
Alfinio Flores Pefiafiel * 

Los viajes de navegacion que produjeron lo~:grandes descubrimientos de los 

siglos 16 y 17 hicieron ne·cesaria la . :esolucion de dos problemas: 

1) Para poder fijar la posicion del barco en alta mar y calcular las rutas 

de naveg~cion habia que multiplicar senos y cosenos de angulos con una 

precision de hasta 7 cifras. 

2) Para poder calcular el interes cornpuesto de los capitales acumulados con 

el producto de esos viajes se tenian que realizar muchas multiplicaciones 

y extraccio.nes de: .raices. 

Esto hizo que se buscara illtensamente la manera de simplificar los calculos 

aritmeticos. La forma de hacerlo fue reducir el problema de multiplicar al de 
J 

sumar mediante los logaritmos, cuyo descubrimiento fue hecho de manera inde -

pendiente y casi simultanea por Napier en Escocia y por Burgi en Suiza. Los lo 

garitmos tuvieron no solo una utilidad practica para calcular, sino que sirven 

para el estudio de fen6menos biologicos y economicos y tienen una gran impor -

tancia desde el punta de vista teorico de las matematicas. 

Veamos como se puede reducir el problema de multiplicar a realizar simples su -

mas. 

La idea basica, de-asociar una progresion geometrica a una aritmetica la pode-

mos encontrar ya en la obra de Arquimedes "El Contador de Arena". Sin embargo 
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las casas para Arquimedes se complican ya que no contaba con el cera . 

.. 
Galois nos da la fonn~ explicfta. Cuando present6 su examen de admisi6n a la 

Escuela Politecnica, la pregunta que le plantearon fue sabre logaritmos. La 

respuesta de Galuis fue simp1emente escribir~2 progresiones en e1 pizarr6n 

una aritmetica y una geometrica: 

a) 0 1 2 3 4 

b) .1. a ,. 

Los tenninos de 1a progresi6n aritmetica son los logaritmos de la progresi6n 

geometrica y la base es a. Para multiplicar los terminos de la progresi6n geo 

metrica entre sf, basta sumar los terminos cortespondientes en a) y ver cual 

le· corresponde a la suma en b) este es el resu1tado de la rnultip1icaci6n. 

Consideremos las siguientes progresiones 
"' 
(a') 0 1 2- 3 4 5 6 7 J 8 

(b ') 1 2 4 8 '16 32 64 128 256 

Par ejemp1o la multiplicaci6n 8 X 32 =256. 

Los terminos correspondientes son 

3 + 5 
l 

(a') 0 1 2 3 4 5 ·6-- 7 8 

I 
. -'·-·· (b!:J --- 1 2 4 8 . 16. -- 32 64 128 256 ---

I 
......... , 

j 8 X 32 

Tambien podemos dividir nlimeros de la sucesi6n (b I) entre sf. Para esto lo que 

hay que hacer es restar los terminos correspondientes de (a') 

-··--·--:-··----~-'--:...-

--------~--
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j, 
7 - 4 

. . 
a') 0 1 2 \ 3 4 5 6 7 8 

I J I 
b') 1 2 4 8 16 32 64 128 256 

1 128 + 16" 

Para elevar un n6mero de la sucesi6n (b"') a una cierta potencia, basta multi 

plicar el termino correspondiente en (a') por ese nCnnero 

.<~'· ~------ 2 X 3 -----t 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 2 4 8 16 3Z 64 128 256 
'------43 

La extracci6n de rafces tambien puede realizarse de manera mas sencilla. Para 

~esto basta dividir el termino correspondiente entre el fndice de la rafz. 
I 

.{:.,...------ 8 ..;; 2 

0 1 2 4 5 6 7 8 

1 2 4 8 16 32 64 128 256 

t.._ _____ v2s6 ___ __. 

Utilizando estas dos progresiones se ha simplificado el problema de calcu1ar: 

en vez de multiplicar solo hay que sumar, en v~z de dividir hay que restar etc. 

Esto se puede hacer siempre que se tengan una progresi6n geometrica y una arit 
- ---· -- ·-----.-;---- -------

metica en correspondencia. 

Sin embargo hay una dificultad con 1a progresi6n (b'), sus terminos estan muy 

separados entre si. Con ayuda de ella no podemos multiplicar nUmeros que no e~ 

ten en la progresi6n por ejemplo 90 x 192. Para solucionar esto se puede pen -

sar en utilizar una sucesi6n geometrica mas "cerrada", esto es, una progresi6n 

- - -- __:_ ______ ......_ 
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en la que los terminos sucesivos esten mas cerca entre si. Vea-·, 
mos :por ejemplo let progresi6n con raz6n 1.1 

1 . 1 1. 21 1 . 331 1. 464 1. 61 . ' . 
en esta progresi6n la diferencia entre terminos sucesivos no­

es muy grande al principia. Pero veamos por ejemplo el 63° ter~ 

mino 405.26 y el siguiente 445.19 la diferencia vuelve a ser de 

masiado grande. 

Podriamos tomar una razon todavia mas proxima a 1 por ---,. 
ejemplo 1.01 

1 1. 01 1.0201 1. 030- 1 . 041 . . . 
En esta sucesion los huecos son mas pequefios. Aun asi, si 

quisieramos aumentar el grado de precision, trabajar con numeros 

con 6 o mas cifras despues del punto, tendriamos que elaborar -

otra progresion, por ejemplo 

1 1.000 0001 1.000 00012 ·1.000 00013 . . . 
Esta tiene los huecds suficientemente pequefios al princi--

~ 

pio, pero a medida que se toman numeros mas grandes, los espa---

cios se hacen cada vez mayores, de modo que la distancia entre -

terminos sucesivos llega a ser mas grande que el error permitido 

lSera posible encontrar una progresion geometrica tal que­

no surjan estas dificultades? 

Desgraciadamente esto no es posible en el sistema de los -

numeros reales. Sip es un numero real positive, no importa que­

tan pequefto, y tomamos la progresion con raz6n 1~p, podemos siem 

pre encontrar una n tal que la distancia entre (1iP) .n+1 y ----­
(1+p)n sea mayor que el error permitido. 

·-----~---------------

· _ _(1+p)n+ 1 _- (l+p)n =.p (1+p)n lo cual puede ser muy 

grande si :n· es suficientemente grande. 

Para poder encontrai la progresion que bustamos necesita-­

mos trabajar con numeros infinitamente pequefios e infinitamente­

grandes. Estos numeros forman parte del sistema numerico~R que -

--------------- -~------------------------ - -----------··-·--- ···-----------···· 
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es una extension 4e los nGmeros reales~R. 

Aunque en el principia del calculo se manejaban libremen­

te los infinitesimales, principalmente Leibniz y Euler, ciertas 
·• 

dificultades hicieron que la formulaci6n rigurosa del siglo 19-

los dejara a un lade. No fue si~o hasta hace pecos anos cuando­

Robinson di6 una formulaci6n rigurosa y operativa de un sistema 

que contiene nGmeros infinitesimales. Veamos como es este siste 

rna. La rect.a real es solo una parte de to do. Mas all a que los -

reales positives est§:n los nGmeros infinitos positives. 

Fig. 1 

infinitos negatives R infinitos positives 

Ademas si tomaramos un microscopic infinitesimal, veriamos 

que lo que parece un punto en R, en* R es todo un conglomerado -

de puntos que estan infinitamente cerca de el 

Fig. 2 

Q 

*·-R es un campo ordenado que contiene propiamente a ··R. Se pue­

den distinguir tres tipos de nGmeros en *R: 

i) los infinitesimales 

ii) los finites 

iii) los infinitos 

rJ... es infinitesimal si para to do \ t R+ \v\ \ < y 

0. es fini to si existe I c R +tal que 



"\' 

A es infinito si para todo < \A·\ •, '( 

4-c 

Se tiene entonces ~ue si ~ es infinit~sirnal y a es finito 

r)..O._ es infinitesimal. 

Si c<. es infinitesimal entonces 

infini to * es infinitesimal. 

es infinito y si A es 

Si a,b son ~os numeros 'tales que su diferencia es infinitesimal 
,. 

se denota a~ b. 

Si a es un.numero finito de *-R, entonces existe unreal Y tal 

que a -r::: r . A este rear se le llama la parte estandar de a . 

Los numeros de *R se pueden operar con las mismas 

de R. Por ejemplo para sumar fracciones del 

.Q_+ b Q+b = c. c. c 
es valido, aunque a_hora a,b,c, est en en·*· R. 

Otro ejemplo seria el te0rema del binornio. 

Se tiene que para ~ un nfimero nitural de ~R 

\1~ *') ~ I 
h1 \"r) ( \11- I) I + + ... - + I ~ - m 21 111~ • 

tipo 

reglas que los 

Est a misma formula sigue siendo val ida aunque ahara tomemos nume 

ros naturales infinitos. 

Podemos, con ayuda del- sistema e~tendido *R construir ~a pr~gr~~ 

si6n deseada. 

Sea Nun nfimero riatural infinito.Considerernos las ~iguientes pr£ 
gresiones. 

·z. --H-
c) 0 

--- -, I l l. -N N ••• N 

d) I 1+-h (l+ ~y- ... (1 ~ ~)N . ~ ' ( i +_~) ~- ._ ~ . 
La distancia entre terminos sucesivos de la progresi6n (d) es 

--~----------------.-·----~-------~---- --··---------·-·-----------
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lo cual es infinitamente pequefio si (i + 1/f..i)M -~s finito. Par otra parte, la 

progresi6n (d) tiene ~alores arbitrariamente giandes ya que 

q + J_) IIJ -= ) + J:!.. l + ~ ( N - 1) .J_ -4- •• ' > 2 
\ 1\1 l t .N 2l N '!. 

y si M = N1 ~, 

(I+ I~ ) lv'\ [(I-~- ;\ItT'' > 2 N 
Asf tenernos que (d) es una progresi6n geornetrica infinitesimalrnente densa en-

tre los nlimeros finitos. En particular si r E R, r estara infinitamente cer-

ca de algGn t§rmino de (d). 

Al igual que hicimos con las progresiones· (a') y (b'), para multiplicar terrni 

nos de (d) 

fv\ 
basta surnar las correspondientes en. (c) 

N- "' i' •. 

j:l_. M ~ 1-l 
N Cd... N 

(1+ ~)M • ~ .. ( 
1 )\t (· ')M-+H H·'N ,. .. ,. (+N 

~ Vearnos c6rno se puede interpretar esto geornetricarnente. 

Si en el eje horizontal rnarcamos los puntas de la progresi6n (d), con ayuda de 

un microscopic se v~rfan asf 

. ' .. ' 
I =-l<o l+-N .:::X, (1-r~)'z. =X2.. 

Denotarnos la longitud de los intervalos par 

dxt = J(L"tl - ><t 
Tenernos entonces que 

~X.. ::: ( I + ~ ) - I N 

d X I :::: tr {: h r-- ( I + I~) = ( I + .~) ~ 
It .. 

- dx 
(V\ 

'I· I) 1"1+1 ,., + I )'VI- (Il-l )Ill\ _I ::: l .,.. .N -\.. i'J - '" N 

Sabre estos intervalos construirernos rectangulos de areas iguales 
I 

cia entre los terrninos de la progresi6n (c) o sea iguales a 
N 

a la distan-
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Sabre el ler. intervalo se construye un rectangulo de altura igual a 1 que es 

I . ~~ I 
igual a :Xo , sabre ~1 se~do intervalo uno de alturay\ t + ~) = -yj 

el tercero uno de altura __ f_ :=... -
1 , sabre el M-esimo uno de altura 

sabre 

. (1 r~ r- )\2 
y~ + lf'J) M-1 == ~X VI-I 

La suma de las areas de los rectangulos desde el primero hasta el M-esimo es 
M-1 1'-'-l .. 

'= I d'v • - ......... -' - M 
..::::::.. -. ~~~ - ~ '" - ---( :: 0 )'.(.. (, = J J\} 

o sea el tennino,. que le corresponde a (I + ~~) \Y\ en la progresi6n (c). 

M-l 

Est a sl.llna de las areas L ~. d :< ~ difiere del area baj o la curva \f.,.::. _,__XI des de 
t::o ~ . r 

1 hasta ( \ -r-fJYV\ en una cantidad infini tamente pequefi.a ya que la diferencia 

es men or . q u e 1 a s u m a d e 1 o s r e c t a n g u 1 o s · s om b r a d o s ( F i g . 4 ) • 

Fig. 4 

,. 
:; 

---+------ ~-

. ,_. 
.:.. ... :·. \ . .::: :.. .. ~_; ·.··~·-:..~-.:. .. ·----~:~ .~·;·· -·· . : y esta suma es menor que un 

t 
rectangulo cuya altura sea la diferencia 

.. _base. sea ~- ( j t ~) M , o. ~~~·de .. irea\ 

en los extremos o sea 1-- · y cuya 

( l+~y~ 
'j l' \ + l ) VI ( \ . I ·-) - .l_ (' ( I + -l ) M I ) ----------- ··.. · · N · N - (1 +-MM -. N _ ~v __ ~ 

lo cual es infinitrunente pequefi.o. 

M~l Jy 
la parte .est~dar de -~-- -*· d~~ es' precisamente i cttX' 

t~v L - X' 
estandar de ( I+ ~) 1\.lj _ - - · I · 

Esto es, 

la parte 

donde Y es 

--- - ... ·o sea que de ~a correspondencia entre las progresiones (d) y (c) 

.. ,.-
--~- -------.,.~ .... 

-----~------------------ -----···---
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se tiene la correspon~encia entre las respectivas partes estandar 

J'( ~ J ' 
l.-> OvX \ :X 

Esta correspondencia la denotaremos par log ~ 
"'( 

X09 y = J ~ cl-x --

se tiene entonces la propiedad fundamental del logaritmo 

loc) (-rs) = ~ Y +~s 
0 rs ~ s · J -} ol?< -J ) tln J ~ eLy 

Las progresiones (c) y (d) se pueden extender hacia la izquierda 

(c') M' -2 
_, 

0 I 2 . ".- ' L w \ ' . fJ N N N N 

(d') ~ .. (It~ rM ~.·. (\T~J1 (~~~r' I (H~) . )~ (k~ \4 

7. 

La progresi6n (d') toma valores positives, y la (c') vade valores infinitos 

negatives a valores infinitos positives, o sea que la imagen de log es todo R. 

La funci6n log definida como la integral de una funci6n continua y positiva, 

resulta ser creciente y diferenciable. Podemos entonces definir la funci6n 

inversa 
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Esta funci6n tiene la propiedad 

V<f (x) I ya que 

Veamos 

cl%~ (X) ::: (~' := ~/' '/ :: h-r (X) 
otra forma en que se puede expresar la funci6n inversa de log. 

En la progresi6n (d) hay un termino rrruy. especial: ( 1+-h)N ya que a este le co­

rresponde precisamente el nlimero 1 en (c)~ 

./· 

Sea €. la parte estandar de ( 1-+ ~ /" • Como para cualequiera M,N infinitos se 

tiene que (H- 1~)'"' ~ (f+ 10N, no importa 'cual natural infinito hayamos esco­

gido para definir logy E:· 

f X k Si K, N son enteros in ini tos tales que r:- - , la funci6n exp le asocia a 
N 

... x la parte estandar de K 

· ( 1 + 1:.) K~ = ( I -r ~ ) N ;;r Rf e ~ ~ e:' 
se tiene entonces que 

o sea que 

De la correspondencia entre las progresiones (c) y {d) tenernos esta otra pro - · 

:···--- -piedad de la funci6n eJq)onencial 

e)< e_'-f ~e)(+~ 

Hemos obtenido asi- las propiedades fundamentales·de-la funci6n logy de su in~ 

versa, la funci6n exponencial!basandonos en la correspondencia entre una progre­

si6n aritmetica y un~ geometrica en cada una de las cuales los terminos estan 

... ······-·····'-:-·:·--:-.--·-·· -.··· 
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infinitamente cerca de los terminos que los s~~en. 
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