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LOGARITMOS VIA ANALISIS NO ESTANDAR

' Alfinio Flores Pefiafiel *
Los viajes de navegacidn que produjeron los:grandes descubrimientos de los

siglos 16 y 17 hicieron necesaria la resolucidn de dos problemas:

1) Para poder fijar la posicién del barco en alta mar y calcular las rutas
de navegacidn habia que multiplicar senos y cosenos de adngulos con una

v

precisidén de hasta 7 cifras.

2) Para poder calcular el interés compuesto de los capitales acumulados con

el producto de esos viajes se tenian que realizar muchas multiplicaciones

y extraccidnes de raices.

‘Esto hizo que se buscara ihtens;mente la manera de simplificar los cilculos
aritméticos. La forma de hacerlo fue reducir el problema de multiplicér al de
sumar mediante los logaritmos, cuyo descubrimiento fuedhecho de manera inde -
pendiente y casi simultinea pof Napier en Escocia y por Burgi en Suiza. Los 1o
garitmos tuvieron no sélo una utilidad practica para calcular, sino que sirven

para el estudio de fendmenos biolégicos y econdémicos y tienen uma gran impor -

tancia desde el punto de vista tedrico de las matemidticas.
Veamos cémo se puede reducir el problema de multiplicar a realizar simples su -
mas.

La idea basica, de-asociar una progresidn geométrica a una aritmética la pode-

mos encontrar ya en la obra de Arquimedes "E1 Contédor de Arena'. Sin embargo
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las cosas para Arquimedes se complican ya que no contaba con el cero.

N
Galoeis nos da la forma explicita. Cuando presentd su examen de admisidn a la
Escuela Politécnica, la pregunta que le plantearon fue sobre logaritmos. La
respuesta de Galuis fue simplemente escribir: 2 progresiones en el pizarrdn
una aritmética y wa geométrica: |
a) (. 1 2

b) - _ 1 a -al a’ a

e
Los términos de la progresidn aritmética son los logaritmos de la progresién
geométrica y la base es a. Para multiplicér los términos de la progresidn geo
métrica entre si, basta sumar los términos correspondientes en a) y vef cuil

le corresponde a la suma en b) este es el resultado de la multiplicacidn.
‘$Consideremos.las siguientes progresiones

(a") 0 1 2~ 3 4 5 6 7

‘16 32 64 128 256

() 1 2 4 8
Por ejemplo la multiplicacidn 8 x 32 = 256.

Los términos correspondientes son

3+5 — . ‘
_ ] | - J’
' l [ e - - e e . PR

8 x 32

También podemos dividir nimeros de la sucesidn (b') entre si. Para esto lo que

hay que hacer es restar los términos correspondientes de (a')




32 64 128 256

i[ [ I
128 + 16

Para elevar un nimero de la sucesidn (b') a uma cierta potencia, basta multi

plicar el término correspondiente en (a') por ese nimero

2x3 —

R I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 8 16 32 64 128 256
I 42 ]

La extraccitn de raices también puede realizarse de manera mas sencilla. Para

vesto basta dividir el término correspondiente entre el indice de la raiz.

- 8+ 2
| T . |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 - 4 8 16 32 64 128 256
T V256 1

Utilizando estas dos progresiones se ha simplificado el problema de calcular:
en vez de multiplicar sdlo hay que sumar, en vez de dividir hay que_restar etc.

Esto se puede hacer siempre que se tengan una progresién geométrica y una arit

mética en correspondencia.

Sin embargo hay una dificultad con la progresién (b'), sus términos estan muy

separados entre si. Con ayuda de ella no podemos multiplicar nitmeros que no es
tén en la progresidn por ejemplo 90 x 192. Para solucionar esto se puede pen -

sar en utilizar una sucesidn geométrica mds ''cerrada', esto es, una progresién .-
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en la que los términos sucesivos estén mds cerca entre si. Vea-

mos por ejemplo la progresidn con razdn 1.1
T 1.1 1.21 1.331 1.464  ° 1.61 ..

en esta progresién la diferencia entfe términos sucesivos no-
es muy grande al principio. Pero veamos por ejemplo el 63° tér-
mino 405.26 y el siguiente 445.79 la diferencia vuelve a ser de

masiado grande.

Podriamos tomar una razdn todavia mids prdxima a 1 por ---

ejemplo 1.01f
1 1.01 1.0201 ' 1.030 - 1.041

En esta sucesidén los huecos son méis péQueﬁos. Aln asi, si
quisiéramos aumentar el'grado de precisidn, trabajar con ndmeros
con 6 o mids cifras despﬁés del punto? tendriamos que elaborar -
otra progresién, por ejemplo
1 1.000 0001 . 1.000 00012 1.000 00013, .

Esta tiene los huecos suficientemente pequefios al princi--

. . = . - 1
pio, pero a medida que se toman nimeros mas grandes, los espa---
cios se hacen cada vez mayores, de modo que la distancia entre -

términos sucesivos llega a ser mds grande que el error permitido

iSerd posible encontrar una progresibn geométrica tal que-

no surjan estas dificultades?

Desgraciadamente esto no es posible en el sistema de los -
nimeros reales. Si p es un nGmero real positivo, no importa que-
tan pequefio, y tomamos la progresidn con razdn 1+p, podemos siem

pre encontrar una n tal que la distancia entre (1+p) n+1 y
(1+p)n sea mayor que el erTor permltldo

(1+p) fm(1+p)v,=”p.(1+p) lo cual puede ser muy ---.
grande si n° es suficientemente grande.

Para poder encontrar la progresién que buscamos necesita--
mos trabajar con niimeros infinitamente pequefios e infinitamente-
¢randes. Estos n@imeros forman parte del sistema numérico¥R que -.
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es una extensidén de los niimeros reales 'R.

Aunque en el principio del cdlculo se manejaban libremen-
te los infinitesimales, principalmente Leibniz y Euler, ciertas
dificultades hicieron que la formulaéién rigurosa del siglo 19-
los dejara a un lado. No fue sino hasta hace pocos afios cuando-
Robinson di6 una formulacidén rigﬁrosa y operativa de un sistema
que contiene nimeros infinitesimales. Veamos cOmo es este siste
ma. La recta real es sb6lo una parte de todo. Mas alld que los -

L4 -
reales positivos estidn los nGmeros infinitos positivos.

Fig. 1

[+
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infinitos negativos R infinitos positivos

Ademds si tomidramos un microscoplo infinitesimal, veriamos
que lo que parece un punto en R, en* R es todo un conglomerado -
- 1

de puntos que estdn infinitamente cerca de €l

Fig. 2

*"R es un campo ordenado que contiene propiamente a "R. Se pue-

den distinguir tres tipos de nlimeros en *R:
i} los infinitesimales
ii) los finitos
iii) los infinitos

4~
A es infinitesimal si para todo Y € R ‘d\<iY

: +
Q. es finito si existe Y& R tal que kll Ly -



A es infinito si para todo Y& Rﬁ -ﬂY'< \/Xl

\

*

Se tiene entonces que si A es infinitesimal y a es finito

AQ es infinitesimal.

. s e . I P .
Si A  es infinitesimal entonces = es infinito y si A es
infinito~£r es infinitesimal.

Si a,b son dos nimeros tales que su diferencia es infinitesimal

.,.
se denota a=~ b.

Si a es un .ntmero finito de *”R, entonces existe un real Y tal
que a~= r . A este real se le llama la parte estandar de a

Los nimeros de *R se pueden operar con las mismas reglas que los
de R. Por ejemplo para sumar fracciones del tipo
&, b o Qfb

c C c _ .
es vdlido, aunque ahora a,b,c, estén en * R.
Otro ejemplo seria el teorema del binomio.
Se tiene que para i un nimero natural de ‘R

o\ M Mo m(m=1) (
I+ oo —_ I + T L b = 4+ e
m - Hom 21 m 2
Esta misma férmula sigue siehdo,vélidé aunque ahora tomemos niime

ros naturales infinitos.

Podemos, con ayuda del sistema extendido *R construir la progre-
sidén deseada ‘ v '
Sea N un numero natural 1nf1n1to Con51deremos las siguientes pro

gre51ones _ ‘ e
e 2 Mo
C) O -‘I\T . _I:T e ‘ b 7\7-

§ 1 b (e e () ()

La distancia entre términes sucesivos de la progresién (d) es

)™ = ()" = (1) &

e
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lo cual es infinitamente pequeflo si <i+l/N)Nles finito. Por otra parte, la

progresidn (d) tiene valores arbitrariamente grandes ya que

U ) =i et 2

21 N*T
i \M _T ! )PJ N N
()" = [(1+5)"]" >2
Asi tenemos que (d) es una progresién geométrica infinitesimalmente densa en-
tre los nimeros finitos. En particular si r € R, r estari infinitamente cer-

ca de algln término de (d).

Al igual que hicimos con las progresiones- (a') y (b'), para multiplicar t&rmi

nos de (d) basta sumar las correspondientes en (c)

M . M4 H
— & g e N [ S N

N
O*'—'\])Mu-- (H*:Q)H, (H%)M-LH

Veamos cOmo se puede interpretar esto geometricamente.

~ Bl

Si en el eje horizontal marcamos los puntos de la progresién (d), con ayuda de

un microscopio se verian asi

L1 1 H
] { f .
=X =X (l+H)2=%a

Denotamos la longitud de los intervalos por

d)(g = Yo — Xt
Tenemos entonces que

(}Xu:(!-}ﬁ)-—l :-{% . | |
Cda = (e = 0eh) e
O\XM :_Uﬂ?,r'/)M“*('HT'v)M:(“"}V)M "N

Sobre estos intervalos construiremos rectingulos de dreas iguales a la distan-

« VN

cia entre los términos de la progresién (c) o sea iguales a ==

N



Sobre el ler. intervalo se construye un rectangulo de altura igual a 1 que es

. ' ) {
igual a -;L— , sobre el segundo intervalo wuno de altural HJ&):‘;'(T , sobre
)
I

el tercero uno de altura , sobre el M-esimo uno de altura
)Q2 '

ey
VQ“‘/\’ = I/X M~l( %N)

La suma de las dreas de los rectangulos desde el primero hasta el M-esimo es

M- M-y
S Ltdv=2y=4d
(=0 o (t=J N
o sea el término que le corresponde a (].}.-‘L\{)M en la progresidén (c).
- M=)
Esta suma de las areas % X: C{’(t difiere del &rea bajo la curva >/- < desde

1 hasta (\1— N) en una cantidad mflnltamente pequefia ya que la diferencia

es menor. que la suma de los rectdngulos ‘'sombrados (Fig. 4).

Db el Los UudTe R BT U s 0s WL . Ty esta suma €S Menor que un

!

rectangulo cuya altura sea 1a diferencia en los extremos 0 sea l-—

'{:‘ base sea 7\7 ( l {.-q)M , 0.sea de : drea, - : | H N)

e )

© 1o cual es 1nf1n1tamente pequerio.

-0 sea que de la correspondencia entre las progresiones (d) y (c) -

M

- Esto es, la parte estandar de 2 CIX es precisamente J C{/k/ , donde Y es

=0
la parte estdndar de (l"r >M

ycuya




L \M L}
(‘."Kl) = W
se tiene la correspondencia entre las Tespectivas partes esténdar
X
\ .
Y= J«—ol/x |
Esta correspondencia la denotaremos por log ~ i
Xog\/ J Af‘/
H
\ {
Como .

¢ M
| 1M
k@g‘r‘—‘Jl H;l— x> V=R

S%Z—,‘:] =B
M+H—L

M Mt 5 .
ycomo 3§ =2 -)J{C(l)nt %J\ ;lgl/x

se tiene entonces la propiedad fundamental del logaritmo

. 109 (‘r:;) _,?,09\’ +}(A35

Si

Las progresiones (c) vy (d) se pueden extender hacia la izquierda

(c") -.._.F“;\ (oo 22 0 l 2 ..
@) o () \"w) (p(—V‘ (Hh) (k) e

La progresién (d') toma valores positivos, y la (c') va de valores infinitos

negativos a valores infinitos positivos, o sea que la imagen de log es todo R.

La funcidn log definida como la integral de uma fumcidn continua y positiva,
resulta ser creciente y diferenciable. Podemos entonces definir la funcidn

inversa

wp R — &



Esta fuﬁéién tiene la propiedad B
uxp <><)' = %F(X)\ va que
X) _ (4 ~ e

Veamos otra forma en que se puede expresar la funcién inversa de log.
En la progresion (d) hay un término muy especial: (l"r’;l\'l)N vya que a este le co-
rresponde precisamente el nfmero 1 en (c).
. L\N . s
Sea € 1la parte estandar de (l'}_ﬁl . Como para cualequiera M,N infinitos se
: (! . . e
tiene que (14— ;13)' ~ ((-t»':q)w, no importa cual natural infinito hayamos esco-

gido para definir log y €.

Si K,N son enteros infinitos tales que AX’#% , la funcidén exp le asocia a

«X la parte estdndar de , %
ko= NZ= K
ke (1) E o ok e

-

se tiene entonces que
Cexp ()zet

si N-=MX , entonces -, '

- M LA MTR L X

(1+ ’V)N G+ 2a) =1 1w) ]._NQ

"0 sea que R

L "
le (H—%) ::@,‘X . o
De la correspondencia entre las progresiones (c) y (d) tenemos esta otra pro -

'”pledad de la func1on exponenc1a1

el < e

Hemos obtenldo a51 las propledades fundamentales de"la funcidn log y de su in-

~ versa, la funcmn exponencial, basandonos en la correspondenc1a entre una progre-

sién aritmética yvuna geométrica en cada una de las cuales los t&rminos estén




infinitamente cerca de los términos que los siguen.

N
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