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Algunas Relaciones entre Topologia 
y Teoria de Conexiones 

R. F. Vila Freyer 
CeJttro de Investigaci6n en Matematicas* 

El prop6sito de esta conferencia es describir a.Jgunas relaciones recientes entre topologla y teorla. 

de conexiones, que como herramientas matematicas que sugen de problemas e ideas de Flsica Te6rica 

han dado soluci6n a problemas algo viejos y, al mismo tiempo, estan dando una nueva vision en la 

topologla de variedades de dimension baja. 

§lo Espacios de moduli de fibrados vectoriales 
sobre superficies de Riemann 

El punto de partida desde' una perspediva. de geometda diferencial es un teorema 

equivalente al Teorema Fundamental de Geometr:la Riemanniana. 

En lo sucesivo L:9 es una superficie de Riemann compacta de genero· g, y casi siempre 

supondremos que g 2:: 2. 

Teorema: · 
Si 1T : E --+ :B9 es un baz vectorial bolomorfo, h un producto bermitiano en cada :fibra de 

E que varia diferenciablemente, entonces existe una unica conexi6n \7 que: 

1. Preserva el producto bermitiano, \lh = 0. 

11. Es compatible con la estructnra bolomorfa. Es decir, si usando la estructura 

compleja. de :B9 descomponemos Ja conexi6n \7 en sus (1.0) y (0.1) partes 

respectiva.mente \7 = \1 1•0 + \7°• 1 , entonces una secci6n S es bolomorfa si y 

solo si \7°•1 
8 = 0. 

Es todo lo .que vamos a decir, pensamos innist.intn.mente en el haz vectorial E con 

estructuras adicionaies, o el subfibrado de bases P compatible con la estructura adicional. 

Ejemplos: 

• A.P. 402, 36000-Guanajuato, Gto., Mexico 
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1. Si no darnos estructuras adicionalcs, P es un fibrado principal con grupo de 

estructura GL(n, C), que corresponde a las matrices de cambios de bases. 

u. Si damos una metrica hermitiana, P sera el fibrado de bases ortonormales 

con respecto a la metrica, por lo tanto un fibrado principal con grupo de 

estructura U(n). 

iii. Si ademas de la met rica, pedimos que An E sea trivial, entonces el grupo de 

estructura se reduce todav{a a SU(n). 

Las conexiones de (E, h) son lo mismo que las conexiones del fibrado principal P con 

grupo de estructura U(n). Si ademas 'V(e1 1\ ... I\ en)= 0 para toda base e1 ... en, entonces, 

la conexi6n corresponde al grupo de estructura SU(n), y A'n. E es trivial. 

· El esr; .. ~1o de conexiones A es ademas un espacio ai:\n modelado en A.1(E9 ,g(B)), las 

1-formas (: ~.>rencir1es en p ;:on val ores en Pl a.lgebra de. Lie g( E) de tra.nsformaciones de 

E -· • • "''. G 1 • t 1 , nt, ' • • 1 • d ' ; g ::.-..: J !, , ). _., e gntpo de es ructura c.:.!l !1L'Irauo prmc:pa asocHi. o. 

Por c.~ 

, 1or1c1·"' S''". ·.~. - J.V ~. ' 

(·,..~~· ..I \. l ~. ' 

:J si tencmos E, h, An E =trivial, A es m1 ef.pr~cio C~.fin rwdr;L ~o e:1 .tP(~9 , Stt( G))~ 

~· 1.:cnot::;, los endomorfismos de E que fibra a fibra ~~o.il r .. nti-adjuntos. 

' . ' . l 't . h 1 t . t 1 1 . ' '{'/ pr-,rte < •.onex1on JUnto con .a n1e nca ce ermm.::u :--. oc,.a a conmc~on ·v; por (;so, 

podemc .. , ·.bien clasificar el cspa.cio de todas lr.s estmcturas analiticas como la (0,1)

parte d0 ·, complexificaci6n de A,A0
·
1(:Eg,sl(E)) porque el algebra de matrices sl(E) es 

la comp·.-.-:.iflcacion stt(E)c. (En este caso supondremos la metrica fija). 

Esto ~... .... r-esponde a decir que una estructura holomorfa de L:9 determina la descom

posici6n i 1 ,;_-formas en (1,0) y (0,1)-partes que a su vez determinan la estructura holomorfa 
\ 

de A, ten:.: .. H.(o como haz ta.ngente holomorfo a las (0,1)-fotmas mencionadas arriba. 

Uno d'c }-r:,s objetivos de la Geometr1a Algebraica (respectivamente Compleja.) ha sido 

clasificar la testructura algebraica (respectivamente holomorfa) de objetos como son los 

haces vectoriales, de tal forma que el objeto que clasifica sea un espacio de pan1-metros que 

es tambien una variedad algebraica (respectivamente compleja). Para esto fue necesario 

introducir una clase especial de hacc;s: 

1. 1r : E-+ L; 9 es un h11z vectorial esta.ble si y solo si para todo subfibrado propio FdeE: 
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C} (F) C} (E) 
rk(F) < rk(E;) 

(Si sustitui~os la desigualdad estricta por"::;", diremos q~e E es semiesta.ble). 

2. 7!" : E ·--)- E9 es estable si y solo si existe una conexion unitaria irreducible \7 

que es proyectivamente plana. Es decir, que satisface las ecuaciones de Einstein: 

*p'il = cl; donde F 0 es la curvatura asocia.da a la conexion \7, * es el operador 

estrella de Hodge a.socia.do a la estruct.tira conforme de E,q, c es una constante, 

c = c1 (E)/(27rvol(E9 ).rk(E)) y I es el endomorfismo identidad del haz E. 

(Si no pedimos que la conexion sea irreducible, E es semiestable). 

Esta condicion es equiva.lente a decir que la conexion es proyectivamente plana, o 

1 t " t' " t . . 1 sea, que a curva. ura es · proyec IVR.mcnt.e .nvm . 

3. 7r : E --!- E9 es estable si y solo si E se obtiene de una representacion irreducible, 

proyectiva, del grupo fundamental. 

(Semiestable si la representacion es reducible). 

La equivalencia entre estas tres definiciones es un teorema fundamental en :el area, 

debido a Narasimhan y Seshadri [NS], y una demostracion anaHtica que deja (2) en claro 

fue deb ida a Donaldson [D ]. 

Esta.s equivalentes dcfiniciones han pcrmit.ido encontra.r un espacio de pa.rarhetros o 

moduli que clasifica los ha.ces estables y ha hccho posible dar varios puntos de vista para 

describir este espacio de moduli. 

Para simplificar, supondremos por el moment.o que consideramos haces vector.iales E 

de rango n, con determiimnte A nE el haz t.rivial, en este caso c1 (E)= 0. 

Denotemos por SU9(n) el espacio de moduli de haces estables sobre E9 , de rango n y 

determinante trivial. Este espacio lo podemos describir de las siguientes maneras: 

SU9 (n) - {representaciones f: rr 1(E9 ) -4 SU(n)} /Conjuga.cion por SU(n) 

- {A1 ... A2 9 E su(n)l [I AiAi+9 Ai1 Ai~9 = Id} /conj. 
l-1 . 

- { conexiones \7, t.ales qt1c * F'V = 0} /9 . 

{ conexiones anallticas bE = \7°· 1
, tales que * p'V = 0} /Qc 

3 

~----------------------------~---------- -------------------



donde g es el grupo de norma (gauge) C 00 (l.:g,SU(n)), y Qc. es la complexificacion, 

C00(:E9 , S L( n, C). 

Describamos algunas propiedades de este espacio de moduli cua.ndo el rango es 2, es 

decir SU9 (2), que denotare por 5 9 en lo que sigue. 

Se sabe que 59 es una variedad quasi-proyectiva, no singular, conexa y simplemente 

conexa y que su grupo de Picard es Z, o sea esta generada por un haz lineal. Es, ademas, 

una variedad simplectica. y su forma corrf'sp'onde (modulo una constante) a la clase de 

Chern de ese haz lineal. [R-S-vV]. 

La compactificacion 59 es una variedad algebraica con singularidades ( o espacio analitico 

complejo), que corresponden aclases de equivalencia de haces semiestables. (No describi

mos aquila equivalencia, ver [NS]). 

Sobre este espacio existe e11tonces un fibrado lineal C, que de hecho se puede definir 

como un fibrado lineal sobre el espacio de estructuras complejas bE= \7°•1 , y ver que Qc 

preserva aquellos que corresponden a conexiones planas, induciendo asl al fibrado C sobre 

59 • La fibra para cada bE esta dada por 

LlJE = Amax(ker 8E) ® Amax(coker bE)* 

donde b: A0(L:9 ,E) ~ A0•1(E9 ,E). 

Ademas de su importancia intrinseca, cl fibrado C, llamado el fibrado de Quillen ( o 

divisor theta generalizado) juega un papel import ante en teoria de nudos; hablaremos sobre 

esto al final, lo mismo que de conocer la dimension del espacio de secciones holomorfas 

De:r:totamos por Zk(L: 9 ) a este espacio vectorial, y zk(L: 9 ) su dimension. 

Para calcular su dimension, necesitamos considerar ademas fibrados estables con tri

vializa.ciones y ba.ndera.s cspeciales en punt.os marcados de Ia superficie de Riemann, los 

llamados fibrados con estructuras pa.rabolicas. 

Sean X, ... , Xp E :E9 una coleccion de puntos, y demos una "etiqueta" para cada uno de 

estos puntos; es decir, una representacion irreducible V de S€(2, C) = SU(2)c de dimension 

~ k + 1. (El numero ~~, que correspondc a la pot.encia exterior del fibrado C, se llama el 

nivel). Como cada represcntaci6n est.a det.crminnda por su dimension, denotamos por Vn; 
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la representadon que corresponde al punto Xi, de dimension ni :::; k+ 1 . 

Estos haces estables corresponderan a predetermlmir las h~lonqmias alrededor de los 

puntas Xi, de las conexiones r.orrespondient.es a las est.ructuras estables, 'expHcitamente 

las holonom{as deberan tener arden T . (Ver Atiya.h [A] p. 28) . 

. Sabre las estructuras holomorfas 8 E tenemos como antes el haz de determinantes de 

Quillen, .C, y para cada punto Xi escogemos una identificacion del fibrado sl(E)Ix; con 

sl(2, C). Entonces el grupo 9c que actt!a en .C a.ctua tambien en Vn, via la evaluacion en 

xi de la representacion. 

Definimos 

donde restringimos el fibra.do .c a las conexioncs est.ahles, y el sufijo 9c describe las secciones 

9c- ~nvariantes. 

Notese que sino hay puntas marcados, este espacio es exactamente igual al descrito arriba. 

Recordemos a.demas que 59 t.iene singularidades y esto complica la definicion formal 

dada arriba:. Denotamos por Zk(E 9 ; ni) la dimension de estos espacios, que no depcnde de 

la estructura compleja de E9 y por lo tanto tampoco de la eleccion de los p-puntos Xi de 

Eg. 
\ 
\. 

Teorema (Verlinde, Narasimha.n- Ramadas, ... ): 

P~a calcular las dimensiones, valen las siguientes regla.s: 

La idea para demostrar estas formulas es definir una gavilla S sobre una familia local 

de la curva universal de genera g + g' ( digamos para 2), cerca de E9 V E9 , donde hay una 

intersecci6n doble y tal que: 

y sabre la curva singular 
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Slr:gvEg' = EB Zk(L: 9 ; n, ni) 0 Zk(L:g'i n, nj) 
n=j 

y mostrar que S es localmente libre. (Ver [Th] y referencias ahl) . 

.. 
Haciendo uso de estas formulas, Verlinde (V] demuestra que 

(
k + 2)g-1 k+l. 1 

Zk(L:g) = -2- f
1 

(sen (mrr/k + 2))29"-2 • 

Hasta ahora no se conoce otro metodo para calcular estas dimensiones. 

Si consideramos ahora el caso de haces est.ables E de rango dos pero con determinante 

An E = L no trivial, c1 (L) = 1 ; con L un haz linea.! fijo. Thaddeus, en el trabajo 

antes mencionado, obtiene formulas amilogas. En este caso, el espacio de moduli N9 es 

una variedad algebraica ( compleja) compacta no-singular y era un problema desde hace 

cerca de 20 aiios determinar su cohomolog!a. H*(N9 , Z); Atiyah-Bott [AB] demuestran 

que esta cohomologla no t.iene torsion y Newst.ead [N] obt.iene genera.dores a, /3, 'lj;i del 

anillo de cohomologia H*(N9 , Z). Usando la generalizaci6n de los resuHados anteriores y 

la f8rrn.ula dEl Ri~manrt-ftach-Hirzebtueh, M. Thaddeus encuentra como se de ben obtener 

las relaciones sobre estos generadores 

· son tales que 

Cj(U) = -20'0' + j3- 4'1/; 

donde 

U -+ N
9 

x 1:9 es el fibrado universal, 0' es la clase fundamental en H 2 (2::9 ) , 

y 

Esto result.6 ser una aplicaci6n no t.rivicd de Flsica.·a la topologla. de ciertos espacios de 

conexwnes. 
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Justifiquemos ahora la importancia topol6gica de los espacios Zk(E9 , ni)· 

§2. La Integral de Witten para Nudos 
en 3 Variedades 

I 
La definicion y los detalles de lo que describimos en esta secci6n aparecen en [W]; una 

descripci6n muy a.ccesible que prescnta. todo el programa de lo descrito en ese articulo se 

puede leer en ellibro de Atiyah [A]. 

Si M es una variedad diferenciable de dimension real 3, orientada y compacta; L C M 

es un enlace, o sea una colecci6n de nudos entrelazados; y P ~ M un fibrado principal 

con grupo de estrnctura G (que suponclrcmos SU(2), aunque el caso U(1) nos interesara. 

mas adelante), Witten considera: 

1. Un invariante topol6gico del fibrado y de cada conexi6n A. La clase de Chern-Simons: 

C S( A), que est a dada por: 

1 f 2 
CS(A) = Srr2 JM tr (A 1\ dA +SA 1\ A 1\A) 

2. La contribuci6n de "observables fisicos" dada por los componentes Cj del enlace, 

llamados lineas de 'Wilson lV c) (A) donde A es una conexi6n del fibrado y Pi es una 

representaci6n de peso $ k + 1 asociada al grupo G como antes, para cada curva Cj. 

Wc,(A) = trPi (Holonomiade A a lo largo de Cj) 

' 
donde tr p, denot.a. la trazFt. con respcct.o a la wpresenta.ci6n Pi 

yel peso k E Z (o en ~z si G = U(1)). 

Witten define entonces, 

Vk(M.L) = 1 exp 2rrih:CS(A) ITWc,(A) DA. 
Ajg j. 

donde A = {A} es el espacio de todas las conexiones sobre P ~ M, que como el fibrado 

es topol6gicamente trivial, ahara si es el espacio vectorial de 1-formas de· M con valores 

en el algebra de Lie -del grupo G. A1(M,Q), y Q es el grupo de norma 9 = C00 (M, G), 
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ode automorfismos del fibrado P compatible con la accion del grupo G y que inducen la 

identidad a M 

Hay que hacer varias observa.ciones: 

1. La "medida" DA no esta definida. De hecho todo el integrando es Q-!nvariante, pero 

el cociente A/Q no esjun "buen" objeto matematico; noes variedad, rio es Hausdorff, 
etc. . ' 

2. Sin embargo, los resultados que calcula esta. integral han sido exactamente verificados 

por otros metodos, en especial usando la teoria de Grupos Cuanticos o Algebras de 

Hopf. 

3. La integral como esta, no produce un numero fijo; su valor depende de fijar de 

antemano un "marco" (o framing) de la. 3-variedad M y del enlace; y si cambiamos 

estos, el valor de la integral cambia por un factor fase. 

Modulo este factor fase, Witten obtiene: 

i. Si M = S 3 y G = U ( 1) 

donde L(Ci,Cj) es el numero de enlace de las curvas Ci y Cj. Este no 

esta definiclo si i = j, y para esto se necesita del "framing", que da la 

indeterminacion por el factor fase. 

ii. Si M = S3 , G = SU(2) . 

donde PL es el polinomio de Jones del enlace L. (Un invariante topologico 

del enlace, descubierto por V. Jones en 1985, [J]). 

Es de notar que, contra.rio a lo que ocurria para la definicion de los polinomios, el inva

riante de Witten esta definido en forma intrlnseca y nose obtiene a partir de proyecciones 

planas del enlace. 

La idea de Witten para calcular cua.ndo G = U(l) es usar la integral Gaussiana en 

dimension infinita, o tambien como G = SU(2): 
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Si G = SU(2), la 3-variedad se puede "cortar" a lo largo de una superficie E9 que es 

cortada transversalmente en puntos Xj por algunas componentes del enlace L; obtenemos 

(E9 ,Xj,pi) . 

E'sdecir (E9 ,Xj,nj). · (nj el peso de la representaci6n Pi, ode su complexificaci6n). 

En cada uno de los dos pedazos, usando "Fubini", la integral se de,compone en dos 

factores,, cada uno de los cuales corresponde a una secci6n del espacio vectorial Z~;(E9 , ni), 

excepto por ]a acci6n de 9. La integral total es un producto interior (que involucra la 

accioo de Q), de estas dos secciones. 

Repitiendo: a la 3-variedad orientada M 3 , con frontera E9 y un enlace L~; donde las 

unica.s curvas no cerradas empiezan y acaban en puntos marcados {Xi} C E9 , le corres

ponde un vector 1/JM,,L,, del espa.cio vectorirl.l Zk('£9, ni), y la. integral 

donae M = M1 Ur;
9 

M2 , y esta correspondencia es factorial. 

La indeterminaci6n por los factores fase se verifica en la dependencia de la estructura 

holomorfa de E9 • 

§3. Para Flujos en M 

.Ahora describo brevemente las ideas de un trabajo conjunto con A. Verjovsky [VV] y 

problemas pendientes por resolver. 

Si tenemos en S 3 un campo vectorial X ( o en M·1 , como en §2), y una medida invariantc 

J-t poc· translaciones del flujo ft de un -parametro asociado a X y pensarnos a las 6rbitas de 

ft como "nudos difusos", y la medida como una herramienta para "localizar" o promediar 

la imormaci6n correspondiente a est as 6rbitas, entonces es posible definir la linea de Wilson 

promedio (multiplicat.ivo, con respecto a p) del tra.nsporte paralelo con respecto a cad a 

conexi6n W x.~ (A), y escri bir: 

V~:(M3 , X, p) = 1 exp 21l'ikCS(A) . Wx.~(A) . DA . 
.A/0 

Haciendo calculos formales, cuando G = U(l) y M como en el caso de Witten, obte
nemos que: 
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Teorema: 

donde L(X,.p) es el promedio con respecto a p., del numero de enlace de cualesquiera dos 

6rbitas ,ife ft~ Que este numero exi9te y est a bien definido, si imponemos ciertas condiciones 

en M,X y P~ fue demostrado por Arnold [ArJ y Khesin [KC). · 

Problema: 
;.Que se o'htiene cuando G = SU(2)? 

§4. Com.entario Final 

Las temicas de teoria de norma han permitido entender mucho sobre los espacios de 

moduli de t'onexiones (pianos, proyectivamente pianos, auto-duales) que a su vez nos dan 

informacioo wbre la variedad topol6gica o diferenciable con la que comenzamos. 

En el a:tso en que M es una 4-variedad, cerrada, orientada y con ciertas restricciones 

topol6gicast (ver Donaldson [Do]) Mk el espacio de conexiones auto-duales con c2 = k 

y G = SU(2), Donaldson utiliza la topolog{a de M k para encontrar invariantes de la 

estructmadif-erencial asociada aM. La referenda citada es un articulo expositorio de esto 

y los problemas que permanecen, que siguen mucho la linea de lo aqw expuesto. 
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