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INTRODUCCION A LAS ESTRUCTURAS 
ALGEBRAICAS Y GEOMETRICAS. 

FAUSTO 0NGAY 

I. lNTltODUCCION. 

El objetivo de estas notas, dirigidas basicamente a profesores de enseiianza media su­
perior, es despertar en el lector el interes por los temas citados en el titulo. En efecto, 
pretender que una exposici6n tan breve como esta pueda dar algo mas que un simple 
asomo a tan ricas disciplinas seria absurdo; un curso entero apenas podria hacerles justi­
cia. Sin embargo, considero que es fundamental que los profesores de ensefianza media se 
"inicien" en este tipo de material relativamente avanzado: las matematicas que se ensenan 
usualmente a nivel preparatoria son en general matematicas de principios del siglo XIX ( e 
incluso XVIII) y, aunque no hay nada intrinsecamente malo en ello, es conveniente tener 
una cierta perspectiva de estas desde el mirador que nos proporcionan los conocimientos 
mas recientes. 

La elecci6n de los t6picos que se discutiran aqui esta obviamente determinada por mis 
inclinaciones personales, empero, no es una elecci6n arbitraria: una de las caracteristicas 
mas sobresalientes de las matematicas modernas, y que en cierto sentido es la base de su ex­
traordinario exito en las aplicaciones, es el enfasis que estas hacen sabre las construcciones 
generales, mas que sabre las instancias particulares de un cierto problema. 

Dicho de manera un poco mas explicita, la metodologia usual de las matematicas consiste 
en analizar un cierto problema abstrayendo de el ciertas caracteristicas que se consideran 
basicas (y susceptibles de analisis ): mediante este proceso de abstraccion se pasa del pro­
blema original dado a un "modelo matermitico del problema", que describe toda una gama 
de problemas relacionados y que como un caso particular incluye al problema original. La 
manipulaci6n que se hace del modelo matematico ya no depende sin embargo de la natu­
raleza intrinseca del problema original, sino solo de la 16gica interna de. las matematicas. 
Y, aunque es clara que en este proceso hay cierta perdida de informacion, las ventajas que 
ofrece este metoda son claras y sus exitos asi lo confirman: hoy dia, la matematizaci6n 
de las ciencias, que hasta principios de este siglo parecia confinarse a la fisica (de ahi el 
nombre "ciencias exactas" ), se ha extendido de manera casi explosiva para aplicarse a casi 
todas las disciplinas cientificas. _ . 

En esta direcci6n, y dentro de las matematicas mismas, los exitos mas espectaculares son 
tal vez aquellos obtenidos por el algebra contemporanea, cuyo grado de abstraccion y rigor 
han alcanzado ·niveles extremos, con la consiguiente generalidad de aplicaci6n; en efecto, 
una vez liberada el algebra de su "encajonamiento" como "aritmetica con simbolos"' las 
tecnicas algebraicas se han vuelto tan poderosas que en la actualidad, acompaiiando a 
casi todas las teorias con algun origen "fisico", como la geometria o la topologia, se tiene 
una "version algebraica" de la misma. La raz6n de este exito no es dificil de detectar: 

Estas son las notas preliminares para un curse dictado en Ia Universidad de San Luis Potosl,destinado a 
profesores de enseti.anza media superior. Deseo agradecer a los organizadores del evento su fina atenci6n. 



gracias a su gran generalidad, los problemas algebraicos suelen ser problemas menos pro­
fundos o .menos complicados y por lo tanto mas faciles de atacar. (De alguna manera, 
la "algebraizaci6n" de los problemas matematicos es un paso adicional en ese proceso de 
simplificaci6n a que haciamos alusi6n arriba y, en general, las soluciones que se obtienen de 
estas aplicaciones del algebra a otras ramas de las matematicas son casi invariablemente 
solo respuestas parciales y, todavia mas, usualmente respuestas negativas, en el sentido que 
solo permi ten deciclir que dos cos as no· son 1gnales porc1uc no cornpa.rt.en ciert.n. propiedad 
a.lgcbralca, o bien, que alguna construccion no es posible porque no se satisface c;ierta 
condicion algebraica, etc .. ) 

Esta tendencia a la generalidad y a la abstraccion hace que el enfasis en las teor1as alge­
braicas sea en las llamadas estructuras algebraicas que se pueden imponer e11 un conjunto 
dado y es en estas que estamos interesados aciu:l • Vagamente hablando, U:na estructura 
algebraica es una operaci6ri que se puede realizar con los elementos del conjunto y que . 
satisface ciertas reglas especificadas como axirmas para la operaci6n. En estas notus con­
sideraremos algunas estructuras algebraicas, centrando nuestra atenci6n en los grupos, que 
son una de las estructuras mas basicas, as{ como en su relacion con la geometria y este 
enfoque ~os permitira describir con bastante precision lo que es una estructura geometrica._ 

Antes de cerrar est a introduccion. conyiene aclarar qu~, -. aunque el caracter de est as 
es notas muy elemental, supondremos que el lector esta familiarizado con las .nociones 
basicas de la teor:la de conjuntos y tambien con algunas definiciones elementales del algebra 
lineal, como matrices y determinantes. Por otra parte, aunque darernos con precision las 
definiciones, no se pretende aqui dar un "curso relampago" en teoria de grupos y por. lo 
mismo, ni presentaremos todas las nociones que podr:lan considerarse como basicas, ni 
daremos demostraciones completas. 

II. UN POCO DE HISTORIA SOBRE EL CONCEPTO DE GRUPO. 

Probablemente la estructura algebraica mas sencilla de asimilar es lade grupo, concepto 
que definiremos con precision en la siguiente secci6n. De hecho, una autoridad tan grande 
como Henri Poincare opinaba que el ser humano tiene un cierto conocimiento a priori de lo 
que es un grupo 6, al menos de cierto tipo de grupos (en particular del grupo de transfor­
maciones r1gidas del espacio) y, aunque esta posicion tal vez sea un poco extrema, ilustra 
bien lo fundamental de esta noCi6n: en efecto, (independientemente de que los sistemas 
numericos fU:ndamentales -como los numeros enteros- posean una estructura de grupo ), 
si analizamos los argumentos tipicos de la geometria euclideana, tal y como se describen -··. 
en Los Elementos de Euclides, observare~os que enellos se hace un uso sistematico de la:"· ~;.~ 
posibilidad de trasladar rigidamente las figuras para la demostraci6n de l~s teoremas; esto · 
es algo que no esta explicitamente contemplado dentro de los axiomas de Euclides yes un 
ejemplo ·de la acci6n de un grupo. Y sin embargo, el tomprender que existe tal estructura 
fue un proceso largo y complejo. ·· 

En cualquier caso alrededor de 1760 encontrarrios ya ciertos resultados, en especial en 
los trabajos de .Euler en teoria de numeros y de Lagrange dentro de la teoria de ecuaciones, 
que son incli"scutiblemente parte de la teoria de grupos. Unp~co mas adelante, en 1776, 
el misrno Euler consigue describir completarnente las llamadas isometrias del espacio 
euclicleano R 3 lo que tambien puede considerarse un resultado de teoria de grupos aplicada 
a la geometria. . ____ --·-·· _ 

2 



En los aiios -siguientes aparecen dentro de estas disciplinas uria gran cantidad de resul­
tados que pueden ser tambien catalogados como parte de la teoda de grupos: Abbatti, 
Ruffini y Cauchy obtienen resultados sobre grupos de permutaciones, fundamentalmente 
en ,¥Onexion con la teoda de ecuaciones; Gauss publica en 1801 su importantisimo tratado 
Disquisitiones Aritbmetica donde estudia los llamados ahara grupos ciclicos o lnodu­
lares, esto ·en conexion con la teoria de numeros, y Monge, Poncelet, Mobius y otros 
utilizan, de manera mas o menos explicita, grupos de transfonnacioues en sus estudios 
geometricos. 

Todos estos hechos aparecen sin embargo un tanto aislados, desde la perspectiva de la 
teoria de grupos, y casi todo mundo esta de acuerdo en seiialar los aiios 1830-1832, en 
que Evariste Galois escribe sus geniales trabajos sabre la solubilidad de ecuaciones por 
radicales, como la fecha de nacimiento de. la teoria de grupos propiamente dicha. 

En el siguiente periodo, las ideas de Galois comenzaron a ser esclarecidas y profundizadas 
por otros grandes matematicos, como Cayley y Sylow, al tiempo que el desarrollo de la 
geometria se veia cada vez mas ligado al de la teoria de grupos, como se puede apreciar 
en la obra de Chasles, Hessel y Plucker entre otros, y un nuevo climax se alcanza hacia 
1870, con la aparicion del Traite des substitutions et des equations algebriques de Camille 
Jordan (1870), el programa de Erlangen de Felix Klein (1872), en el que Klein identifica 
el estudio de una geometria con el de su grupo de isometrias, y con los trabajos de Sophus 
Lie sabre los llamados "grupos continuos". Todo esto marco la pauta para que en 1882 
W. Dyck y H. Weber publicaran articulos dondc la lista de axiornas que definen un grupo 
aparece ya en su forma definitiva. 

---

III. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS DE LA TEORIA DE GRUPOS. 

En esta seccion describiremos las nociones mas elementales de la teoria de grupos, que 
como hemos mencionado es una de las mas importantes estructuras algebraicas. 

Definicion 1: Una operacion binaria en un conjunto X, que denotaremos por *, es una 
fun cion 

(x,y)HX*Y· 

Un grupo es un conjunto G junto con una operacion binaria que satisface las siguientes 
propiedades: 

i) La operacion es asociativa: 

Vx,y,z E G 

y en virtud de que la posicion de los parentesis es intrascendente, usualmente escribimos 
simplemente x * y * z. 

ii) Existencia de un neutro: 

3e E G V x E G e * x = x * e =e. 

iii) Existencia de inversos: 

V x E G 3 x-1 -1 -1 X * X = X * X - __ e. 
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i·v) El grupo G es conmutativo o abeliano si se satisface adcmas 

V x, y E G X* y = y *X. 

Si G es un grupo la cardinalidad de G (i.e., el numero de elementos de G) se llama el 
orden de G. . 

Antes de seguir adelante y para fija.r un poco las ideas, citemos algunos ejemplos: 

i) Tal vez el grupo que nos es mas familiar es el de los num~ros enteros Z junto con la 
operacion binaria de la adicion; el neutro es en este caso el 0 en tanto que el inverso de 
un numero es su negativo (por ejemplo, el inverso de -3 es -( -3) = 3). Notemos, sin 
embargo, que Z con el producto no es un grupo ( faltan los in versos). 

ii) Mas generalmente, los sistemas numericos usuales Q, R, C as{ coti1o los espacios 
vectoria.les R n junto con las operaciones de suma en los objetos respectivos son ejemplos 
de grupos 

iii) Otro grupo. bien conocido es el de los numeros reales =/= 0 con el producto;· e'n este 
caso el neutro es 1 en tanto que los inversos son precisamente los inversos multiplicativos. 

i·v) Uninstructive ejemplo de grupos son los grupos de enteros modulo algun e:ritero fijo,· 
que se construyen como sigue: Para n E Z , n > 0 definimos G = {0, 1, ... ,n- 1} y 
definimos la operaci6n como "suma modulo n", es decir como el resicluo que se obtienc al 
dividir la suma usual porn. Estos grupos, que denotamos por Zn, son por supuesto finitos 
y, de hecho, el orden de Zn es n. En estos casos (dado que el orden es finito), es posible en 
principia escribir una tabla completa para la operaci6n en el grupo; a titulo de ilustracion, 
aqu.f estan las tablas para Z2 y Za: 

0 
0 0 
1 1 
2 2 

1 2 
1 2 
2 0 
0 1 

Todos estos grupos. son abelianos, sin embargo, aunque mas adelante' veremos que los 
grupos no conmutativos "existen en abundancia" y son de gran importancia, para disipar 
cualquier duda, el siguiente ejemplo es d~ un grupo :no abeliano de orden· 6: 

v) El grupo D 3 es el grupo cuyos elementos son {e, a, a* a, b, b *·~·; b *a*~}, donde se 
satisfacen las siguientes propiedades: . ·-·~- _ 

a * a * a ~ e ; b * b = e ; 'b * a = a * a * b . . 

Es f;:icil verificar que D 3 es un grupo .y que no es abcliano, ya que 

Invitamos allector a escribir la tabla de la operaci6n de D3 • 
"' 

·----·-···--~--- -·-- .. .,..... .. 
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N otacion: En lo sucesivo, y como es usual, en vez de escribir a* b escribiremos ab, en vez 
de a a,. a2 , en vez de aaa, a3 , etc .. Por otro lado, tambien nos referiremos a la operaci6n en 
un grupo, especialmente sino sabemos que este es abeliano, como el producto del grupo. 

Aunque los axiomas para un grupo son muy sencillos, podemos ya extraer algunas con­
secuencias de esta definicion, por ejemplo: 

Proposicion 1: i) En cualquier grupo G el neutro es 1:i.nico. Asimismo, para todo x E G 
su inverso x- 1 es {mico. 

ii)Vx,yEG 

Den1. Probemos la primera afirmaci6n, dejando .las otras allector (notemos, sin em­
bargo, que si el grupo noes abeliano en general noes cierto que (xy)- 1 = x-ly-1 , el orden 
de los factores es importante): supongamos, en efecto, que existiera otro neutro, digamos 
e1

; entonces 
I I e = ee = e, 

donde la primera igualdad ocu.rre porque e es neutro, en tanto que la segunda se debe a 
que suponemos que e1 es tambien un neutro. 

En matematicas, una de las estrategias mas fundamentales y utiles para el estudio de un 
conjunto con estructura dado, es el estudio de los subconjuntos que comparten dicha es­
tructura ( o al menos parte de ella); dentro de la teotia de grupos la construcci6n pertinente 
es esta: 

Definicion 2: Sea Gun grupo y Hun subconjunto de G. Decimos que H es un subgrupo 
<;le G si cuando restringimos la operaci6n en G a H, este satisface los axiomas de grupo. 
De manera mas precisa, H es un subgrupo de G si: 
i) V x, y E H xy E H. 
ii) V x E H x-1 E H. 

Es claro que todo grupo G admite al menos dos subgrupos (llamados por esta raz6n 
triviales ): G mismo. y { e}; sin embargo es tambi<~n claro que no to do subconjunto de 
un grupo es un subgrupo, ya que todo subgrupo contiene al menos a e. En este sentido 
una proposici6n interesante, pues es uno de los primeros resultados generales que se es­
tablecieron dentro de la teoria de grupos, es elllamado teorema de Lagrange (resultado 
conocido por el -en un caso particular- desde 1770): 

Proposicion 2: Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G entonces el orden de H 
divide al orden de G. - ---

Un corolario que resulta inmediatamente es que si el orden de un grupo finito es primo, 
entonces el grupo no admite mas subgrupos que los triviales. Asi por ejemplo, los grupos 

. Z2 , Z3 y Z5 no a.dmiten ningun subgrupo no trivial, en tanto que Z4 admite el subgrupo 
formado por {0, 2}. 

Otro sencillo resultado es el siguiente: 

Pro posicion 3: Todo subgrupo de un grupo abeliano es abeliano:_ __ ·-· _______ _ 
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Un aspecto fundamental relacionado con la nocion de subgrupo es este: si H C G es un 
subgrupo de G,. entonces H define una partici6n de G; los "trozos" ( clases de equiva1encia) 
de esta partici6n, llamados clases laterales izquierdas, son todos de la misma cardi­
naijdad; est as clases laterales se construyen como sigue: x, y E G est an en la misma clase 
lateral si existe h E H tal que x = yh. La clase lateral a que pertenece x E G se denota 
par xH y no es dificil ver que la cardinalidad de estas es precisamente la cardinalidad de 
H (lo que en particular prueba el teorerna de Lagrange). 

Finalmente, una construccion sencilla que permite obtener nuevas grupos a partir de 
grupos dados es la siguiente: 

Definicion 3: Si G y H son dos grupos, elP,roducto directo de G con H es G x H, 
junto con la operaci6n 

(;-c, h)(y, k) = (xy, hk) x, y E G, h, k E H. 

En esta formula, la operacion en las primeras coordenadas es la operacion enG, en tanto 
que en las segundas es la de H. 

IV. HOMOMORFISMOS Y GRUPOS COCIENTE. 

Dentro de la matematica coiitemporanea se tiene una especie de "union indisoluble" 
entre los conjuntos con estructura (como los grupos que hemos estado considerando) y las 
funciones que ,.'respetan" dicha estructura. En nuestro contexte tales funciones se Haman 
homomorfismos de grupos·y la definicion precisa es la siguiente: 

Definicion 4: Sean H y G dos grupos. Un homomorfisi110 eritre H y G es una funci6n 
f:- H----)- Gque satisface: V x, y E H; f(xy) =f(x)f(y), donde las operaciones ocurren en 
los grupos respectivos. 

Si un homomorfismo es inyectivo decimos que es un n1onomorfismo, si es suprayectivo 
se llama epimorfis1no y si es biyectivo isomprfismo. Es clara que la funci6n inversa de 
un isomorfismo es tambien isomorfismo y, si existe · un isomorfismo entre los grupos H y 
G, decimos que estos son isomorfos y escribimos H ~ G. 

Conviene refrasear esta definicion de la siguierite manera, menos precisa pero quiza mas 
intuitiva: "f eshoinomorfismo si da lo mismo efectuar primero la operacion en H y luego 
aplicar f que aplicar primero f y luego efectuar.la operaci6n en G". En particular; cuando 
dos grupos son isomorfos, la conclusion que obte~emos es que e~· totalmente equivalente 
trabajar en uno 0 en otro y por lo tanto distinguirlos es, en tanto que grupos, superfluo. 
Por est a raz6n una de las tareas basi cas dentro de la teoria ·de · grupos es clasificar los 
grupos para decidir cuando son y cuando no son isomorfos entre si. 

Ejen1plos: 

i) Uno de los ejemplos mas importantes de homomorfismo -de gr~pos es la f~ncion expo­
nencial exp: R----)- R * ( aqui R * denota el grupo multiplicative de los reales =f. 0); en ·efecto, 
la bien conocida propiedad de la exponencial exp( x + y) = exp( x) exp( y) dice precisamente 
que exp es un ho_momorfismo entre estos grupos. Notemos que exp es un moriornorfis.tno, 
pero no es un isomorfismo (ya que exp( x) > 0 para toda x). Sin embarg<2_,__~i ~ri_ .:i53z de 
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R* consideramos R+ = { x E R ; x > 0}, que es claramente un subgrupo de R*, y re­
stringimos el codominio de exp a este conjunto, exp se vuelve un isomorfismo, con inversa 
log. 

ii) <Otro ejemplo sencillo de grupos isomorfos es el siguiente: el conjunto { -1, 1} es un 
subgrupo de R * yes claramente isomorlo a Z2 ( el isomorfismo explicito es 0 H 1 ; 1 H -1 ). 
Mas generalmente, Zn es isomorfo al grupo de raices enesimas de la unidad, que son 
los numeros complejos de la for1na e2rrki/n ; k = 0, ... , n- 1, mediante el i:->omorfismo que 
envia k E Zn en e2 rrkifn. Estos numeros complejos se representan geometticamente como 
puntos uniformemente distribuidos en el circulo de radio 1 en el plano complejo y este 
isomorfismo que acabamos de describir nos muestra que la manera en que el reloj marca 
la hora iesta descrita matematicamente por z12! 

De nueva cuenta, es posible obtener resultados muy generales a partir de la simple 
definicion de homomorfismo, por ejemplo: 

Pro posicion 4: i) Si G1, G2, G3 son grupos, y f: G1 --+ G2 ; g: G2 --+ G3 son ho­
momorfismos, entonces g o f: G1 --+ G3 es homomorfismo. Ademas la com posicion de 
monomorfismos (resp. epimorfismos, isomorfismos) es monomorfismo (resp. epimorfismo, 
isomorfismo). 

ii) Si denotamos por e1, ez a los neutros de G1 y G2 respectivamente entonces f( ei) = e2 ; 

asimismo, para todo x E G1 , f(x- 1) = (f(x ))-1 . En particular, la imagen de G1 bajo f 
es un subgrupo de G2 • 

iii) Un homomorfismo f: G1 --+ G2 es monomorfismo si y solo si f(x) = e2 =? x = e1 

Dem: Probaremos solamente iii), dejando al lector la restantes afirmaciones. Ahora 
bien, si f es inyectivo entonces ii) implica inmediatamente que la condici6n es necesria; 
Para probar la suficiencia, supongamos que f(x) = f(y) y queremos ver que x = '!/· Pero 

f(x)=f(y) =? f(x)f(y- 1 )=e2 

-1 xy = e1 x=y 

que es lo que queriamos probar. 

Otra propiedad inmediata, que sin embargo es mas sorprendente, es la · siguiente: 
. ' 

Proposici6n 5: Sea f: H -+ G un homomorfismo de grupos y sea e el miutro de G, 
Entonces kerf= {x E H-.. ; f(x) = e} es un subgrupo de H. - -~-----

De111: Basta verificar que si x, y E kerf entonces· xy E kerf, lo que es inmediato. 

El subgrupo descrito en la proposici6n anterior se llama el nucleo ( o como se suele 
decir, utilizando el termino aleman correpondiente, el kernel) de f. En este punto surgen 
de manera natural dos preguntas: Z,es cierto que todo subgrupo de un grupo dado puede 
construirse como la imagen de un homomorfismo apropiado? y l,es cierto que todo sub­
grupo de un grupo dado puede construirse como el nucleo de un homomorfismo apropiado? 
Aunque parecidas, la primera pregurita es en cierto modo trivial, ya g_~_Jg_4_() ___ ~tl.bgrupo 

7 --
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puede verse como la imagen de lal:rlciusion, que claramente (l,por que?) es un homomor­
fismo. Sin embar.go, la segunda es una cuestion mas profunda, que se puede responder 
mediante la siguiente definicion. 

Definicion 5: Sea H C G un subgrupo de G. Decimos que H es nonnal si para toda 
x E G , h E H se tiene xhx- 1 E H. 

Conviene observa.r que en un grupo abeliano todo subgmpo es normal, ya que xhx- 1 = h, 
pero en los grupos 110 abelianos en general IlO es asl. Por ot.ro lado, UllU. primcra rela.ciou 
entre los nucleos de homomorfismos y los subgmpos normales es la siguiente proposicion 
( cuya demostracion es rrmy sencilla y se deja allector): 

Pro posicion 6: Sea f: H -+ G un homomorfismo de grupos; entonces kerf es un sub­
grupo normal de H 

As:f pues, los nucleos de homomorfismos son, aparentemente, una clase especial de sub­
grupos norrnales, nuestro objetivo ahora es ver que todos los subgrupos norniales aparecen 
de esta forma, y para ello necesitamos la siguiente construccion. 

Supongamos que H C G es un subgrupo de_ Gy denotemos por G I H al conjunto de clases 
laterales de Hen G; los elementos de G/H se pueden escribir·en la forma xH; x E G, 
don:de xH denota al conjunto .{ xh ; h E H}. Quisieramos ahora definir una operaci6n 
en G I H que convierta a este conjunto en un grupo. Para ello es natural suponer que 
necesitaremos la operacion que ya tenemos, a saber la de G, y un poco de reflexion debe­
bastar para· convencernos que la operaci6n binaria natural en G I H es la ~iguiente:. el 
productod.e xH y yH es xH.yH = xyH. Esta operaci6n es'claramente asociativa, pues el 
producto en G lo es, el inverso de xH E G I H es x-1 H y el neutro es eH = H. l,D6nde 

.. _ requerimos la normalidad de H? La respuesta es: para pro bar que la operaci6n esta bien 
definida; en efecto, cada clase lateral xH se puede escribir de muchas maneras distintas, 

. remplazando a x por y = xh para cualquier h E H; por ello necesitamos ver que este 
producto no depende de como escribimos a la dase lateral, sino solo de la clase lateral. 

Sin embargo, si H C G es normal y xH = yH, de modo que existe k E H tal que y = xk 
. y zH es otra clase lateral cualquiera · 

xH zH = { xzh ; h E H} y yH zH = { yzh ; h E H} 
• - >- • 

. y queremos ver que estos dos ·conjuntos son iguales. Pero que H sea normal significa que 
para cualquier hE H existe bE H tal que zhz-1 = b ~ zh = bz. Luego si yzh E yzH .. 

. . . .. . 

entonces 
yzh = yk-1 kzh = xkzh = xzbh E xzH 

de modo que.-el producto esta bien definido; de hecho, en el fondo esta es la raz6n que 
subyace la definicion de subgrupo normal. · 

Lo anterior justifica asimismo la siguiente definicion: 

Definicion 6: Si H C G es uri. subgrupo normal de G el conjunto de clases laterales G I H 
con la operacion definida arriba se llama el grupo cociente de G por H. 

Tenemos ahora el siguiente resultado, cuya demostracion dejamos allectol:: __ ~-~-:-~--------- . · 
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Pro posicion 7: La fun cion 1r: G --? G I H definida por 1r( x) = xH, est a bien definida y es 
un homomorfi:;;mo de grupos, cuyo nucleo es precisamente H. 

Conviene una vez mas refrasear estas nociones como sigue: En G I H identificamos cada 
clase lateral con un punta. La funcion 1r descrita arriba, llamada la proyecci6n natural 
de G en G I H, se puede definir aun si H no es normal y simplemente nos recuerda en que 
clase lateral se encuentra cada x E G; sin embargo, si ademas H es normal todas estas 
construcciones "conserva.n" una. estruct.ura de grupo y la. morn.l<·ja cln cst.n proposiei<)u 
es entonces que los grupos normales y los nucleos de hOlnomorfismos son esencialrnente 
la misma cosa. Esto nos lleva al ultimo resultado general que citaremos en esta breve 
excursion por la teoria de grupos, el llamado prhner teorema de isomorfismo, que 
cierra y redondea nuestra discusion: 

Teorema 1: Si f: H --? G es un epimorfismo de grupos con nucleo J( C H, entonces la 
funcion F: HIK--? G, definida por F(xH) = f(x) esta bien definida (i.e., no depende de 
que representante de la clase lateral escojamos) y es un isomorfismo. 

Dem: Para ver que F esta bien definida, consideramos dos representantes distintos de 
la clase lateral xK, digamos x y y, y queremos ver que f(x) = f(y); pero entonces, existe 
h E ]{ tal que y = xh, y por consiguiente 

f(y) = f(xh) = f(x) f(h) = f(x) e = f(x). 

y F es claramente un homomorfismo de grupos, por la definicion del producto en HI K. 
Veamos ahora que F es inyectiva dejando allector el cuidado de verificar la suprayec­

tividad de F: esto es sin embargo inmediato de la definicion de F, de la proposicion 4.iii). 
y del hecho que el neutro de HI J( es precisamente K. 

Como ultima observacion, notemos que el teorema de isomorfismo se puede escribir 
quitando la hipotesis de que f sea epimorfismo: simplemente hay que remplazar en la 
conclusion a G por la imagen de f. 

V. ALGUNOS EJEMPLOS DE GRUPOS. 

Veremos a continuaci6n algunos ejemplos un poco menos elementales de grupos, acer­
candonos en el camino ala conexion que existe entre los grupos y la geometria. 

V .1· Grupos de permutaciones. Dado un conjunto X arbitrario, e~iste de manera 
natural un grupo asociado a el: el grupo de las funciones ( o como se suele decir en este 
contexto transfor111aciones) invertibles del conjunto en s{ mismo, que denotaremos por 
s X. Las reglas bien conocidas para la com posicion de funciones garantizan que est a defi,ne 
una operaeion binaria y asociativa. El neutro de esta operaci6n es por supuesto la funcion 
identidad en el conjunto, que escribimos 1x, en tanto que los inversos existen porque solo 
consideramos funciones invertibles. Cuando el conjunto es finito, usualmentc llamamos a 
estas transformaciones las per1nutaciones del conjunto; en este caso siempre podemos 
identificar a X con { 1, . . . , n}, don de n es la cardinalidad de X, y us amos la notacion 
Sx = Sn y un resultado bien conocido, probado por Ruffini en 1799, es que el orden de 
Sn es n!. 
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Como nuestro conjunto es finito, es ~posible describir las permutaciones cxplicitamente 
como Slgue: dada la permutacion (J E S.n, esta queda descrita por 

-~ 

(all) a(n)) · 
Asi por ejemplo, 

(~ 2 3 :) " ~: 3 1 

describe la permutacion que env{a 1 H 2 ; 2 H 3 ; 3 H 1 y 4'H 4. 
Esta es una notacion muy expl:icita, que siri embargo es un tanto "engorrosa", ya que 

el primer renglon es siempre el mismo y por consiguiente no aporta ninguna informacion 
( excepto el que la cardinalidad de X es n ). Por ello c()nvi.ene introducir una notacion mas 
eficiente, Hamada notacion de ciclos. Un ciclo de una permutaci6n consiste simplemente 
en "seguir la ruta" que describe un elemento dado cuando le aplicamos repetidas veces 
la perrtmtacion ( esto es lo que se llama la orbit a del elemento ). Por ejemplo; en la 
permutacion descrita arriba la orbita del 1 consiste en los elementos {1, 2, 3} ( al igual 
que la de 2 y la de 3), "visitados" en el or.den apropiado, en tanto que la orbita del 4 
es el '4 mismo. Podemos entonces describir esta permutacion de la siguiente forma, como 
producto de ciclos: 

( ; ~ i .. :) = (1 2 3) ( 4) = ( 1 2 3) 

En la ultima igualdad hemos suprimido el ciclo ( 4) ya que es clara que 4 .r.--t 4 (por definicion 
de funcion biyectiva). Por otro lado, es intuitivamente clara que para describir el ciclo, 
no importa en que elemento de la orbita empezamos el recorrido, de modo que podemos 
escribir(l 2 3) = (2 3 1) = (3 1 2); es decir, podemos efectuar una permutacion circular 
de los elementos del ciclo sin alterarlo, y las diferentes maneras de escribir el ciclo quedan 
determinadas por el primer elemento del ciclo que escribimos. 

Veamos otro ejemplo: 

2 3 
5 4 

.. 
~ .. 

~ ~)=(251)(43). (43)(251) 

A qui en la ultima igualdad hemos intercambiado el arden de los cielos, ya que como los-'" 
elementos. de un ciclo no aparecen en el otro, la permutad.on "no mezcla" a los elementos~~-~­
de los distintos ciclos; dicho en lenguaje mas tecnico, ciclos ajenos conmutan. 

Finalmente, un resultado importante, es que esta' descomposicion en ciclos ajenos es 
esencialmente unica, en el sentido que solo podemos cambiar el orderi en que escribirn.os 
los ciclos (y por supuesto el primer elcment.o que cscribimos dentro de cada ciclo). --·- -··· 

Los cidos son pues una especie de "permutaciories elernentales", que nos permiten des­
cribir a las demas permutaciones; sin embargo, no son las permutaciones no triviales mas. 
simples: estas son las transposiciones, que son las permutaciones que intercambian solo 
dos elementos, dejando fijos a los demas. Las transposiciones determinan la desco111.1?osi__<jon_~-~-- ... 
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mas fina que se puecle hacer de una permutaci6n arbitraria, esta afirmaci6n es cierta en 
virtud de que cualquier ciclo se puede descomponer en transposiciones; de hecho, una 
forma explicita de hacerlo es 

(1 2 · · · r) = (1 r)(1 r- 1) · · · (1 2). 

Por ejemplo, tenemos la siguiente descomposici6n del ciclo (1 2 3 4): 

(1 2 3 4) = (1 4)(1 3)(1 2). 

Para convencernos de la validez de esta descomposici6n, podemos recurrir a la siguiente 
matriz que describe explicitamente el efecto de cada transposici6n: 

1 2 3 4 
4 2 3 1 
4 2 1 3 
4 1 2 3 

que muestra que en efecto se obtiene la misma permutacion dclica original. 
Observacion: Podemos preguntarnos en este punto que sentido tiene introducir a los ci­

clos, si con las transposiciones se puede recuperar toda la informacion de una permutaci6n; 
la respuesta es que esta descomposici6n en transposiciones no es unica, ni por el numero 
de transposiciones, ni por el orden de estas, ademas de que las transposiciones que ocurren 
no son en general ajenas y por consiguiente no conmutan. As1 pues, la descomposicion en 
ciclos aporta efectivamente informacion adicional. 

Vamos a analizar ahora, brevemente, la estructura de Sn. En primer lugar, 

Proposicion 8: Si n ;:::: 3 entonces Sn no es abeliano. 

De1n: Es claro que todo Sn conn ~ 3 contiene un subgrupo isomorfo a S3 (simplemente 
considerense las pe;rmutaciones que fijan los elementos del 4 en adelante), en virtud de la 
proposicion 3. basta entonces con que veamos que S3 no es conrnutativo. Sin embargo, 

( 1 2) ( 1 3) = (~ 2 
3 

de modo que en efecto s3 no es abeliano. 

2 
1 ~) = (1 3)(1 2) 

La proposici6n anterior muestra ademas que en efecto los grupos no abelianos son muy 
comunes, como se menciono en la secci6n III. _ 

A continuaci6n vamos a describir.un importante subgrupo de Sn; primero una definicion: 

Definicion 7: Si a E Sn definimos el signo de a como 1 si a se puede expresar como un 
numero par de transposiciones y ::....:1 en caso contrario. En el primer caso dedriios que la 
permutaci6n es par yen el segundo que es impar. 

Aunque noes inmediato (recuerdese la observacion hecha arriba), se puede demostrar que 
el signo de las permutaciones esta bien definido, independientemente de la de~_<:o~p<:)sic_!§~ 
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de la permutaci6n en transposicimies; uria forma de ver esto es estucliar el signo de los 
ciclos (recuerdese que la.descomposici6n en ciclos sl. es unica): se puede demostrar que el 
signo de un ciclo de longitud r es ( -1y-1. De este modo, el signo de las permutaciones 
par)e a Sn en dos clases de equivalencia y se tiene el siguiente nisultado. 

Proposicion 9: El conjunto de las permutaciones pares es un subgrupo normal de Sn de 
orden n!/2 llamaclo el grupo alternante en n elementos. 

Dem: En primer lugar, es claro que el signo de la permutaci6n iclenticlacl es 1. Por 
otro lado, no es dificil ver que el signo del producto de permutaciones es el producto de 
los signos. Usando el lenguaje que hemos desarrollado, esto nos dice que el signa es un 
homomorfismo de grupos entre Sn y el grupo { -1, 1} descrito anteriormente, y cuyo nucleo 
es precisamente el grupo alternante, de modo que Sn/An ~ Z2 

V .2 Grupos de matrices invertibles. Otra fuente import ante de grupos es el algebra 
lineal. En efecto, las transformaciones lineales invertibles de un espacio en sl. mismo forman 
de acuerdo a lo dicho en la subsecci6n anterior, un grupo bajo composici6n. Cuandoiden­
tificamos a nuestro espacio vectorial, mediante la elecci6n de una base, con R n las trans­
formaciones lineales invertibles se identifican con matrices y la ·composici6n de funciones 
se convierte en nwltiplicaci6n de las matrices correspondientes: el grupo que obtenemos 
de. esta forma se denota por GL(n, R) y se llama el.grupo lineal general. Por- ejemplo, 

GL(2, R) consiste de las matrices A= ( ~ ~) sujet~s ala condici6n det A= ad~bc -:J 0, 

con el producto usual de matrices. . . 
Como seve en este ejemplo, en la definicion de GL(n, R), la hip6tesis de invertibilidad 

se puede expresar en terminos del determinante de las matrices, ya que una matriz A es 
invertible si y solo si det A =J. 0. De este modo vemos que el deterrninante es una funci6n 
entre los grupos GL(n,R) y R*, ·que es, aclemas,· un horriomorfismo de grupos por la 
·propiedad bien conocida de los determinantes 

-det AB = det A clet B. 

Por medio del determinante podemos construir varios subgrupos importantes de GL(n, R), 
siendo tal vez el nu1.s importante de ellos el micleo del determinante, que se denota por 
SL(n, R) y se llama el grupo lineal especial; dicho en otrs palabras, SL(n, R) es el grupo 
de las matrices cuyo determinante es 1. · 

Finalmente, otro metodo para construir subgrupos de GL(n, R) es pedir que las ma­
trices que forman el subgrupo preserven lo que se llama una for1na biiineal. ·Para no 
complicar la expo"sici6n, nos contentaremos con describir el caso mas s1mple, que corre- -~ 
sponde alllamado grupo <:>rtogonal. Este_es el subgrupo de GL(n,_R) de matrices que __ ·--·· 
_preservan la forma bilineal xr Yr +x2Y2 + .. . +XnYn y que se ·denota O(n ). Podemos obten~r · 
una condici6n ge()metrica mas sencilla de interpretar (y que es equivalente) si escogemos 
a los vectores (x 1 , ... ,xn) y (y1 , ... ,yn) iguales, ya que en est.e caso la forma bilineal 
corresponde simplemente al cuadradq de la norma (o magnitud) del vector; asi pues, pode- .. 
mos decir que el grupo ortogonal es el grupo de transformaciones lineales que preservan la 
norma de los vectores. Por otro Iado, las matrices que forman el grupo ortogonal admiten 
una sencilla caracterizaci6n: · A E 0( n) {::=:} A -l = At donde At denota a la matriz 
transpuesta . 

- - -------------------·--... . 
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V.3 Grupos de simetrias de figuras regulares. En este ejemplo consideraremos los 
grupos de simetr:fas <;I.e poligonos regulares as:f como de los cinco s6lidos regulares. 

i) El grupo de simetrias de un poligono regular con n lados es el grupo dihedrico Dn. 
En efecto, todas las simetrias de un poligono regular pueden expresarse en terminos de 
dos simetrias elementales: una rotaci6n que permute vertices sucesivos del poligono y una 
reflexi6n a lo largo de alguno de los ejes de simetria de la figura. 

Los casas mas sencillos son por supuesto los de las simetrias del triangulo equilatero y 
del cuadrado, como los mostrados en la figura: 

c 

En el caso del triangulo, es clara que las simetrias son las rotaciones y las reflexiones a lo 
largo de las medianas del triangulo. Pero cualquier rotaci6n se puede obtener iterando la 
rotaci6n que gira los vertices en el sentido positivo, y que utilizando la notaci6n de ciclos 
desarrollada en V.l se puede escribir como (A B C), en tanto que cualquier reflexi6n se 
puede obtener a partir de la reflexi6n (A B), aplicando una rotaci6n primero. Si denotamos 
a = (A B C) ; b = (A B), resulta inmediatamente que el grupo dihedrico descrito aqui 
coincide con el grupo dihedrico descrito abstractamente en la secci6n III. 

Nota: Por otro lado, no es dificil ver ( e invitamos allector a que se convenza de ella) que 
este grupo tambien coincide con el grupo S3 descrito anteriormente; de hecho, es posible 
demostrar que solo hay dos clases de isomorfismo de grupos de arden 6: el grupo ciclico. 
Z6 , que es abeliano y el grupo S3 , que es no conmutativo. Para grupo~--de arden menor 
que 6 la clasificaci6n es tam bien muy simple: de arden 2, 3 y 5 solo hay un grupo: z2' 
Z3 y Z5 respectivamente ( esto se puede ver utilizando el teorema de Lagrange, ya que 2, 
3 y 5 son primos), en tanto que de arden cuatro hay dos grupos esencialmente distintos 
z4 y Zz X z2' ambos abelianos; invitarnos al lector a que vcrifique que estos ultirnos no 
son isomorfos escribiendo las tablas de los productos respectivos. 

La clasificaci6n de los grupos aumenta en cornplejidad rapidamente, conforme au~enta 
el arden del grupo, por lo que no proseguiremos mas en esta Hnea. 

El analisis para el grupo de simetrias del cuadrado, que es la siguiente figura en comple-· 
jidad, es muy semejante: las unicas simetr:las del cuadrado son rotaciones, reflexio~~.S-a lo. __ _ 
largo de una diagonal o reflexiones a lo largo de una recta que bisecte un lado del cuadrado 
perpendicularmente: Sin embargo, por ejemplo la reflexi6n en el eje AC se puede obtener 
refleja1rdo primero en la recta que bisect a ellado AD y luego rotando en senti do positive. 
Vemos asi que en efecto basta con una rotaci6n y una ref:l.exi6n para obtener toda,s las 
simetrias del cuadrado. 

Regresando a los grupos dihedricos en general, el analisis del caso de poligonos con n 
lades es muy semejante y ya no lo haremos aqu:f , y el ultimo resultado que citaremos, y 
que es inmediato de la definicion, es que el arden de Dn es 2n (en particular es clara que · · 
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para n > 3 , Dn '/:. Sn ). 

ii) Describiremos ahora los grupos de simetrias rotacionales de los s61idos regulares, tratan­
clo con cierto detalle los casos del tetraedro y del cubo. 

Cosideremos un tetraedro como el mostrado en la figura 
~ 

c 
Si etiquetamos los vertices del tetraedro como en la figura, es claro que el grupo de simetrias 
de este, que denotaremos por lo pronto por G, es un subgrupo de S4 . Si consideramos todas 
las simetrias que fija.n Ull vertice del tetraedro, cliga.rnos el vertice A, vemos que estas son 
simplemcntc rotaciones del triangulo BCD, de las que dos son no trivia.les y la otra es la 
identidad. Vistas como permutaciones de estos vertices son ciclos de longitud 3, por lo que 
todas estas permutaciones so1,1 pares. Repitiendo este proceso para los restantes vertices 
del tetraedro obtenemos un total de 8 rotaciones no triviales, junto con la identidad. 

Este no.puede ser el total de rotaciones de los vertices del tetraedro, pues como hemos 
dicho, G es un subgrupo de S4, de modo que su orden debe dividir a 24, que es el orden 
de S4 • Como el {mico divisor de 24 mayor que 9 es 12, y ·dado que G tiene al menos 
9 elementos, nos hacen falta otras 3 rotaciones. Estas se obtienen considerando parejas 
ajenas de vertices, por ejemplo {A, B} y {C, D} y la ro.taci6n que manda la arista AB 
en la arista CD. En ellenguaje de permutaciones, estas corresponden al producto de 
transposiciones (A B) (CD), que tambien son permutaciones pares. De estas hay 3 posibles 
y esto agota todas las posibilidades par los elementos de G, pues G nopuede contener · 
ninguna reflexi6n (las reflexiones invertirian la orientaci6n del tetraedro, en tanto que las 
rotaciones la preservan). As{, en definitiva G = A 4 • 

Nota: De.hecho, el argumento anterior muestra que el grupo de todas las simetrias del 
tetraedro es s4. 

El caso del cubo se puede discutir de manera semejante~ Por ejemplo, si consideramos 
las rotaciones del cubo que fijan un vertice, estas dejaran fijo el vertice dia:metralmente 
opuesto y corresponderan a rotaciones ·en· el plano perpendicular, que contiene, 3 de los 
vertices del cubo, como seve en la figura siguiente, de modo que obtenemos d~ esta forma. 
8 rota.ciones no: triviales mas la identidad: . . . 

B c 

.P 
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De hecho, el argumento usado arriba indica que· si conocemos la posicion final de un 
vertice dado, tambien conocemos la posicion del vertice que le es diametralmente opuesto. 
Esto implica que el grupo de rotaciones del cubo es alg{m subgrupo de S4 (y no de S8 , 

COIIJO podria pensarse a priori), y por lo que vimos al considerar el caso del tetraedro, no 
puede tratarse mas que de A4 ode S4 • 

Vamos a ver que en este caso el grupo es 54 lo que es facil, pues para ello basta con 
ver que el grupo de simetrias del cubo tiene nuis de 12 elementos; como hernos visto, las 
simctr:las que fija.n al menos uno de los vertices de una de las caras totaliL\an tl; por otro 
lado, las simetrias (no triviales) que fijan esta cara, rotando los vertices de la cara son otras 
3, lo que totaliza 12; pero es claro que hay otras rotaciones por ejemplo, la que manda una 
cara en la que esta diametralmente opuesta; esta simetria no fija ningun vertice de la cara 
original ni es una rotacion de los vertices de esta, por lo que es una simetria distinta de las 
consideradas anteriormente. Esto completa la demostracion de que el grupo de simetrias 
rotacionales del cubo es 54 (sin embargo, en este caso el grupo de todas las simetrias del 
cubo es un poco mas delicado de describir, ya que depende de que es lo que entendemos 
por simetria del cubo ). 

Una caracteristica notable de los solidos regulares es que, si tomamos los baricentros de 
las caras de un solido regular, el resultado es otro solido regular; en el caso del tetraedro, 
el resultado es otro tetraedro, pero en el caso de las otras figuras, ocurren apareamientos 
no triviales: para el cubo, el resultado es un octaedro (y viceversa), en tanto que para 
el dodecaedro el resultado es un icosaedro (y viceversa). Esta propiedad de los solidos 
regulares es lo que se conoce como principia de d ualidad, y en nuestro caso tiene la 
consecuencia que el grupo de simetrias de cada solido es el mismo que el de su dual (pues 
es claro que cada simetria de uno induce una simetria del otro ). Asi, el grupo de simetrias 
del octaedro es tambien s4. 

Finalmente, un analisis similar al hecho para los casos anteriores, combinado con el 
principia de dualidad, nos muestra que el grupo de simetrias rotacionales del dodecaedro 
y del icosaedro es 55 • 

VI. 0TRAS ESTH.UCTURAS ALGEBH.AICAS. . · 

Haremos ahora una breve mencion de otras estructuras algebraicas que aparecen con 
frecuencia. 

VI.l Anillos. En el primer ejemplo de grupo que citamos, el grupo de"los enteros Z, es -" 
claro que existe otra operaci6n binaria: el producto de enteros. Los conjuntos que tienen 
dos operaciones que satisfacen las mismas propiedades basicas de las operaciones en z se 
Haman anillos; la definicion precisa es la siguiente; 

Definicion 8: Un anillo A es un conjunto con dos operaciones, que denotamos + y * 
respectivamente y tal que 

i) A junto con la operaci6n +, que llamamos la adicion en el anillo, es un grupo abeliano. 
Denotamos al neutro de esta operaci6n por 0, y al inverso de a E A por -a. 

ii) La operaci6n *, que llamamos el producto en el anillo, es asociativa. 
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iii) Las operaciones de A satisfacen la ley de· distributividad 

iv)Bl anillo tiene elemento unidad o neutro multiplicativo si existe un elemento 1 E A 
tal que 1 *a =a* 1 =a Va E A 

v) Si ademas la operaci6n * es conmutativa decimos que el anillo es comnutativo. 

De nueva cuenta, varias propiedades pueden extraerse inmediatamente de la definicion, 
veamos sin demostracion algunas de las mas sencillas_. 

Propo~ici6n 10: i) En todo anillo a * 0 = 0 para todo a E A. Ademas, si 0 = 1 el anillo 
consta de un solo elemento: A= {0}. 

ii)VaEA. (-1)*a=a*(-1)=-a 

iii) \fa, bE A (-a)* b =a* (-b) = -( ab ). 

Como antes, para simplificar la escritura, usualmente se omite el * y la costumbre, 
es. dar "preferencia" al producto, de modo que por ejemplo la ley distributiva se escribe 
simplemente a( b + c) . = ab + ac, etc. Por otro lado, cabe seiialar que aunque no hay 
consenso en ello, lo mas usual es pedir que. los anillos teng-an unidad y mas aun, para que 
la teoria no sea trivial, que 0 ::f. 1. 

Veamos algunos ejemplos: 

Ejemplos: i) A parte de los ejemplos "obvios", como Q, R y C, un ejemplo sencillo de 
anillo es z2 con la adici6n modulo 2, definida como antes y junto conel producto modulo 
2, definido de la manera natural. Dejamos al lector la tarea de escribir la tabla de este 
producto y verificar que los axiomas de anillo se satisfacen. 

ii) Tal vez el ejemplo masimportante de anillo, aparte de los ya citados, ·es el del anillo de 
polinomios· con coeficientes en R o en C. Una vez mas, es un ejercicio sencillo ver que los 
axiomas se satisfacen.- ·. 

iii) El ultimo ejemplo que citaremos es el del anillo de todas las matrices cuadradas de 
n X n (invertibles o no), junto con la suma y producto de matrices. Este ejemplo muestra 
que no todos los anillos son conmutativos. · 

Como en el caso de los grupos, es posibledefinir subanillos y homomorfismos de anillos: _ 
Las definiciones de ben .de contemplar en ambos casos el hecho. que los ani:llos tienen dos 
operaciones; por ejemplo, para definir un homomorfismo entre los anillos A y B, consider- _ 

_ .- amos una funci6n f: A -+ B tal que ·.- .-,. 

-f (a + b) = f (a) + f(b) y f ( ab) = f (a) f (b) . 

donde las opera~iones se efectuan en los anillos correspondientes y si ademas, en la defini­
cion de anillo pedimos que estos tengan unidad, entonces pedimos tambien f(l) = 1, 
etc. 

Como antes, la imagen de un anillo bajo un homomorfismo de anillos sera un _subanillo 
del codominio, sin embargo, la situaci6ri con los nucleos en este caso es un poco mas sutil; 

.. veamos las definiciones pertinentes: · 

- ·. . 
. --~-~---------·--····--:- -·· 
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Definicion 9: i) El nucleo de un homomorfismo de anillos f: A -+ B es kerf = {a E 
A; f(a) = 0} 

ii) Un ideal I C A es un subgrupo del grupo aditivo que tiene la siguiente propiedad 

V a E A ; j E I aj E T 

Es importaute notar que los ideales no son subauillos, ya que si el anillo tiene unidad 
y 1 E I =?- I = A; sin embargo, los ideales son el ami.logo apropiado de los subgrupos 
normales para el caso de anillos: 

Proposicion 11: i) El nucleo de un homomorfismo de anillos f: A-+ B es un ideal de 
A. 

ii) Todo ideal I de un anillo A define una partici6n del anillo. El conjunto de clases 
laterales de un anillo, A/T, hereda una estructura de anillo de modo que la proyecci6n 
natural de A en A/T es un homomorfismo de anillos. 

iii) (Teorema de isomorfismo) Si f: A -+ B es un epimorfismo de anillos con nucleo T 
entonces f induce un isomorfismo F: A/I -+ B. 

Observacion: Como sugieren los resultados que hemos enunciado en la proposici6n 
anterior, una gran cantidad de construcciones de la teoria de grupos pasan a la teoria 
de anillos. Aunque no podemos detenernos aqui a explicar est-e fen6meno en detalle, si 
quisieramos ins1stir en que no es un hecho- aislado, sino que es algo que sucede en muchas 
de las estructuras algebraicas. Este tipo de fen6menos se han sistematizado en la moderna 
teoria de categorias, que puede_ cosiderarse como el "sumum" de la abstracci6n de lo que 
es una estructura a~gebraica. 

VI.2 Campos, espacios vectoriales y algebras. Seiialemos finalmente que existen 
tantas estructuras algebraicas que comentar en todas ellas nos seria imposible; por ello nos 
contentaremos con mencionar las definiciones y dar algunos ejemplos de las estructuras 
que se indican en el titulo de esta subsecci6n: 

Un campo es un anillo conmutativo con 1 i= 0 y donde los elementos distintos de cero 
forman un grupo bajo el producto. Los campos son tal vez la estructura algehraica mas 
rica en propiedades, y sirven como base para muchas otras construcciones algebrai~as, pero 
tambien para las construcciones geometricas y para el analisis. Los ejemplos mas sencillos 
son por supuesto los bien conocidos "campos numericos" Q, R, C, pero existen otros 
muchos campos, por ejemplo, Z2 con las operaciones citadas arriba es un campo. 

Los espacios vectoriales sobre un campo dado son grupos abelianos que tienen- ademas 
un producto por escalares que satisface ciertas propiedades, como distributividad del 
producto por escalares con respecto de la suma. Ejemplos de espacios vectoriales incluyen 
por supuesto a los espacios R n, pero tambien a los espacios de funciones que satisfacen 
propiedades apropiadas, por ejemplo, el espacio de las funciones continuas sobre el intervale 
[0, 1] es un espacio vectorial con las operaciones de suma de funciones y de producto por 
numeros reales. 

--~---------- .-- 17 
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Fina.hnente, las a.lgebras combinan las estructuras de espacio vectorial y de anillo; dos 
ejemplos de algebnl.s que ya hemos mencionado antes son el algebra de todas las matrices 
cuadradas de n X n y el algebra de funciones continuas. Cabe mencionar que no en todos los 
espa<:;ios vectorriales de dimension finita se puede imponer una estructura de algebra, esto 
es posible por ejemplo en dimensio:O.es 1 (los numeros reales ), 2 (los numeros complejos) y 
4 (los cuaternios de Hamilton), pero R 3 con el producto cruz noes un algebra, ya que este 
producto no es asociativo; sin embargo, existen modificaciones de la definicion de a.lgehra 
que hcmos dado aqu1 que incluyen este caso y otros similares. 

Con estos breves ejemplos de estructuras terminamos nuestra pequena excursion por el 
mundo del algebra contemporanea, no sin antes seiialar que aunque en todos estos ejemplos 
se tiene mas estructura que en los grupos, es posible obtener resultados interesantes incluso 
con menos estrucutra,. pero ademas, por supuesto, es posible considerar construcciones 
algebraicas totalmente ajenas a la de grupo. 

VII. Esnozo DEL DESARROLLo HISTORico DEL coNCEPTo DE GEOMETRIA. 

·En esta seccion describiremos brevemente el desarrollo historico .de la geometr:la, basica­
mente con er fin de" establecer la conexion con la teoria de grupos esbozada antes. 

En primer lugar n6tamos la etapa anterior ala Grecia clasica, desrrollada fundamental­
mente en Babilonia, Egipto y China, 9,onde los conocirriientos geometricos son rrias bien 
emp{ricos. 

A esta etapa sigue la formalizacion de la geometr{a dada por los griegos, que se inicia 
alrededor del siglo VI antes de nuestra era con Tales de Mileto y que, pasando por grandes 
nombres como Pitagoras, culmina en los elementos de Euclides, escritos alrededor del aiio 
300. A~ C .. Esta etapa griega, que incluye matematico's tan destacados como Arqu1medes y 
Apolonio, termina a~rededor del aiio 300 D.C. con la destrucci6n final de la biblioteca de 
Alejandria. · 

La geometria experimenta un resurgimiento real solo hast a el siglo XVII, cuando ·alrede­
dor de 1640 Desargties y Pascal reinician el estudio de la geometria proyectiva ( usando 
metodos sinteticos, es clecir, sin coordenadas, siguienclo en cierto modo el esp{ritu original 
de la geometria clasica griega) y de mariera especial cori.la aparicion en 1637 del tratado La 
geometrie de Descartes,· donde por vez primera se _hace un uso sistematico de coordenadas 
par el estudio de problemas geometricos. 

Paralelamente, cabe mencionar los numerosos estudios suscitados por el famoso ''quinto 
postulado" 0 postulado de las paralelas de Euclides. Este postulado, ClUe nos es mas •· 

____ C011.Q{.:ido en la forma enunciada por · Playfair hacia -fuediados del siglo_ XVIII, pero que es 
equiva~ente ala original, siempre fue causa de sospechas, debido mas que nada a quehace 
una afirmacion sobre el comportamiento de las rectas "alinfinito", razon por la cual su 
v'alidez no es realmente '\obvia". Mucho esfuerzo se dedico a tratar de demostrarlo en base 
a los restantes postulados, y entre los mas destacados intentos cabe citar los tr,abajos de 
Saccheri alrededor de 1730. Estos esfuerzos estaban sin embargo destinados al· fracaso, 
pues como sabemos ahora este postul11:do es independiente de los otros. (De hecho, es .algo 
curioso observar que-en los trabajos de Saccheri se encuentra practicamente la demostracion 

---~=-~~~e_hecho, aunque Saccheri mismo nunco lo entendio asf.) · 

18 

··------. ---- -



-.: 

Hacia la segunda mitad del siglo XVIII y principios del siglo XIX, la linea de investi­
gacion en geometria sintetica fue considerablemente impulsada por Gaspard Monge y sus 
seguidores en la Ecole Polytechnique de Francia, como Chasles y Poncelet, y un poco mas 
tardt;, con las notables contribuciones de Steiner, Plucker y Mobius, entre otros, fuera de 
ese pais. 

Por otro lado, la geometr:la analitica, como se puede apreciar en el tratado de Lagrange 
Elements de Geomctrie, sc fue poco a poco convirtiendo en una rama del calculo, creado 
por Newton y Leibniz a fines del siglo XVII, y buena parte de los resultados nuevos, 
como los famosos teoremas de Meusnier y Euler sobre curvas en superficies, utilizaron esta 
nueva y poderosa herrarnienta. Probablem~nte el climax en el desarrollo de este aspecto 
de la geometr:fa se alcanza con el articulo Disquisitiones generales circa superficies curvas 
publicacio por Gauss en 1827. 

En este mismo periodo surge una autentica revolucion dentro de la concepcion que 
los matematicos del siglo XIX tenian de la geometria con la aparicion de las llamadas 
geometr:fas no euclideanas: en efecto, hasta las primeras decadas del siglo XIX los matema­
ticos, infiuidos sin duda:por filosofias como la sustentada por Kant, cre:fan que la Naturaleza 
privilegiaba ala geometr:la euclideana, en el sentido que esta era la unica que podia describir 
la naturaleza del espacio f:fsico. Sin embargo, la aparicion hacia 1830 de los trabajos de 
Lobachevsky y Bolyai sobre geometr:fas esencialmente distintas de la euclideana, cimbro 
completamente las bases de est as convicciones. ( Aqu{ es interesante no tar que Gauss ten{ a 
conocimiento cabal de estas nuevas geometrias unos 20 ar1os antes cle la aparici6n cle los 
trabajos de Lobachevsky y Bolyai, pero que precisamente por no entrar en conflicto con 
estas_ posiciones filosoficas nunca publico sus propios resultados.) 

U n hi to especial en el desarrollo de la geometr:fa lo marca el discurso inaugural de 
Riemann, le:ido en 1854 ante la academia de Gotingen, en el cual se abren opciones para 
la geometr:fa que a la larga rebasarian el. ambito de la geometr:fa propiamente dicha, por­
ejemplo con el Analysis situs de Poincare, que es el prt;)cursor de la topolog:fa moderna. 

Sin embargo, para los fines de nuestra historia, conviene cerrar nuestro relato sefi.alando 
los nombres de Cayley, Sylvester, Beltrami, Klein y el propio Poincare, cuyas contribu­
ciones quedan epitomizadas en el programa de Erlangen ya mencioml.do, y que acabaron 
de establecer los estrechos v:fnculos que existen entre el estudio de la geometria y la teoria 
de grupos. 

VIII. ESTRUCTURAS GEOMETRICAS Y GRUPOS DE ISOMETRIAS. 

Describiremos ahora muy brevemente como intervienen en el estudio de la geometr:fa 
los grupos-de isometrias, para lo cual consideraremos dos ejemplos sencillos: la geometr:fa 

- -euclideana y la geometria proyectiva en el plano. Para ello, es conveniente identificar el 
plano R 2 con C, el campo de los numeros complejos. 

Recordemos ante todo que el plano euclideano es R 2 junto con la distancia d(x, y) = 
((x1 -y1)2 +(x2 -y2)2)112. Si iclentificamos el plano con C, la distancia al origen se puede 
expresar por lzl = (zz) 112 • 

YIII.l Ismnetrias en el plano euclideano. Con estos prelirninares, el estudio de las 
isometrias del plano se puede atacar dividiendo el problema en casos. La primera etapa con­
siste basicamente en probar que las isometr:fas que conocemos intuitivamente son en efecto 

-~ -- __________ ,_ ------- - -
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isometrias ( es decir, efectivamente preservan la distancia eudideana ), que por supuesto es 
la parte sencilla. Despues de esto hay q11e dividir a las isometrias en casos apropiados. 
Finalmente, hay que probar que cualquier isometria cae dentro de los casos consiclerados, 
que ~s la etapa mas interesante. 

Proposici6n 12: Las siguientes son isometrias de C 

i) Las traslaciones por un vector c: z H z + c ; c E C 

ii) Las rotacioues por m1 ;iugulo (): z H ei9 z ; 0 :::; () < 27r 

iii) La reflexi6n a lo largo de una recta con angulo (): z H ( ei 9 z) 

La demostraci6n de estas afirmaciones es casi inmediata de las definiciones. 
Siguiendo entonces GOn nuestro programa, queremos ahora ver que tipos de isometrias 

_ se tienen y para ello, la estrategia correcta es estudiar cuantos puntas fijan las isometrias. 
Tres casos conviene distinguir: aquellas que no fijan ningun punto, las que fijan un solo 
punto, y aquellas que fijan mas de un punto. Si estudiamos las isometrias descritas en la 
proposicion anteriar es mas o menos inmediato ver que las traslaciones no fijan puntas, las 
rotaciones fijan un solo punto, el origen, en tanto que las reflexiones fijan toda una recta: 
la recta en que reflejamos. 

Con este conocimiento, pod~mos. pasar a la ultima etapa: demostrar que las isometrfas 
son todas de los tipos descritos anteriormente, o composiciones de ellas; recogemos el 
resultado final en la siguiente proposici6n: 

Proposici6n 13: Las isometr{as_del plano se divid<:!n_ en dos categorias: 

i) Las isometrias que preservan la orientaci6n, que son las de la forma: z H ei 9 z +c. 

ii) Las isometrias que invierten la orientacion, que son las de la forma: z H ei 9 .z +c. 

Dem: A titulo de ilustracion demostremos, dos casos particulares: 

Lema 1: Si una simetria fija el 0 y el 1 y no es la identidad, entonces es la reflexion z H z 
Dem: Sea a la isometr:fa y sea z cualquier punto"del plano; como a fija 0 y 1, y preserva 
las distancias, la imagen de z bajoa debe estar contenida en la interseccion del drculo de 
centro 0 y radio lzl y del drculo de centro 1 y radio lz- 11. Pero la interscci6n de estos 
dos drculos es un s6lo punto, ~i z E R y dos puntos en caso contrario. Como estamos 
suponiendo que a noes la identidad, en este ultimo_ caso a(z) ::f. z y por lo tanto a(z) = z. 

· Por supuesto, est as consideraciones geometricas que hemos hecho aqui se pueden demostrar 
.anali ticamente, escribiendo las ectiaciones correspondientes. 

Lema 2: Si una isometria a envia 0 en c, y r es la traslaci6n z H z + c entonces la 
isometria a o T:....i fija el origen. · · 

Dem: Basta con ver que la inversa tambien fija el 0, pero esto es inmediato de las defini­
cwnes. 

Por tiltimo, describamos brevemente la estructura del conjunto de isometrias del plano. 

Proposici6n 14: El conjunto de todas las isometrias del plano es un grupo. El conjunto 
de las isometr:fas q_ue preservan orientacion es un subgrupo normal de este, que llamamos 
el grupo de transformaciones rigidas o de congruencias; el grupo cocient.e esZ2 • 
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Dentro del grupo de congruencias hay dos subgrupos especiales: el de las traslaciones, que 
es C y el de las rotaciones~ que denotamos U(l ); este ultimo es un subgrupo normal del 
grupo de congruencias y el cociente es isomorfo a C. 

Nota: El grupo de congruencias noes isomorfo al producto directo de U(l) con C, es una 
construcci6n un poco nuis cornplicada, pero tamb1en de import an cia, Hamada prod ucto 
semidirecto, la que interviene aquf. 

VIII.2 "Ismuetrias" proyectivas: el grupo de Mobius. Como colof6n de estas notas, 
describiremos de manera un tanto informal los resultados para el caso de la geometr:la 
proyectiva. En este caso, la propiedad que se preserva noes una distancia, sino la Hamada 
raz6n cruzada de 4 puntos en el plano, definida como 

que describe el hecho que las proporciones son las que se preservan en geometrfa proyec­
tiva. Todas las isometrfas del plano son transformaciones que preservan la raz6n cruzada, 
pero no son las {micas; existen otras dos clases funda:rrtentales de transformaciones proyec­
tivas, que son las dilataciones con respecto de algun punto fijo y las inversiones; estas 
corresponden a proyectar un punto desde el centro de un c:frculo dado, que queda fijo bajo 
la inversion, y de suerte que la razon cruzada se preserve. Para describirlas en lenguajc 
analitico, y contentandonos con los ejemplos mas simples, mencion-emos que la dilatacion 
con respecto del origen corresponde a multiplicar por un numero real positivo, en tanto 
que la inversion de centro 0 y que fija el circulo unitario en el plano es z H 1/ z. 

Si escribimos la composicion de esta nuevas transformaciones proyectivas con las isome­
trias generales del plano, las transformaciones proyectivas que resultan son de la forma: 

az + b 
ZH ---: 

cz +d 

donde a, b, c, d E C ; ad - be i= 0. El grupo que se obtiene de esta forma es el llamado 
grupo de Mobius, y se puede demostrar que este es el grupo de todas las transformaciones 
proyectivas. 

Con esta sumaria descripci6n de la geometria proyectiva concluimos !fuestra exposici6n. 
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