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INTRODUCCION A LAS ESTRUCTURAS
ALGEBRAICAS Y GEOMETRICAS.

FausTo ONGAY

I. INTRODUCCION.

El objetivo de estas notas, dirigidas basicamente a profesores de enseflanza media su-
perior, es despertar en el lector el interés por los temas citados en el titulo. En efecto,
pretender que una exposicién tan breve como ésta pueda dar algo mas que un simple
asomo a tan ricas disciplinas seria absurdo; un curso entero apenas podria hacerles justi-
cia. Sin embargo, considero que es fundamental que los profesores de ensefianza media se
“Inicien” en este tipo de material relativamente avanzado: las matematicas que se ensefan
usualmente a nivel preparatoria son en general matematicas de principios del siglo XIX (e
incluso XVIII) y, aunque no hay nada intrinsecamente malo en ello, es conveniente tener
una cierta perspectiva de éstas desde el mirador que nos proporcionan los conocimientos
mas recientes.

La eleccién de los tépicos que se discutirdn aqui estd obviamente determinada por mis
inclinaciones personales, empero, no es una eleccién arbitraria: una de las caracteristicas
mis sobresalientes de las mateméticas modernas, y que en cierto sentido es la base de su ex-
traordinario éxito en las aplicaciones, es el énfasis que éstas hacen sobre las construcciones
generales, mas que sobre las instancias particulares de un cierto problema.

Dicho de manera un poco mas explicita, la metodologia usual de las matematicas consiste
en analizar un cierto problema abstrayendo de él ciertas caracteristicas que se consideran
bésicas (y susceptibles de andlisis): mediante este proceso de abstraccién se pasa del pro-
blema original dado a un “modelo matemadtico del problema”, que describe toda una gama
de problemas relacionados y que como un caso particular incluye al problema original. La
manipulacién que se hace del modelo matemdtico ya no depende sin embargo de la natu-
raleza intrinseca del problema original, sino sélo de la légica interna de las matemdticas.
Y, aunque es claro que en este proceso hay cierta pérdida de informacién, las ventajas que
ofrece este método son claras y sus éxitos asi lo confirman: hoy dia, la matematizacion
de las ciencias, que hasta principios de este siglo parecia confinarse a la fisica (de ahi el
nombre “ciencias exactas”), se ha extendxdo de manera casi explos1va para aplicarse a casi
todas las disciplinas cientificas. :

En esta direccién, y dentro de las matematlcas mismas, los éxitos mas espectaculares son
tal vez aquellos obtemdos por el algebra contemporanea, cuyo grado de abstraccién y rigor
han alcanzado niveles extremos, con la consiguiente generalidad de aplicacién; en efecto,
una vez liberada el dlgebra de su “encajonamiento” como “aritmética con simbolos”, las
técnicas algebraicas se han vuelto tan poderosas que en la actualidad, acompanando a
casi todas las teorias con algun origen “fisico”, como la geometria o la topologia, se tiene
una “versién algebraica” de la misma. La razén de este éxito no es'dificil de detectar:
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gracias a su gran generalidad, los problemas algebraicos suelen ser problemas menos pro-
fundos o .menos complicados y por lo tanto més faciles de atacar. (De alguna manera,
la “algebraizacién” de los problemas matemdticos es un paso adicional en ese proceso de
simplificacién a que haciamos alusién arriba y, en general, las soluciones que se obtienen de
estas aplicaciones del dlgebra a otras ramas de las matematicas son casi invariablemente
sOlo respuestas parciales y, todavia mas, usualmente respuestas negativas, en el sentido que
sélo permiten decidir que dos cosas no son iguales porque no comparten cierta propiedad
algebraica, o bicn, que alguna coustruccién no es posible porque no se satisface cierta
condicién algebraica, etc..) :

Esta tendencia a la generalidad y a la abstraccién hace que el énfasis en las teorfas alge-

braicas sea en las llamadas estructuras algebrmcas que se pueden imponer en un conjunto -

dado y es en éstas que estamos interesados aqui . -Vagamente hablando, una estructura

algebraica es una operacién que se puede realizar con los elementos del conjunto y que

satisface ciertas reglas especificadas como axiomas para la operacién. En estas notas con-
sideraremos algunas estructuras algebraicas, centrando nuestra atencion en los grupos, que
son una de las estructuras mds basicas, asi como en su relacién con la geometria y este
enfoque nos permitird describir con bastante precisién lo que es una estructura geometrlca

Antes de cerrar esta introduccidn - conviene aclarar que,. aunque el cardcter de estas

. es notas muy elemental, supondremos que el lector est4 familiarizado con las nociones

bésicas de la teoria de conjuntos y también con algunas definiciones elementales del algebra,

lineal, como matrices v determinantes. Por otra parte, aunque daremos con precision las
) L y all

definiciones, no se pretende aqui dar un “curso relampago” en teoria de grupos y por lo

--mismo, ni-presentaremos todas las nociones que podrian considerarse como bésicas, ni
. daremos demostraciones completas. ‘

II. UN POCO DE HISTORIA SOBRE EL CONCEPTO DE GRUPO.

- Probableménte la estructura algebraica mas sencilla de asimilar es la de grupo, concepto
que definiremos con precisién en la siguiente seccién. De hecho, una autoridad tan grande
como Henri Poincaré opinaba que el ser humano tiene un cierto conocimiento a priori de lo
que es un grupo o, al menos de cierto tipo de grupos (en particular del grupo de transfor-
maciones rigidas del espacio) y, aunque esta posicién-tal vez sea un poco extrema, ilustra
bien lo fundamental de esta nocién: en efecto, (independientemente de que los sistemas

-- ntimericos fundamentales —como los nimeros enteros— posean una estructura de grupo),

si analizamos los argumentos tipicos de la geometria euclideana, tal y como se describen’
- en Los Elementos de Euclides, observaremos que en ellos se hace un uso sistemético de la™
- posibilidad de trasladar rigidamente las figuras para la demostracién de los teoremas; esto ~

- es algo que no estd explicitamente contemplado dentro de los axiomas de Euclides y es un

ejemplo-de la accién de un grupo. Y sin embargo el comprender que existe tal estructura
fue un proceso largo y complejo.

En cualquier caso alrededor de 1760 encontramos ya clertos resultados, en especial en

los trabajos de Euler en teoria de niimeros y de Lagrange dentxo de la teoria de ecuaciones,

que son indiscutiblemente parte de la teorfa de grupos. Un poco mds adelante, en 1776,

el mismo Euler consigue describir completamente las llamadas isometrias del espacio -

euclideano R3 lo que tamblen puede considerarse un resultado de teoria de grupos aplicada
a la geometria. :




En los afios siguientes aparecen dentro de estas disciplinas una gran cantidad de resul-
tados que pueden ser también catalogados como parte de la teoria de grupos: Abbatti,
Ruffini y Cauchy obtienen resultados sobre grupos de permutaciones, fundamentalmente
en ¢onexién con la teoria de ecuaciones; Gauss publica en 1801 su importantisimo tratado
Disquisitiones Arithmetica donde estudia los llamados ahora grupos ciclicos o modu-
lares, esto ‘en conexién con la teoria de nimeros, y Monge, Poncelet, Mdbius y otros
utilizan, de manera mds o menos explicita, grupos de transformaciones en sus estudios
geomeétricos. .

Todos estos hechos aparecen sin embargo un tanto aislados, desde la perspectiva de la
teoria de grupos, y casi todo mundo estd de acuerdo en sefialar los afios 1830-1832, en
que Evariste Galois escribe sus geniales trabajos sobre la solubilidad de ecuaciones por
radicales, como la fecha de nacimiento de la teoria de grupos propiamente dicha.

En el siguiente periodo, las ideas de Galois comenzaron a ser esclarecidas y profundizadas
por otros grandes matematicos, como Cayley y Sylow, al tiempo que el desarrollo de la
geometria se vela cada vez mas ligado al de la teoria de grupos, como se puede apreciar
en la obra de Chasles, Hessel y Plicker entre otros, y un nuevo climax se alcanza hacia
1870, con la aparicién del Traité des substitutions et des équations algébriques de Camille
Jordan (1870), el programa de Erlangen de Felix Klein (1872), en el que Klein identifica
el estudio de una geometria con el de su grupo de isometrias, y con los trabajos de Sophus
Lie sobre los llamados “grupos continuos”. Todo esto marco la pauta para que en 18382
W. Dyck y H. Weber publicaran articulos donde la lista de axiomas que definen un grupo
aparece ya en su forma definitiva.

III. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS DE LA TEORIA DE GRUPOS.

En esta seccién describiremos las nociones més elementales de la teorfa de grupos, que
como hemos mencionado es una de las mas importantes estructuras algebraicas.

Definicién 1: Una operacién binaria en un conjunto X, que denotaremos por *, es una
funcién
X xX-X 5 (zy)—z*y.

Un grupo es un conjunto GG junto con una operacioén binaria que satisface las siguientes
propiedades:

1) La operacién es asociativa:
Vz,y,2 €G 5 (zxy)rz=z*(y*2)

y en virtud de que la posicién de los paréntesis es intrascendente, usiialmente escribimos
simplemente  * y * z.

i1) Existencia de un neutro:
deeG VzeG ; exz=zxe=ce
i11) Existencia de inversos:

VeeG 3Jz7' ¢ gz l=zlxz=e




) El grupo G es conmutativo o abeliano si se satisface ademds

Va,ye G ; z*xy=y*z.
. ,

Si G es un grupo la cardinalidad de G (i.e., el ntmero de elementos de &) se llama el
orden de G.

Antes de seguir adelante y para fijar un poco las ideas, citemos algunos ejemplos:

i) Tal vez el grupo que nos es mds familiar es el de los numeros enteros Z junto con la
operacién binaria de la adicién; el neutro es en este caso el 0 en tanto que el inverso de
un ndmero es su negativo (por ejemplo, el inverso de —3 es —(—3) = 3). Notemos, sin
embargo, que Z con el producto no es un grupo (faltan los inversos).

i) Més generalmente, los sistemas numéricos usuales Q, R, C asi corho los espacios
vectoriales R™ junto con las operaciones de suma en los ObJStOS respectivos son ejemplos
de grupos

i11) Otro grupo bién conocido es el de los nimeros reales # 0 con el producto; en este

. caso el neutro es 1 en tanto que los inversos son precisamente los inversos multiplicativos.

iv) Un instructivo ejemplo de grupos son los grupos de enteros médulo algin entero fijo, -

que se construyen como sigue: Paran € Z , n > 0 definimos G = {0,1,...,n =1} ¥y

definimos la operacién como “suma mddulo n”, es decir como el residuo que se obtiene al
, .

dividir la suma usual por n. Estos grupos, que denotamos por Z,, son por supuesto finitos

y; de hecho, el orden de Z, es n. En estos casos (dado que el orden es finito), es posible en

principio escribir una tabla completa para la operacién en el grupo; a titulo de ilustracién, -

aqui estan las tablas para Z; y Zs:

Todos estos grupos._son abeha,nos sin embargo aunque més adelante veremos que los
grupos no conmutativos “existen en abundancm y son de gran importancia, para disipar
cualquier duda, el siguiente ejemplo es de un grupo no abeliano de orden 6:

v) El grupo D3 es el grupo cuyos elementos son {e,a,a * a,b,b*q, b a * a}, donde se
satlsfacen las 81gu1entes prop1edades :

a*a*a—e b*b_e b*a—a*a*b
Es facil verificar que Dj es un grupo y que no es abeliano,: ya que
a=bx(b*xa)# (bxa)*xb=ax*a.

Invitamos al lector a escribir la tabla de la operacién de Ds.




Notacidn: En lo sucesivo, y como es usual, en vez de escribir « * b escribiremos ab, en vez
de aa, a?, en vez de aaa, a®, etc.. Por otro lado, también nos referiremos a la operacién en
un grupo, especialmente si no sabemos que éste es abeliano, como el producto del grupo.

KAunque los axiomas para un grupo son muy sencillos, podemos ya extraer algunas con-
secuencias de esta definicién, por ejemplo:

Proposicion 1: ¢) En cualquier grupo G el neutro es tnico. Asimisino, para todo z € G
su inverso ™! es tnico.

W)Vz,ye G ; (zy) t=y a7

Dem. Probemos la primera afirmacién, dejando las otras al lector (notemos, sin em-
bargo, que si el grupo no es abeliano en general no es cierto que (zy) ™! =z~ 'y ™!, el orden
de los factores es importante): supongamos, en efecto, que existiera otro neutro, digamos
e'; entonces

e =ee =e,

donde la primera igualdad ocurre porque e es neutro, en tanto que la segunda se debe a
que suponemos que €’ es también un neutro.

En matemaéticas, una de las estrategias mds fundamentales y ttiles para el estudio de un
conjunto con estructura dado, es el estudio de los subconjuntos que comparten dicha es-
tructura (o al menos parte de ella); dentro de la teoria de grupos la construccion pertinente
es ésta:

Definicidén 2: Sea G un grupo y H un subconjunto de G. Decimos que H es un subgrupo
de G si cuando restringimos la operacién en G a H, éste satisface los axiomas de grupo.
De manera mas precisa, H es un subgrupo de G si:

YyVe,ye H ; zy€ H.

w)VeeH ; z7'eH.

Es claro que todo grupo G admite al menos dos subgrupos (llamados por esta razén
triviales): G mismo y {e}; sin embargo es también claro que no todo subconjunto de
un grupo es un subgrupo, ya que todo subgrupo contiene al menos a e. En este sentido
una proposicién interesante, pues es uno de los primeros resultados generales que se es-
tablecieron dentro de la teoria de grupos, es el llamado teorema de Lagrange (resultado
conocido por él —en un caso particular— desde 1770):

Proposicién 2: Si G es un gfuéb finito y H es un subgrupo de G entonces el orden de H
divide al orden de G. '

Un corolario que resulta inmediatamente es que si el orden de un grupo finito es primo,
entonces el grupo no admite mas subgrupos que los triviales. Asi por ejemplo, los grupos
Zo,Z3 y Zs no admiten ninglin subgrupo no trivial, en tanto que Z4 admite el subgrupo
formado por {0,2}. :

Otro sencillo resultado es el siguiente:

Proposiciéon 3: Todo subgrupo de un grupo abeliano es abeliano.

5 ) . ‘,




Un aspecto fundamental relacionado con la nocién de subgrupo es éste: si H C G es un
subgrupo de G, entonces H define una particién de Gj los “trozos” (clases de equivalencia)
de esta particion, llamados clases laterales izquierdas, son todos de la misma cardi-
nalidad; estas clases laterales se construyen como sigue: z,y € G estan en la misma clase
lateral si existe h € H tal que 2 = yh. La clase lateral a que pertenece z € G se denota
por zH y no es dificil ver que la cardinalidad de éstas es precisamente la ca,rdlnahdad de
H (lo que en particular prueba el teorema de Lag,rangc)

Finalmente, una construccién sencilla que permlte obtener NUEVOS grupos a partir de
grupos dados es la siguiente:

Definicién 3: Si G y H son dos grupos, el producto dlrecto de G con H es G X H

Junto con la operacién
(2, h)(y, k) = (zy, hk) 5 z,y€ G ,h, ke H.

En esta férmula, la operacién en las rlmeras coordenadas es la operacion en G en tanto
b
que en las segundas es la de H.

IV. HOMOMORFISMOS Y GRUPOS COCIENTE.

Dentro de la matematica contemporanea se tiene una especie de “unién 1ndlsoluble
entre los conjuntos con estructura (como los grupos que hemos estado considerando) y las
funciones que “respetan” dicha estructura. En nuestro contexto tales funcmne% se Hama.n
homomorfismos de grupos'y la definicidn precisa es la, 51gu1ente

Definicién 4: Sean H y G dos grupos. Un homomorﬁsmo entre H y G es una , funcién
fT H — G que satisface: Vz,y € H ; f(zy) =-f(z)f(y), donde las operamones ocurren en
los grupos respectivos. . .

Si un homomorfismo es inyectivo decimos que es un monomorfismo, si es suprayectwo
se llama epimorfismo y si es biyectivo isomorfismo. Es claro que la func;on inversa de
un isomorfismo es también isomorfismo y, si existe un isomorfismo entre los grupos H y
G, decimos que estos son isomorfos y eSCI‘lbImOS H~G.

Conviene refrasear esta definicidn de la s1gu1ente manera, Menos precisa pero qulza mas
intuitiva: “f es ‘homomorfismo si da lo mismo efectuar prlmero la operacién en H y luego
aplicar f que aplicar primero f y luego efectuar la operacién en G”. En particular, cuando
dos grupos son isomorfos, la conclusién que obtenémos es que es totalmente equlvalente

‘ -trabajar en uno o'en otro y por lo tanto d1st1ngu1rlos es, en tanto que grupos, superfluo.

Por esta razén una de las tareas bésicas dentro de la teoria de grupos es cla51ﬁcar los
grupos para dec1d1r cuando son y cuando no son isomorfos entre si. :

,EJe111plos.

i) Uno de los ejemplos mas importantes de homomorfismo de grupos es la funcién expo-

nencial exp: R — R* (aqui R* denota el grupo multiplicativo de los reales # 0); en efecto,

la bien conocida propiedad de la exponencial exp(z +y) = exp(z) exp(y) dice precisamente
que exp es un homomorfisimo entre estos grupos. Notemos que:exp es un monomorfismo,

pero no es un 1storﬁsmo (va que exp(z) > 0 para toda ). Sin embargo sl en vez de




R* consideramos Rt = { z € R ; z > 0}, que es claramente un subgrupo de R*, y re-
stringimos el codominio de exp a este conjunto, exp se vuelve un isomorflsmo, con inversa

log.

1) “Otro ejemplo sencillo de grupos isomorfos es el siguiente: el conjunto {—1,1} es un
subgrupo de R* y es claramente isomorfo a Z, (el isomorfismo explicitoes 0 — 1; 1 — —1).
Més generalmente, Z,, es isomorfo al grupo de raices enésimas de la unidad, que son
los nimeros complejos de la forma e2™i/" ; kL =0,... ,n —1, mediante el isomorfismo que
envia k € Z, en e2™5/* Estos niumeros complejos se representan geométricamente como
puntos uniformemente distribuidos en el circulo de radio 1 en el plano complejo y este
isomorfismo que acabamos de describir nos muestra que la manera en que el reloj marca
la hora jestd descrita matemaéticamente por Zjs!

De nueva cuenta, es posible obtener resultados muy generales a partir de la simple
definicién de homomorfisino, por ejemplo:

Proposicién 4: i) Si G1,G2,G5 son grupos, y f: Gi — G2 ; ¢: G — G5 son ho-
momorfismos, entonces g o f: G; — G3 es homomorfismo. Ademas la composicién de

monomorfismos (resp. epimorfismos, isomorfismos) es monomorfismmo (resp. epimorfismo,
isomorfismo).

12) Si denotamos por e, e; a los neutros de Gy y G respectivamente entonces f(e;) = eg;
asimismo, para todo z € Gy, f(z™!) = (f(z))™*. En particular, la imagen de G} bajo f
es un subgrupo de G,.

#1) Un homomorfismo f: G; — G2 es monomorfismo si y sélosi f(z) =e; = z=¢

Dem: Probaremos solamente #:), dejando al lector la restantes afirmaciones. Ahora
bien, si f es inyectivo entonces ii) implica inmediatamente que la condicién es necesria.
Para probar la suficiencia, supongamos que f(z) = f(y) y queremos ver que ¢ = y. Pero

f@)=fly) = f@fy™)=

= f(a:y"l) =e = azyl=e = z=y
que es lo que queriamos probar.
Otra propiedad inmediata que sin embargo es mas sorprendente, es la‘siguiente'

Proposicién 5: Sea f+ H — G un homomorfismo de grupos y sea e el neutro de G,
Entonces ker f = {z € H+; f(z) = e} es un subgrupo de H. e

Dem: Basta verificar que si z,y € ker f entonces zy € ker f, lo que es 1nmed1ato

El subgrupo descrito en la proposicién anterior se llama el niicleo (o como se suele
decir, utilizando €l término alemén correpondiente, el kernel) de f. En este punto surgen
de manera natural dos preguntas: jes cierto que todo subgrupo de un grupo dado puede
construirse como la imagen de un homomorfismo apropiado? y jes cierto que todo sub--
grupo de un grupo dado puede construirse como el nicleo de un homomorfismo apropiado?
Aunque parecidas, la primera pregunta es en cierto modo trivial, ya que todo subgrupo

7 | e~




puede verse como la imagen de la inclusidn, que claramente (jpor qué?) es un homomor-
fismo. Sin embargo, la segunda es una cuestién mds profunda, que se puede responder
mediante la siguiente deﬁnicién

Definicidén 5: Sea H C G’ un subgrupo de G. Decimos que H es normal sl para toda
z€G, h€H setiene sha™ € H.

Conviene observar que en un grupo abeliano todo subgrupo es normal, ya que zhe ™ = I,
pero en los grupos no abelianos en gencral no es asi. Por otro lado, una primera relacion
-entre los nucleos de homomorfismos y los subgrupos normales es la siguiente proposicion
(cuya demostracién es muy sencilla y se deja al lector): |

Proposicién 6: Sea f: H — G un homomorfismo de grupos; entonces ker f es un sub-
grupo normal de H

Asi pues, los niicleos de homomorfismos son, aparentemente, una clase especial de sub-

grupos normales, nuestro objetivo ahora es ver que todos los subgrupos normales aparecen

- de esta forma, y para ello necesitamos la siguiente construccidn.

Supongamos que H C G es un subgrupo de G'y denotemos por G/ H al conjunto de clases ~

laterales de H en G; los elementos de G/H se pueden escribir en la forma zH ;. z € G,
donde zH denota al conjunto:{ zh ; h € H}. Quisieramos ahora definir una operacién

en G/H que convierta a este conjunto en un grupo. Para ello es natural suponer que
necesitaremos la operacion que ya tenemos, a saber la de G, y un poco de reflexién debe
bastar para convencernos que la operacién binaria natural en G/H es la siguiente: el

' . producto de zH y yH es H yH = zyH. Esta operacién es claramente asociativa, pues el
- producto en G lo es, el inverso de tH € G/H es 27 H y el neutro es eH = H. ;Dénde
' © _ requerimos la normalidad de H? La respuesta es: para probar que la operacién estd bien
definida; en efecto, cada clase lateral zH se puede escribir de muchas maneras distintas,
remplazando a 2 por y = zh para cualquier h € H; por ello necesitamos ver que este
* producto no depende de como escribimos a la clase lateral, sinio sélo de la clase lateral.
Sin embargo, si H C G es normal y zH = yH, de modo que existe k € H tal que y = zk
'y 2H es otra clase lateral cualquiera '

sHzH ={zzh; he H} y yHzH ={yzh; he H}

'y -queremos ver que estos dos conjuntos son iguales Pero que H sea normal signiﬁca que

para cualquier A € H existe b € H tal que zhz"l =) = zh = bz. Luego si yzh € yzH .

" entonces

yzh = yk lezh = mkzh = mzbh exzH T " :

de modo que el producto estd bien definido; de hecho en el fondo ésta es la razon que

subyace la definicién de subgrupo normal. ‘ .
Lo anterior justifica asimismo la siguiente definicidén: ' e

Definicién 6: Si H C G es un subgrupo normal de G el conjunto de clases laterales G/H -

con la operacién definida arriba se llama el grupo cociente de G por H.

Tenemos ahora el siguiente resultado, cuya demostracién dejamos al lector:




Proposicién 7: La funcién 7: G — G/H definida por 7(2) = 2 H, estd bien definida y es
un homomorfismo de grupos, cuyo nucleo es precisamente H.

Conviene una vez mds refrasear estas nociones como sigue: En G/H identificamos cada
clage lateral con un punto. La funcién 7 descrita arriba, llamada la proyeccidén natural
de G en G/H, se puede definir aun si H no es normal y simplemente nos recuerda en que
clase lateral se encuentra cada z € G; sin embargo, si ademds H es normal todas estas
construcciones “conservan” una estructura de grupo y la moraleja de esta proposicion
es entonces que los grupos normales y los nicleos de homomorfismos son esencialmente
la misma cosa. Esto nos lleva al dltimo resultado general que citaremos en esta breve
excursién por la teoria de grupos, el llamado primer teorema de isomorfismo, que
cierra y redondea nuestra discusion:

Teorema 1: Si f: H — G es un epimorfismo de grupos con ntcleo K C H, entonces la
funcién F': H/IX — G, definida por F(zH) = f(z) esta bien definida (i.e., no depende de
que representante de la clase lateral escojamos) y es un isomorfismo.

Dem: Para ver que F' estd bien definida, consideramos dos representantes distintos de
la clase lateral zI\, digamos = y y, y queremos ver que f(z) = f(y); pero entonces, existe
h € K tal que y = zh, y por consiguiente

fly) = F(zh) = f(z) f(h) = f(z) e = f(=).

y F es claramente un homomorfismo de grupos, por la definicién del producto en H/A.

Veamos ahora que F' es inyectiva dejando al lector el cuidado de verificar la suprayec-
tividad de F': esto es sin embargo inmediato de la definicién de F, de la proposicién 4.1i).
y del hecho que el neutro de H/I es precisamente K.

Como 1ltima observacidén, notemos que €l teorema de isomorfismo se puede escribir
quitando la hipétesis de que f sea epimorfismo: simplemente hay que remplazar en la
conclusién a G por la imagen de f.

V. ALGUNOS EJEMPLOS DE GRUPOS.

Veremos a continuacién algunos ejemplos un poco memnos elementales de grupos, acer-
candonos en el camino a la conexidn que existe entre los grupos y la geometria.

V.1 Grupos de permutaciones. Dado un conjunto X arbitrario, /e’xiste de manera
natural un grupo asociado a él: el grupo de las funciones (o como se suele decir en este
contexto transformaciones) invertibles del conjunto en si mismo, que denotaremos por
Sx. Las reglas bien conocidas para la composicién de funciones garantizan que ésta define
una operacién binaria y asociativa. El neutro de esta operacién es por supuesto la funcién
identidad en el conjunto, que escribimos 1y, en tanto que los inversos existen porque sélo
consideramos funciones invertibles. Cuando el conjunto. es finito, usualmente llamamos a
estas transformaciones las permutaciones del conjunto; en este caso siempre podemos
identificar 2 X con {1,...,n}, donde n es la cardinalidad de X, y usamos la notacién
Sy = S, y un resultado bien conocido, probado por Ruffini en 1799, es que el orden de
Sn es nl. o




Como nuestro conjunto es finito, es posible describir las permutaciones explicitamente
como sigue: dada la permutacién o € S, ésta queda descrita por

. 1 e n
Asi por ejemplo, | _
: 1 2 3 4Y\.

2 3 1 4

describe la permutacién que envia 1—2; 2+ 3; 3 — 1y 4'— 4,

Esta es una notacion muy explicita, que sin embargo es un tanto “engorrosa”’, ya que
el primer renglén es siempre el mismo y por consiguiente no aporta ninguna informacién
(excepto el que la cardinalidad de X es n). Por ello conviene introducir una notacién mas
eficiente, llamada notacién de ciclos. Un ciclo de una permutacién consiste simplemente
en “seguir la ruta” que describe un elemento dado cuando le aplicamos repetidas veces
la permutacién (esto es lo que se llama la Srbita del elemento). Por ejemplo; en la
permutacién descrita arriba la érbita del 1 consiste en los elementos {1,2,3} (al igual
que la de 2 y la de 3), “visitados” en el orden apropiado, en tanto que la Srbita del 4
es el 4 mismo. Podemos entonces descr1b1r esta permutacién de la 51gu1ente forma, como
producto de ciclos: - '

_— (; gf"_f;)=(-123>(4)-=_(123)

En la tltima igualdad hemos suprimido el ciclo (4) ya que es clarc que 4 ++ 4 (por definicién
de funcién biyectiva). Por otro lado, es intuitivamente claro que para describir el ciclo,
no importa en que elemento de la érbita empezamos el recorrido, de modo que podemos
escribir(123)=(231) = (3 1 2); es decir, podemos efectuar una permutacién circular
de los elementos del ciclo sin alterarlo, y las diferentes maneras de escr1b1r el ciclo quedan
determinadas por el primer elemento del ciclo que escribimos.

Veamos otro ejemplo:

| (é ? : § ?>=(251’>(4 35=(43)('251)

Aqui en la dltima igualdad hemos intercambiado el orden de los ciclos, ya que como los™ -
elementos. de un ciclo no aparecen en el otro, la permutacién “no mezcla” a los elementos
de los distintos ciclos; dicho en lenguaje més técnico, ciclos ajenos conmutan. -
Finalmente, un resultado importante, es que estafdescompos1c1on en ciclos ajenos es
esencialmente tnica, en el sentido que sélo podemos cambiar el orden en que escribimos
los ciclos (y por supuesto el primer elemento-que escribimos dentro de cada ciclo), . .
Los ciclos son pues una especie de “permutaciores elémentales”, que nos permiten des-
cribir a las demés permutaciones; sin embargo, no son las permutaciones no triviales mds. . .
simples: éstas son las transposiciones, que son las permutaciones que intercambian sélo
dos elementos, dejando fijos a los demas. Las transposiciones determinan la descomp051c10n




mas fina que se puede hacer de una permutacién arbitraria, esta afirmacién es cierta en
virtud de que cualquier ciclo se puede descomponer en transposiciones; de hecho, una
forma explicita de hacerlo es

(12 --r)=(1r)Qr-1)---(12).
Por ejemplo, teniemos la siguiente descomposicidn del ciclo (1 2 3 4):

(1234)=(14)(13)(12).

Para convencernos de la validez de esta descomposicidén, podemos recurrir a la siguiente
matriz que describe explicitamente el efecto de cada transposicidon:

> P
=N DN
N = o
QW W~

que muestra que en efecto se obtiene la misma permutacion ciclica original.

Observacion: Podemos preguntarnos en este punto que sentido tiene introducir a los ci-
clos, si con las transposiciones se puede recuperar toda la informacién de una permutacion;
la respuesta es que esta descomposicion en transposiciones no es tnica, ni por el nimero
de transposiciones, ni por €] orden de éstas, ademas de que las transposiciones que ocurren
no son en general ajenas y por consiguiente no conmutan. Asi pues, la descomposicién en
ciclos aporta efectivamente informacion adicional.

Vamos a analizar ahora, brevemente, la estructura de S,,. En primer lugar,

Proposicién 8: Sin > 3 entonces S, no es abeliano.

Dem: Es claro que todo S, con n > 3 contiene un subgrupo isomorfo a 53 (simplemente

‘considérense las permutaciones que fijan los elementos del 4 en adelante), en virtud de la

proposicion 3. basta entonces con que veamos que S3 no es conmutativo. Sin embargo,

12a9=(; ; ?1’)%(; L 7)=uaay

de modo que en efecto S3 no es abeliano.

La proposicién anterior muestra ademdas que en efecto los grupos no abelianos son muy
comunes, como se menciond en la seccién III.

A continuacién vamos a describir.un importante subgrupo de S,; primero una definicién:

Definicién 7: Si o € Sy, definimos el signo de ¢ como 1 si ¢ se puede expresar como un
nimero par de transposiciones y —1 en caso contrario. En el primer caso decimos que la
permutacion es par y en el segundo que es impar. -

Aunquenoes inmediato (recuérdese la observacion hecha arriba), se puede demostrar que
el signo de las permutaciones esta bien definido, independientemente de la descomposicidén

. 11 . .,.V.M.,\
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de la permutacidn en transposiciones; una forma de ver esto es estudiar el signo de los
ciclos (recuérdese que la.descomposicién en ciclos si es Unica): se puede demostrar que el
signo de un ciclo de longitud r es (=1)""1. De este modo, el signo de las permutaciones
parfe a S, en dos clases de equivalencia y se tiene el siguiente resultado

Proposicién 9: El conjunto de las permutaciones pares es un subgrupo normal de S, de
orden n!/2 llamado el grupo alternante en n elementos.

Dem: En primer lugar, es claro que el signo de la permutacién identidad es 1. Por

otro lado, no es dificil ver que el signo del producto de permutaciones es el producto de
los signos. Usando el lenguaje que hemos desarrollado, esto nos dice que el signo es un
homomorfismo de grupos entre Sy, y el grupo {—1,1} descrito anteriormente, y cuyo nticleo
es precisamente el grupo alternante, de modo que S, /A, ~ Zy

V.2 Grupos de matrices invertibles. Otra fuente importante de grupos es el algebra
lineal. En efecto, las transformaciones lineales invertibles de un espacio en si mismo forman
de acuerdo a lo dicho en la subseccién anterior, un grupo bajo composicién. Cuando iden-
tificamos a nuestro espacio vectorial, mediante la eleccién de una base, con R" las trans-
formaciones lineales invertibles se identifican con matrices y la composicién de funciones
se convierte en multiplicacion de las matrices correspondientes: el grupo que obtenemos

de esta forma se denota por GL(n,R) y se llama el.grupo lineal general. Por ejemplo,

GL(2,R) consiste de las matrices 4 = <CCL ,suj(;tr—.is ala condicién det 4 = ad—be # 0,

b
d A
con el producto usual de matrices.

Como se ve en-este ejemplo, en la definicién de GL(n,R), la h1potes1s de invertibilidad

- se puede expresar en términos del determinante de las matrices, ya que una matriz 4 es

invertible si y sélo si det A # 0. De este modo vemos que el determinante es una funcién

_entre los grupos GL(n,R) y R*, que es, ademads, un homomorﬁsmo de grupos por la
prop1edad bien conocida de los determmantes -

" .det AB = det A det B.

Por medio del determinante podemos construir varios subgrupos importantes de GL(n, R),
siendo tal vez el mds importante de ellos el nicleo del determinante, que se denota por
SL(n,R) y se llama el grupo lineal especial; dicho en otrs palabras, SL(n R) es el grupo
de las matrices cuyo determinante es 1.

Finalmente, otro método para construir subgrupos de GL(n,R) es pedir que las ma- - -
trices que forman el subgrupo preserven lo que se llama una forma bilineal. -Para no
complicar la exposicién, nos contentaremos con describir el caso mds simple, que corre-" -
sponde al llamado grupo ortogonal. Este es el subgrupo de GL(n,R) de matrices que

a los vectores (z1,... ,Z,) ¥ (¥1,.-- ,¥n) iguales, ya que en este caso la forma bilineal
corresponde snnplemente al cuadrado de la norma (o magmtud) del vector; asi pues, pode- .
mos decir que el grupo ortogonal es el grupo de transformaciones lineales que preservan la
norma de los vectores. Por otro lado, las matrices que forman el grupo ortogonal admiten

una sencilla caracterizacién: A4 € O(n) < A7! = A' donde A’ denota a la ma.trlz
transpuesta ' '

preservan la forma bilineal Z141 +zoy2+. ..+ TaYn y que se denota O(n). Podemos obtener =~
~ una condicién geométrica mds sencilla de interpretar (y que es equivalente) si escogemos
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V.3 Grupos de simetrias de figuras regulares. En este ejemplo consideraremos los
grupos de simetrias de poligonos regulares asi como de los cinco sélidos regulares.

i) El grupo de simetrias de un poligono regular con n lados es el grupo dihédrico D,,.
Eni efecto, todas las simetrias de un poligono regular pueden expresarse en términos de
dos simetrias elementales: una rotacién que permute vértices sucesivos del poligono y una
reflexién a lo largo de alguno de los ejes de simetria de la figura.

Los casos mds sencillos son por supuesto los de las simetrias del tridangulo equilatero y
del cuadrado, como los mostrados en la figura:

T 7
I N\ ] 7/
H N 1 //
! N
1 Nis
| e Y = ]
Sog s N\
A N
-~ i ~ ’ | N\
- 1 ’ i N
A - B B - C
~—~———— ————

En el caso del tridngulo, es claro que las simetrias son las rotaciones y las reflexiones a lo
largo de las medianas del tridngulo. Pero cualquier rotacién se puede obtener iterando la
rotacién que gira los vértices en el sentido positivo, y que utilizando la notacidn de ciclos
desarrollada en V.1 se puede escribir como (A B C), en tanto que cualquier reflexién se
puede obtener a partir de la reflexién (4 B), aplicando una rotacién primero. Si denotamos
a=(ABC); b= (A B), resulta inmediatamente que el grupo dihédrico descrito aqui
coincide con el grupo dihédrico descrito abstractamente en la seccidén IIT.

Nota: Por otro lado, no es dificil ver (e invitamos al lector a que se convenza de ello) que
este grupo también coincide con el grupo S3 descrito anteriormente; de hecho, es posible

demostrar que sélo hay dos clases de isomorfismo de grupos de orden 6: el grupo ciclico -

Zs, que es abeliano y el grupo S, que es no conmutativo. Para grupos de orden menor
que 6 la clasificacion es también muy simple: de orden 2, 3 y 5 sélo hay un grupo: Z,,
Z; y Zs respectivamente (esto se puede ver utilizando el teorema de Lagrange, ya que 2,
3 y 5 son primos), en tanto que de orden cuatro hay dos grupos esencialmente distintos
Zy y Zy x Z,, ambos abelianos; invitamos al lector a que verifique que estos ltimos no
son isomorfos escribiendo las tablas de los productos respectivos.

La clasificacién de los grupos aumenta en complejidad rapidamente, conforme aumenta
el orden del grupo, por lo que no proseguiremos mds en esta linea.

El andlisis para el grupo de simetrias del cuadrado, que es la siguiente figura en comple-
jidad, es muy semejante: las {nicas simetrias del cuadrado son rotaciones, reflexiones a lo-

largo de una diagonal o reflexiones a lo largo de una recta que bisecte un lado del cuadrado
perpendicularmente: Sin embargo, por ejemplo la reflexion en el eje AC se puede obtener
reflejarrdo primero en la recta que bisecta el lado AD y luego rotando en sentido positivo.
Vemos asi que en efecto basta con una rotacién y una reflexién para obtener todas las
simetrias del cuadrado. :

Regresando a los grupos dihédricos en general, el andlisis del caso de poligonos con n
lados es muy semejante y ya no lo haremos aqui , y el dltimo resultado que citaremos, y

que es inmediato de la definicidn, es que el orden de D, es 2n (en particular es claro que
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paran >3, D, %S, ).

i1) Describiremos ahora los grupos de simetrias rotacionales de los sélidos regulares, tratan-
do con cierto detalle los casos del tetraedro y del cubo.

Cosideremos un tetraedro como el mostrado en la figura
Ne

B

Si etiquetamos los vértices del tetraedro como en la figura, es claro que el grupo de simetrias

de éste, que denotaremos por lo pronto por G, es un subgrupo de Sy. Si consideramos todas
las simetrias que fijan un vértice del tetraedro, digamos el vértice A, vemos que éstas son
simplemente rotaciones del triangulo BCD, de las que dos son no triviales y la otra es la
identidad. Vistas como permutaciones de estos vértices son ciclos de longitud 3, por lo que
todas estas permutaciones son pares. Repitiendo este proceso para los restantes vértices
del tetraedro obtenemos un total de 8 rotaciones no triviales, junto con la identidad.

Este no-puede ser el total de rotaciones de los vértices del tetraec_lro, pues como hemos -

dicho, G es un subgrupo de S4, de modo que su orden debe dividir a 24, que es el orden
de S;. Como el dnico divisor de 24 mayor que 9 es 12, y dado que G tiene al menos
9 elementos, nos hacen falta otras 3 rotaciones. Estas se obtienen considerando parejas

ajenas de vértices, por ejemplo {4, B} y {C,D} y la rotacidén que manda la arista AB

en la arista CD. En el lenguaje de permutaciones, éstas corresponden al producto de
transposiciones (A B) (C' D), que también son permutaciones pares. De éstas hay 3 posibles

y esto agota todas las posibilidades par los elementos de G, pues G no puede contener |

ninguna reflexién (las reflexiones invertirian la orientacién del tetraedro, en tanto que las
rotaciones la preservan). Asi, en definitiva G = A4. , _
Nota: De hecho, el argumento anterior muestra que el grupo de todas las simetrias del
tetraedro es ;. :

El caso del cubo se puede discutir de manera semejante, Por ejemplo, si consideramos
las rotaciones del cubo que fijan un vértice, éstas dejardn fijo el vértice diametralmente

opuesto y corresponderdn a rotaciones en' el plano perpendicular, que contiene 3 de los ... .
vértices del cubo, como se ve en la figura s1gu1ente de modo que obtenemos de esta forma,
8 rotaciones no’ tr1v1a1es mas la identidad: - '




De hecho, el argumento usado arriba indica que si conocemos la posicién final de un
vértice dado, también conocemos la posicidn del vértice que le es diametralmente opuesto.
Esto implica que el grupo de rotaciones del cubo es algin subgrupo de Sy (y no de Sg,
comgo podria pensarse a priori), y por lo que vimos al considerar el caso del tetraedro, no
puede tratarse mas que de A4 o de Sy.

Vamos a ver que en este caso el grupo es Sy lo que es facil, pues para ello basta con
ver que el grupo de simetrias del cubo tiene mds de 12 elementos; como hemos visto, las
simetrias que fijan al menos uno de los vértices de una de las caras totalizan 9; por otro
lado, las simetrias (no triviales) que fijan esta cara, rotando los vértices de la cara son otras
3, lo que totaliza 12; pero es claro que hay otras rotaciones por ejemplo, la que manda una
cara en la que estd diametralmente opuesta; esta simetria no fija ningtn vértice de la cara
original ni es una rotacién de los vértices de ésta, por lo que es una simetria distinta de las
consideradas anteriormente. Esto completa la demostracién de que el grupo de simetrias
rotacionales del cubo es Sy (sin embargo, en este caso el grupo de todas las simetrias del

cubo es un poco mds delicado de describir, ya que depende de que es lo que entendemos

por simetria del cubo).

Una caractéristica notable de los sélidos regulares es que, si tomamos los baricentros de
las caras de un sélido regular, el resultado es otro sélido regular; en el caso del tetraedro,
el resultado es otro tetraedro, pero en el caso de las otras figuras, ocurren apareamientos
no triviales: para el cubo, el resultado es un octaedro (y viceversa), en tanto que para
el dodecaedro el resultado es un icosaedro (y viceversa). Esta propiedad de los sélidos
regulares es lo que se conoce como principio de dualidad, y en nuestro caso tiene la
consecuencia que el grupo de simetrias de cada sélido es el mismo que el de su dual (pues
es claro que cada simetria de uno induce una simetria del otro). Asi, el grupo de simetrias
del octaedro es también Sy.

Finalmente, un andlisis similar al hecho para los casos anteriores, combinado con el

principio de dualidad, nos muestra que el grupo de simetrias rotac1onales del dodecaedro
y. del icosaedro es Ss.

VI. OTRAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS.

Haremos ahora una breve mencién de otras estructuras algebraicas que aparecen con
frecuencia.

VI.1 Anillos. En el primer ejerflplo de grupo que citamos, el grupo de‘los enteros Z, es
claro que existe otra operacién binaria: el producto de enteros. Los conjuntos que tienen

dos operaciones que satisfacen las mismas propiedades basicas de las operaciones en Z se

llaman anillos; la definicién prec1sa es la siguiente:’

Definicién 8: Un anillo A es un conjunto con dos operaciones, que denotamos + y *

respectivamente y tal que —- oo S

i) A junto con la operacién +, que llamamos la adicién en el anillo, es un grupo abeliano.
Denotamos al neutro de esta operacién por 0, y al inverso de a € A por —a.

i) La operacién *, que llamamos el producto en el anillo, es asociativa.




u1) Las operaciones de A satisfacen la ley de distributividad
. ax(b+c)=(a*b)+(axc) ; (a+b)sc=(axc)+(b*c) VabceA

i) Bl anillo tiene elemento unidad o neutro multiplicativo si existe un elemento 1 € 4
talque l*a=axl=a Va€A

v) Si ademds la operacién * es conmutativa decimos que el anillo es conmutativo.

De nueva cuenta, varias propiedades pueden extraerse inmediatamente de la definicién,
veamos sin demostracién algunas de las més sencillas.

Proposicién 10: i) En todo anillo a # 0 = 0 para todo a € A. Ademés, si 0 = 1 el anillo
consta de un sélo elemento: A = {0}. '

i)Vae A (=Dsa=ax*(—-1)=—
’ ui) Va,be A (—a)*b:a*(—b):—(qb}.

Como antes, para simplificar la escritura, usualmente se omite el * y la costumbre,
es dar “preferencia” al producto, de modo que por ejemplo la ley distributiva se escribe
simplemente a(b + ¢) = ab + ac, etc. Por otro lado, cabe sefialar que aunque no hay
consenso en ello, lo més usual es pedir que.los anillos tengan unidad y més aun, para que
la teoria no sea tr1v1a1 que 0 # 1.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplos: i) Aparte de los ejemplos “obvios”, como Q, R y C, un ejemplo sencillo de
- anillo es Z, con la adicién médulo 2, definida como antes y junto con el producto médulo

2, definido de la manera natural. Dejamos al lector la tarea de escribir la tabla de este

producto y verificar que los axiomas de anillo se satisfacen. '

11) Tal vez el ejemplo mds importante de anillo, aparte de los ya c1tados es el del anillo de
polinomios con coeficientes en R o en C. Una vez mas, es un ejercicio senc1llo ver que los
axiomas se satisfacen.

1) El iltimo ejemplo que citaremos es el del anillo de todas las matrices cuadradas de
n X n (invertibles o no), junto con la suma y producto de matrices. Este ejemplo muestra
que no todos los anillos son conmutativos. - :

Como en el caso de los grupos, es posible definir subanillos y homomorfismos de anillos. -

-  Las definiciones deben de contemplar en ambos casos el hecho que los anillos tienen- dos
operacmnes, por ejemplo, para definir un. homomorﬁsmo entre los anillos A y B, consider-
. ' .amos una func1on fiA— Btalque 7 '

Ha+8) = @)+ ) v flah)= f<a>f<b>ff'

donde las operaciones se efectiian en los anillos correspondientes y si ademds, en la defini- -

~cion de anillo pedimos que estos tengan unidad, entonces pedimos también f (1 =1,

" etc.

Como antes, la imagen de un anillo bajo un homomorfismo de anillos serd un subanillo
del codominio, sin embargo, la sxtuaclon con los nicleos en este caso es un poco més sutil;
. veamos las definiciones pertinentes: '

S

S . 16

U




o | 17 T

Definicién 9: :) El nicleo de un homomorfismo de anillos f: A = Beskerf = {a €
A5 fa) =0} .
) Un ideal Z C A es un subgrupo del grupo aditivo que tiene la siguiente propiedad

-«

VaeA; 7€ ajel

Es importante notar que los ideales no son subanillos, ya que si el anillo tiene unidad
y1 €T =71 = A; sin embargo, los ideales son el andlogo apropiado de los subgrupos
normales para el caso de anillos:

Proposicién 11: :) El nicleo de un homomorfismo de anillos f :.Av — B es un ideal de

A.

) Todo ideal Z de un anillo A define una particién del anillo. El conjunto de clases
laterales de un anillo, A/Z, hereda una estructura de anillo de modo que la proyeccién
natural de A en A/Z es un homomorfismo de anillos.

i1¢) (Teorema de isomorflsmo) Si f: A — B es un epimorfismo de anillos con nicleo 7
entonces f induce un isomorfismo F': A/T — B.

Cbservacién: Como sugieren los resultados que hemos enunciado en la proposicién
anterior, una gran cantidad de construcciones de la teoria de grupos pasan a la teoria
de anillos. Aunque no podemos detenernos aqui a explicar este fendmeno en detalle, si
quisieramos insistir en que no es un hecho aislado, sino que es algo que sucede en muchas
de las estructuras algebraicas. Este tipo de fenémenos se han sistematizado en la moderna
teoria de categorias, que puede. cosiderarse como el “sumum” de la abstraccidn de lo que
es una estructura algebraica. ”

V1.2 Campos, espacios vectoriales y dlgebras. Sefialemos finalmente que existen
tantas estructuras algebraicas que comentar en todas ellas nos serfa imposible; por ello nos
contentaremos con mencionar las definiciones y dar algunos ejemplos de las estructuras
que se indican en el titulo de esta subseccidn:

Un campo es un anillo conmutativo con 1 # 0 y donde los elementos distintos de cero
forman un grupo hajo el producto. Los campos son tal vez la estructura algebraica més
rica en propiedades, y sirven como base para muchas otras construcciones algebraicas, pero
también para las construcciones geométricas y para el anélisis. Los ejemplos mds sencillos -
son por supuesto los bien conocidos “campos numéricos” Q, R, C, pero existen otros - -
muchos campos, por ejemplo, Z, con las operaciones citadas arriba es un campo. e

Los espacios vectoriales sobre un campo dado son grupos abelianos que tienen ademds
un producto por escalares que satisface ciertas propiedades, como distributividad del
producto por escalares con respecto de la suma. Ejemplos de espacios vectoriales incluyen
por supuesto a los espacios R", pero también a los espacios de funciones que satisfacen
‘propiedades apropiadas, por ejemplo, el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo
[0,1] es un espacio vectorial con las operaciones de suma de funciones y de producto por
numeros reales.
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_de este hecho, aunque Saccheri mismo nunco lo entendié asf.)

Finalmente, las 4lgebras combinan las estructuras de espacio vectorial y de anillo; dos
ejemplos de dlgebras que ya hemos mencionado antes son el algebra de todas las matrices
cuadradas de n X n y el algebra de funciones continuas. Cabe mencionar que no en todos los
espagios vectorriales de dimensién finita se puede imponer una estructura de dlgebra, esto
es posible por ejemplo en dimensiones 1 (los ndmeros reales), 2 (los nimeros complejos) y
4 (los cuaternios de Hamilton), pero R? con el producto cruz no es un dlgebra, ya que este
producto no es asociativo; sin embargo, existen modificaciones de la definicidn de élgebra
que hemos dado aqui que incluyen este caso y otros similares.

Con estos breves ejemplos de estructuras terminamos nuestra pequeiia excursién por el
mundo del 4lgebra contemporanea, no sin antes sefialar que aunque en todos estos ejernplos
se tiene maés estructura que en los grupos, es posible obtener resultados interesantes incluso
con menos estrucutra, pero ademas, por supuesto, es posible considerar construcciones
algebraicas totalmente ajenas a la de grupo. '

VII. EsBOZO DEL DESARROLLO HISTORICO DEL CONCEPTO DE GEOMETRIA.

- En esta seccién describiremos brevemente el desarrollo histérico de la geometria, bésica-
mente con el fin de’ esta.blecer la conexién con la teoria de grupos esbozada antes.

En primer lugar notamos la etapa anterior a la Grema clasica, desrrollada fundamental-
mente en Babilonia, Egipto y China, donde los conocimientos geometricos son mas bien
empiricos. .

A esta etapa sigue la formalizacién de la geometria dada por los griegos, que se inicia
alrededor del siglo VI antes de nuestra era con Tales de Mileto y que, pasando por grandes
nombres como Pitagoras, culmina en los elementos de Euclides, escritos. alrededor del afio
300 A.C.. Esta etapa griega, que incluye matematicos tan destacados como Arquimedes y

‘Apolomo, termina alrededor del aiio 300 D.C. con la destruccién final de la biblioteca de
Alejandria. ' ' '

La geometria experimenta un resurgnmento real solo hasta el siglo XVII, cuando alrede— _

dor de 1640 Desargues y Pascal reinician el estudio de la geometria proyectiva (usando
métodos sintéticos, es decir, sin coordenadas, siguiendo en cierto modo el espiritu original

de la geometria clésica griega) y de manera especial ¢on la aparicién en 1637 del tratado La

geométrie de Descartes, donde por vez primera se hace un uso sistématico cle coordenadas

par el estudio de problemas geométricos. : L
Paralelamente, cabe mencionar los numerosos estud1os suscitados por €l famoso ‘quinto

postulado” o postulado de las paralelas de Euclides. Este postulado, que nos es mas

_conocido en la forma enunciada por Playfair hacia mediados del S1glo XVIII, pero que es
equivalente a la original, siempre fue causa de sospechas, debido mds. que nada, a que hace

una afirmacién sobre el comportamiento de las rectas al infinito”, razén por la cual su
validez no es realmente “obvia”. Mucho esfuerzo s_e,:yde_dlco a tratar de demostrarlo en base

~a los restantes postulados, y entre los mas destacados intentos cabe citar los trabajos de -

Saccheri alrededor de 1730. Estos esfuerzos estaban sin embargo destinados al fracaso,
pues como sabemos ahora este postulado es independiente de los otros. (De hecho, es.algo
curioso observar que en los trabajos de Saccheri se encuentra practlcamente la demostracién
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Hacia la segunda mitad del siglo XVIII y principios del siglo XIX, la linea de investi-
gacién en geometria sintética fue considerablemente impulsada por Gaspard Monge y sus
seguidores en la Ecole Polytéchnique de Francia, como Chasles y Poncelet, y un poco mas
tarde, con las notables contribuciones de Steiner, Pliicker y Mdbius, entre otros, fuera de
ese pais.

Por otro lado, la geometria analitica, como se puede apreciar en el tratado de Lagrange
Eléments de Géométrie, se fue poco a poco convirtiendo en una rama del calculo, creado
por Newton y Leibniz a fines del siglo XVII, y buena parte de los resultados nuevos,
como los famosos teoremas de Meusnier y Euler sobre curvas en superficies, utilizaron esta
nueva y poderosa herramienta. Probablemente el climax en el desarrollo de este aspecto
de la geometria se alcanza con el articulo Disquisitiones generales circa superficies curvas
publicado por Gauss en 1827.

En este mismo periodo surge una auténtica revolucién dentro de la concepcién que
los matematicos del siglo XIX tenian de la geometria con la aparicién de las llamadas
geometrias no euclideanas: en efecto, hasta las primeras décadas del siglo XIX los matemd-
ticos, influidos sin duda por filosoffas como la sustentada por Kant, crefan que la Naturaleza
privilegiaba a la geometria euclideana, en el sentido que ésta era la tnica que podia describir
la naturaleza del espacio fisico. Sin embargo, la apariciéon hacia 1830 de los trabajos de
Lobachevsky y Bolyai sobre geometrias esencialmente distintas de la euclideana, cimbré
completamente las bases de estas convicciones. (Aqui es interesante notar que Gauss tenfa
conocimiento cabal de estas nuevas geometrias unos 20 afios antes de la aparicion de los
trabajos de Lobachevsky y Bolyai, pero que precisamente por no entrar en conflicto con
estas posiciones filoséficas nunca public6 sus propios resultados.)

Un hito especial en el desarrollo de la geometria lo marca el discurso 1naugura1 de
Riemann, leido en 1854 ante la academia de Gotingen, en el cual se abren opciones para

la geometria que a la larga rebasarfan el 4mbito de la geometria propiamente dicha, por-

ejemplo con el Analysis situs de Poincaré, que es el precursor de la topologia moderna.

Sin embargo, para los fines de nuestra historia, conviene cerrar nuestro relato sefialando
los nombres de Cayley, Sylvester, Beltrami, Klein y el propio Poincaré, cuyas contribu-
ciones quedan epitomizadas en el programa de Erlangen ya mencionado, y que acabaron
de establecer los estrechos vinculos que existen entre el estudio de la geometria y la teorfa
de grupos.’

VIII. ESTRUCTURAS GEOMETRICAS Y GRUPOS DE ISOMETRIAS.

Describiremos ahora muy brevemente como intervienen en el estudio de la geometria

los grupos-de isometrias, para lo cual consideraremos dos ejemplos sencillos: la geometria
-euclideana y la geometria proyectiva en el plano. Para ello, €es convemente identificar el

plano R? con C, el campo de los niimeros complejos. :

Recordemos ante todo que el plano euclideano es R? junto con la distancia d(z,y) =
((z1 —y1)? + (22 —y2)?)"/2. Siidentificamos el plano con C, la distancia al origen se puede
expresar por |z| = (z2)1/2. ' '

VIII.1 Isometrias en el plano euclideano. Con estos preliminares, el estudio de las
isometrias del plano se puede atacar dividiendo el problema en casos. La primera etapa con-
siste basicamente en probar que las isometrias que conocemos intuitivamente son en efecto
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isometrias (es decir, efectivamente preservan la distancia euclideana), que por supuesto es
la parte sencilla. Después de esto hay que dividir a las isometrias en casos apropiados.
Finalmente, hay que probar que cualquier isometria cae dentro de los casos considerados,
que ¢s la etapa mas interesante. -

Proposicién 12: Las sigulentes son isometrias de C
i) Las traslaciones por un vector¢: zm—z+c; c€C
ii) Las rotaciones por un dngulo §:  zm ez ; 0 <6 <27

11i) La reflexién a lo largo de una recta con dngulo §: 2 (e'%2)

La demostracion de estas afirmaciones es casi inmediata de las definiciones. ,
- Siguiendo entonces con nuestro programa, queremos ahora ver que tipos de isometrias
.-se tienen y para ello, la estrategia correcta es estudiar cuantos puntos fijan las isometrias.
Tres casos conviene distinguir: aquellas que no fijan ningin punto, las que fijan un sélo
punto, y aquellas que fijan mas de un punto. Si estudiamos las isometrias descritas en la
proposicion anteriar es mas o menos inmediato ver que las traslaciones no fijan puntos, las
rotaciones fijan un sélo punto, el origen, en tanto que las reﬁex1ones fijan toda una recta:
la recta en que reflejamos.
Con este conocimiento, podemos. pasar a la tltima etapa: demostrar que las isometrias
son todas de los tipos descntos anteriormente, o composiciones de ellas, recogemos el
resultado final en la s1gulentc proposicion:

Proposicién 13: Las 1sometr1a.s«del plano se dividen en dos categorias:
i) Las isometrias que preservan la orientacién, que son las de la forma: z — ez + c.
1) Las isometrias que invierten la orientacién, que son las de:la forma: z — ¢z + c.

Dem: A titulo de ilustracién demostremos, dos casos particulares:

Lema 1: Si una simetria fija-el 0y el 1 y no es la identidad, entonces es la reflexién z — 2

Dem: Sea « la isometria y sea z cualquier punto del plano; como « fija 0 y 1, y preserva
las distancias, la imagen de z bajo a debe estar contenida en la interseccién del circulo de
centro 0 y radio |z| y del circulo de centro 1 y radio |z — 1|. Pero la intersccién de estos
dos circulos es un sélo punto, si z € R y dos puntos en caso contrario. Como estamos
suponiendo que a no es la identidad, en este ltimo caso a(z) # z y por lo tanto a(z) = Z.
- Por supuesto, estas consideraciones geométricas que hemos hecho aqul se pueden demostrar
analf ticamente, escribiendo las ecuaciones correspondientes.

Lema 2: Si una isometria o envia 0 en ¢ y T es la traslacmn z2tc entonces la
isometria o o 71 fija el orlgen. )

Dem: Basta con ver que la i inversa también ﬁJa. el 0, pero esto es 1nmed1ato de las defini-
ciones. .

Por ltimo, describamos brevemente la estructura del conjunto de isometrias del plano.

Proposicién 14: El conjunto de todas las isometrias del plano es un grupo. El conjunto
de las isometrias que preservan orientacion es un subgrupo normal de éste, que llamamos
el grupo de transformaciones rigidas o de condruenmas el grupo coc1ente es Zs.
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Dentro del grupo de congruencias hay dos subgrupos especiales: el de las traslaciones, que
es C y el de las rotaciones, que denotamos U(1); este tltimo es un subgrupo normal del
grupo de congruencias y el cociente es isomorfo a C.

Not4d: El grupo de congruencias no es isomorfo al producto directo de U(1) con C, es una
construccién un poco més comphcada, pero también de importancia, llamada producto
semidirecto, la que interviene aqui.

VIII.2 “Isometrias” proyectivas: el grupo de Mobius. Como colofén de estas notas,
describiremos de manera un tanto informal los resultados para el caso de la geometria
proyectiva. En este caso, la propiedad que se preserva no es una distancia, sino la llamada
razon cruzada de 4 puntos en el plano, definida como

23 — 21 24 — %1

R(z1,29,23,24) =
23— 23" 24 — 22

que describe el hecho que las proporciones son las que se preservan en geometria proyec-
tiva. Todas las isometrias del plano son transformaciones que preservan la razén cruzada,
pero no son las Unicas; existen otras dos clases fundamentales de transformaciones proyec-
tivas, que son las dilataciones con respecto de algin punto fijo y las inversiones; estas
corresponden a proyectar un punto desde el centro de un circulo dado, que queda fijo bajo
la inversion, y de suerte que la razén cruzada se preserve. Para describirlas en lenguaje
analitico, y contentdndonos con los ejemplos més simples, mencionemos que la dilatacién
con respecto del origen corresponde a multiplicar por un niimero real positivo, en tanto
que la inversién de centro 0 y que fija el circulo unitario en el plano es z — 1/z.

Si escribimos la composicién de esta nuevas transformaciones proyectivas con las isome-
trias generales del plano, las transformaciones proyectivas que resultan son de la forma:

Haz—}-b
cz+d

donde a,b,¢,d € C ; ad — bc # 0. El grupo que se obtiene de esta forma es el lamado

grupo de Mobius, y se puede demostrar que éste es el grupo de todas las transformaciones
proyectivas.

Con esta sumaria descripcion de la geometria proyectiva concluimos nuestra exposicién.
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