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INST ANTONES: FiSICA, GEOMETRIA y MAGIA. 

Fa'.tsto Ongay 

Introducci6n. La fisica, o ~1 menos la fisica te6rica, y las matematic~3 

modernas tienen origenes comunes, de suerte que solemos considerar a Newton, a 

Laplace, a Gauss, y a muchos otros como grandes fisicos o grandes matematicos 

segun nuestras propias inclinaciones. 

La enormidad de los conocimientos actuales, asi como el auge de la 

filosofia formalista de las matematicas en la primera mitad de este siglo, h~~ 

propiciado una especie de "divorcio" entre ambas disciplinas. Un conocimiento 

universal de la fisica y las matematicas, en el sentido que lo tenian per 

ejemplo Gauss o Poincare, parece fuera del alcance de las posibilidades de una 

sola persona. 

Sin embargo, en mi opinion este divorcio se debe mas a nuestras 

limitaciones que a un cambia intrinseco de la relaci6n entre ambas ciencias. 

Par ejemplo, el heche que los argumentos intuitivos y heuristicos ya no se~1 

aceptables como demostraciones no es alga nuevo: desde la Grecia clasica esto 

ha side objeto de controversias, y gentes como Fermat, Cauchy y el mismo Gauss 

exigi an rigor en los argumentos: lo que ha cambiado es el ni vel de rigor que 

se exige y la conciencia que se tiene de lo que significa este rigor. 

Par otra parte, pese a los grandes adelantos de n~estra epoca, seguimcs 



percibiendo las casas a trav~s de nuestros sentidosl seguimos teniendo ideas e 
~ -

int uic iones I seguimos ape lando a di bujos 1 imagenes y diagramas para a.t=:oyar 

nuestro trabajo intelectuall etc. y estol que condiciona por fuerza la forma 

en que desarrollamos cualquier actividad intelectual 1 no ha cambiado: la 

diferencia es que en nuestros dias se requiere de trabajo en equipo para 

abarcar lo que antes podia hacerse a nivel indivJduaL 

Un ejemplo reciente y suma.mente interesante de los frutos que puede dar 

el trabajo en equipo. (combinado con la genialidad de los integrarites 1 per 

supuesto) I es precisamente el estl.J:dio y sol uci6n del ·problema de los 

"instantones", original mente planteado corr;o un problema de la f2 sica de 

particulas elementales y que es el que'se describira en este trabajo. 

La descripci6n se basa en las notas del curso dictado por H. F. Atiyah en 

Pisa, Ital ia, en el verano de 1979 L(l]). Debido al espacio disponible, me 

limitare a describir tan solo las ideas que considero esenciales, ami tiendo 
."'::; 

casi por complete definiciones o ~emost~aciones (asi como los credit6s a los 

autores de las ideas), los que pueden encontrarse en las referencias 

bibliograficas que se dan al final: la.:filosofia del asunto es simplemente dar 

un ejemplo de cuan profundas, y a veces insospechadasl relaciones existen 

entre la fisica y las matematicas. 

Para ello, comenzare por describir el problema fisico de los instantones 

el que, mediante "transformaciones naturales"·. se ira convirtiendo en un 

problema.cada vez ~as abstracto, pe~o cada v~z mas suceptible de analisis con 

ta pode~~sa herramienta de las rriatematicas m~dernas. La niagia· del asunto es 

que algunas de estas transformaciones conducen a: problemas que son clasicos en 

otras ramas y que aparenterne.nte no guardan ninguna relaci6n con el problem<?-

original. 

2 

--~-- ----~----- ·-··----~---··---
'"- - ---------------·-----·---·-- ----------~ 
------------------~· --



Por supuesto que aqui la palabra clave es "natural", pues lo que es· 

~atural para algunos no lo es tanto para otros, y el reto es de alguna forma 

convencer a la gente que no conoce el problema, pero que est~ familiarizada 

con las tecnicas, de est a nat ural idad. En ese sent ido, cabe senalar que las 

tres ultimas secciones, que es donde propiamente se discute la soluci6n del 

problema, y en especial la ultima que es con mucho la mas tecnica, no fueron 

expuestas, por cuestiones de tiempo, durante la conferencia. (Sin embargo, 

quisiera invitar a aquellos lectores suficientemente pacientes para leer todo 

el articulo a reflexionar sobre la equivalencia entre la primera y la ultima 

figuras ... ) 

En todo caso, en las primeras 7 secciones se da una descripci6n completa 

de las transformaciones que fue sufriendo el problema de los instantones, 

hasta llegar a una forma en que finalmente pudo ser resuelto, en un recorrido 

que va desde su formulaci6n original en terminos de ecuaciones diferenciales 

parciales, hasta un problema abstracto de geometria algebraica. 

Antes de cerrar esta ya larga introducci6n, quisiera agradecer a Socorro 

Sober6n, quien me present6 por vez primera esta fascinante teoria, a Ricardo 

Vila, quien me·ha ayudado a entender muchas de las ideas que aqui discuto y a 

Adolfo Sanchez Valenzuela, quien ley6 estas hotas hacienda oportunas 

observacione·.>. Las deficiencias que pudiera tener la presentaci6n son, sin 

embargo, de mi exclusiva responsabilidad. 

1. Las particulas elementales. 

Durante m~s de 200 afios, la fisica evolucion6 sabre las bases 

establecidas por Newton, a tal grade que aan hoy dia nuestra intuici6n est~ 

condicionada por estas ideas: la fisica newtoniana parece ser la que describe 

y explica las experiencias de nuestra vida diaria. Empero, la fisica del siglo 

XX nos ha mostrado que existen ciertas fronteras para esa fisica, a la que 

estamos tan acostumbrados. 
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Dos de las m~s impor~antes de estas fronteras son las siguientes: Por una 

parte el reino de las grandes velocidades, que se estudia en la teoria de la 

relatividad, y que posee una constante basica la velocidad de la luz, que. 

impone un i imi te a la velocidad con que pueden desplazarse los objetos 

fisicos. Por otra parte, el reirio de los objetos "submicrosc6picos", cuyas 

dimensiones son menores que las de los atomos. Esta es la materia de estudio 

de la mec~nica cuantica y tambien posee una constante fundamental, la 

consta.11te de Planck, que determina las dimensiones a las que los efectos 

cuanticos dominan la escena. 

Precisamente en la en~rucijada de estos dos reinos se sitDa la fisica de 

las particulas elementales. 

No intentaremos dar aqui una definicion precisa de lo que es una 

particula elemental, por la simple raz6n de que no se sabe a cie~cia cierta lo 

que es una tal particula; por ello nos contentaremos qm la imagen que de los 

cursos basicos de quimica o fisica tenemos de estas: · electrones, protones, 

fotones, etc .. Podemos sin embargo senalar que desde hace algun tiempo se sabe 

ya que estas particulas, que llamamos elementales, son en realidad objetos 

complicados, que poseen multiples atributos, como masa, carga electrica, spiri 

y otros, que las distinguen y personalizan. 

Pero tal vez alin mas _sorprendente es el hecho que las particulas 

e lementales parecen agruparse en categorias que present an caracterist icas en 

comun. Por ejemplo, una de las mas simples de estas. agrupaciones es la de los 

llamados nucleones, que son los constituyentes fundamentales de los nucleos 

at6micos y que comprende a los protones y a los neutrones; estes difieren 
.. . 

entre, si, entre otras cosas, porque los neutrones carecen de c·arga electrica 

y son ligeramente mas pesados que los protones. Sin embargo, dentro del nucleo 

at6mico ambas particulas parecen desempefiar un papel igualmente importante. 
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2. Un universo de protones y neutrones. 

Imaginemos par un instante un mundo poblado unicamente par protones y 

n9utrones, que se mueven segun las leyes de la mec~nica. Ya que las particulas 

tienen masa muy pequena y ademas, como hemos dicho, se mueven a velocidades 

ccrcanas a la velocidad de la luz, las reglas de la mec~nica que rigen su 

comportamiento son las de la relatividad especial. En terminos precisos, esto 

nos dice que el universo en cuesti6n es el espacio de Minkowski M4
, es decir, 

IR
4 dotado de una forma bilineal no degenerada de signatura (3, 1). 

Las masas de estas particulas son muy parecidas entre si y la diferencia 

m<Js corispict:.::. entre ellas radica en la carga electrica; pero si imaginamos qr.:re 

"apagamos" la interacci6n electromagnetica, tampoco podremos distinguir a los 

nucleones par la carga electrica. En este mundo idealizado, los protones y los 

neutrones se vuelven los dos estados posibles en que se manifiesta una misma 

particula, el nucleon y el atributo que distingue estos estados es el isospin; 

asi, lo que en el fonda estamos postulando es que los nucleones tienen 

estructura interna. A que llamaremos proton y a que neutron depende del marco 

de referencia (o •igauge") que escojamos, pero las ecuaciones fisicamente 

relevantes no deben depender de .la eleccion del gauge. 

La estructura interna de los nucleones se puede interpretar 

intui tivamente diciendo que estos pueden existir en ciertos estados que, en 

nuestro caso, caracterizan la probabilidad de que, en el momenta en que la 

observamos, la particula se manifieste como un proton o un neutron. El 

significado preciso de esto s6lo puede entenderse dentro de la mec~nica 

cuantica y no es especialmente importante para nuestros prop6sitos, pero si es 

importante sefialar que, par razones fisicas, se postula que el conjunto de los 

posibles estados (para este problema especifico) esta parametrizado par el 

grupo SU(2). 
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Asi pues, si quere-mos describir el cornportamiento de una de estas 

particulas tenemos que dar dos tipos de datos: su trayectoria en ~4 y el 

conjunto de los estados internes por los que alravez6 a lo largo de su 

rnovimiento. Esta es la esencia de las llamadas teorias de norma. 

El problema que nos ocupa aqui fue analizado por vez primera en 1954 en 

un trabajo celebre de N. C. Yang y R. Hills; sin embargo, cabe mencionar que 

una situaci6n analoga se presenta en el estudio del electromagnetismo, 

remplazando a SU(2) por U(l), situaci6n que en esencia f'ue observada desde 

principios de siglo, en especial par H. ~Teyl. En el electromagnetismo clasico 

al grupo· U(l) (o mas bien a su algebra de Lie-~), se le conoce como grade de 

libertad de norma (gauge freedom, en ingles), de ahi la terminologia de 

teorias de norma para estas teorias. Fue precisamente en base a esta analogia 

con el electromagnetismo que Yang y Hills propusieron un sistema de ecuaciones 
. . 

diferenciales parciales para describir el comportamiento de esta. clase de 

particulas, y que en la teoria electromagnetica corresponde a las ecuaciones 

de Naxwell. 

No es posible describir aqui con detalle el razonamiento de Yang y Mills, 

(aunque mas adelante hablaremos del significado geometrico de las ecuaciones 

de Yang-Mills), sin embargo, podemos sefialar en ~ste punta que, al igual que 

las ecuaciones de Maxwell, estas ecOaciones deben satisfacer ciertas 

propied~q~s de invariancia bajo la acci6n de ciertos grupos (por ejemplo, las 

ecuaciones no deben cambiar de forma bajo cambios de sistema. de referencia .· 

como rotaciones o traslaciones). 

En particular, ·en el caso que nos interesa, las ecuaciones 9eben ser 

4 
invariantes bajo trahsformaciones conformes de W . En terminos fisicos, esta 

invariancia bajo transformaciones conformes se debe a que s6lo discutiremos el 

caso de particulas cuya masa en repose es cero. Para entender que importancia 

puede tener estudiar este tipo de particulas, cuya ·existencia parece a primera 
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visla como una paradoja, '"recordemos que por ejemplo los fotones, que son los 

"portadores" del campo electromagnetico, tienen masa en reposo cera. Podemos 

cntonces pensar que nuestro estudio se aplica a los "portadores ideales del 

campo de isospin". 

3. Conexiones, curvatura y campos fisicos. 

La descripci6n del movimiento de particulas con estructura interna que 

hemos mencionado arriba se traduce, en lenguaje matematico riguroso, en la 

noci6n de secci6n de una haz principal, es decir, un haz cuya fibra es el 

propio grupo de Lie de estructura. 

Puesto en form~ intuitiva, imaginariamos que sabre cada punta del 

espacio-tiempo se tiene una copia del grupo de estructura interna SU(2), y la 

descripci6n del movimiento se hace dando el punta de M
4 

mas el elemento de 

SU(2) que describe el estado interne. Esta situaci6n se ilustra en la figura 

1. 

Trayectoria mas 

estcuotura !ntecne~ 

~ 
Trayectoria 

"fisica" 

Grupo de 

estructura 

(simetdas 

internas) 

Fig. 1 Descripclon de una partlcula con estructura lnterna. 

Observese que desde un punta .de vista mecanico, con el enfoque de haces 

principales estamos estudiando una teoria de campo: los haces en cuesti6n 

describen el media en que evolucionan las particulas, en vez de describir 

directamente su evoluci6n. 

Por otro lado, es importante sefialar que no hay raz6n, ni fisica ni 

mab~mat ica, para postular a priori que estos haces sean tri viales, es decir, 

sean equivalentes, (en algun sentido que hay que precisar) al producto 

cartesiano M4 
X SU(2) debemos admit ir la pos i bi I idad de tener haces no 

triviales. 
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Todavia es necesario introducir mas estructura para la descr~ipci6n del 

movimiento, ya que en un haz principal arbitJ~ario no hay relaci6n natural 

cnlrc lc.s diversas fibras; por ella, para describir los distintos estados 

internes par los que atraviesa una particula en su movimiento, se requiere 

especificar una conexi6n entre las fi bras. Formal mente, est a es un subhaz 

complementario al haz tangente a las fibras, el que se puede determinar local

mente mediante una 1-forma a en H\ con valores en el algebra de Lie de SU(2) 

y que satisface ciertas propiedades con respecto a la acci6n de SU(2), y ala 

que se llama form<?, de conexi6n .. En lo sucesivo denotaremos por £} al algebra de 

Lie de SU(2) y par QP(f}) a las p-formas con valores en a . 

Intuiti vamente, uno esperaria que la conexi6n asociada al problema mas 

simple, es decir el caso de una particula libre, fuera la conexi6n "trivial",o 

en el lenguaje de la geometria diferenCial plana, · y qu~ el efecto de las 

perturbaciones externas, que fisicamente corresponden a las fuerzas, estuviera 

medido par la "diferencia" entre esa conexi6n trivial· y la conex~6n del 

problema perturbado. Ahara bien, en geometria diferencial, esta desviaci6n se 

. 
mide fundamentalmente por la curvatura de la conexion: esta es una .2-forma en 

2 1 
Q (£}) , que en terminos de la conexi6n a se define por w = da + ~ [a,a] . 

2 . 

Dentro de la literatura de fisica a la curvatura se le llama campo de 

norma y es interesante senalar que esta descripci6n geometrica de las fuerzas, 

en terminos de la curvatura, es 1~-esencia misma de la teoria de la 

relatividad general de Einstein. (Sin embargo, el problema de la relafividad 

general es mas complejo, pues a. diferencia de las teorias· de norma, en ese 

caso el grupo relevante es un grupo de dimension infini ta.) 

Par otra parte, se puede replantear el problema eri el ~ontexto de haces 

vectoriales, utilizando par ejemplo representaciones matriciales de SU(2)·. 

Este enfoque facilita un pocola percepci6n heuristica de las ideas y de 

hecho, hist6ricamente asi plantearon Yang ·y Hills sus ecuaciones. En lo 

suces i vo, cons ideraremos solo haces vectoriales obtenidos via la "represen-
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2 
taci6n de definicion" de £U(2) en 18 , de modo que los elementos de SU(2' y 8 

se repr-esentnn por matrices de 2x2 con entradas complejas y que actua:1 ten 18 2 

por mu1 t ipl icac i6n par la izquierda. La conexi on o: determina una cone::<i6n 

1 inea1 'il; la curvature. w queda entonces representada por la curvatura F de 

esta conexi6n lineal y las ecuaciones de Yang-Mills imponen condiciones en 

'il y en F. Esto se describe en 1a siguiente figura: 

accllin de SU(2) 

Haz principal P (o:; w) E (V,F) 

~./ 
11 

Haz vectorial 

asc,clado 

Fig. 2. El paso a haces vector! ales asocla•ios. 

Recordemos que en estas condiciones una conexi6n se describe, localmente, 

4 

por una funci6n g : U s;; IR"-7 B , a la que 1lamaremos, faltos de una mejor 

traducci6n, un "gauge" para la cor.exi6n. 

En resumen, podemos decir que el problema de encontrar sol uciones para 

las ecuaciones de Yang-Mills se puede formular en terminos geometricos como el 

problema de encontrar haces vectoriales sabre el espacio de Minkowski, cuyo 

grupo de estructura es SU(2), y con una conexi6n que satisface ciertas 

· cor:diciones. 

4. Autodualidad y antiautodualidad. 

Recordemos ahara que dada una metrica y una orientaci6n en una variedad 

de dimension n, se tiene automa~icamente un operador *, que es un isomorfismo 

de nP en n(n-p)' t" . d t 1 1 f l H H que se ex 1e~12 e manera na ura a as ormas con va ores en 

8 . Si la dimension es par, digamos n = 2k, el operador estrella resu1 ta un 

automorfismo en las k-formas, que. solo depende de la estructura conforme de 1a 

varicdad. En e1 caso q~e nos interesa, que es de dimension 4, e1igiendo una 
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orientaci6n, la * determina un autornorfismo, conformemente in';ariante, en las 

2-formas. En particular, si tenemos una conexi6n V con curvatura F, tenemos 

una forma dual de curvatura •r. 

Por otra parte, si mediante Ia "continuaci6n anal it ica" que reemplaza 

al tiempo t por it cambiamos a una metrica riemanniana, *2 
= id en ~2 (8) de 

modo que los valores propios de • son ±1,· y esto determina una descomposici6n 

de ~2 (g) en suma directa (de hecho ortogonal en la metrlca inducida en ~(g)). 

de dos subespacios: las formas autoduales ~+ = {F ; *F = F } .y las formas anti 

autoduales n- = {F ; *F = -F}. En particular, segun el tipo de curvatura, se 

habla de conexiones autoduales o antiautoduales. 

Desde un punto de vista fisico es muy importante el hecho que la. conexi6n 

que hemos menciona.do arriba. para el prqp1ema de Yang-Hills pueda obtenerse 

mediante un principia variaciona.l, considerando la funcional de Yang-Hills 

deflnida por 

2 = ! f tr(FA*F) (t) 
2 IR4 

.,-. 

de modo que las ecuaciones de Yang-Hills apareceri como las ecuaciones de 

Euler-Lagrange para este problema, Cj_Unque por razones de simetria y por. 

analogia con las ecuaciones de Haxwell, se agrega la identidad de Bianchi. Lc.s 

ecuaciones de Yang-Hills en el vacio (esto es, en ausencia de nucleones, que 

son las "cargas de isospin"), que por supuesto es el caso mas simple, quedan 

como sigue: 

V ·A *F = 0 

En donde la primera ecuaci6n es precisamente la identidad de Bianchi. (En el 

problema mas general que incluye "cargas ·de isospin" y en el que se pierde la 

invarianc_ia conforme la segunda ecuaci6n se vuelve inhomogenea.) 

Notemos que esta funcional de Yang-Mills es del todo natural: en efecto, 

tr(FA*F) es, salvo por un :f'actor cohstante, la forma de Killing de 8 evaluada 

en el campo F, pero ademils (t) puede interpretarse como la norma, en el 
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sentido de operadores, ~ del operador de curvatura F. Resulta enton~es 

plausible, incluso por razones fisicas, imponer la restricci6n de que la 

integral (t) sea convergente. 

;\hora bien, uno de los principales problemas para estudiar la 

convergencia de (t) proviene de que trabajamos con una metrica indefinida. Par 

esta raz6n es usual efectuar la continuaci6n analitica del problema, reempla

zando al tiempo t por it, de modo que el espacio-tiempo M4 se identifica con 

~4 con la metrica euclidiana usual. De este modo, en lo sucesivo supondremos 

que trabajamos en una variedad con una metrica definida positiva. 

5. Compactificaci6n y finitud: la transici6n a S4
. 

Asi pues, la convergencia de la integral (t) nos fuerza a impor,er· 

condiciones de decaimiento en F y en la conexi6n ~ que la determina. Notemos 

sin embargo que, en tanto que para la curvatura debemos exigir que IIFII ---7 0 

cuando llxll -7 OJ , para la conexi6n basta con pedir que para alguna vecindad de 

oo la conexi6n sea equivalente bajo "transformaciones de norma" (es decir, bajo 

la acci6n de SU(2) en la conexi6n, que a grandes rasgos cor-responde a "cambios 

de coordenadas") a una conexi6n plana. 

Pero esta equivalencia solo se requiere para una vecindad de OJ y no 

globalmente. De heche, en general no es posible escribir la conexit~ 

globalmente como una funci6n con valores en g ; es decir, no podemos encontr~ 

un gauge global y la obstrucci6n para ella puede describirse como sigue: 

Si suponemos que la acci6n de SU(2) cerca de oo esta descri ta por ur.a 

funci6n g(x), con valores en SU(2), y nos fijamos en la restricci6n de gaur~ 

esfera de radio R suficientemente grande, obtenemos una funci6n (jcontinua!) 

entre las esferas topol6gicas S3 
= {llxll = R} y SU(2); estas funciones est2.."1 

clasificadas par su grado, y solo pueden extenderse al interior de S3 si tal 

grad.J es cera. Al grado de esta funci6n se le llama en fisica el numero ce 

instant6n," por razones que describiremos mas adelante. Desde un punta de vista 
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fisico, el numera de instant6n correspande al estada de excitaci6n interna de 

la particula. Esto se resume en la siguiente figura: 

S
3 

:::: SU(2) 

numero de 
instant6n 

( grado) I 
------;. E (V, F) 

l 
Fig. 3. Clasificaci6n de los lnstantones. 

Ahara bien, sabre IR
4

, los problemas de canvergencia de (·I') se deberi 

b<.:sicamente a que este espacio noes compacta;· pera en vista de la invariancia 

conforme de la curvatura, una candici6n natural de decaimiento es pedir que la 

4 ~ 4 conexi6n se extienda a la compactificaci6n conforme de W, _Ja <::-esfera S , 

seglin se describe en la siguiente figura: 

conexi on 
asint6ticamente 

plana 
----7 .T~ .( V'' F) 

l 
Fig. 4. Finitud asintotica y compactificaclon conf'orme. 

Par supuesto, el trabajar en una variedad compacta presenta muchas 

ventajas. En particular, es posible obtener cotas para·· la. norma de la 

curvatura en terminos de invariantes topol6gicos, uti l izarido analogos 

apropiados del tearema de Gauss-Bonnet. De manera precisa, si suponemos que E 

es un haz que satisface las ecuaciones de· Yang-Hills y cuyo numero de 

instant6n es k, la segunda clase de Chern de E, c (E), 
. 2 puede · evaluarse en 

terminos de la curvatura y del nl!mero de instant6n y resulta en la ecuaci6n 

de donde se sigue IIFII ~ 

8rr
2
c (E)=-J tr(FAF)=8rr

2
k 

2 
5

4 

8rr
2 1 c (E) I. Has aun, si fijarnos a _k y descomponemos a 

2 
+ ~ . . . 

F en sus partes autodual y ant iautodual F = F .sF , es inmediato que F alcanza 

el mfnimo absoluta si y s6lo si F es autodual o antiautodual, es decir si 

~--- ------------
-------~ --- ~---
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F = F+ 6 F = F . Pero una conexi6n autodual (o antiautodual), en virtud de la 

identidad de Bianchi, autom~ticamente satisface las ecuaciones de Yang-Mills; 

i 1~ magia de la simetria! 

A los haces que corresponden a estas soluciones del problema de 

Yang-Mills, los que intuitivamente representan los posibles estados de ciertas 

"particulas ideales", se les ha llamado, siguiendo la usanza de la fisica de 

particulas elementales, instantones, ya que su existencia resulta de la 

continuaci6n analitica a tiempo imaginario. 

6. El universe de Penrose y la complejificaci6n de la fisica. 

La transici6n del espacio de MinkoHski M4 al espacio euclidiano IR 4 puede 

pensarse como caso particular del problema general de considerar subespacics 

de dimension 2 de 4 
a:; , con la metrica hermit iana usual, provistos de una 

conjugaci6n o forma real. Este proceso de complejificaci6n de la fisica 

encuentra una expresi6n sistematica en la teoria de "twistores" de R. Penrose. 

No discutiremos con detalle aqui esta teoria, contentandonos con senalar que 

la idea central es traducir o, mejor aun, tratar de codificar las 

restricciones fisicas dentro de la rigidez intrinseca de la variable compleja. 

Dentro de este espiri tu, UJ.'1a manera de interpretar la introducci6n de 

coordenadas complejas en el problema e~ pensar en el analogo de la 

identificaci6n IR
2 ~ C identificando en este caso IR

4 
con C2 

• Pero si la 

primera identificaci6n es natural, dada una metrica y una orientaci6n en el 

plano, la segunda tiene el inconveniente de no ser can6nica: existen en efecto 

muchas posibles coordenadas complejas en IR 4
, compatibles con una metrica y una 

orientaci6n fijas, que no estan biholom6rficamente relacionadas entre si. 

De hecho, si consideramos una estructura compleja en IR 4
, J E S0(4), 

las estructuras diferenciablemente equivalentes a esta se obtienen 

conjugando par elementos de S0(4), pero las estructuras holom6rficamente 

equivalentes se obtienen conjugando par elementos de U(2) ; en otras palabras, 
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0 

A. 
el conjunto de estructur~s complejas de ~- esta parametrizado por la variedad 

cociente 

50(4) 52 - ~ (~) uc2J - 1 

y lo anterior sugiere, como una manera de tener. sirnul tanearnente en cuenta a 

todas las posibles estructuras complejas, trabajar con el haz fibrado ~4 x s2 . 

.4 4 
Pasando a la compactificaci6n de ~- , s- , nos vernos confrontados con el 

.. 
problema de que la 4-esfera no admi te estructuras .cornplejas. Sin embargo, 

existe de manera magicamente natural ul}_a variedad cornpleja que fibra sabre s4 

con f i bra S
2

: e 1 espac i o proyect i vo fi:. (![;) con l a f i brae i 6n de Hopf. F:ecord2.n-
3 

4 
do que IP ('1::) es la grassrnaniana de lineas de 

3 
1[;- se cierra el circulo con la 

teoria de Penrose. 

En lo sucesivo escribirernos los proyectiyos complejos omitiendo la 1[;, asi 

por ejemplo, IP = ~ (![;) , etc .. 
3 3 

Un ultimo comentario: si pensamos ahara en coordenadas cuaterni6nicas en 

identificando ~4 ·con IH 4 
S se identifica entonces con IP (!H) y la 

1 

fibraci6n de Hopf puede describirse com9 la proyecci6n ~ : IP -7 ~ (!H) , con 
3 1 

fibra ~ . A la proyecci6n T se le llama la transformaci6n de Penrose y 
1 

ocasionalmente diremos que ~ es el universe de Penrose. 
3 

7. Estructuras unitarias y holomorfas. 

Via la transformaci6n de Penrose poderricis "jalar" (pullback) los haces 

4 . 
sobre S a ~ . Notemos ademas que un haz·E sabre ~- que sea el pullback de un 

3 . . 3 

haz sabre S4 necesariamente es trivial sabre las fibras de T, a las que llama-

remos l ineas reales de ~ 
3

. 

Ahara bien, las estructuras holomorfas y uni tarias son en cierta forca 

complementarias, en el sentido que un gauge que sea holomorfo y unitario 

simultaneamente, es necesariamente constante. Si -recordamos que cada haz 
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holomorfo admite una (mica conexi6n cuya 2-forma de curvatura es de tipo 

(1, 1), noes de extrafiar que se tengan resultados del tipo siguiente: 

TEOREHA. !lea E w1 h04 v.ecta'Li.af. compte.jo <1a&te u.n.a -tm'lLcdad camptcja, q. 

con. q:wpa de' ·· e.c.f.rwcw.-rw U ( 2 ) Sn.to.nce.c. E admU.e u.n.a. an.Lca .e.c.i'Lu.ctu..w.. 

lwf.omMf.a compat.W.f.e, c.o.n con.ecdon. cWJ.a CU'LOO.iU'La eo. de ti..pa ( 1, 1). 

Si aplicamos el resultado anterior a haces sabre el universe de Penrose, 

4 
que resul ten de jalar haces sabre S con estructura uni taria, obtenemos el 

resultado fundamental siguiente, al que llamaremos la correspondencia de 

Penrose: 

equ.L>..W.f.en.ci.a, &aj.o. la accU.1n. de U(2), 

La correspondencia del teorema anterior se ilustra en la figura 5: 

* E (V,f) cp (E) 

Haz unitario con l l Haz holomorfo con 

conexion autodual forrr.a real posit 1 va 

.,_ 
IP (C) s-

3 

Fig. 5. La correspondencla de Penrose. 

Aunque la forma real juega un papel decisive dentro de toda la discusi6n 

que sigue, par falta de espacio no describiremos con detalle lo que significa 

una forma real positiva en este contexte, limitandonos a sefialar los 

siguientes puntas: 

.i_) La forma real se puede inducir en los haces .via la multiplicaci6n per 

el cuaternio .j. • (Recuerdese que S4 = IP (!H).) 
1 

LL) Una forma real determina una reducci6n de U(2) a SU(2). 

LLL) La existencia de u~a forma ~~il implica que los haces son triviales 

sabre las .. lineas reales. 

15 



I) 

a 

------

w) Finalmente, la f'.orma real implica que ciertos grupos de cohomologia 

son triviales. 

(Los dos ultimos hechos son cruciales para la. clasificaci6n de los instantones 

que discutiremos mas adelante.) 

El resultado anterior nos dice e~tonces que para resolver el problema de 

construir los instantones necesitamos resolver un problema de geometria 

algebraica: clasificar los haces holomorfos de rango 2 sabre !P , 
3 

con forma 

real y triviales sobre las lineas reales. En las siguientes secciones 

discut iremos la so·l Lici6n de este. problema, pero antes recordemos algunos 

hech6s sobre haces sabre los espacios proyectivos, comenzando con el caso de 

!P
1 

, . donde se tiene una clasificaci6n completa. 

8. Haces holomorfos sabre espacios proyectivos. 

Para ella, recordemos pri~ero que los· U(2)-haces sobre se 

determinan especificando su comportamiento en un circulo ecuatorial de s2
, de 

modo que a nivel topol6gico, la clasJficaci6nesta dada por los homomorfismos 

de los grupos de homotopia; rr (S
1

) = il y rr (U(2)) = il; es decir, la clasifica-
1 ' . 1 

cion esta dada por un entero, que corresponde precisamente a la primera clase 

de Chern del haz. 

Por otra parte, para los haces de lineas sabre !P 
1 

donde e l grupo de 

estructura es U(l), se. tiene un resultado semejante, pero aqui la clasifica-

cion topologica y la holomorfa coinciden y estan dadas par el grado o, equiva-

lentemente, por la primera clase de Chern: por ejemplo, el caso k = 1. corres-

ponde·al haz tautol6gicb sabre !P (b equivalentemente ala fibraci6n de Hopf), 
. 1 . 

al que der1otaremos par L1
, k = -1, al haz dual L-1 (haz de "hiperplanos") y 

k = 2 al haz tangente a !P • En general los haces de lineas sabre !P se obtie-
1 1 

·Lt y L-1 nen a partir de 

Ln, por n E Z. 

por media del producto tensorial, y les denotaremos 
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Para haces de ran go 2 ( y en general, para ranrro ::::: 2), un resul tado c l a.-

sico de Crothendieck afirma que estos son holom6rficamente equivalentes a una 

suma de haces lin.ales: 
" 

k k 
E:;;L\!lL 2 

con las k (micas salvo permutaci6n. Sin embargo, las k no son invariantes 
1 1 

topol6gicos, ya que el unico invariante es c (E) que es la suma de las k 
1 1 

En el caso de lP no se t iene un resul tado semejante al teorema de 
3 

Crothendieck. Sin embargo , una forma natural de estudiar a los haces sabre lP 
3 

es co~siderando su restricci6n a las lineas proyectivas para utilizar ahi el 

teore~~ de Crothendieck. De manera m~s precisa, ·si E es un haz holomcrfo scLre 

lP 
3 

y e = IP 
1 

es una 1 inea en 1P 
3 

, E I e se descompone como arriba en suma de 

haces lineales. Cambiar de linea en lP de manera continua puede interpretarse 
3 

como una deformaci6n topol6gica de un haz sobre un IP
1 

fijo y,. par lo dicho 

antes, para deformaciones "suficientemente pequefi.as" la primera clase de Chern 

debe permanecer constante, pero las k. pueden variar. A las lineas donde estas 
1 

varian se les llama lineas de brinco (jumping lines en ingles). 

Regresando al caso de haces E que provienen de instantones, obtenemos 

c (E) = 0 ya que los haces son tri vi ales sabre las 1 ineas reales. En 
1 

particular, las lineas reales no pueden ser lineas de brinco. 

9. La construcci6n de Horrocks. 

Consideremos ahara el caso del instant6n basi.co. Siguiendo la convenci6n 

de Atiyah, para simplificar los problemas de signos debidos a la orientaci6n 

es conveniente tamar k = -1 . Necesitamos entonces construir un haz de rango 2 

so bre IP , cuya segunda c lase de Chern sea -1, y que sea trivial so bre 1 as 
3 

lineas reales. 

Esto resulta ser sin embargo un problema clasico de geometria algebraica, 

cuya soluci6n (con una terminologia distinta, ~or supuesto) se conoce desde el 
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siglo pasado: el haz req~erido es e~ haz de correlaci6n nula y la construcci6n 

de este haz es tambien magicamente simple: 

Para ella consideramos IC
4 

con la metrica herrni tiana usual h Esta se 

A. 
descompone en dos formas bilineales reales sabre a:;- , h = p + Lw , donde p es 

positiva defin~da y w es simplectica es decir, es no degenerada_y alternante 

(de heche, es en el estudio de este problema que Weyl introduce la palabra 

simplectico en mz:.tematicas). Si consideramos un punta (z) e lP y la recta e 
- 3 z 

4 
en a:;· que este determina, el subespacio anulador de e 0 

para w ' e ' resulta 
z 

4 
ser un subespacio de a::- de dimensi"6n compleja · 3, y tal que e 

hacemos variar (z) sabre lP obtenemos entonces dos haces 'U y '11° 
3 

'110 
/'11 es · precisa~ente y 3 respectivamente, cociente E = cuyo 

correlaciqn nula. 

z 

z 
-o 

c e . Si 
z 

de ranges 1 

el haz de 

La construcci6n anterior puede reformularse como sigue: en el espacio 

vectorial IC
4 de dimension 4 (= 2lkl + 2) y provisto de una forma sirnplectica 

w , cada e 
z 

es un· subespacio isotr6pico, es decir, __ tal que wle = 0 , de 
z 

dimension 1 (= lkl) de modo que l tiene ipso facto c::dimensi6n 2 en su 
z 

anulador l . El haz 'U construido con las e se ident ifica entonces, de manera 
z z 

n~tural, con el haz de hiperplanos sabre lP , que denotarnos una v·ez --mas por 
3 

L - 1 
, pensado como subhaz del haz trivial lP 

3 

4 
x IC-. 

Puesto de esta manera se obtiene una generalizaci6n natural de la 

construcci6n, -que en retrospect iva es poco mas que una reformulaci6n del 

problema para k arbitraria. Esta construcci6n fue originalmente estudfada, en 

un contexte mas ampl io, por G._, Horrocks,_ y podemos describirla como sigue: 

Consideremos un espacio vectorial~ complejo V de_dimensi6n 2lkl + 2 , 

provisto de una forma simplectica w , y denotemos por V al haz trivial- sabre 

lP con esta fibra. 
3 

Sea W un haz trivial sabre lP 
3 

supongamos que tenemos un encaje 

-1 
H 0 L ----7_'11 c V 
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con la propiedad de que en cada punta (z) la fibra del encaje ~ es isotropica 
z 

en V (notemos que esto es automatico si lkl = 1). 
z 

Podemos 
~0 
/~ un haz ~0 exactamente como antes y el cociente E = 

entonces construir 

resul ta un haz de 

rango 2 sabre IP 
3 

trivial sabre las rectas reales y cuya segunda clase de 

Chern satisface lc (E)I = lkl . 
2 

10. Cohomologia y Clasificaci6n de las soluciones. 

Baja ciertas condiciones, la teoria de Horrocks permite clasificar 

completamente los haces de rango n sabre los espacios proyectivos. En esta 

ultima secci6n comenatremos brevemente un resul tado de H. Earth, J:.-ar<.. cl 

problema especifico de los instantones, que muestra que todos los instantones 

resultan de la construccion de Horrocks, con lo que se cierra el circulo y se 

obtiene una clasificaci6n completa de estos: 

TEOREMA. !fea E IP 
3 

a) :£a ~ de E a a1g.urw. Unea l c 1P e<>. t~l. 
3 

dande V eQ. u.n. h04 irl,W.La1 con e<l.Vwctwta <:J..mpi!J?.cUca. 

La idea de la prueba de Barth se basa en el siguiente argumento: dado el 
q,o V 

-1 0 u encaje W ® L ~ ~ c V, consideramos los haces ~ , E = /~ y Q =· /~, y 

con ellos construimos de manera natural el diagrama conmutativo y exacto de la 

figura siguiente, el que contiene toda la informacion sabre el haz E : par 

ejemplo, tomando sucesiones largas de cohomologia, y gracias al teorema de 

anulamiento de Kodaira, podemos calcular la cohomologia de los distintos haces 

que aparecen en el diagrama. 
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c 

'\ 

-1 
O~WeL --7 

II 

0 

l 
* Q --7 

l 
v --7 

l 
0 

0 

l 
E ~ 0 

l 
Q ~ 0 

l 
0 

(Aqui la * (!enota al haz dual.) A este diagrama le llamamos el . "despl ieg•Je" 

(display en ingles) del haz. 

Pero bajo las hip6tesis del teorema de Barth este proceso es reversible: 

es decir, 

hip6tesis 

utilizando las propiedades cohomol6gicas que se desprenden de la 

H2{1P , E ® L -
2

) , que una vez mas son c·onsecuencia esencialmente 
3 

del teorema de anulamiento de Kodalra, es pos.i hle reconstruir de manera 

can6nica el despliegue a partir del haz E La:. trivialidad del haz V , asi 

como su estructura simplectica, se obtienen de las restantes hip6tesis. 

·:·-. 

Para terminar, sefialemos que los problemas que se estudian actualmente 

estan relacionados basicamente con cuestiones globales de estructura, tanto 

para los moduli de instantones como para los moduli de conexi ones. - Pero como 

en la.historia interminable, esto ya es materia para otra historia ... 
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