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ALGUNAS CURIOSIDADES SOBRE LAS GEOMETRIAS EN EL PLANO 
·,. 

·.,_ _,.,.· 

. ;- ~ .--~· . ·-

1' -: ... :... . ·.,_": .. :,.-~: --~--- _.,_ .:.~.:,_c . ·.- -----

,-~:~: _ _,:. ,:_:;~~~,:~-:~_:_.L~~ ~.:;6met.;~-~':,:;_,~~.'i-~;~i6oi6:mente h·abi~nd~; es l·a ciericia o el 
..., - -·:... . . . :--' '·.·· 

~ ._,-~_.;:;-,:~~:Lia!'?;.-::_~_.~,:~~+~i~.--•- P~r-o~· ·t.qu~ ~f~---.-fo,_-_.;~~-·~e ,mide? DGsde los Glemen+~os. 
-~-::i'de Euc1ides, :cuando se ::Lrat6 'de -describir a ia -~eomet;ia en una 
.• ,:_,,,:..~·:-;~;~ . .' .. ~· · .. '• ', ··.,.;._w,.:•·:·_.:__·,_:;_,'•:,·•', • ,",.:,::• '~·- :_ .. ·.' ,,' •'·, ,•,."·'" ·.\:~-~- ::: .~:;.~·.,·;::·, ,;_. • '',•, • • '.• • •'•'' '' ' 

-.. :_-':'':"~'-'-:'-{C;f'm'a. axiomatica. corriple~~litente : f'ormal, la 

geometri.a. ;· medici6n ha quedad~ ~~ -lant.o oculta . 

relaci6~ ent.re 

. podomo::l ' - .· doci r- quo 

geometria sa parte siempre de la supcsi ci 6n de 

. un c,.onj un+_o subyacent.e, al que podemos 11 amar con el noml::-re 

generico de "espacio", junt.o con ciert.os subconjunt.os de int.eres. 

CU)'as propiedades son las que int:eiesa estudiar: por ejemplo, en 

el caso del "plano". caso al que restringiremos nuest.ra · at.enci6n 

en lo sucesivo y pensando en ·1a geomet.ria euclidiana, los 

cc-njuntos de interes son basicament.e los punt.os, las rectas y, 

pcsteriormerit.e en una et.apa mas ·a vanzada ·- del estudio, las 

secciones c6nicas, et.c .. 

En general, los conjunt.os basicos se def'inen axioma:Licament.e 

enumerando las propiedades de interes, con def'iniciones como: "dos 

punlos definen una rect.a"; "dos rect.as no pa1:..alelas se int.ersecan 

\-.':'::'·.: e-!"" un punt-:,··, .:::t.._ .. ·~.::::-.J.li -:i:'HU.:·<=.rgu-; coinu lo hizo not.ar Riemann, cor1 
'"=::I ·.: 

f!'ecuencia est.os axioma.s solo reflejan una pat-t.e de la sit..uaci6n, 

espacio suele quedar i rrtpl i ci 'L.a. erl est .=.s 

f· .::::r ;nu:i a.ci c-.ne~ .. de modo que _pueden exist-it' muchos modelos 

f:__rndamentalmente distintos de una misma. geornet.ria.) 

Si est.udic..n1os cor1 r.::uidado algUr1 ·.sJ.st.erna de a:~iornas par-a l.=t. 

g-ac.rnetr~ia. rapidamenle vet'emos que los azicmas se refieren no solo 

~ l=s conjuntos de interes, sine mas bien a ciertas manipulaciones 

q:.:e se pueden hacer. con. parejas de ellos. Est.o nos da la clave 

p.=-.ra responder a la pregunta original: lo que se mide 'Co lo que 

.:_;-,teresa medir, si se prefiere) sew, "distanc;i.as entre parejas de 

est:_::.s conjuntos". Un moment.o de refle:-:icn nos muest.ra que, en el 

c:.s= euclidiano. las "distancias" entre puntos se miden con la 
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.·.::? .•. 

noci6n usual de distancia, en tanto que. la manera fundamental de 

-medir "di st.anci as·" entre rectas es medi a.nt"e el angul 0 que for inan-· ---~--·-------

es t.as entre si. 

. ',.·· 

... 
;·:_ .. 

entre 

Un ~~~~~~:?f~g:r·o de la ·geometria a f'ines del siglo pasado fue 
. ' ,. -~· 

·-precisament~ s"l·pe:rcatarse· de. que hay .multiples maneras de medir 
:, ./ .· 

tanto .. di stanci as COmO angul OS, y depend! endo de 1 as rr..aner as que Se 
.· . ·.· .. 

escojan· · se t-ien.e di sti n.t.as _geomet.r i as. En est.e trabajo 

describiremos de manera muy intuit-iva algunas de est.as ideas y. en 

part-icular, describiremos ·someramente las g geomet.rias pl.anas de 

Cayley y Klein, a quienes en esencia se .deben estos resultados:· 

Debido al nivel rela·t.ivament.e element-al de est.as not.:as no nos sera .. ~ 

posible discut.ir.el Programa de Erlanger de Felix Klein, dohde se 

de:fine en terminos de t..eoria de grupos lo que significa el estudio 

de la · geometria, · y por ella remi:limos al lector int.eresado en el 

t.ema al excelent.e libra de I. M. Yaglom que damos como referencia. 

Por otra part.e, un hecho mt,ry interesante es observar que hay 

t . .:!-l';. r ... -:.iF?r·t.a ~·dtl8.J.iCC~~C:·~· Cnoc.it~n- qt.te pc~r lc") (~.:?r:!l!-:7=? !:;"-:T_T-7-·:1.;? :-.:~;..::f'i~;.:!-·=::.-:: /-~-. 

C::,: !'c.r-ma precisa) ent..re los puntas y las rect.as: por ejemplo, el 
·.·..:. 

a:doma que dice que ·.dos puntas que no coinciden det_erminan una 

r.:.rnica. recta, t.ien.e su contrapal't.ida en el axioma que dice· _que dos 

rect.as paralelas determinan un un.ico pun to. Aunque .no 

insistiremos mayor_mente en ello, esta idea de dualidad es muy 

importante dentro del orden de ideas que d~scutiremos aqui. 

Final mente, para tranquilizar un poco las conci e!"'l.Ci as, 

podemos decir que algunas de las geomet.rias que describiremos aqul 

sc'n bastante mas que un ejercicio mental: t..ienen ut.!..lidad en la 

pr.,ict...ica. en part.icul.ar dentro de la +-eoria de 1a rela+-ivida,d de 

Einstein. 

2.. Di .f'"ere11t-es ma.!J.er-as de ntedi r ft1-:r.gul os. :Y di st.a11ci as .. 
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-·- En lo que sigue, que es una discusi6n informc.l de algunas-

de medici 6n de angul OS y di s+~amci as, usaremos como 

mc.rco. de ··refereritia -las nociones usuales ~e la geome-Lria 

.... e·. -~· =~c ~ ~ dip:;:,:~s;;t f•t~;,;:m;d~t~tt;~[E~;:;;±:~;i~;;;;~;;;;;;;l,~~-~!:,~~t~j,; 
t qeomelr 1 as en. · el ,:· plano. · que .·~·no. co1. nc1. den·~··:• con _,." 1 a: -~;·::::geomelr_.i a?'' 

. :u.:l~;~~~~~};lW~~2;~;,5'~q%si,r;~~r:tf~ftz.~~;;.~~~ll~tl~J~;·~:~{~~tl;~~:~1t;\r 
-'--'--'--·''+"'+--:-''-~,.;,':· '"c"i.:i'ar.to·: a ·1a.· 'inedicl6ri _de~ angulos . en ,1 a ·geometri a· ·eucl idi aria~·:·;c:y· e,s 

L~;~~t~{;~~~~;~ilir:t~~-;:·~:~i~~~~s~~Ii~~~~~~~~~~r~f~t~~~!#~,~,,; 
'(-

impor-Lan~e, obs~ryacl6n 'de . qu~. 'las ,c6nlcas deseinpenan ·,·_un'>papel ~·,;,~'(.;:;;;;:"/ 

impor.tanle en ~1 :pro~eSCJ d~ ~ed~6~ de angulos y, com~-veremo~ ·:·::_:··:</ 
· .... ·. . .. •.. ~ 

adel ante~--.-. t.a~bi en.· en 1 a inedi ci 6n. de d.i stanc.i. as. _ .•. 

En v{sta de lo anterior, 

siguiente co~s-Lru~ci6n: 

quiza no resulle -Lan scrprendente la 

Consider emos des r ec-Las a.,_ .5 que pas an per el or:- i gen y el 

. circulo unil~r~o como se muestra en la figura siguient.e. 

X 

Figura 2. Angulos parab6licos~ 

?or lo dicho anterlormente, podemos pensar en el a::ngulo 0( 

s:.1btendido por las rect.as como una medida de la distancia en.lre 

ella~ y est.e Angulo es preci.:;amente la longit.ud del segment-a de 

circulo subtendido por las reclas. Pero notemos ahara que tenemos 

b~5icamenle la misma in.for-maci6n si consider-amos en vez de a. 

tan0 . Esencialmenle, esto ~o es mAs que considerar la distancia 

eu~lidiana ~ntre los punlos de intersecci6n de las reclas con la 

r~cta l mos-Lrada en la figura. ~Aunque el heche de tener tangen-Les 

negali vas es importante, pues nos da inf'ormacion del :::rden en que 

-astamos considerando las rectas y, como es bien sabido, para 

algunos result.ados es importanle considerar angulos dirigidos.) 



. ·. 

•). 

. . ·. ·. 

~-··· .. -.: ..... . 
~ ... · ~ . 

· .... .::-

Q 

Esta es una manera de medir ~ngulos co~pletamenle sat~s~acloria, 

que sin embargo es radicalment.e distinta. de la manera usual-,----y-'-'-­

para dist:ingui~1as .llamaremos a -estes angulos parab6licos. Cpor 

ra.zones que exPli caremos._ despues)_. en tanto _que_, a -1 OS 
·, ·: <>.. . .... .. . ··. . ·-·-·-----,o- ~--·-~- .. --- ~ 

us ua1 es 1 es "11 amar e~~s . ~ngu1 os E,i i pli ~OS. _ .. . . ... 
.' · .. ' • ·. ;: • · .. \". ~ . -;~-- ·: -~ ..• - '!". . ·. •::, :. •"•. . • •. _:·:: .- . • ~-; -.• -

. . '· . 

arigu~os 

"" 

. 1 OS .. angu1 os;_ parabcSli.-~oS _· y .. elipti·COS • ,de~inidos ~omo···;lo . . hi ~i IDOS 
- . . . ·, . . . . .. ' ... ~-'. --~ .. . .. '·, . '' ., .. - . 

, ... 

arriba: a~b;;s ''$~ 'pt.i~-den cal cul ar como 1 a mi tad del area del sector 

compre.ndido ·.entre: las rectas y la ct.trva que us amos como 
. ··. 

·-._ referencLa_.. el "C:irculo ·en el caso eliptico y la recta x = 1. en el 

caso parab6lico C.fig~ra 3). 

y 

X X 

F1.gura 3. Angulos y areas en las geometrias euclidiana y 

par ab61 i ca. 

Vamos a analizar exactamente la misma conslrucci6n desde un 

pr..rnto de ·vist-a diferente, comenzando a.hora no por la pareja de 

rect.;.s a-. -B sino per los punt.os de intersecci6n de ·estas con l, 

_que llamamos A, B. CEsto, por cierto, es un ejemplo_ de la idea. de 

dua.lidad a que haciamos alusi6n arriba.) La distancia entre A y B 

queda en·t..onces determinada. po:~ tane< : por ejemplo, sl una_ de las 

rect...a.s es el . v· 
eJe " la distancia es simplemente I tan01.j . 

De est.a manera, escogiendo el origen fuera de l y midiendo 

angulos C i elipticos!) como en la . figura recuperamos las 

p!-opi edades basi cas de l.a geometr i a en l a recta; en de:fi ni ti va, 



esto nos proporciona_ una f'orma de· medir dist-ancias sobre recJ..as 

que .una vezmases dist-int-a de la manera usual, euclidiana. Ig-~~·r:~~___:__: 

que hicimos con los angul os • -11 amar emos a esta medida.: de --_ .. 

distancias elipt-ica y a _la medida · euclidiana parabolic~ _y pode~os ~-,_::;;~,-;,:: .. 
: ' . - r'" • •. ·• • •. . • • • . ~._- . ' • ·:· ~~·:.-~·~;_- · •.. :·~~ ~J:~~::~~·~:ft~-~:.:~-~~·-< 

por lo pronto_- senal ar -que :en 1 a medi da- eli pt-i ca de di s-lanci as '1 as·~·-:~,;;i::-:,;:::·· . .-.-

.. -,· 

. . .. 
f.\,_ -~-- -·-·· di 5t'..a!)cias 

.. ~.,:. 

r<~;::~. 
\:·· : 

·....:.. .. ·. 

·-, .. 

. distanci.as y '.ingulos· en' el :fondo hO' dependen 'de su relaci-6n '<::on 1a-

' geo-~et-ria -~ti~{'fdl'~~'~- .y ~n ·'p~rt.ic~i-a~ . son 'i~~ependi~nte~ :·_·d~:~la 
ele~ci6n 'de ·-'$.i"~--t~~~as de .re:fer-encia iiJos:-est~ lo hemos· hecl)o 

solo para f'acil_it-ar la discusi6n. )_ 
• • t • 

La terminologia r.riis~a que hemos usado sugiere que debe hahar 

una ~nerahip~rb6lica de m~dir distancias. y angulos y en e:fecto, 
. . . . . 

se ti~;,e tal manera, 

Par a el case de angul os. · consider emos 1 a hi per bola equi 1 a;Ler a 

de la f'igura 4 y las rect-as a.., ./3 que __ pasan_ por el origen y. 

definimos el angulo hiperbolico entre a. y ./3 como el area de la 

region comprendida ent-re las rectas a. y ./3 y el segment-a de la 

hiperbola subtendido por estas. 

X 

F'igui~a 4. An:gulos hipei-bolicos. 

Para definir. las distancias hiperbolicas. la m.=..nera mas 

simple de procedet- es definir a la recta hiperb6lica como el 

segment-a PQ Csin los ex~remos) y definir la dist..ancia hiperb6lica 

entr~ dos puntas del segment-a como el Angulo hiperb6iico ent-re las 

t-ect..as que pasan por el origen y esos puntos. CNot.emos que la 

longit..ud hiperb6lica del ~egmento PQ es infinit..a; para aquellos a 

. :· : . . ·-.~·: 



·r.: 

·@ 

G~~y~ 
·~ 

' . 

quienes est·o. resulte inolesto, se puec;!e describir a la recta 

hiperb6lica usando las f'unciones hiperbolicas, recordando-·que-··s·I·· 

el punlo P esta . desc.r i t,o por x =. coshl, y = senhl en-lances . el 
.': : ~· 

ar:.gulo. hipe.rbolico entre pasa por el 

punto P y 

3 .. Las g geomelri as p_l_~nas · t?_e ___ Cayley y · Klein. 

Con. 1 as . lr es maner as de medi r angul OS y .-1 as . -lr es de medi r 

distancias podemos f'ormar 9 ,di~t:intas geome-lri:as en un .plano, las 

.. que se resumen en la t.abla i. · Es convenient.e senalar que 8, de esas 

geomelrias son no euclidianas.· 

EL-i.pt -i.ca. 

Medida de 

dist.ancias 
Po.raboti.co. 

H1.perbo L i.e a. 

... Medida de.angulos 
Eli.pli.ca. 

Geometri.a. 

eti.pti.co. 

Geometri.o. 
eucli.di.o.no. 

hi.perboti.ca. 

Po.ra.boli.ca. 

GCE 

Geometri.a. 
go.Li.Leo.no. 

GCM 

Hi.perboti.ca. 

GCH 

Geome t r -i.·a. 
Mi.nko\oo'ski.o.no. 

GDH 

Ta.bLa. i. Las ·9 g·eomelri.a.s pL•.:ma.s de. Ca.yL.:.y -Y KLei.n. 

Es~as geomet.rias fueron est.udiadas primero per Cayley y 

posteriormant.e de una f'orma m~s sist.em~tica por Klein y de ahi el 

ncntbre. Las geomat.rias cuyos nombres no es-l~n expllcit.amenle 

mencionados son las menos usuales y, except.o GDH, que s.ignif'ica 

"geometria doblement.e hiperb6lica" son "duales" de l=.s geomet.rias 

que aparecen en el olro ext.remo de la t.abla, con respecto a la 

di .:..9on.;;.l pr~ i nci pal C 1 o que en e1 1 enguaj e de 1 as matrices se 11 ama 

t.r""-nsponer un.;;. m.;;.t.ri:z:).- Esto --se expresa con el pi~efijo "co", por 

6 



.... 
---------~----·· 

ej i¥mpl o se habl a de 1 a geometr .f. a coeuc:l i diana y 1 o que si g_nif' i ca 

es que .los reslt.ados validos en una geometria se trasiadan·-a-·-su­

geomet.ria-dual'por'medio del _principia de dualidad . 

. _- Es lriter:esante not.ar .qt.r~ l.as geometrias _que se encuent.ran en 

. ~~~ ~ ~· 
·"> ·' •· '-_ geomet.ria ::·elipt.~ca ·~yale.'el .. aXJ.oma _·-_.·que 'd~ ce_.que' cualesqu~ era:dos_··_}':.,-:-,;;. 

:_ .. _ ... ·· 

. . 

e---

/'C 

,: .. -. ~~ :..t 
\---, ' 
·· .. -...:..:.-· 

sobre_ :la_)::upe~f'ic~e 'de una :esf'era · C i la Tierra por .· ejemplo!). _donde · : . . ·.·. 

los ~;~:bk:;.·:·d~:~~8i'/~~l~,-·~£;d:~6 'ci~~ g;9od~sica~; J~e~an el p~pel de .. 

rectas. st~·:',;::~n;barg~; ·; aunque 'la' geometr.f.a 'esf'erlca 
... · ~ :. 

·nos mas es 

si ;npl e de' vi s1.rkl i zar. 't.i ene. 1a. desv€mtaj a t.e6rica con respecto a 
.:.-·; 

~ .. 
la geomet.r i a e:.li ptl ca de que las se int.ersecan en dos 

puntas: .i~i ant..f.podas. Es 'int.eresant.e not.ar que la ·geometr.f.a 

esferica es la geoinet.r.f.a no euclidlana mas ant.igua h~st.6ricament.e 

hablando y sin embargo, hubo que esperar el slglo XIX para que la 

t.u·-1i era conciencla de .. . . _l_a ______ exist.~nci a geomet.r .f. as __ no __ de 

euclidianas y, para col mo. f'ue a t.raves de una geomet.ria 

sensib1ement.e mas comp1eja, la geometria hipeerb61ica de Gauss_, 

Bo1ya.i y Lobachevsky, que se obt.uvo est.a conciencla. 

Par a dar nos una idea de 1 a mu1 t.l t. ud de posi bi 1 i dades que 

hemos creado, en 1·as siguient.es dos t.ablas se describen a1gunas 

axi oma de 1 as 

entre si 

, -.­' .. .,, ... 

para1e1as. Obset~vese que las t.abl as son "dual es ·~ 

Me-di.da. de d~st-o.nci.as 

Medi.da. de 

a. ngu Lc·s 

E 

p 

H 

E 

0 

0 

0 

Ta.b\.a. 2. Numero de recia.s que pc.S>o.n 

f uero. de uno. recto. a, y que 

o. esi•:t . 

7 

p H 

1 00 

1 00 .L 

1 00 

por un punt.c A 

no i.ntersec·a.n 



Medtda de 'dtslanctcs 
E H 

E- _0 0 0 
Me-d{da de 

•·· .. a ~·;,~,~~~~;;•< :·:.••.'.:_·._:_o_i_:.·.~_{ .: - >~;.:;~;-~; ~- .. -: :. · .. ·, . . ·c;1,;~:~-~<)::·_,· ___ .i•:. __ :.:::: 
' .• ·'- •I. •' ,· :;,··,,:_·:::J~-· ;'...., '• ~.; ".·: -~ ' . ,, 

· ... ~ .. ········ · ··-···/~~:.l~~~~;;:::~~s:r:~~~;:~~~:ft~::::~,;~~:::r:~~~:f·:~~,J··:~;~:it~~~2~t;f,7i€i.tl~~;r· 
:. ", -.~: ·.· .. 

. : : ~:.:·>···-,::. ·. . ; ·.: ..• ~ ... 
.. , ' .. ,,· ,•. :<:-: 

~~i!~J~t~.~ < . 
· ·. gecmetrias ;·:que '·ademas tuvo ··una gran importanci·a. hist6rica, ··es -~1-~'·';:·::;.";~~; 

. heche ·d·~ q~·~"~~:~(~~-:~~~~:r·~~-;~uclldiano~ para t~l~s- gE?ome£~ias~ , ...... · .. ---~·~.:·-·· 

.. 

~--:-. 

decir, .es posible con_s_trui'r~superf'~~.ies "s~mergidas·;, en ., ...... · 

euclidiano Co mas ·en _ gener-al seudoeuclidiano) _ de dimensi6n 

apropiada._ donde co~ una de.f'inic.i6n apropiada de recta _se real-izen 

1 os po~tul ad~s · dEl_ d.i. ch~s geometr i as. Una de 1 as · consecuenci as de 

esto es que tales geometrias son igualmente validas que ·la 

geometr i a eucl i diana. este hecho puso f' in a 1 a i ar ga busqueda de 

una demostraci 6n del ____ :po::;~_~l_ado __ t.:!_e __ _l_as ____ p~,r-al el as._ de Eucl ides ___ C 1 a 

int.eresant.e historia de esta busqueda puede leerse por ejemplo en 

el libra de Coxeter).· 

Vamos a describir brevemente modelos para tres de las 

geometrias de Cayley y Klein: para la geometria eliptica. para la 

geometria galileana y para la geometr~a hiperb6lica. 

·--·?.2:.r.2:. 1.::. 

~f::'i! co·nsiste en un hemisf'erio donde los puntos _ an+-ipodas sabre el 

ecuado1~ han side identif'icados. Debido a esta.·_ identi:ficaci6n la 

supet~ficie resultante ya no puede ser incluida en el espacio 
·4 

euclidiano de dimensi6n 3 Caunque puede me~erse -en~), que es la 

mayor complicaci6n con este modelo, pero al nti.smo tiempo, la 

i dent.i'f_i caci 6n de puntos anti podas es i mpor+-ante para e·vi tar que 

las rectas de esta geome~ria Ci. e. las geod~~icas) se intersequen 

en m~s de un punto. 

8 
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.p·aralelas a que baciamos altls.i6n arriba, basta: con ndlar que sobre: 

el hemisferio si un par d~ ___ geode_sicas se int.ersecan en .dos pr .. mt.os .. 

· est.os ·s6n necesari~~enl~ anU.podas sobre el ecuador; pasar a:. la 

. uno, de ·modo .. que, en· ef'eclo, t.odo par de rect.as que ho coi nci dan 
. . . : . 

se int.ersecan en un unico punlo. 

_Algunas parlicularidades de esla geomelria que son f'aciles dei-

veri f' i car son el heche que lodas 1 as geodes.l cas son de 1 ongi l ud 

f'inila y que la suma de .los angulos int.ernos de un lri.angulo est.a 

acolada. Cpor 3rr), perc .es siempre mayor que rr . Olro hecho menos 

evident.e, perc -muy. interesant.e, es el .que 1 os angul os de un 

t.r.iangulo delerminan su area, 
.. 
y de hecho se puede escr i bi r una 

f'6rmula sencilla ,....,l"""'o::- c:':.,.... .. ,.~. ,-. 
-~--- . -· . <?.st . .=.. 

E~h i lodes eslos hechos ~on radicalment.e dif'eren.les de lo que sucede 

en el case euclidiano~ 

Para ~a geomelria galileana, que por cierlo es una de las mas 

simples, ·el modele mas sencillo -es pensar en el plano carlesiar;o 

usual pel'O considerando como reclas solament.e a aquel1as que no 

son verticales (es decir, paraleLis al eje de las Y) y definiendo 

l -- ""· dist..ancia enlre pares de punt.os como la dif'erencia de las 

abscisas. Por cuesliones f'ormales, perc lambien de con\~'Emiencia en 

la escrilura de las f'6rmulas, se def'ine Ul)a "dislancia especial" 

para los punlos sobre una recla vert.ical f'ija como la dif'erencia 

de las ordenadas de eslos Crecue~dese que eslo no es ct.ra cosa que 

un angulo parabolico). 
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Er. 1 a geometr i a par ab61 i ca, que· es aut.odual, tanto los 

~ngtilos como 1 as di stanci a;s · no est an acotados; el equival-ent.e de 

los circulo~· son pares d~ rectas verticales 0 

ver'tical: las prime~as"'porqu~ son el conjun-lo 

.. •'· 

·. :~.'-

•:: :':.:/--::(· .;:.-~ ... :;,· ... ::.::;<; :. ·'· ,· · . 
.-....,.---~ -~--· .:.·.· ,_.:_·.·.: -~-· ·.::~/-:.''- . 

. _:, 

! ' ~--· ... .· ' 

p·ar abol as ,con . eje 

d;:,; punt-;;~:-: ~qu~ . son 
. ~~ ,., :~·.; ~. ~ .. ,., .... ~_; ... 

A. 
· .. ·.··.' .: .:. ·:;:,,-._'. 

~ ··. -~ _·. :' ...... . . . . -:~: -:· .. -·;:: ... 

~igura 7. Circulos euclidianos y cicl6s parab6licos~ 

Cabe asimismo. sena,1,ar que __ )a_ 9€!.'?_7!\~tria galileana Jtje92l:.~P.~z:-a_ 

1 a mecani ca newtoni ana C en:· una di mensi 6n) el mi s.mo papel que 1 a 

geom~tl~ia de Minkowski para la relat.ividad especial de Einst.ein. 

La raz6n. es que, si d.en-Lro de est.a geomet.ria ident.if'icamos al eje 

X con . el . ej e del t.i empo y · al ej e Y con el ej e de posi ci.ones 

Crecuerdese que es-Lamos describiendo movi mi ent.os en una 

dir:t::.:!:·~.i6:-::: t J..as· t.ransfvrmaciones que: presc.=::r ... ~:oar1 l.~ (jJ.st.ar"'lc_-:i:~. e!Lt...re 

dos puntas, es deci1~ las t.ransformaciones rigidas, que son el 

equi val er;t.e de 1 as ·t.r asl aci ones y. 1 as rot.aci ones en 1 a geo!net.I~i·a: 
.. 

euclidiana usual; son pr.ecisamerit.e las t.1~ ansf·or w..aci ot'l.es que 

cam.bian de un sist.ema de . re!~erencia a ot.J~o que se mueve con 

·.,.·el,:;ci.dad const.ant.e con respect.o al pi~ i mere. 

Finalment..e, para la geomeU~ia hipel~bolica, un modele !'.icil de 

visualizar y que just.if'ica amplia~ent.a el calif'icativo hiperb6lico 

para esta geomet.rla, es pensar en un manto de un hiper.boloide. de 

dos mantas, como el que se muest..ra en la f'igura, y t.omar ·como 

geod~sicas a las hip~rbol~s que result.an de int.ersecar tal mant.o 

con planes que pasan par el origen. 
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-~~~ \··· 

-· -----·----------

. . • 
-~ ----· 

-- ~.- -.- . 

Podemos .senal ar .·.que 

.. _____ .:..___:_: __ - ··_:_;_ __ ._. __ : ___ _ 

···_aL igual ·que ·en 
·;:-_ 

el 

·caso euclidiano usual, las re~-las "tienen longi"tad inf.i_ni'la pero 
. ·. . .. -- :-··----.------":··-;-:-~:::.~- " . .-· -.· .... ·· -.· 

angulos es"tan acb"tados' .· sin' embargo, la suma . de los ;a.ngulos . . . . . ' 
los 

internes de·-un triangt.rlo es ;;meno~ que'ri y, ~1 igual que: en el caso 
. ' .:,·~ 

de 1a geome"tria elip"tica, .i.a medida de los an.gul._os de u'n tria:~gulo 

determina el area de este. Asimismo·, como se ·indica en -la "tabla 2. 

el numer o de par al el as a una. .r ec'la dada y que pas an por un punt. a 

dado fuera de esa re6"ta~ es infini"to; est.a -ft.ie la manera en que 

inicialmen"te se cons"truy6 

pos"tulado de_Euclides. 

es"ta geome"tria, negando el quin"to 

Un comen"tario final con respec"to a las· geometrias elip"tica e 

hiperb6lica. Observemos que, para regiones muy pequenas de los 

considerablement.e a las correspondientes_ en la geome"tria 

euclidiana usual. Es'la si"tuaci6n se ilus"tra con los 'lriangulos de 

la figura 9 y liene bas"tante in"teres his"t61~ico: en. e:fec"to al 

.comenzar el est.udio de las geome'lrias no-euclidanas surgi6 de 

mo.nera natural la pregrinta de cual es la geometria que rige en 

·nuest-ro Uni verso. 

La respuest..a a esta pregunta a(rn no se ha dado, pero esta 

observaci6n muestra que hay varios candida-los igualmen"te 

aceptables desde ·un "punt.o de vista experimental", es decir, 

t.eniendc en cuenta que al medir se comet en err ores, si 

rest.ringimos nuest.ra at.enci6n- a una region demasiado pequena del 

espacio, rest.ricci6n que puede ser inevi+~able por la imposibilidad 
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que tenemos de observar· el Universe de un solo golpe, quiza no nos 

sea posible distinguir entre una geometria euclidiana y una 
··----···---·-··· 

geometrLi- hiperb6lica, por ejemplo.. A la luz de los conocimientos 

actual~~~- ia ge't::lmetr.ia que mas se asemeja a lade ·nuestro Universe. 
.".' ' .. : ' . . : - . ~ : .. 

. .... ,. 

. Tr1·~~~ul~s • hiper~~\;,~s · 
, .(cot'\ \o.Jo~ paro.le.lo~ . ) . . ..· 

. ' Fi gu; ~ Q.- Angul OS·· ~-
...... 

hiperb6lica y eliptica 
.· .. · .. ·· ;.· 
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