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en una \

rﬁldc1én entre

ge;metria v med1c10n ha cuedado un tanto oculta.
Sin cmburgc, podcmo:& ._,-"aecir 'qua. 'on Ceatas formul acionas

bt

ziiomdticas de a.'geémstrié'sé. parte Sl"‘mi_l“‘“ de la suposicidn d=

njunto Sﬁbvaceﬁte,' al qué' podemcs llamar ‘con él nombre=
 §énéri£o de "es acibf,.junto con ciértes subconjﬁhtos de intereés,
' sbscn las que interesa estddiar:‘por ejemplo, en
elvcasﬁ del ”plaﬁo » caso al que'réstringiremo§ nuestra*atencién

en lo sucesive y pensando e€n qeometria- euclldlana, los

"cenjuntos de interés son bé=luamente los puntos, ‘las rectas vy,
_ . pcsteri orménte en  una etapa més ‘avanzada  del estudio, lasﬁ“
" secciocnes ednicas, ste. .
- o En general, los conjuntos basicos s= defiﬁén axiomiticamente

‘enumerands las propledades de interés, con definicionss coms: "dos
puntos definen una recta'; “dos rectas no paralelas s= intersecan

er, un punto’, etle.. (sia sumsargos como lo hiZo notar Riemann, con

frecysncia estos axdomas s8lo reflejan una partc de la situacidn,

‘va gus la definicidn del espacic susle guedar implicita en estas
armul aciones . de  meds gue pusden axist
fundamentalments distintos de una misma geometria. D

Si estudiames con culdade algin sistema de axiomas par

1
‘g=onetria. répidamente veresmos que los axiomas se refieren no sdéloe

los conjuntos de interés, sinoc méds bisn a2 cisrtas manipulaciones

" gus s2 pueden hacer con parejaz de ellos. Esto nos da la clave

unta original: lo gus se& mide (o lo qus

para responder a la preg




nocidn usual de distancia, en tantoe que, la mansera fundamsntal de_

maedir “distancias"

entre si. , _f.”,‘mﬂ,. S ..,f' v . L

define en tér

ogro de la qeometria a flnes'del SlGlO pasado

pr=c1=amente el percatarse de que haf multlples maneras de medlr

T

ant dlttdnc1as com; angulos, v dapendlendo de las m.n—:a; qus s:
escﬁjén SA ' tlema dl:tlhta; goometrias En 'e=t= trab*'
descr iblremo= de manera muy 1ntu1t1va algunas de estas ideas ¥, en

ular, de>cr1b1remo> someramente las g geometrla> planas de

a quienes én esencia se .deben estos re ;ultados

o

l"l er

O

Deb do al nlvel relatlvamente elemental de estas- notad nos_s

de Fellx hl

poaﬂble dl;CUtlr el Proqrama de Erlanger- in, dohde-se

minos de teoriz de grupos lo gque 31gn1f1ba el estudio

de la geometria, y por ello remitimos al lector 1ntexesado en el
tema al excelente libro de I. M. Yag¢om gue damos como referencia.

Por otra parte, un hecho mgy_interesanté es obséfvaf que hay
me cierta ”d”alidadﬁ Cnorié.'qué por lo demis mosds o
forma  precisad entre los puntbé y las rectas: pbr. ejemplo, =1
axioma gue dice gqus -dos puntos gue no colnciden deierminan una
nica. recta, tiens su contrapartida en el axioma que dics qus dos
rectas no | paralslas  determinan  un nico puntc. Aungue ‘no
insistiremes mayopmente en ello., esta idea. de dualidad es nﬁaf
importants dentro del arden ds idsas gue discutiremos agqui

Finélmﬂnte, para tranguilizar un poco las concie.ciaé,
podemos decir qus algunas de las geometrias que describiremos agul
son bastants mésAque un egercic1o mental tienen utilidad en la
prictica, en particular dentro de la teoria de la relatividad d
Einstein.

2. Diferentss maneras de medir dngulos ¥y distancias.

entre rectas es mediante el &ngulo que forman

i

fue




S En la que sigus, gque es und dlSCU ién informzl de alqunaz‘
T pesibilidades de medicidn de énguloa.y distamcias, usaremos como

marco - de o rﬁfarenp1a ~las nocionesr”usuales'fde la qcomctria

eurlldland u;ual asi como un Slstema de coordenadda carte51anas

el proce;o de med1c16n de énqulos y,'cbmoiverémos

L‘tamblen en la med;c;én de dlstanc1a=.;_ff7f

s*rulente const;uccxén.
ConSLderemos dos rectas s, 6 que pasan por el orlgen y el

c;rculo unltarlo como se muestra en la flqur¢ 51gu1ente.
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Figurz 2. Angulos parabdlicos.

Poer lo dicho anteriormente, podemos pensar en. el &ngulo o
subtendido por las rectas como una medida de la distancia entre
- =llas v esste éﬁaulo es precisamente la longitud del sesgmento de

circulo subtendido por las r=ctas. Pero notemoz ahora que tenemos

- basicaments la misma informacidn si consideramos en vez de o ,
tanas . Esencialmente, esto no es més gus considerar la distancia

suclidiana entre los puntos de interseccidn de las rectas con la
£ mostrada en la figura. CAunque el hecho de tener tangentes

2
ra negativas es importante, puss nos da informacidn del orden en gue

=ztamos considerande las resctas vy, como es bien sabido. para
al gunos esultados es importante considerar angules dirigides.)

de lo an*crlor, qu1zé no{r' ult= tdn :crprendente lar5~-




© e Sime e

Esta es3 una manera de medlr angulo: complet,amenpe SdtleaLtOI‘la,

S gus =in embargo es radlcalmente distint de la manera usual-""y“*"

ara dlstlngm.rlas llamaremcb a éstos énqulos parabéh.co; Cpor'

o

par'bollic s"'y eliptlco.:, def‘lnldos como_ "lo thlmOS‘_‘

'.';la=> rec_taa ‘.y la curwva que u;;mo;f' como

"";'r:éfév‘rive';c'iéz," el circulo en el caao elipt;.co y ld. recta X = 1 em el_

aso pa‘ abéllco Cflgura 3) : h‘ S

Figura 3. Angulos y &resas en las geometrias euclidiana vy

Vamos a analizar ewxactamentes la mizma construccidn desde un
punto de vista diferentes. comenzando ashora no por la pareja de

or los puntos de interseccidn de éstaz con 4,
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que llamamos A, B, (Esto, por cierto, es un ejemplo de la idea de

tw

dualidad a que hacfamos alusidén arriba.> La distancia entre= Ay
fgqueda entonces determinada por tana :per ejemple, si una de las
rectas es el eje X, la distancia es simplemente |tana].

De esta manera, escogiendo el origen fuera des £ y midi endo
sdngulos K ielipticos!) cdrno en la . figura recuperamos las

propiedades basicas de la qe mr-*-tria =en la recta; en definitiva,




esto nos proporciona una forma de-  medir distancias sobre reclas.

que“una vez_més'es distinta de la'manera usual, euclidianaf Iqual
'de“

Ad1stanc1as eliptlca Y a la medlda euclldlana pardbollca y podemo;

o quﬂ thlmos con | lo> énqulos,- llamaremo= a. esta__medlda’

‘:qeometria euclldlana. y' en partlcular son

"VeleﬁCLén do s1stemas de referenc1a flgos-'esto lo hanH'hecho tan

&

pdra f 1lltar la d1scu>1 n.J.

La ternunclogla mlsma que hemo usado suq1ere QUu dube hdber 

“una manera hiperbéllca de medlr dlStaDClaS y éngulos Yy en efecto,v
Tse tlene tal manera, que podamos descrlblr ‘como s1gu IR o i
- Para el caso de dngulos, con31d°remos la hipérbecla eqULlétera
_ mmde ld figura 4 y las rectas _a, 4 que pasan. por el origen y
efi nlmos el angulo therbollco entre- a2 y 4 como el érea"de‘la
regidn comprendida entre las rectas a v 8 y el segmento de la

H pérbola Qubtendldo por &stas.

Y 4

o Figura 4. Angulos hiperbdlicos.
Fara d =finir. las distancias hiperbdlicas, lz mansra mis

simple de proceder es. definir a la . recta hiperbélica como el
t
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rectas ques pasan por el origen y esos puntos. N

longitud hiperbdlica del segmento PQ es infinita; para aguellos a

01

T S




dlstanCLﬁs podemos formar 9 dlstlnta; geometrias en un plano, las

geometrias son no euclldlanas.

- e mees e e

Hu1~n~s esto, rcsultﬁ molesto, se puede describir a la hecpa

hpoFbOllCd usando las funciones hlp—rbéllcas; recordando ™ qué

“:fi -

punto P e;té descrlto por ><_=.cosht,-y —:senht entonce;v

ulo h1porbollco entre la rectarque pdsa por el orlgan_y

_Flgurd>‘Dlstanc1as hlperbéllcas;

'Q'qeometrida planas de Cajley Y Kieln.

3. La
'fCon l s'tre; manera= de medlr angulos y Jdas tres de'nedlhh

qgemse.resumen en la tabla i Ea convenlente sefalar que 8 de esas

Medlda de. angulos

ELLptha Parabolica '~ Hiperbolica
.. Geometria '
Eliptica . . - . GCE : GCH -
_ : eliptica :
Medida de . . .
<. . Geometria SCeometria Geometria

. . Parabelica oo . ) ) .

distancias euclidiana galileana Minkowskiana

G
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p
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Hiperbolica GCM ' GDH

CTabla 4. Loas © geometrias planas de cCavley .y Klein.

Estas gecometrias fueron estudiadas primero: por Cavley v

po asteriormente de una forma mas sistemética por Klein y de ahi £l

cabre Las g=o metria> cuyos hombresz no estan explicitamente
mencicnados son las menos usuals=s vy, excepto GDH, gue significa
“"geomeiria doblemente hiperbdlica" son “"duales" de lazs geometrias

recen en el otro exiremo de l tabla, con respétto a la

gqus apa =)l
diagonal principal Clo que en el lenguage de las matrices sz llama
transponer unz matrizd. Esto se expresa con el prefijo "co', por

\ &
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gjemplo se habla de la geometria coeuclidiana vy lo que cig_nifica

es que'los resltados vélldo>>en una ceom~tria se trd;laddn a_¢u

goom tria dual por medlo del prlnClplO de dUdllddd

d¢c1r, Son'lgualea a2 sus

'la.'geometria.,eliptlca de que las vrectds se: 1nthr=ecan 'en' do=

punfos. lasf antipodas.‘ ES lnteresante notar que la geometria

esferlca es la geometria no euclldlana mAs antigua hlstérlcamente

hablando y 31n embarqo, hubo  que esperar el siglo XIX para que lq

_gegpe, tuviera Mconcxcncyawmgg%_Lammexlstegc;a de _geometriasﬁ;now_,“

euclidianas y, para colmo, fue a través de una geometria
sensiblemente mas compleja, la geométria hipeerbdlica de Gaués,
Bolyai v Lobachevéky, que se obtuvo esta conciencia.

Para darnos una idea de la multitud de posibilidades que
hemos creado, en las siguientes dos tabLas se describeﬁ algunas
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T Z ley v Kleln o regpecta 2

r
Yy
:
“
£
-
~
%
Y
o

'~
o

ioma de las paralelas. Obsérvese que las tablas son '“dug;esf

Mosdida de distancias |

E P CH
E O 1 @
Medida de '
gares P o) 1 o
angules
= Re 1 oW

Tabla 2. Numero de recias que pasan por un punto A
fuera de una recta @ ¥y gque no intersscan

a esia.




-idecir, es'p0>1ble constrULr superf1c19=, sumerq1das

L -

Mzdida de distarcic

Med{ ‘dba de—

;:qngulos

‘euclld1ano_ Co mé;vle qeneral :saudocuclldlanoD de, dlmens¢on

aprﬁplgda,.dondc con una dcf1n1c1én aDroplada dc recta se reallgen

‘les postulados de dlchas qeometrias " Una de las consecuenCLas de f

“esto °esl que'lpales geometrias Son lgualmente 'vélldaS que la-

geometria euclidiana, este hecho puso fin a la larga busgueda de

una JemO\thCth del - pm;tulado dam;ggmggpalelas‘de_Euélides;(lamw

interesante historia de esta busqueda puede leerse por ejemplo en

el librq de Coxeterl.

Vamos a describir brevemente modelos para tres de las

gecmetrias de Cayvley vy Klein: para la geometria eliptica, para la

gezometria galileana y péré la geometria hiperbdlica.

~@h . modsl o

{ -+
“ Lo

&

’.J.
B

R )
oL

. Zonsiste en un hemisferio- donde los puntos antipodas scbre =1

ecuader han s3idd identificados. Debido a esta’ identificacidn la
icie resultante wya no puede ser incluida en el espacio

i s 2 Do 3
no de dimensidn 3 Caungue puede meterse 'en RD, gue es la

]

o

0

J—~

-
poo
[

W

mayor complicacidn con este modelo, pero al npismo tiempo, la

identificacidédn de puntos antipodas es importante para evitar us
s rectas ds esta geometria Ci. e. las geodésicas) se interssgusen

en mas de un punto.

Esfj

. en un espac:. O




cun dngulo parabdliced.

ldentiflcado= :VPor. ejemplo para verlflcar; el“ postulado 'de 'lac_

'»;paralelas a que haciamos alu31én arrlba, bdsta con notar que sobre¥“

‘Estos’ scn nnceaarlamnnte antipoda= sobra e1 ecuador- pasar a . la
"'geometria ellptlca es 51mplemente 1dent1f1car estos dos puntos en -

f7uno, de modo - que, en efecto, todo par de rectas que no c01nc1dan

se 1ntersecan en un Gnico punto. - j o '» ".' n

Algunas partlcularldddes de eata geometrid que con dellE¢ deifi

”veblflcar son el'hEhho gue todas la= geodéalcas son de longitud

finita y que la suma dejlos Angulos internos de un Lriéngulo‘esté
acotada Cpor 3w, ﬁero.eé siempre mayor que w . Otro hecho menos
evidente, pero muy intéresaﬁte,‘ es el _qué los.'éggulos de dﬁ‘
triéngdlo determinan su éréaL v de hecho se puede escribir.una
férmulaA sencilla’.néra. azts | relacién, Como s=2 puedé' ohsorrar,

j toedos esto; hechos son radicalmente dlferent de lo. que sucsde

en =]l caso suclidianc!

Para la geometria galileana. gque por cierto es una de las mas
zimples,; el modelo més sencillo es pensar en el plano cartesiano
uzl pere considerande come rectas scolaments a agusllas gqus ho

son varticales (o3 decir, paralelas 2l eje de las YD) v definiendo

B

lz distancia entre pares de puntes come la difersncia de las

zbscisas. Por cuestiones formales, pero también de conveniencia en

Jor
i
D
n
0

ritura de las férmulas, se define una "distancia especial®

para les puntos szcbre una recta vertical fija comeo la diferencia

de las ordenadas de éstos (recuérndese gue esto no es ctra cosa gqus
D

hewls’erlo ;1 Un par de qaodO>lLas se. 1ntorsecan en .dos puwtos,*,ﬂf”




o

- . . .. i

En la ”déomeﬂria parabélica, gque’ es _autddual,_ tanto los

_‘
&

»los ciLculos son pares de recta; vartlcales o parébolas con eje,“

v#rtlcal

Figuraw7; Circulos euclidlano; v c1clo= parabéllco_.
1~

a mecinica newtonlana Cen’ una dimensidnd =l mismo papel que. la

1
geometria de Minkowski para la relatividéa‘especiél de Einstein.

La razdn es gue, Sl dcntro de esta geometria identificamos al eje

3
>
ﬂ

'1_. =31 ege Tdel tlcmpo Yy al eje Y_ con el eje  de posiciones

- .

“transicormacionas gue preservan la disu

9)
ol
¥
'_4
w
4
'—:-
-
i

ir . las=s ransformaciones rigidas; que son =1

i
tr dSlaﬁthﬁa'y.laS rotaciones en la gedmetria

17

son precisamente las transformacliones - qu
<

1= mu=ve on

b
v
o+
i
)
L
g
0

sistema de refersncia
velocidad Cﬁnstante con rﬁaoecto al p imero.

Flnalwe-t para la qeometria hiperbdlica, un madelo facil de

ln

ualizar ¥y gue JUStlflLa ampliaﬂente el calificztivo hiperbdlico

para esta qeomﬁtria. = pensar en un manto de un hiperboloide de

dos mantos, comn el que se muestra en la figura, vy tomar como
gaodésicas a2 las hipérbolas que resultan de intersescar tzal manto

con plancs gue pasan por el origen.

‘los como las dlatanc1as no eqtén acotados- el eqULleente de -

la; prlmeras‘porque son el conjunto de'puntos que son

¢ asimlsmo sefialar que la qeometria gallleana Juega para

e:tamos ) describiendo movimientos en una .




S lo; dngtﬂ oS ébtén acotados ,

conenzar el estudia de las g

e e

ic':‘-o f'cllcu.ano usual,”las ecta> t enen loncutud lnflnlta pero

:lnter‘nos de “un trléngulo e:, 'menor* que 11: y, al J.gual quﬁ en el caso

de ‘la qeometria eliptlca, la medlda de los énqulos de un trléngulol..

'dctermlna el Area de éste. As:.mlsmo, como se J.nd:Lca en la tabla 2.

el numero de paralelas a una. recta dada ¥ que pd.San por un punto

dado fuera de esa recta», es lnflnlto- ésta 'f‘ue 1a manera en que"

inicialmente se construyd . esta geometria, negando el quinto
postul ado 'dé. Euclides. T . '

Un comentario final con respecto a las »'geqmetrias' eliptica e

hiperbdlica. Observemos gue, para regiones muy pequeflas de los

-—-\r~+~~rw\— Y 3 o . et
s [0 . . - < .

2 4 R - roaw e -
TCOSWLIUCTLIONES Jeslmsil llas . 2 Aol

la figura 3 ¥ tiene bastants interés hJ. tdrico: " en efecto al

ometrias no-euclidanas surgid de

D

man-—:—ra,paturdl la Drequnt de cual es la geometriz que rige en
estro Universo.

Lz respussta a esta pregunta adn no s2 ha dado, perco esta

rvacidn muestra - que havy varios candidatos igualmente
aczptables desde un "punto de vista experimental®, es decir,
teni=andc en cuenta gue al medir s2 cometen errores, =i

restringimos nuestra atencidn a una regiédn demasiado pequefia del

. espaclo, restriccidn que puede ser inevitable por la imposibilidad

11 .

S;Ln emba; go,‘ la::S uma d== los éngulos.,._:
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que tenemos de observar: el Universo de un solo golpe, quizid no nos

ez posible distinguir entre una geometria éuclidiana Y una

1]

g#émetriérhiﬁéFbélica, per ejemplo. A la luz dc los conoc1m_¢nto:

actualea, la geometria que méa se a;emeja a la de nus atFO Unlver;o

-pare:e ser la qeometria de Mlnkowsk , pero en 4 dlmen>lone>

| 'T".“;“jj 105 ;\\perlo l‘c‘” . T‘”“"SU)OS " \\?\:xcos '
(con \o os Para\eka -) g L !con \ dos paralehs )
A Flgura Q Angulos i’“' f‘de trléngulos en la geometri
hlperbéllca y ellptlcabf$' '
PEF‘ERENCIAS __ | P R
v H. M. .= Coxeter A SN en—8uclidean §awnamy"> Mathematical
Exposition; Vol s Unlver31ty of Toronto Press, '5 ed 1978

R ‘M. Yaclom
?ﬁyoumz 3ao¢o Sprlnger Vérlag 1979
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