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ABSTRACT. Describiremos con detalle el teorema de reducci6n simplectica de Marsden y 
'Weinstein, para el CaSO de variedades C 00 de dimension finita, inclicandb al final las modifica
ciones necesarias para el""caso holomorfo y para dimension infinita. Discutiremos con detalle 
el ejemplo de la reducci6n del momenta angular. 

1. VARIEDADES SHviPLECTICAS. · 

Una variedad simplectica es un par (M, w ), donde w E D2 (.l\J) es una 2~fo~;;_~-c~~~ada 
y no degenerada. Si ( M, w M) y ( N, w N) son dos variedades simplecticas, decimos que ·una 
aplicaci6n f : M ---r N es simplectica si f* ( w N) = w M, y de est a forma tenemos definida 
una categor:la. · 

Sea (j\1,w) una variedad simplectica y p E lvf. Para cada subespacio V de TpM de·fini
mos el w-anulador (o espacio w-cirtogonal) vw por 

V"' ={X E TpA1;'w(X,Y) = 0 pai'a tocla Y E V}, 

y decimos que un subespacio es isotr6pico si V ~ vw. 
El ejemplo basi co de variedad simplectica es el haz cotangente a un·a varieclad cualquier~ _ .. 

Q, M = 'T* Q, con la forma simplectic a can6nica w0 = -dB0 , cloncle la, 1-:forma can6nka (o., · 
· de Liouville} B0 esta cl.acla localmente par e0 = ~i Pidq£; doi1ele las qi so:O. las "coordenadaF' 
en' la base" y las Pi "cOOl;denadas en la fibra". Un cek])re teorema de Darbou)E' dice··q:u:e--·:-:·· 
localmente todas las variedacle~ ;imple~ticas se ven asf y a este tipo de coordenadas se les ~-.-
suele llamar can6nicas, ·especialmente en la lit~ratura de flsica. · ·· 

+- .. -~· ··- .. 
En particular se sigue que todas -I as variedades simplecticas s.on orientables y -de di- ·-

mensi6n par; de hecho, poseen una estructura casi compleja (simplemente piensese en Ia· 
escritura local de "'-'o ). Desde este punta de vista, una clase nmy important.e de varieclades 
simplecticas son bs vnrieclncles bihlerianas: est as son vnricclndes complejas con_ I~~t~ica 
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2 FAUSTO ONGAY 

hermitiana, cuya estructura casi compleja subyacente es cov~riantemente constante con 
respecto ala conexi6n de Levi-Civita. En este caso w = Img, donde g es la metrica her
mitiana, define una estructU:ra s~mplectica. El ejemplo basico aqu{ es pn(C) con su forma 
de Kahler usuat. 

2. CAMPOS VECTORIALES HA1HLTONIANOS. 

Sea (M, w) ·una variedad simplectica. Puesto que w es no clegenerada, esta define un 
isomorfismo X(M) -t ~V(..i\1!) mediante la aplicaci6n X 1---t txw, donde ·tx denota al 
producto interior. Si txw es una 1-forma cerrada se dice que Xes localmente hamiltoniano, 
si ·ademas es exacta, se dice entonces que X es hamiltoniano. La condici6n de que X E 

:. X(M) sea hamiltoniano es claramente equivalente a Cxw = 0, donde lx denota la derivada 
de Lie. Como w es cerrada, los campos localmente hamiltonianos ·forman una sub algebra 
de X(M) y los campos hamiltonianos son un ideal de esta. . 

Si X es un campo hamiltoniano entonces existe una funci6n h, _linica modulo constantes 
s(M es conexa, tal que lXW = dh. Redprocamente, si h E C'00(1Vf}, definimos la corres~ 
pondencia hI--t xh E X(M) mediante lXhW =· dh, y ocasionalmente diremos que xh es 
el gradiente simpledico de h.. Pqdemos entonces dar una estructura de algebra de ;Lie a 
C00(M) "jalando" el parentesis de Lie de X(M); este es elllamado parentesis de· Poisson 
de funciones, denotado por { ·,.}' construcci6n de gran importanda en mecariica clasica, 
pues a traves de el se describe la dinamica de los sistemas. N6tese _que ipso facto h 1---t Xh 
es un homomo:dismo de C'00

( M) en un algebra de derivaciones, heche de gran importancia 
para la mecanicacuantica (parece secque esta observaci6n se debe a Souriau). ·Asi pue-s,----~-- ·-·· 
si M es conexa; se tiene la siguiente sucesi6n exacta de algebras de Lie 

C00 (NI) X(lvf) ---+ 0. 

3. LA Accr6N ADJUNTA. 

Si un grupo de Lie G actua: en una variedad AI, denotaremos la_ a~ci6n por (g, p) 1---t g · p 
y a la 6rbita del punto p E M por G · p. Al algebra de Lie de G la. denotaremos por g. 

. . . 
. Sea e E g. El gep.erador infinitesimal de la acci6n de G en 1\I, correspondiente a f, es el 

campo vectorial X c. definido por ____________ _ 

.. . -- . . ·. d : .· 
· X t; (p) = dt ( e:ipt~ · p) I t=O . 

- Un ejemplo fundalJ"!.ental de acCi6n es la acci6n adjunta de G en g, definida por . 

donde R y L so_n las traslaciones ala derechay a laizquiercla, respectivamente. Para (E g,--------
el generador infinitesimal de esta acci6n es precisamente el dado por 1~ acci6n adjunta de 
£1 en s1 misma: 

··-----------~----. .. --· .... 
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REDUCCION SIMPLECTICA. 3 

(Recuerdese que en un espacio vecto;rial, como g, los campos vectoriales se identifican con 
las funciones del espacio ens{ rrtismo.) 

Dualizando esta construcci6n obtenemos la acci6n contragrediente de G eng*, Hamada 
en este caso la acci6n coadjunta, denotada por Ad;, y definida por: 

y el generador infinitesimal de esta acci6n corresponde a menos el pullback de la acci6n 
adjunta en el algebra de Lie g. 

4. MAPEOS MOMENTO (MOMENTUM 'MAPPINGS). 

Consideremos ahorauna variedad simpledica en la que actua un grupo de Lie G me~ 
diante una acci6n simplectica, esto es, tal que para cada g E G el difeomorfismo de M, 
x 1-+ g · x, es simplectico. En esta situaci6n tenemos dos tipos de campos vectoriales espe
ciales: los campos hamiltonianos y los generadores infi.nite~imales de la acd6n .de G; una 
aplicaci6n o mapeo memento es una aplicaci6n que perinite realizar a los segundos 
en terminos de los primeros; es decir, permite expresar a los generadores infinitesimales 
como gradientes simplecticos. De ·manera precisa: un mapeo momento es una funci6~ 
·J: M-+ .9* tal que, si denotamos por J(O ala funci6n de lvi en IR defi.ni·da por 

J(~)(x) . J(x)(O X E Jvi' fE g, 

entonces Xe = Xjwi es decir, 

Dada una acci6n simplectica, en general no existen mapeos memento para ella. Sin 
embargo, cuando estos existen representan cantidades que se consevan, en el siguiente 
senti do: 

Prop,qsici6n: Si h es una funcion invariante bajo la a.ccion de G (i.e., si h(g · x) = h(x )) 
y J es una aplicacion momenta pci.ra 1a accion de G, entonces J es inva.Tia.nte ba.Jo el flujo 
deXh. - . 

La clase mas import~nte de mapeos mo~ento es lade lo~ mapeos Ad*:.equivariantes, es.. ---- --· 
decir, de aquellos mapeos que satisfacen · . · .. . . . ·· · · · 

J(g·x) :Ad;_tJ(x),· :· --:--··--·-----.· -.· .. -.. ·-

condici6n que es equivalente a la conmutatividad d~l siguiente cliagraina 

}.1 
- g· . ··-

NI 

Jl lJ 
.::'_• 

Ad• 
g* 

g-1 
g* 

---. -~---" .. :·= .. : .... -
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4 FAUSTO ONGAY 

Una de las razones por las que este tipo de mapeos momento es importante es por que 
en este caso J resulta ser ~n morfismo de algebras de Lie; de hecho, en este caso tenemos 
el siguiente diagrama conmutativo de algebras de Lie: 

0 --j. X(lvf) 

"- / e 1-+ x~ 
g 

5. LEVANTAMIENTOS DE ACCIONES. 

0 

Una de las principales fuentes de mapeos momento Ad* -equivariantes es ellevantamiento 
de acciones de grupos en el espacio de configuracion; es decir, dada una accion del grupo 

· G en la variedad Q, esta se puede levantq.r por pullback a· una accion de G en M = T*Q. 
De mane·ra precis a, si ( q, p) E M y <.P denota la accion de G en Q, definimos la accion W - .· 
de G en lvf mediante 

(recordemos que p es una forma lineal en TqQ). Esta accion es simplectica respecto a 
la forma simplectica canonica Wo: en efecto, w;wo = w;deo = dw;eo; luego, si ( u, v) E 
Tcq,p)T*Q entonces 

por definicion de laiormade Liouville en T*Q. Obtenemos entonces. un rnapeo momep.~o __ _ 
Ad* -equivariante definiendo 

. . 

doride Xeq es el generador infinitesimal de la accion de G en la base, y- donde la.ultima 
igualdad result a una vez mas de la definicion de la 1-forma fundamental en T*Q. Observe
inos sin embargo que la-~ltima ecuacion solo requiere que la. forma simplectica sea exacta 
y la construccion. puede extenderse a este caso mas general. . 

. . 

El ejemplo mas simple, que sin embargo es de importancia en f{sica; es el"siguiente: si 
Q ._ JRn y G -== JRn actua eri Q por traslaciones (de modo que G es un g:i:upo abeliano y 
su algebrade Lie es trivial), el i:riapeomomerito queresulta de la construccion anterior ~s_ 
J(q,p) = p, donde pes la coordenada en la fibra-de 1\1 ~ T*Q, y.recorclemos que p -~~
iclentifica con el momento lineaL As{, el resultado anterior dice que 'para los ·hamiltonian~~_ 

----"--~------ inva:riantes bajo est a acci6n, el momento lineal se conserva. 11as adelante e~tudiarem~s : · · 
con detalle el caso Q · JR3 y G = S0(3) act1,.mndo por 1:otaciones, que- coi;r~sponde--ar.:: · -
momento angular y que· tambien cabe dentro de este esquema. . · . · 

6. EL TEORE!vfA DE -REDUCCION SiiiPLECTICA. 

En fisica clasica, la presencia de canticlacles consenaclas se interpreta corho una dismi
nuci6n en el n{tmero de graclos de libertacl del sistema, es clecir. como una clisminucion en 

-~----- ···---------------.:.:.::::::-__ _ 
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la dimension del espacio fase; el teorema de reduccion de Iviarsclen-\Veinstein hace precisa 
esta idea. 

En lo que sigue G P. denotara al subgrupo de isotropia de p E g* bajo la accion coadjunta, 
I.e. 

Con ello, el enunciado del teorema de reduccion simplectica es el siguiente: 

Teorema: (Marsden-Weinstein) Sea (M, w) una variedad simpJectica y supongamos que 
el grupo G actua en M con una acci6n simplectica. Supongamos asimismo que J : M -+ g* 
es un mapeo momenta Ad*-equivariante para esta acci6n. Si f-L E g* es un valor regular 
de J y si el grupo G P. actua en J-1 (p) de manera libre y transitiva,· entonces la variedad 
cociente Mp. = J-1(p)jGp. hereda una unica.forma simplectica wp. cqn la propiedad .. 

* "* . 
11" p.Wp. = 2p.W 

don de 7f P. : J-1 (Jl) -+ Mp. es la proyecci6n natirral e ip. : J-1 (p) -+ ]vf es la inclusion. 

Antes de darla demostracion del teorema de reduccion hagamos las siguientes observa
cwnes: 

Por. una parte, en general no podemos esperar que se induzca una forma simplectica en 
J- 1 (p), aun si J.1 es un valor regular de J yla variedad resultante es de dimension par; 
en efecto, en J-1(p) se induce una 2-forma cerrada-, pero que en generales degenerada, el 
teorei:na dice entonces que el nucleo de la for.ma inducida esta determinado por fa (1Ccion 
de GJ.i.. _ ·· ·· -~ -·---

. . . . 

Por otro lado, el siguiente resultado, ta~bien debido a j\tiarsden. y Weinstein, muestra 
que el pro.ceso de reduccion es "consistente con b fisica": 

Teorema: (Marsden-vVeinstein) Baja las hip6tesis del teorema de reducci6n, si H : 
M-+ IR es·un hamiltoniano G-in">ariante, entonces'J-1(p) es tambien invariante bajo el 
B.ujo de XH, de modo que se tiene uh B.ujo induciclo en lvf1L, que es a su vez hamiltoniano 
para la forma w w 

7. DEMOSTRAcrox DEL TEORE11A DE REnuccroN SnrPLECTICA. 

. . Para la demostracion del result ado; nos basar~mos. ¢iJ. el siguiente )ema, que es intere
·-. -~·::'sante en s:f, ya que· describe la geometda local del problema.. Conservaremos las notaciones 

---~ _c1el pup to anterior. 

Leiira: Baja 1a hip6tesis del teoz~ema_cl_~_!eclucci6n . 

(1) Para todap E J-f(ll) se tiene 

Tp(J-1(p)) nTp(G ·p)_~ Tp(G1t • p). 

·. (2) Para tocla p E J-1 (p) el espacio w-anulaclor de Tp(J~ 1 (JL)) e_s Tp(G · p), i.e., 

( Tp ( J-=1 (ll )) )w = Tp ( G · p). 

.-

···-·---------. . ~' ·-

~---·----=---.,...--~~---·_--·_-.. _·· ~----_-_-_-----=· :=..::::=..:=::::.===== 
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6 FAUSTO ONGAY 

Demostraci6n del lema: 

(1) Sea X E Tp(G·p), entonces existe e E g tal que X= X~(p). Luego, X E Tp(J-1 (J-L)) 
si y solo si J*P(X) = J*P(Xe(P)) = 0. Pero, si exponenciamos la accion, esto equivale a 

1-L = J(expe · p) = Ad;xp(-~)J(p) = Ad;xp(-e)f-L 

por la equivariancia de f. Pero esto nos dice que exp( -0 E G J.L o, lo que es lo mismo, 
e E gJ.L, y por consiguiente X es tangente a la orbita de p bajo G J.L. 

(2) Veamos que (Tp(G · p))w = TP(J-1 (J-L)). Ahora bien, si e es como en el inciso 
anterior, se tiene que: 

pero el kernel de J~p es precisamente Tp ( J-1 (J-L)), de don de se sigi.H~ facilmente la con
clusion.· 

Demostraci6n del- Teorema: 

Primeramente, observemos que la condicion 1r; ( w J.L) = i~ (w )fu~rza 1(1 siguiente definicion 
para wJ.L: siX, Y E TqMp., definimos · . 

wJ.L(X, Y) = w(~t, Y), 

.. donde X' y son dos levantamientos cua1esqtJ.iera de X y y a algun ·pun~o de·la fibra sabre ____ ·-. 
q, i.e.~, tal que 1rJ.L(p) = q. Como esta constru~cion es claramente diferenciable, basicamente 
debemosprobar que wJ.L as{ definida cumple tres cosas: j)c·que esta bien· definida, ii) que es 
~errada y iii) que es no degenerada. . 

. . . . . . . . . 

Para pro bar i), observemos que si X 1 , X2 son dos levantamientos de X eh el mis:o:w punto 
p, entonces por construccion 1rJ.L*(X1 ) = 1rJ.L*(X2 ) =X, de modo que· X 1 :......x2 E Tp(GJ.L · p), 
por el inciso (1) dellema, y de (2) se sigue-entonces la conclusion. Similarmente, si p1 ,p2 

son dos plintos distintos en 1r-1(q), dos levantamientgs distintos. seran conjugados por la 
accion d_e G J.L, lo que prueba que w J.L est a bien definida. · · 

ii) es daro pues 
*d d * d'* "* l 0 - 7r J.L :.Up.·= _ 1rfl WjJ. = 2JLW = ZJL(W = . , 

__ ': -.:Y .pties.to que 1r p. es sabre s~ obtiene el re;;lt-ado. . -- - -- ·-

--.-----, ----:Finaimente, iii)_esunaconsecueJ:lcia_ inmecliata del lema, ya que si wp.(X,Y) . . _ 
. - para toda y E TqMJL' entonces X se levant a necesariaine~te a tiri vector- que esta- si-.: -. :~ 

:o:iultaneamente en Tp( G · p) y en TP ( J...;;1 (1t) )y porTo taiitO se proyecta sabre 0. . 

·!' 
8. EL CASO DEL"lVIOMENTO ANGULAR.-

Estucliaremos ahara con detalle el caso de 1\1 = T*~3 y G = SO( 3) .actuando en ~3 por 
rotaciones, que corresponcle al estuclio chisico del momento angular. 

--~-----·----·- --------~-----·-

--------------~--
---------- ~- ------- ---- -----~ 
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REDUCCION SIMPLECTICA. 7 

Recordemos primeramente que g = .so(3) se identifica- con IR3 con el parentesis de Lie 
correspondiente al producto cruz, medi~nte 1~ aplicaci6n: 

-X3 

0 =~ 

y en lo sucesivo usaremos esta identificaci6n. 
0 • 

Recordemos tambien que para grupos de Lie lineales, la acci6n adjunta de G eng esta 
dada par Gbnjugaci6n: si A E G y ~ E g entonces AdA~ = AeA - 1

. En el caso de- S0(3), 
. ~T = -~ y A -l -:- AT, de modo que, bajo la identi:ficaci6n anterior, la acci6n adjunta se 

convierte en rotaciones en JR3 : · 

·' 

'(;~~::· g*. por su parte se puede tambien identi:ficar con IR3 con el producto cruz, la dualidad 
entre g y g* queda dada entonces por el producto interior usual de IR3 , al que denotareinos 
(·, ·), y la acci6n coadjunta correspo~de a las rotaciones usualesen IR3 (sin el si.gno menos). 
Finalmente, notemos que con nuestras identificaciones, Jvf = g* x g. 

Asi pues, de acuerdo con la teoria general, G ~ctua simplecticamente en M por pullback 
de la acci6n e~ la base, y se tiene ent~nces un mapeo Ad*-equivariante para esta acci6n, 

-de:fipiendo . ______ ... ---···----·--- .... ----.. 
f(e)(q,p) = p(Xeq·(q)) ; (q,p) EM , ~ E g, 

donde XeQ es el generador infinitesi~ai d~ la acci6ri de G en la base. Por lo dicho anterior
mente, estosgenerad.ores- se identifican con la acci6n adjunta de g en si misma, de modo 
que bajo la identi:ficaci6n que hemos hecho, el map eo momenta se escribe 

J(~)(q,p)·= (p,~ _x q)·= (q x p, e).· 

E~_crito de otro modo, J(q,p) = q x· p, que es la definici6n usual del momenta ang~tlar. 

9ea ahara JL €;_ g* distinto de cero. Ent~nces Jl es un valor regular de J; el subg~upo de 
isotrapia de p , G JL es el subgrup.o d'eias .. ro{~ciones que __ fija~_este ,·ector, que poi·lo' tanto · 
es uris: 0 Par otro lado, como J-l (p) - '{ ( q' p) I q X p = p } ' es sencillo ver que J~~{IL) : 
es t<Jpol6gicamente IR3 \ IR1 , de modo que Gp. resulta .ser topolgi~_amente un plario:'-Del 
1eor~made Darboux se sigue eiltonces la ·existencia de una carta para Mp. donde.laJorma 
-··siniplectica es la usUal. · · --------------- -- ------ -------·-··-· ........ --- .. _____ --------- · .· 

. - ·-- . . . 

. Sin embargo, es posible obtener una descripci6n nuis expllcita e interesante del espacio 
·-re~ucido como.sigue: . . .. · ····~ . __ _,__ ____ .... ____ _ . . ... ~---

Torri:emos IL . k = ( 0, 0, 1), entonces 

-1 . 
J (k) = { (q,p) I q3 = P3 y qlP2- ]J2ql = 1} 

·- ------------- ~------·-

- -···------- -----------
-----~----·---------------~--··=-=-~~~-----=-==·---~-_:::_--_· .:_---_---_-.. _--_· :.:.=---------·-



8 FAUSTO ONGAY 

de modo que J-1(k) = SL(2, IR) -lo que en particular rios rimestra que, en efecto, la 
estructura toplogica de J-1(p) es la 'mencionada antes-. 

El subgrupo de isotropia de k, Gk, es entonces el subgrupo de rotaciones alrededor del 
eje z, que tomamos como el s-ubgrupo compacta maximal de SL(2, IR). Utilizando ahara, 
por ejemplo, la descomposicion de Iwasawa, cada B E SL(2, IR) se puede escribir como 
RA, donde R E Gk y A se puede escribir en la forma 

. (a A= 
0 

de modo que el espacio cociente Mk es el conjunto de estas matrices. 
. . 

Ahora bien, las matrices de esta forma, pensadas como transformaciones fraccionales 
lineales, pueden a su vez ideritificarse con el semi plano H = { ( x, y) I y > 0 }, y la 
identificacion esta dada explicitamente por · 

y utilizaremos esta identificacion de Mk con H. Notemos as1nnsmo que <I> determina 
entonces una seccion dela proyeccion riatural 7rk: J-1 (k) -t Mk, dada explicitam~~te por 

;F.( ) ( -1.;2 0 -112 0· · o) 
'±' x,_ y = y, xy , , y , , . 

Puesto que wk satl.sface ·1a relaci6n 1rk_wk = ik_w0 , utilizanclo <I>· para hacer el pullback de 
Wo a Mk y un calculo .directo muestra que 

de modo que bajo nuestras idebtificaciones lvfk es precisam~nte el plano de Poincare. 

Para terminar el amtlisis de este ejemplo, notem~s que 0 E IR3 no es un valor regular 
de J, de ID:odo que no se. aplica la reduccion. D~ hecho, es facil ver que J~ 1 (0) :es una 
variedad de dimensiqn 4, en tanto que G0 = S0(3) tiene .. dimension 3; de modo que el 
cociente tiene dimension 1 y no puede tener· estructura simplectica. · . 

···- ------- ·-- -···- ---- .. -- ·---- --
.•... -' ~9. ALGUNAS EXTENSIONES DEL TEOREMA DE REDUCCION SIMPL-EGTICA . 

. _ .. Ei"t~or-~~a de red.uccion puede riioclificars·e :Para abarc~:· algunas situaciones diferentes~:' __ _: __ 
a las_~(;!scritas aqui, mencionaremos tres de ellas)"que son importantes en particular pcira ·. . 
el estudio de los moduli de. conexiones que aparec~n en relacion con las ecuaciones de 

.... Yang-Mills en-superficies de Riemann: : · ,J 
- - ·--- ---- .. --

(1) En .el caso de dimension finita, la no degeneracion de w automaticamente implica 
que U..'p determina un isomorfismo de T;).J en T

1
: JI. Para dimension infinita, por 

ejemplo en variedacles de Banach o de Hilbert, la conclicic'm equi,·alente solo_ de
--~--~ _ _terrniha una inyeccion. euyo rango no necesariamente es eerr<,lclo, condicion qu~ 

·--------------- -- - ------------- --- ------_-.. _---=---------- -----~-~-~--===----------=--=-----
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tambien se satisface automaticamente en dimension finita; para tener reducci6n 
simplectica hay que agregar -esta hipotesis. 

(2) Por otro lado, podemos suprimir la condicion global de que el cociente J-1 (J-l )/ G J.L 

sea una variedad: si la accion es localmente libre, a{m se tiene una version local del 
teorema de reduccion. 

(3) Finalmente, una rnodificacion mas o menos directa cle las construcciones nos per
mite establecer una version holomorfa de la reduccion simplectica. 
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