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INTRODUCCION
Estas notas corresponden al cursc de Probabilidades y Teoria
de la Medida Impartido dentro del Séptimo Curso Centro Americano y
del Caribe de Matematicas del 15 al 19 de febrero de 1888. Este
evento tuvo como sede organizadora a la Universidad de El Salvador
y el patrocinio de esta Universidad y 1a Organizacién de Estados

Americancs.

El -desarrollo del curso se vio modificado y enriquecido no
s6lo por la critica y los comentarios de los asistentes, sino por
el entusiasmo e interés de un gran numero de alumnos y coiegas
participantes y en especial de los organizadores. Mi iniciativa de

escribir estas notas surgié de su entusiasmo y espiritu.

El material presentado estd dirigido a profescres de
Matemdticas, egresados de una licenciatura en Mateméticas} asi
como a estudiantes de los Gltimos semestres de la misma. Se supone
que el lector tiene conocimientos de teoria de conjuntos, andlisis
real e introduccién a la probabilidad. El objetivo es presentar la
relacién entre la teoria moderna de la probabilidad y la teoria de
la medida, tratando de cubrir ideas y resultados basicos sin
perderse en detalles o contra ejemplos patoclégicos. He tratado de
cubrir sélo los ejemplos .y demostraciones de resultados que no son
comunes en textos usuales de Teoria de la Medida. Otras veces he
preferido indicar la idea o técnica empleada en la demostracién de
un resultado, con el doble objetivo, primero, de alentar al lector
a hacerla y, por otro lado, el tratar de cubrir el mayor material
posible y llegar de una manera rapida a temas que por falta de
tiempo no se ven en un curso comun de Probabilidades y Teoria de

la. Medida.

La eleccién del material presentado, asi como el orden,
reflejan mi interés en los Procesos Estocasticos y la Estadistica
Matematica, ramas de la Matemdtica que se apoyan en la Teoria de
Probabilidad. Esta es la razén de la presentacién temprana de los

ejemplos que se dan de espacios de probabilidad. Lo mismo es
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cierto para temas como teoremas limites en Estadistica, esperanza

condicional y distribuciones de extremos. Por oiro lade, la

rapidez del cuso y la presentaciéon conjunta de temas de

Probabilidad y Teoria de la Medida han hecho que muchos conceptos

se introduzcan en un orden no usual y que muchas veces se hable de

ellos sin un estudio previo y detallado de los mismos.

El curso fue pensado inicialmente para llevarse a cabo en
siete horas y media. La versién final de las notas incluye temas
no vistos en el curso como esperanza condicional, dominios de

atraccién y distribuciones de extremos. Pienso que catorce horas

.de exposicién seria un tiempo razonable para cubrir todo el

material.

Estas notas no contienen motivaciones ni cubren aspectos

filoséficos o histéricos del tema, en los cuales se hizo énfasis

durante el desarrolle del curso. La presentacién no pretende ser

més que el de unas notas complementarias de un curso rapido de

introduccién a los fundamentos de la Teoria Moderna. ' dé~

Probabilidad, desde un punto de vista de la Teoria de la'Medidaf

Espero que este trabajo motive a . los asistentes a un estudio

profundo y detallado del tema.

El cﬁrso y . la elaboracién de las notas fueron’ posibles

gracias al esfuerzo de los organizadores, en especial de los
Profesores Rolando Lemus Gémez, Francisco Marroquin y Juan Agustin
Cuadra, a quienes expreso mi sincero agradecimiento.

 Guanajuato, Gto., mayo de 1988

Victor M. Pérez Abreu C.




1. AXTOMAS DE KOLMOGOROV

Un espacio de Probabilidad es una terna (Q,%,P) en donde
i) Q es un conjunto no vacio (que representa los posibles
resultados de un experimento aleatorio).
i1) ¥ es una c-algebra de subconjuntos de Q.

iii) P es una medida de Probabilidad sobre %.
En las sigulentes secciones estudiaremos y precisaremos los

conceptos involucrados en estos axiomas.

2. CLASES DE CONJUNTOS

Definicién 1. Una o-dlgebra & de { es una coleccién de
subconjuntos de Q que cumple las siguiéntes propiedades:
i) Q e 7.
. s . c
ii) Ai Ae F =2 A" e &
iii) si {A } es una coleccién de subconjuntos de &
n=1
«

entonces v A € F.
n
n=1

Otros sistemas de conjuntos Utiles en la construccién de
medidas de probabilidad son los siguientes:
Definicién 2. Una coleccién 4+ de subconjuntos de Q se llama
dlgebra si satisface las siguientes propiedades:
i)aed

ii) Si Ae 4 > A e 4

n
iii) Si A,,...,A_ € 4 entonces v A, € 4
1 n =1 1

Observacidn: Toda ¢-adlgebra es un algebra.
Definicién 3. Una coleccidén ¥ de subconjuntos de Q se llama

semi-algebra si cumple las siguientes propiedades:



i) Q e 4.

ii) Si A,LBe ¥ = AnBe ¥

iii) Si A € ¥.= existen Al""An € #, mutuamente ajenos tal
c n
que A = U A,
cL i
i=1
- ,
Observacidn: Todo &dlgebra es una semi-algebra

Proposicién 1. Sea ¢ una semi—éléebra de subconjuntos de  Q y.

- definamos

k ‘ . ' T
A(F) = Z A Al,{i;An € ¥ ajenos k = 0
N ] |

Entonces 4(¥) es un dlgebra llamada el algebra generada por ¢.

Ai denota unién de conjuntos mutuamente ajenos.
1 ' ‘

~1=

Notacidn:
: i
Proposicién 2. Sea € una colecéiénvarbitraria de subconjuntos de 
-§. Entonces siempre existe una minimé o—algebra'de Q que coﬁfiene
a ©, llamada la U-élgebfé generada por € y denotada por o(%).
Demgstracién.~,Consideremos ia 'coleccién A de todas ias
o—élgéBfés ?A que contienen a &. Eéta coleccigﬁ es no vacia pues
2Q lalafélgebra potencia (de todos ios'subconjuntos de Q) esta en
A. Es fééil probar éue la interseccigﬁ'arbitraria de o—élgebras_es
una‘qfalgebra. Entonces
c(®) = ﬁ.?h. - _ .
: A€l ‘ : ’ =
'Si S es un espacio métrico @ vy la coleccién de todos los
conjuntos abiertos, entonces ¢(0) (la cual %iempre existe por la

Proposicioéon 2) se llama la c—élgebra de Borel de S y seréd denotada

por-B(S).




3. MEDIDAS
- En esta seccién Q denotard un conjunto no vacio.
Definicién 4. Sea 4 un &lgebra de subconjuntos de Q. Una
funcién g : 4 — [0,n] se llama medida finitamente aditiva en # si
p(AUB) = u(A) + u(B)
para todo par de conjuntos ajenos A y B en 4. La funcién de

conjunto u se llama medida c-aditiva o simplemente medida si para

toda coleccién de conjuntos mutuamente ajenos Al’AZ"'°’ de 4 tal
a *
que VU An e 4 se tiene que
n=1
o [se]
® Z An = Z “(An)'
n=1 n=1

Definicién 5. Una medida P sobre una o-4dlgebra se llama
Probabilidad si P(Q) = 1.

El siguiente concepto es importante para probar la unicidad
en algunos resultados de teoria de la medida.

Definicidén 8. Una medida p sobre un. dlgebra 4 se dice
g—finita sl existe una sucesién{kn}n>1 de elementos en £ mutuamente

oe]

ajenos tal que u(An) < woVnz=1ly Z An = Q. Toda medida de
n=1

probabilidad es o-finita.

Teorema 1. (Criterio util para probar oc-aditividad de una

medida, criterio también conocido como continuidad en el vacio).
Sea M una medida finitamente aditiva sobre un &algebra 4.

Entonces u es o-aditiva en 4 si y sélo sl u es continua en el

(*) si 4 es una O-dlgebra no es necesario pedir esta condicidn.



vacio, es decir si An v ? Y u(An) < ,co(w)par‘a algin n implican

que lim u(An) = Q.
n o

Proposicién 3. (Propiledades elementales de uwna medida de
Probabilidad)

Sea P una medida de probabilidad sobre un 4lgebra 4 de

n F

subconjuntos de Q. Entonces
. a) P(¢) =0 y P(A®) =1 - P(A) para A € 4.
b) Si A,B e 4 » P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB).

c) Si ABed y A<B >

P(A) = P(B).
4 o ..
d) SiA ed nzl1l y VA eds=
n s} -
n=1""
) «© o]
Plua | = ZPMJ
n=1 n=1

e) . Si P es una medida de Proﬁébilidad entonces

H

A TA s lim P(An) P(A) (Continuidad por abajo)

_ n , :
A, A = limP(A) = P(A) (Continuidad por arriba)
R L , ‘ -
| -Demostra012?_de e):mSea B1 =,A1,B2 = A2\A1""’Bn‘%.éh\An—l'
Entonces A = UV A .= U Bn y Bn son mutuamente éjenos.uPor lo
n=1 n=1 '
L © o« © : : T
tanto P| v A | =Pl uB | =} P(B) =1im P(B) = lim P(A).
: n . n n - 'n

n=1 - In=1 n n=1 n o n o . a

4. INDEPENDENCIA

;7Sea (Q,?,P)'_un espacio de probabilidad. Decimos que dos

conjuntos A y B en ¥ son independientes si

; . I Lo
(**) Observese que si [.L(Q) es finita . entonces ‘esta «condicion. no es
necesaria. . .




P(ANB) = P(A)P(B).
La definicién de independencia se puede extender a clases de

eventos. Asi, decimos que A es una clase de eventos independientes

si para toda coleccién finita de evéntos Al,...An de 4
® n
Pl nA. | = T P(A,)
i i

i=1 i=1
Observacidn: Si (Q,%,P) es un espacio de probabilidad a los
elementos de ¥ es comin llamarles eventos. | |
Si AA es una clase de eventos para cada A en algin cbnjunto
de indices A, decimos que {AA : A € A} es una familia de clases

de A, 1la

independientes si para cada eleccién de un miembro AA 5

clase {A A € A} es una clase de eventos independientes.

A .
Las clases de una ,familia independiente muchas veces se
pueden aumentar sin perder'independéncia, tal como lo indica el
séguiente resuitado.
:*
Teorema 2. Sea {AA : € A} una familia de clases independientes
tal que AA es cerrada bajo intersecciones finitas. Sea €A = 0(AA)'
Entonces {ﬁh : A € A} es una familia de clases independientes.
Corolario 1. Si 4 es una clase de eventos independientes y si
alguno de los eventos de 4 son reemplazados por sus complementos,
entonces la clase resultante es una clase eventos independientes.
Observacién. Si A y B son independientes, entonces AS y B
son independientes ya que

P(B) = P(A°AB) + P(AnB) = P(ASAB) + P(A)P(B) -
P(A°MB) = P(B) - P(A)P(B) = P(B)(1-P(A)) =
P(B)P(A°).



La demostracion del Teorema 2 se basa en los siguientes
resultados, los cuales son muy uUtiles en la Tecoria de
Probabilidad. Décimos que M es una clase mondétona si para An e My
AnTA o An¢A se tiene que A € M. Siempre existe una claée MOnétona
minima que gontiene una coleccién de conjuntos © dada, denotada

por M(€). La demostracién de esta dltima aseveracién es similar a

la de la Proposicién 2.

" “Lema 1. . (De las clases monétonas)

M(E) =,ok€)
vsi y sbélo si © es un algebra.
| Una coléccién de conjéntos D es un D-éiétema si
i) Qe D
ii) ABeD As<sB=sB\Aed

. @
iii) AL e D n=1 ATs uUA D.
. n ‘n =1 B €

Siempre existe un minimo D-sistema que contiene a una clase

”'afﬁftfé;iéwfﬂdéhogéaémﬁd}wiféjjw§wilamaddwél miﬁgﬁo D—éistema'que

contiene a ©.

Lema 2. Sea & una clase cerrada bajo interseccién. Entonces

D(8) = «(8).

La demostracién de los dos Lemas anteriores usa el principio
de los "Conjuntos Buenos", el cual se explicard en la demostracién

de la Proposicién 4.




5. CONSTRUCCICN DE MEDIDAS Y EJEMPOS DE ESPACIOS DE PROBABILIDAD

La construccién de los ejemplos de espacios de probabilidad
que daremos se basa en el siguiente teorema de la Teoria de la

Medida

Teorema 3. (Teorema de Carathéodory). Sea Q un conjunto no
vacio,d un &lgebra de subconjuntos de Q y ¥ = o(d4). Sea Hy una
medida o¢-finita en (Q,4). Entonces hay una unica medida u en
(2,%) la cual es una extensién de Mg ©s decir
p{A) = uO(A) V Ae 4.

La medida p se llama la extensién de Mo

Observacién: El teorema de Carathéodory requiere que se
tenga una medida en el &lgebra 4 la cual es o-finita. Si se'quita
esta condicién hay ejemplos "patoldgicos" de la no-unicidad de p.
~ Esta condicién siempre se cumple en el caso de medidas de

probabilidad puesto que P(Q) = 1.

Ejemplo 1. (Medidas en R).

Sea R el conjunto de los numeros reales y B(R) sus conjuntos
de Borel. Recordemos que 3B(R) es la c-algebra generada por los
conjuntos abiertos de R. Definamos

(a,b] = {xeR: ac< xlé b}
para todo -w = a < b < «» en donde (a,w] lo tomamos como (a,x). Sea
¥ la coleccién de intetvalos de 1la forma anterior. Se puede
. demostrar éue ¥ es una semi-algebra, llamédaila semi~algebra de

semi-intervalos de R. Sea & = A(¥) (véase la Proposicién 1) o sea



Aed si A =

~13

(ai’bi]

i=1

Observe que 4 no es una o-algebra pues si An’= (0,1—%] e d

o
vA = (0,1) ¢ 4.
n
n=1
Lema 3. c(¥) = B(R).
Definicidén 7. Una funcién F : R R se llama funcién de

distribucidn si satisface las siguientes prdpiedadeéi
i) F(x) es no decreciente.
ii) F(-») = 0 y F(+=) = 1, en donde

F(-w) = lim F(@) y Fl+w) = lim F(a).
‘ € -« : @« « ¢

iii) F(«) es continua por la derecha .y tiene limite por 1a

izquierda.

Como ejemplos de funciones de distribucién tenemos:

0  x<o. -
(1) Fle) = { @ D= g =1. . - (Uniforme)
1 T = ‘
. ' 0 x <0
(2) : - Fla) = —ex
; 1-e =0 @6>0 (Exponencial)
. @ -
: : 1 _ 272
(3) ' Fle} = — | e dt , . : - (Mormal)
. VZ—TE J JIUTEE
-1l Aéhaz
(4) “Flax) = - o ¢ =z 0 , {(Poisson)
U k=0 7" A >0 ’
0 Lc<0 :
en donde [«] denota la parte entera de «.
Teorema 4. Sea F una funcién de distribucién en R. - Entonces

existe una Unica medida de probabilidad PF en (R,B(R)) tal que

PF((a,b]) = F(b) - F(a)

para todo a,b,-o = a < b < o.

11




Demostracidén. Observe que P_ esta definida en . Si A € A(¥)

F
o sea
n
A= izl(ai,bl],
definimos
n n
Pe(A) = ) Pola; b1 = ) {F(b,)-F(a;)}
i=1 i=1
Claramente PF es finitamente aditiva en & y PF(R) = 1. Para

demostrar que P_ es o-aditiva se usa el Teorema de Continuidad en

F
el Vacio (Teorema 1) asi como la propiedad de Heine-Borel: "Uﬁ
conjunto A en R es compacto si y sélo si es cerrado y acotado".

Asi dada una medida P_ en el algebra ﬂ,PF(Q) = 1< o y la demostra

F

cién termina aplicando el Teorema de Carathéodory. -_
En forma enteramente andloga a la demostracién del Teorema
anterior se puede construir la llamada medida de- Lebesgue A en
(R,B(R)) éue es la Gnica medida que cumple que para cualquier -o <
a<b<w
A((a,bl) = b-a.
Esta medida es claramente o-finita en 4(¥) tomando An=(n,n+1]

n=20,1,2,..., al igual que A_n = (-n-1,-nl.

Ejemplo 2. (Medidas en (R",3(R™)).

Sea R = Rx...xR el producto cartesianc de R i.e.

R™ = {(« ..., ) @, e R 1=1,...,n}.
1 n i

Def inamos

i ¢ = {Ax...xA_ : A, € B(R) i=1,...,n}.
1 n i

12 -



Se puede probar que % es una semi-algebra de subconjuntos de Rn y

que como en el Lema 3 B(R™) = o(¥™). Sean Hpseoosp D medidas (no
necesarimente de pfobabilidad) en (R,B(R)), las cuales son
o—-finitas.

Teorema 5. (Medida Producto).
. . . n n n
Existe una Unica medida p .en (R,B(R)) tal que

(5). ' pn(Alx...xAn)=p1(A1)...un(An),v A,€B(R) i=1,...,n.

X XK.

Algunas veces en lugar de pn se>escribe By n

s . n . n
Demostracién. Para un elemento de ¥ definamos u como en

(5). Extendamos un a 4" = 4(9™) ennia forma usual, es .decir para

~

Aedt A= ¥ alx..xal A3 € B(R) algin k = 0

[y
(=]

[~

n,. _ i i
W(A) = _izlul(AJ). : .gn(An?.

Esta un es finitamente aditiva en ﬁn[.Para probar que es c-aditiva

o

hay que usar el Teorema 1 de Continuidad en el Vacio -y la

prbpiedad de Heine-Borel en R#. “n es o-finita en & puesto - que

cada My lo es en 3B(R). La demostracién termina aplicaﬁdd el
Teorema de Extensién- de Carathéodory.
. : . : =
Si'ui =A V¥V 1 =1,...,n entonces ia medida producto un se-

1lama medida de Lebesgue en (R™, B(R™)) y se denota por A"

Ejemplo 3. (Medidas en R™).

L . , L
Sea R el espacio .de todas las sucesiones ordenadas

£E=—(/rl,;{2,...)’,vlw<(rk<m -kél,z,..,




Sea ¥7 la coleccién de todos los subconjuntoes de R” de la forma

1 2,...) : (ml,...mn) e B" algin n =z 1

ca . . s
Entonces ¥ es una semi-adlgebra, llamada semi-algebra de cilindros

[oe]

de R .

Teorema 6. (Teorema de Kolmogorov). Sea {P } una. sucesién
nx1

de medidas de probabilidad en (R,B(R)). Entonces existe una tnica
medida de probabilidad P* en (R”,c(¥™)) tal que

(8) PP(c ) =P*B™M v ¢ _ ¢
B" B"

n
en donde P = P x...xP_.
1 n
La demostracién es similar en idea a las demostraciones de

los Teoremas 5 y 6. Es importante observar que P” esta bien

definida y para esto se usa que las Pn son medidas de Probabilidad.

Ejemplo 4. {Medidas en C[0,11).
Sea C(0,1] el espacio de todas las funciones continuas en el
intervalo [0,1]. C[0,1] es un espacio métrico con la métrica

d(f,g) = sup I[f(t) - g(t)|
O=t=1

Considere los subconjuntos de C[0,1] de la forma

A(tl"f'tk’Il""’Ik) =
{f € C[0O,11 : (f(tl)""’f(tk)) € le...ka}
para t, € [0,11, I, = (a,,b,] =w=a, <b, =w 1=1,...,k algin
i i i’7g i i

k =2 0. Sea YC la_éoleccién de todos los subconjuntos de esta forma
(llamados cilindros). 9C es una semi-dlgebra llamada la

semi~4dlgebra de los cilindros de C[0,1]. Sea B(C) la o—élgebré de

14



Borel de C{0,1] o sea la o-algebra generada por los conjuntos
abiertos de C[0,1] con la métrica d. Se demuestra que 0(90) = B(C).
La demostracién del siguiente resultado es'similér en idea a

la del Teorema 1.

Teorema 7. (Medida de Wiener). . Existe una unica medida de

probabilidad g, en (c{o,11,B(C)) tal que para todo tl,...,tke[O,l],
. - = ] ' - -

a, < bie R, 1__ 1,...,k, y k =2 0 (tomemos t1<t2<...<tk sin pérder

generalidad)

pw(A(tl,...,tk;Il,...,Ik)) =
by Py
1 L]
" — —
(?Zn) 1/t1(t2 tl)...(tk-tk_l)
2 2 2
. _l _f1+(x2 xl) + +(mn—mn_ )
21t t -t Tt -t
e 1. 2 1 n n-1
de,...dx
1 n

La medida de probabilidd B, se llama la mediQa delWiener."

6.  VARIABLES ALEATORIAS

‘A menos que se indique lo contrario, de ahora en adelante
(Q:; %,P) denotard un espacio de prébabilidad arbitrario y (R,B(R))

la recta real con sus conjuntos de Borel.

" Definicién 8. Una funcién real X : Q. — R es una funcién F-medible
o una variable aleatoria si.

(7 {: Xw) B €% V¥ Be 3R

o de manera equivalente, la imagen inversa




x1B) ={w: X(w) B} €F V¥V Be BR

Si (Q,%F) = (Rn,ﬂ(Rn)), las funciones B(R")-medibles se llaman
funciones de Borel.

Al igual que en los cursos de probabilidad elemental, una
variable aleatoria la interpretamos como una propiedad numérica de
un experimento, con un valor que "depende del azar". La condicién
(7) es importante puesto que si P es una medida de probabilidad en
(Q,%), sélo tiene sentido hablar de la probabilidad del conjunto
{w :X¥(w) € B} cuando este tltimo es un evento. Por conveniencia el
evento {X{w) € B} serd escrito simplemente como {X € B}, pero es
importante hacer notar que este ultimo es un elemento de la

o-algebra F.

Definicién 8. Sea X una vafiable aleatoria sobre un espacio de
probabilidad (Q,%,P). La medida PX en (R,B(R) definida por

(algunas veces P, se escribe como Px 1)
PX(B) = P({w e Q: X(w) € B}) B e B(R)

se llama la distribucién de X. La funcién FX : R R definida por
Fx(m) = PX((—m,x]) = P{w € Q: X(w) € (-w,z]})

se llama la funcién de distribucion de X y cumple con las

propiedades de la Definicién 7. Obsérvese que por la unicidad del

Teorema 4 PX = PF'

Los siguientes resultados son criterios Utiles para decidir

gsi una funcién es variable aleatoria.

Proposicidén 4. Sea & una coleccién de subconjuntos de R tal que
c(8) = B(R). Una condicién necesaria y suficiente para que una

funcion real X = X(w) sea F-medible (variable aleatoria) es que



(8) X"E) ={weQ: Xw) ecE} e V Eeé€

Demostracién. La necesidad de la condicién es clara. Para

probar la condicién suficiente usaremos el “Principio de los
Conjuntos Buenos". Sea D la coleccién de conjuntos para los cuales
la condicién (8) es verdad, o sea

D = {ESB(R) : X “(E) ¢ F}.

Usaremos las sigulentes propiedades de la operacién "imagen

inversa", las cuales son faciles de probar:

1

-1 ) - .
X H(UB) =UX (B)
o , o
x N aB)=nx1E)
[s4 64
' 04 o
(xYe)»© = kL%

Usando esﬁas propiedadeé se prueba.que ﬁ es una»c—élgeﬁra. Por lo
tanto '
& <D< BR)
¥y por qonsigpiente
c(8) € (D) = D < B(R).
Pero por hipétesis (&) = B(R); pOr:lo féntop@ = B(Rj.

Esta técnica de los "Conjuntos Buenos" es bastante usada en

Teoria de la Medida. En la demostracién anterior los. ‘"conjuntos

buenos" son los elementos de la coleccién D.

Corolario 2. Una condicidén hecesaria y suficiente para que una
funciénArealzx = X(w) sea una variable aleatoria es que
{w: X(w) <t e¥F VacekR

0 que

1A

{w : X(w) xy ¢ ¥ VY axeR




La demostracién es inmediata aplicando la Proposicién
anterior y el hecho que si ¥ es la semi-&dlgebra de semi-intervalos

de R, entonces o(¥) = B(R). (Lema 3).

Corolario 3. Sea (2,%) = (R™,B(R™)). Si una funcion £ : R" R es
continua, entonces f es 3(Rn))—medib1e.

La demostracidén es trivial puesto que si una funcién f: R" R
es continua, la imagen inversa f_l manda abiertos de R en abiertos
de R™ y los conjuntos abiertos generan las co-algebras de Borel

respectivas.

Corolario 4. Suponga. que la funcién £ : R R es mondtona.
Enfonces f es Borel-medible.
Demostracioén. Sdpongamos que f es no—decreciente. entonces

para cualquler nimero real «

(w0, a) para algin a € R
(~w,a] para algin a € R

y por lo tanto f es Borel-medible. a

Proposicién 5. Sea ¢ = ¢(«) una funcién de Borel y X = X(w) una
variable aleatoria. Entonces la composicién Y = @oX (o sea_Y(w) =
p(X(w)) es también una variable aleatoria.

Demostracién. Sea B € B(R), entonces ¢_1(B) € B(R) puesto que
¢ es una funcién Borel-medible. ILa demosttacién se comﬁleta

verificando que

(v : X(w)ep UB)} € 7
- |

{w: Y(w)eB} = {w : ¢(X(w)eB}
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Corolario B. Sea X una variable aleatoria. .Entonces XP, X+ =

max(X,0), X = -min(X,0) y [X| son también variables aleatorias.
. . 5 . P + -
Demostiracion. Como las funciones reales © , © ,£ y |«| son
continuas, por el Corolario 3 y la Proposicién 5 se obtiene el

resultado. m

Comentario. _ Se puede probar que si X y Y son variablés
aleatorias, ® entonces X+Y, XY, max(¥X,Y) y min(X,Y) son ‘ﬁambién
variables aleatorias. Igualmente. si {Xn} es una sucesidén de
variables aleatoriaé 'entonces aup Xn’ Fnf Xn’ Lim oup Xn‘ v
EUnwu¢‘Xn son también variables aleatorias (las cuales pueden ser
+o & —ew).

El siguiente es ﬁn Pesuliédo “Importante enj~Probabilidad.&y
Estadistica pues davla existencia de_una variable aleatoria con’

una distribucidén dada.

Teorema 8. Sea FF una  funcién de distribucién arbitraria.
Entonces existe un espacio de prqbébilidad (Q,F;P) y Una'variable'
aleatoria X definida en {(Q,%,P) ‘tai que X fiene funcién de
distribucién F.
Demostracion. Sea. (Q,%,P) 'él espaéio ‘5ae Prdbabilidad
asociad; a F dado por el Tedrema 4, o sea
(2,%,P) = (R,B(R), P.).
Defihaﬁos_x : R R -como “
Xlx) = é @ é R
Entonces por el Corolaric 2, X es variable aleatoria y obviamente
P(B) = Pl{z : X(x) < B}) ¥ B < B(R)

0 sez X tiene distribucién F.

13 -




Sea X una variable aleatoria definida en un espacio de
probabilidad (R,%,P) y definamos
o) = (X1 Ac BRI} 7.
Entonces G(X). es una o-algebra que es la minima o-dlgebra
contenida en ¥ con respecto a la cual X es medible, es decir X es
o(X)-medible.
Decimos que dos variables aleatorias X'y Y son'independientes

si o(X) y o(Y) son independientes. En general si {% } es una
n=1

sucesién de véfiables aleatorias, decimos que son independientes
si {o(Xn) : n = 1} es una familia de o-algebras independientes
(véase el apartado 4).

El siguiente resultado es de 1importancia en Probabilidad y
Estadistica pues asegura la existencla de una sucesidén de

variables aleatorias independientes con distribuciones dadas.

iTeorema 9. (Kolmogorov). Dada una  sucesién {Fn} de
nzl

funciones de distribucién en R, existe un espacio de probabilidad

(Q,%,P}) en donde se encuentra definida una sucesién {X } de
: ‘ nz1l

variables aleatorias independientes y tal que Fn es la funcién de
distribucién de Xn para n =1,2,.

. Demostraéién. Sea Pi = PF i =1,2,... en donde PF’ es la
i i

medida en (R,B(R)) dada por el Teorema 4. Sea (Rm;w(?m)) el

espacio de probabilidad dado por el Teorema 6. Definamos para

n=12,... X : R” R como X ({«,,x.,...)) = o . Por el Corola-
n n 1 n

)+« = a} es

rio 2, Xn es variable aleatoria ya que {(xl,mz,... -

un cilindro. Por el Teorema 6



o

P

((o,x]) = F ()
n
n :

0 sea Xn tiene distribucién'Fn. Para probar independenci& de la

sucesidén {Xn} aplicamos el siguiente resultado cuya demostracién

usa el Lema 2. ' ) a
Teorema 10. Una condicién necesapia y suficiente para que las
;ariables aleatorias Yl""’Yn sean independientes es que
v (ml,...,ah) e R |

P(Y1 = ml,...,Yn = mn) = P(Y1 stl)...P(Yn = mn).

La demostracidén de que dadas n funciones de. distribucién

F ..,Fn existe un espacio de probabilidad (Q,%,P) en donde se

1’

puedén definir variables aleatorias Xl""’Xn tales que sean inde-
pendientes y Xi tenga distribucién Fi’ es énaloga {de hecho més
sencilla) a Ié_del Teorema 9, usando tambiéh‘el Teorema 10. °

Un prééeébvestccéstico (XtJ es una coleccién de variables
o £20 '

aleatorias en pnvespacid de probabifidad (Q,%,P), es decir, para
cada t Xt = Q R es una variable aleatoria. Entre los procesos -
estocasticos uno de los més importantes es el siguiente:

Un proceso,estqcéstico {Wt 0 =t =1} en un espacio de proba-

bilidad (Q,%,P) se llama movimiento-Browniano si

a) WO = O”
b) Existe un conjunto AcQ tal que P(A) = 1 y para cada we Q
la funcién'{wt(w) : 0 =t =1} es continua.
c) Si0 = b, Sty = Lo = t, =1 k=1, las variables alea
torias W, -W ,{.;,w ~-W, W soﬁ independientes.
tk tkfl 't2 t1 tl
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d) Para cada 0 = s = t wt - ws tiene una distribucién

nermal con media cero y varianza t-s.

Teorema 10b. Existe un movimiento Browniano.

Demostracién. Sea (Q,%F,P) = (C[O,l],ﬂ(C),uw) el espacio de
Wiener del Teorema 7. Para w € Q {w es una funcién continua en el
intervalo [0,11), defina Wt(w) = w(t)-w(0). Se puede probar que Wt
satisface las condiciones (a), (b)), (e¢) y (d) del movimiento

Browniano. |

7 TEORIA DE INTEGRACION DE LEBESGUE

La integral de Riemann no es suficiente en el estudio de la
Teoria moderna de la Probabilidad y por lo tanto hay que
desarrollar otro tipo de 1integral sobre espacios abstractos,
conoéida como integral de Lebesgue. Un resultado badsico de esta
teoria es el siguiente. En toda esta seccién supondremos que
(Q,%,1) es un espacio de medida, es decir p es una medida que no

necesariamente es de probabilidad.

Teorema 11. Sea X una funcién medible no-negativa. Entonces

existe una sucesién no decreciente {X } de funciones simples no
' n=1 ' »

negativas tal que Xn¢X o sea Xn(w)¢X(w) Vwe Q.

Demostracién. Defina para n =z 1
i
k
X (w) = = 1,n(w)
& kZOn Ay

= X(w) < E%l} y 1A es la funcién indicadora

=l oy

en-donde A; = {w :

de un conjunto A (o sea 1A(w) =1si weAe igual a 0 si w 2 A).



o

Obsérvese que puesto que X es medible entonces Ak € FVY k=1, Pro

bar que Xn¢X es facil pero tedioso.

2|
Si X es una funcidn simple medible, es decir para algin n
i _
XK(w) =) o 1, (w)
k=1 k Ak 4
para Ak e F, o € R k = 1,...,n, definimos la integral de

Lebesgue de X con respecto a u como

n
I fdu = ) o u(A ).
Q kZl Kk

Es facil ver que j fdu estad bien definida y que si X =z Y y X
Q

> f Yd.
g

Si X es una funcidén medible no negativa definimos f Xdy como
. ' . Q -

y Y son funciones simples medibles, entonces Ifxdu
Q -

Lim J Xﬁdg_en donde {%n} es la sucesién de funciones dadas por-

n o Q n=1 ‘ i .

el Teorema 11, o sea Q'S XnTX. Obsérveéé que el limite de f Xndu
_ N ) ) a E

siempre existe puesto que se trata de - una sucesién mondtona de

nimeros reales, pero el limite podria ser infinito. El valor de

este limite es el mismo para todas las sucesiones de funciones

simples no negativas que convergen a X.

Definicién 10. " Para  6ua1quieP funcién F-medible decimos que
existe su Integral de .Lebesgue con respecto a la medida p si N

J X+dp<m 6 j X du<w en cuyo caso definimos
q g e

j Xdy = J X dy = J X du.
Q Q Q

Algunas veces se usara la notacidén J X(w)u(dw).
' 94

Si A € % definimos-

o
)




J Adp = j XlAdu
A Q
Las siguientes son propiedades elementales de la Integral de
Lebesgue, cuya demostracién se sigue a partir de la definicién,
primero probandoe para funciones simples medibles, luego para
medibles no negativas y finalmente para funciones medibles

arbitrarias.

Proposicién 8. Si la integral de Lebesgue de las funciones
medibles X y Y existen, entonces:

1) SiX=zYs j Xdu = j Ydu.
Q Q
2) Para a,b € R

f (aX+bY)dp = aj Xdu+b j Ydp
Q Q Q

3) Si X es no~-negativa y I Xdp < = entonces para A e &
Q

p(A) = f Xdp = f £-1,dp
A Q
define una medida sobre (2,%). (La demostracién de esto

requiere del Terema 14 que aparece mas adelante).

4) Si ABe %y AB = ¢ =

J-AuB

5) Si p(A) = O entonces f Xdu = 0 .
A

Xdp = f Xdy + f Xdp
A B

Los siguientes tres resultados son basicos en la Teoria de
Integracién de Lebesgue y nos dicen bajo qué condiciones se

permite intercambiar un limite con una integral.

Teofema 12. (Teorema de Convergencia Mondtona). Sea {X } una
nz1

sucesién mondtona de funciones medibles no-negativas. Entonces



tim f X du = J 2im X d
n-w nu Nn w nu
S Q

" Teorema 13. {Lema de Fatou). Sea {%n} " una sucesién de
n=0 -

funciones medibles no-negativas, ‘entonces

J Lim X du = Lim f X dp.
Q—— n —_ Qn

Teorema 14. (Teorema de Convergencia Dominada). Sea {%‘}-” una
o : nzl

sucesién de funciones medibles tal que para alguna funcién medible

X p(Xn(wj X(w)) = 0. Suponga que existe una funcién medible Y
tal que IXnI =Yy j Ydy < . Entonces
Q

tim j X du = f Xdy
Q 0

El Ejemplo 2 de estas notas se puede generalizar de la
siduiente manera_(lo haremos para n'?'2);‘Dadqs dos espacios de
medida  arbitrarios . (Ql,?l,ul) v (Qz,nguz? def inamos | la

semi—-4dlgebra de recténgulos de.Qlkﬂz como
9ﬁ.—_{A1xA2 : A1 €% vy A2ﬂ?;$2}

Fn esta semi-algébra definimos ( si7ui y uz'son_@—finitas)
ulxuz(Alez) = ul(Al)uz(Az?

y la extendemos en la forma usual a 0(?2). La c-algebra 0(92) se

llama c-dlgebra prdducto y se escribe ?12?2. Entonces teﬁembs el

espacid de medidavproducto (leﬁé;glxﬁz,plxpé). Para este espacio

se tiene el siguiente resultado.




Teorema 15. (Teorema de Fubini).

Sea X : leﬂz R una funcién ?1x?2—medib1e Yy supongamos que
\, < .
[ idtupmy) <o
leQZ
Entonces

j X(o,, 0 (d0)) y f X(w,0,) i, (do,)
Q1 QZ

son funciones ?z—medible y %,-medible  respectivamente que son

1

integrables con respecto a R respectivamente. Ademas

(9) ) IQX(wl,wz)d(ulxuz) = jQUQXduz]dul = IQ UQ Xdul]duz
1772 172 2 1
Comentario. Si X es una variable no-negativa, el Teorema

de Fubini siempre es valido a pesar de que I Xd(ul,uz) puede ser
- Q. xQ
1772

infinito.

Teorema 15.b. (Cambio de Variable). Séan (Q,%) y (E,8) dos espacios
medibles y X = X(w) uﬁavtransformacién F/6-medible con valores en
E. Sea P una probabilidad en (Q,%) y PX la probabilidad en (E,§)
inducida por X, o sea

PX(A) = P({w : X(w) E'A}i Ae &
Entonces

g(x)P, (dx) = | _ g(X(w))P(dw) A e &
JA X Ix Lia)

para toda funcién g = g(z) &-medible (en el sentido que si una
integral .existe, 1la otra estd bilen definida, y las dos son

iguales).



- #* e e
Sea A la medida de Lebesgue completa )

Teorema 15c. Si una

funcién es integrable en el sentide de Riemann, entonces es

A-integrable y las integrales coinciden.

b4

8. VALOR ESPERADC Y MOMENTOS

Sea (Q,%,P) un espacio de probabilidad arbitrario y X una

variable aleatoria. Si J |X|dP < » definimos el valor esperado de
o - |

X, que se escribe E(X), como
E(X) = f XdP.
Q

En general si rz0 y J 1X1"dP <  definimos el r-ésimo momento de X
Q ’

como
EX = j % dP.
o ' 2 -

Sea PX la distribucién de X y F su funcién de distribucién

(veé la Definicién 9). Entonces usando el Teorema 15.b se

demuestra que

(10) IQXdP = me dPF(é),

y .
j x'dp = J e _(a).
Q R

En generalxsi g: R » R es una funcién medible entonces

(11) E(g(X)) = ng(m)d?F(m).

Veremos ahora cého se pueden calcular las expfesiones (10) y

(11) en algunos casos particulares. Para esto necesitamos

v A € ‘33 con }.L('A)=O

(*%*) Una medida en (Q,S‘; se llama completa si

=% Y BcA.

se tiene que B €




introducir 1los siguientes conceptos: Sea F una funcién de
distribucién y definamos .

Dp = {c & R : F(«)-F(« ) > 0}
en donde F(« )} es el limite por la izquierda de F en « (el cual
siempre existe pues F es funcién de distribucién). El conjunto DF
es a lo mas numerable (véase la demostracién mas adelante). Si
DF = ¢ decimos que la funcién de distribucién F es continua.
Decimos que F es una funcién de distribucién discreta si PF(DF)=1
o sea el conjunto de puntos de discontinuidad de F 'tiéne
probabilidad uno. En general usaremos la notacién

P. = F(«)-F(e') = P(X=x) = P_({a})
lo cual implica que si @« es un punto de continuidad de F entonces
Pm = 0. Si F es ung distribucién discreta la expresién (10) se

convierte en

(12) E(X) = JéXdP = f adP () = fDmdPF(m) =
R

F
ZDum = ZDmP(X=m)
@D, @D,

en donde la suma es sobre un numero a lo mas numerable de puntos.
Si Px > 0 decimos que « es un atomo de F.

Decimos que wuna funcién de distribucidén continua F es
absolutamente continua si existe wuna funcién no-negativa f,

llamada la densidad de F, tal que para todo « € R

X
Fla) =J £(t)dt.

-

Para una funcién de distribucidén absolutamente continua la

expresiéon (10) se convierte en

x

E(X) = j «f () da.

=
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Para la expresién (11) se tiene que si F es discreta

E(g(X)) = ZDg(m)P(X=a:)

{EEF

y si F es absolutamente continua con densidad f

g{a)f(x)de .

os]

1——8

E(g(X)) =

Comentario sobre la Expresién (12):

Explicacidén de por qué PF({m})‘= Fla)-Fla )

Observe que V « € R

o
{a} =n (m—l,m] y los conjuntos A = (x—l,m] nzl
n n n ,

n=1 o
continuidad de la

decrecen. Entonces por el Teorema de

probabilidad PF({a:}) = lim pF(An)' = Sim (Pf((x—%,x])) =_w" (F(mi'— :

F(az—%)) = Fle) - Fla ).

Demostracién de que el conjunto DF es alio:mas numerable:
D_ se llama el conjunto de &lomos de F..

F
Para cada entero n = 1,2,... sea B

Dn = {¢x : F(m)¥F(m_) > 1/n}.

Entonces Dn no tiene mids que n puntos porque si los tuviera

P (Db) > 1. Pero
F''n

«Q
DF‘= U Dn
n=1
el dﬁal es a lo mas numerable ya que -cada Dn es finito :
: . : =

El siguiente resultado es un resumen de las propiedades més

importantes del valor esperado, aparte de la Proposicién 8(2) y

los Teoremas 12, 13 y 14.




Proposicién 7. Suponga que X y Y son variables aleatorias en un
espacio de probabilidad (Q,%,P)
1) Si EIXIp<m, ElY|%a para p > 1, gq>1 1i/p+ 1l/q=1

entonces E[XY] < w y
1/p 1/q (Desigualdad
IE(XY)] = EIxY] = (EIXIP®)  (ElY]Q) de Holder)
2) Si Elep<m, ElY|P=a para algin p =z 1 entonces EIX+Y|p<m.y
1/ 1/ 1/ (Desigualdad de
ElxyI®) P = (Ex(®) P+ (gv|P’) P Minkowski)
3) Si0<p<1yEXP<m, E[Y|P<w0, entonces E[X+¥|P<x y

1/p 1/p 1/p

(EI%+Y|P) = (E1X1®) +(EIYI®)

4) (Desigualdad de Markov) Si 0 < p <
P(IX| za) = EIXIPEP a>o0
5) (Desigualdad de Chebyshev) Si E|X|%<w entonces

a) = VAR;X)

a

EX>- (EX)2.

8) (Desigualdad de Jensen). Si E|X| < w y g es una funcién

P(|X-E(X) |

v

Va>2o0

en donde VAR(X)

convexa en R tal que E{g(X)|<w, entonces
g(E(X)) = E(g(X)).
7) Si X y Y son variables aleatorias independientes con
El]X|<o y E|Y|<w entonces E|XY|<o y

E(XY) = (EX)(EY).

9. LA FUNCION CARACTERISTICA (TRANSFORMADA DE FOURIER)

Sea (R,%,P) un espacio de probabilidad y € el conjunto de los
numeros comple jos. Una funcién Z : Q C (Z(w) = (XK(w)+iY{w)) se
llama variable aleatoria compleja si X y Y son variables aleatorias

reales. Si E|X|<m y ElY|<o definimos
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E(Z) = E(X) + iE(Y).
Sea X una variable aleatoria real con funcién de distribucién

F. Definimos. la funcidén caracteristica de F como
~ it} Cit¥, ite,
p(t) = E(e’ <) = f eltAdP = J eltxaP () t eR
. . F .
Q R
1

" "
e Y t e R, ¢ € R entonces u(t)

-~

Observe que puesto que |e
siempre esta definida para todo t € R. p(t) se conoce también como
F?

la Transformada de Fourier de la medida de probabilidad P o de

la distribucidén F.vTambién se dice que la variable aleatoria X

~ ~ ~

tiene funcién caracteristica p y algunas veces se escribe My o) “F'
Teorema 18 (Unicidad). Sean'F y G dos funciones de distribucién
con la misma funcién caracteristica. =~ Entonces F =G, .o.sea.

Flz) = G(x) V_ « € R.

El siguiente resultado es de bastante utilidad en el estudio

de sumas de variables aleatorias independientes.

Proposicién 8. Sean X ..Xn variables aleatorias independientes y .

1

S =¥ +...+X . Entonces _
n 1 n

~

o (8) = py (). (1)
n 1 . I

G

Proposicién Qq‘Sea F una funcién de distribucién y p su funcién

caracteristica,; o sea

j e;tédPF(m)
R 3

Entonces la funcién u : R '€ tiene las siguientes propiedades.

(13) n(t) - ' £ c R

>




1) plo) = 1

b

ii) pn es positiva definida, o sea VY tl,...tk € R, a

yvk>0
a,a.u(t.-t.) =0
iZJ b

1ii) p es continua.

>

El siguiente resultado es el converso de la Proposicién 9 y
nos permite construir medidas de probabilidad en (R,B(R)) de una
manera diferente a como se hizo en los ejemplos de la Seccién 4,

en los que se usd el Teorema de Caratheodory.

Teorema 17 (Teorema de Bochner). Sea ; : R C una funcién que
satisface las propiedades (i), (ii) y (iii) de la Pfoposicién g.
Entonces existe una Unica medida de Probabilidad p en (R,B(R)) tal
que ; es su funcién caraéteristica, o sea

n(t) = j mei“C dul)
R

La funcién caracteristica tiene muchas otras propiedades que
. . . . : k
no mencionaremos aqui. Sélo diremos que si E|X| <» entonces

~(k

EXk - U 20)

k!

en donde u(k)(t) es la k-ésima derivada de u(t)

Teorema 18. Una condiclén necesaria y suficiente para que las -’

variables aleatorias (Xi,?).Xn) sean independientes es que

i(t1X1+...+t X ) n itx. 0
E[e nn}=HE[e J} v o (t.,...t )eR™.
=1 1 n
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Las funciones caracteristicas de las distribuciones mas

usadas en probabilidad y estadistica son las siguientes:

Bernouilli: (parametro p) (B(P))
u(t) = pett+(1-p)
Normal:" (N(u,oz))
, |
R 1t#—g— ¢ 2
w(t) = e
- it
Poisson: p(t) = & 1) (P(A))
Cauchy: u(t) = il (CA)

o e
Estable: u(t) = eItl 0<a=2 (ES(x))

Las secciones 10, 11, 12 y 13 contienen resultados de.
Probabilidad que son bastante ttiles en .,e1 estudio. de

distribuciones limites en Estadistica.

10. MODOS DE CONVERGENCIA

.. variables aleatorias - con funciones. de .

Sean” X,Xl,X2,~

distribucién F’Fl"2”" y funciones caracteristi;as ¢,¢1,¢2,...
respectivamente. En esta seccién'estgdiaremos cuatro diferentes
tipos de convergencia de Xn a X, .a sabery

a) Convergencia con Probabilidad 1 o casi segura (c.s. 9

c.p. 1)
b) Convergencia en Probabilidad’ (p)
c) Convergencia en media r o - (r)

d) Convergencia Débil o en Distribucién {D)

8]
(%]




-

las cuales denotaremos respectivamente por

X Sx
n
X £ x
n
X = X
n
x 2 x
n

Dada una funcién de distribucién F, denotamos por CF el

conjunto de puntos de continuidad en F.

Definicién 11. Sea {Xn}n>1 y X variables aleatorias definidas en
el mismo espacio de probabilidad (Q,%,P). Decimos que Xn converge
casi seguramente a X si

P(2im X_exista y es ¥X) =1
no O :

también llamada convergencia con probabilidad 1.

Decimos que Xn converge en probabilidad a X si V € >0
P(an—XI >g) - Ocuandon w
y decimos que Xn converge en media r a X si

EIXn—XIP 0 cuando n w.

Definicidén 12. Sea {Fn} una. sucesidén de funciones de distribucién.
Si existe una funcidén de distribucién F tal que
F(e) Fle) n o
n
para todo « punto de continuidad de F, decimos que Fn converge en
distribucién o débilmente a F. Decimos gque una sucesidén de
variables aleatorias Xn converge en distribucién a X si las
correspondientes funciones de distribucién Fn convergen débilmente

a F la funcién de distribucidén de X.



Observaciodn. Se puede tener una sucesién de funciones de

distribucidén Fn que no converge a una funcidén de distribucién: Sea

_ 40 si € < n
Fn(x)-— {1 si o=z n

entonces Fn(m) Fle) = 0 v ¢ € R y F no es una funcidén de
distribucién.
Ejemplo 5. Sea Xn ~ N(O,Ill), X =0y & la funcién de

distribucién normal esténdar. Entonces

F (z) = &(vix)
n .

_. 40 81 <0 _
Fle) = {1 si X =0 CF = R\{O}
v 0 si £ <0
Lim Fn(m) =41/2 sia=0
n w 1 siax>0
es decir Fn(m) Fle) V =0 osea VY e CF’ por lo tanto
F P F.

n .

Obsérvese también que Ve >0

P(IXn-XI >g) = P(an] > g) l—Fn(-€)+Fn(e)

. 28(-vhe) 0
n o

I’U

0 (en probabilidad).

o sea X
n [}

=]

" Ejemplo 8. Este ejemplo "muestra qué -variables aleatorias

discretas pueden converger a una continua.

Sea X ~ u(0,1) y Xn uniformemente distribuida en J = 1,...,2n,
o sea
. 1 . n
P(X =j) = — Jj=1,2, , 2
n n
-2
Por lo tanto
0 x<. 0
F.Im): J;E'l. %5@(%
n 5 ol
1 x =1




Asi, si x es tal que —:l = gz < Jd_
n n
2 2
lF(m)—F(m)l=ﬂ'—msl— 0 n o
n n n
2
y por lo tanto Zim Fn(m) = F(a) YV x e [0,1], o sea
‘N
F ? F
n

siendo Fn'distribuciones discretas y F una distribucidén continua.

Ejemplo 7. Sean Xl,X variables aleatorias independien-

5o

" tes con igual funcién de densidad uniforme en (0,8), es decir

0<ax<a@8

1
flx) = <86 e >0
de otra forma
Defina Mn = mam(Xl,...,Xn). Es facil probar que la distribucién de
FM (x) es
- n
0 <0
ot
FMn(a:) = [5} =<0
1 x = 8

y por lo tanto

Lim FM (x) = {O <6
Do n

o sea, si

v A

_jo x <8
F(x) —{1 c =0

es la funcidén de distribucién de la variable aleatoria que toma el
valor 8 con probabilidad 1 (degenerada en 8), entonces

2im FM (x) = Fla) YV #6868 e CF’

. N« n

y por lo tanto FM D F. Ademéds
n



en donde {Fn} vy F son las funcionesvde,distribucién de {X }
n=1 o

i

P(an—e|>e) = 1~P(|Mn-6|ss) 1-P(—3$Mn—650)

I—FM (e+8) + FM {e-¢g)
n on

Puesto que e+6 > 6 entonces FM (e+@) = 1 y por lo tanto
: n

P(IMn"6|>e) FM (efg)

n

Si € < 8 entonces FM (8-¢)
n

6-¢ n | € n .
FMn(e-S) = [‘8—:] = [1‘5} — O_‘ n o N2

0y si 0O < g < 8 entonces

por lo tanto P(an—el>e) — 0 es décir MnE 9.
n o o

Esto demuestra que el "maximo" . Mn‘"es un "estimador consistente

de 8".

Teorema 18 (Teorema de Scheffé) Sean {Xn} y X variables
g n=1 ‘ '
aleatorias absolutamente continuas con funciohes' de densidad

{%n} y I respectivamente y tal que
nzl
fn(m) fle) n w. ¥ ceR..

Entonces

m .
J If_(«)-f(a)|de — O
D
vy Xn— 'X 0 sea

F () Flx) V « é,:_‘:C
n o F

n
nxl

y X respectivamente.
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Teorema 20. (Teorema de Slutsky). Sea {%n} una sucesién de
nzl

variables aleatorias y sea X una variable aleatoria tal que Xn

2 X. Sea {? } una sucesién de variables aleatorias tal que
nx1

YnE c en donde ¢ es una constante. Entonces

1) X +Y D X +c
n n

El siguiente resultado, cuya demostracién es trivial, es ‘el

andlogo para el caso discreto del Teorema de Scheffé.

Teorema 21. Sea {Xn} una sucesién de variables aleatorias
) nz1

enteras positivas y X otra variable aleatoria positiva. Entonces
P(Xn=k) —  P(%=k) V keR e Xng X.
n «

P

Proposicién 10. Si X X y g es una funcién continua

n

entonces g(Xn) 1< g(X).

El siguiente resultado es de suma importancia en Estadistica

y Probabilidad.

Teorema.22. (Cramer—Levyj. Sea {%n} y X variables aleatorias
nx1

definidas en el mismo espacio de probabilidad (Q,%,P) con

correspondientes funciones caracteristicas {én(t)} y ¢(t). Si
nz1
2

X

. X entonces ¢n(t) — ¢(t) uniformemente en t sobre

N«



intervalos finitos. Suponga ahora que g(t} = &im ¢n(t) existe pafa
n o :

todo real t y que g es una funcién continua en cero. Entonces g es
D

~la funcién caracteristica de una variable aleatoria X y Xn - X

Como aplicacién del Teorema 22 probaremos la Ley Débil de los

‘Grandes Ntmeros’ y el Teorema Central del Limite. EI siguiente

resultado serd usado también.

Lema 4. Para cualquier numero complejo z
z A z |
[1+— + o[ﬂ} - e cuando n ©
n . n

en donde o(%] 0 cuando n

1i. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS Y
EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

Teorema 23. (Ley Débil de los Grandes Nﬁmeros). Sean Xl’XZ""

- variables aleatorias independientes igualmente distribuidas: con

media finita p y sea Xn = Xi' Entonces XnE M.
Teorema 24. (Ley Fuerte de 1los Grandes Ntmeros) Bajo las
hipotesis del Tedrema 24

P(Xn — py=1.-
n o« :

Demostraremos el Teorema 23 usando el siguiente resultado:

Lema S. Sea X una variable aleatoria tal- que Elen' < « para

algin nzl. Entonces

p,(t) = 1 + it(EX) + ... +
= ,




n
) = 0.

en donde fim O(E
t o t

Demostracién del Teorema 23. Sea ¢ la funcién caracteristica de

Xl' Entonces por el Lema 5

¢(t) = 1+it(EX) + o(t)

o(t)

i 0. Por el Teorema 18 la funcién caracteristica

to

en donde

de e (t) es
”Xn

-~ _ t n

n
[1+'1(EX)t + O[E]J .
n n

Entonces para t fijo, aplicando el Lema 4

por lo tanto

s (t)
n
_ _ iut
¢X (t) e ",
n .
Pero e es la funcién caracteristica de la distribucién

degenerada en p y aplicando el Teorema 22

z D
Xn = M
y por lo tanto puesto que p es una constante in P M.
Terema 25. (Teorema del Limite Central). Sean Xl,X ,... variables

aleatorias independientes igualmente distribuidas con media u y

varianza 02>O y sea Sn =X +...+Xn. Entonces

1

S_-nu

n ? -

Voo

donde Z tiene una distribucién normal estandar N(Q,1), o sea -

-npu x _.2

Pfsn — = aJ — &(x) = f L e?’qdy V zeR
ovn n o ‘o VOm



Demosiracién. Basta demostrarlo cuando u =0y o = 1.
Sea ¢ la funcién caracteristica de Xi' Entonces aplicando el

Lema 4
: 2
- t
ult) = 1—5 +o(t2)

La variable aleatoria Sn tiene funcidn caracteristica

2 n
~ (ot 5
by () = [1 rott )}

n
. Sn '
.y por lo tanto la v.a. — tiene funcién caracteristica
: 2 n
- _ t 2
Hg (t) = [1 §n+o(t /n)]
_IE .
vn
" -t
y aplicando el Lema 4  pg (t) — e © Y t eR.
n oane
vn

Pero ét/?'es la funcién caracteristica de una distribucién normal
estandar, por lo que aplicando los Teoremas 16 y 22 se tiene el

resultado. ) . A .

~ Ejemplo 8. (Este ejemplo es una aplicacién del Teorema del

Limite Central al Calculo}.

n _k-n
2im ne - 1
: .
nmk=0k 2
Demostracidn. Sean XI,XZ,.;. ~ variables ‘aleatorias

uindependientes con distribucién de Poisson P(1). Entonces Sn tiene
distfibuciénvP(n). Por lo tanto aplicando el Teorema:25 con « = 0

se obtiene




Pero

n—n n nke—n
vn k=0
y por lo tanto
Lim ) ke-n =1
1
n o k=0 k 2
12. TEOREMA DE GLIVENKO-CANTELLI
Sea X una variable aleatoria con distribucién F y Xl""’xn

variables aleatorias independientes con igual distribucién F. Sea

X yeoo X lags estadisticas de orden de X.,...,X, o sea
(1) (n) 1 n
X(l) < X(Z) < ... < X(n)' Definimos la funcién de distribucién
empirica
. O' ‘51 m<X(1)
* 1 k . : _
Fle) =5 Y ligem =1a St Xu = @< Xy KL
i=1 J n~-1
1 si x = X(n)
Teorema 26. Para o« € R fijo pero arbitrario 1la variable

*
aleatoria Fn(m) tiene funcién de probabilidad
* s . s
p[p (@) = i] - [I?][F(m)]Jn-p(x)]n J 5=01,...n
n n J
con media
*
E(F_(«)) = Flx)
_ n
y varianza
VAR(F (x)) = Flz)(1-F(x))
n n
* .
o sea nFn(m) tiene una distribucién binomial con parémetros n y

F(a).



o«

-

.. i i .
Demostracidén. Sea Ym =1 - Entonces Ym es una variable

{X,.=x
i
aleatoria Bernoulll con parametro Pm = P(XiSm) = F(x) o sea
P(Y!=1) = F(a)
x
P(Y'=0) = 1-F(z)
_ @
Puesto que las variables. aleatorias Xl""’Xn son
independientes entonces las variables aleatorias Yi,...,YZ son

independientes y por 1lo tanto

* i
nF (x) = Y.

n . X
i=1

~—1s

tiene una distribuciéon binomial con parametros ny Pm=F(x);

Corolario B. Para cada © € R

F(z) B Fla)
n

Demosiracion. Se sigue fécilmente utilizando la Ley Débil de

los grandes numeros, aplicada a las variables aleatorias {Yl}' .
: : . ’ i=1

Corolario 7. Para cada « € R

Ve (F (2)-F(a)) .
n 2 >

VE(Z) (1-F(z))

en donde Z tiene una distribucioén N(0,1).

Demostracién. Se sigue facilmente aplicando el Teorema del

Limite Central a la sucesién de variables aleatoriaS'{Y;} .

Teorema 27. (Glivenko-Cantelli). Para cada £ > 0

¢im P( aup |F_(x)-F(x)| > &) =0
n .
n w« ~o<x<w .
* . .
o sea Fn(m) converge uniformemente a F(z), en probabilidad.




Ademas

P(Zim  aup JF*(w)—F(m)l =0) =1
n
n o —wlrin

13. DOMINIOS DE ATRACCION Y LEYES ESTABLES

Sea XI’XZ""’ una sucesién de variables aleatorias
independientes igualmente distribuidas con funcién de distribucién
F. Si existen sucesiones de constantes a, bn’ n =1 tal que la

variable aleatoria

. I

() % -a)/mb

. i n’’n

i=1
converge en distribucién a una distribucién G decimos que F es
atraida a G. El conjunto de todas las funcicnes de distribucién que
son atraidas a G se llama el dominio de atraccién de G. El teorema
del limite central (Teorema 25) nos muestra que la funcién de dis-
tribucién normal tiene un dominio de atraccién no vacio. Este es un
caso especial de una clase de distribuciones con esta propiedad
llamadas distribuciones estables. Asi, decimos que una distribu-
cidén es estable si tiene un dominio de atraccién no vacio, es de-
cir, es una distribucidén limite para sumas de variables aleatorias

independientes e igualmente distribuidas. EL siguiente resultado

es una representacién candnica para las distribuciones estables.

Teorema 28. (P. Levy). Para que una funcién de distribucién F sea
estable es necesario y suficiente que el logaritmo de su funcidn
caracteristica se pueda expresar de la siguiente manera
. o ..t
log ¢(t) = iyt - clt] [1 + lBTfT w (t,a)]
donde «, B, ¥ y c son constantes; ¢y es cualquier nidmero real,

-1=B=1, O<a=2, c>0 y



£

#
—

T .
tg 5 « si o
w(t,a) =

% log |t] si | o # 1

En tal caso decimos que (a,B,U,ches el vector de parametros
de la distribucién estable F. EIl ?arémetro o se conoce como el
exponente o indice caracteristico de F; para'el caso ag(0,2] se
demuestra que ¢(£5 no eé una fﬁncién caracteristica. El parametro
B ‘es el sesgo, si =0 entonces 1la distribucidén es simétrica
alfededor del'bérémétro de localizaciéﬁ ¥; es sesgada a la derecha
para 0<B=1 y sesgada a la izqulierda para -1=8<0, ademds la

variable aleatoria es positiva si y solamente si B=-1, «<l vy

.y>0; es negativa si y sélo si B=1, a<l y ¥>0 . La constante c es

el .parametiro de escala. Observe que el ¢aso. =2, B=Q,'7=p v c=c2/2

corresponde a lé.funcién carécﬁeristiga de;lg distribucién normal
con megia T Vafiénza 02; Yy que el caso «=1, BQO corresponde a Ia
disfribucién Caﬁchy con parametros de localizacidén y escala gy vy c
fespéctivamente.

Uno de -los problemas importantes en la teoria de la leyes

estables es la determinacién de sus .dominios” de atraccién: Es

claro que toda distribucién estable perﬁehece a su propio dbﬁinio
de atraccién y Que todas ias distribucidnes con segundo momento
finito pertenecen -al dominio dev atrabéién de la distribucién
normal (Tedrema 25). El resulfédo que;ée~pfesenta a contiﬁuacién
caractériéa los domiﬁos de atraccién,aévun%Adistribucién estable
con indice « (O<d<2) a travééidel comportamiento de las colas de

la distribucién.i




Teorema 23. (P. Levy). Una funcién de distribucién F pertenece al
dominio de atraccién de una distribucién estable con indice

a{0<a<2) si y solamente si cumple las siguentes dos condiciones:

F(-x) _ 1
———— > — cuando X -
1-F(x) c,

i)

ii) Para cualquier constante k > O

1-F(x) + F(-x)
1-F(kx) + F(-kx)

- k% cﬁando X >w
En.donde las constantes c1 y c2 SO no negativas y c1 + c2 > 0.

La convergencia establecida en i) indica que las colas de la
distribucidén F, y por lo tanto las de una distribucién estable,
estan balanceadas y 1ii) nos dice que éstas varian lentamente
cuando X 2> o, lo que significa que el peso en las colas
1-F(kx)+F(-kx) para cualesqﬁiera x>0 y k>0 es del mismo orden que
1—F(x)+F(—x), es decir las distribuciones estables con indice
0<a<2 tiene "colas pesadas”. Lo anterior no es cierto para la
distribucién normal ya que de acuerdo al teorema del limite
central de Lindeberg-Feller se tiene que una distribucién F

pertenece al dominio de atraccién de una distribucién normal si y

solamente si la siguiente condicién se cumple
I dF (x) = o(tzf x%dF(x)) cuando t +
[x|=t [xl<t ,

o equivalentemente

J dF (%)
Lim flxl—t :

=0
2 2.
tow t Jlx[<tx dF (%)

lo cual significa que las, colas de la distribucién F son

desbreciables.



14. DISTRIBUCIONES DE EXTREMOS

Sean Xl""Xn variables =aleatorias independientes con 1la
misma funcién de distribucidén F y sea
Mn = mam(Xl,...,Xn)i
Ya que P(Mnsz) = P(Xlsz,...XHSZ) = P(Xlsz)...P(XHSZ) entonces

F, (2) = (F(2)®  z € R
n

Se puede probér (resultado andlogo a los Teoremas 25 y 28)

que si existen sucesiones de constantes - {An} v {b } b >0
| nz1 nz1 O

nx 1 tal que

entonces la distribucién de la variable aleatoria M tiene que ser

de alguno de los siguientes tres tipos:

-1

) <6< < w©

i) GM(m) exp (-e

x =0 .
x> ~para algin o >0

VA

s _fo
ii) Gyla) = {emp(—ma)

]

VoA

1i1) Gyla)

émp(—(-m)a) «>0 «
1 . . x

0
0 -

llamadaé distribucioﬁes de Extremoé.'

15. TEOREMA DE RADON—NIKODYM Y ESPERANZA CONDICIONAL

Sean (Q,?,ﬁl) y (Q,?,uz) dos eépacios de medida y supénga@os
que ul(A)=b implica que HZ(A) = 0, en este caso decimos que My es
absolutamente continga.con fespécto a |, y escribimos Hy « M- Si
#1(NC)=O vpara algin conjunto N € ?‘tal que “2(N)=O’ entonces

decimos queful es i, singular.




Teorema 30 (Radon-Nikodyn). Sean v, ,v

Vo VK medidas o-finitas en un

espacio medible (Q,%) tal que vy & M, vy 4 M, Y sSuponga que
( ****)

V=, -V

17Vs estd bien definida en ¥ (o sea vl(Q) y vz(Q) no son

al mismo tiempo «). Entonces existe una funcién F-medible g,
finita casi seguramente u tal que

v{(A) = J gdp VYV AeF : (13)
A

Ademas g es unica c.s. [ul.
La funcién g definida por (13) se llama la derivada de Radon
Nikodyn de v con respecto a u y se denota de manera sugestiva por

dv/dy,

Sea (Q,%,P) un espacio de probabiidad arbitrario y sean & una.
variable aleatoria tal que E|f|<w y ¥ una sub o-dlgebra de %.
Consideremos la funcién de conjunto

»(E) = f £€P Ec§
E

La funcién v es una medida con signo finita y v « Pg en donde
Pg es la restriccién de P de F a 4. Por el teorema de
Radon~Nikodyn existe una funcién $-medible y P-integrable f en Q

determinada Unicamente c.s. [Pgl tal que

»(F) = fgfdPg - fEfdP VEe§.

Escribiremoes f=E(£|%) y la llamaremos la esperanza condicional de
£ dada la &-élgebra ¥. Entonces la esperanza condicional E(£]|%) de
§ dado ¥ es una funcidén S-medible y P-integrable la cual queda
determinada en forma Unica por la igualdad

.'€dP = | E(€]§)dP VYV Ee§
IE. jE

(*+**%) P definida en esta forma se llama medida con signo



e

Las propiedades mas sencillas de esperanza condicional son

las siguientes:

Teorema 31. Sean £ y 7 variables aleatoriés con esperanza finita y
é y b nimeros reales. L |
1) E{E(£|%)} = E(&) _
2) E(a&+bnl¥) = ag(ﬁl?)+b§(n[§) c.s.
'3) Si €& es E‘:’—r'n.gdible,E(&'l?)_‘:‘ﬁ £ c.s.
En particular si £ = a c;é; entoncesvgtil§) =a c.s.
4) Si €20 c.s. entonces E(EI?) =0 c.s.
5) Si € s.n c.s. enﬁonces-@(&i?)’s E(nl8) c.s.

8) IE(£IG)] = E(I1£]18) .

Demostracion
1) Puesto qﬁe Qef

Be) = [ gop = [ EE19)eP = E(E(E]9))
. 5 = EEEDS.

2) YV Ee ¥

a[ gdP+bf ndP-
E £

J) Ecs:?)dP+bj E(n|$)dP.
E E T

j {(a€+bn)dP
E .

| {aE(£]9)+bE(n|€)}dP
E S

3) La primera parte es obvia.
Definamos n(w) = a ¥ w-e Q, entonces VY B e B(Q)
1 ¢ si a¢B
n..(B) = s
h Q sl aeB

0 sea 1 (B) € § y por lo tanto 7 es §-medible.

>
[€s]
i

1e




4) Si £ =20 el Teorema de Radon-Nikodyn asegura que
E(£1%¥)=0 c.s.

5) y 8) siguen en forma obvia.

Teorema 32. Sea £ una variable aleatoria tal que E[€|<wo y ?1 v ?2
dos sub c-dlgebras de ¥ tal que ?2 c ?1 < ¥. Entonces

E{E(Elgz)fgl} = E(&l5,) = E{E(§lF,)1%,}t  c.s.

Demostracién. Sea E e ?2 d ?1. Entonces

ng(Elﬁl)dP = féEdP = jﬁg(glgz)dp

lo cual implica que E{E(EI?l)I§2)= E(El?z) c.s.
E(&]?z) es ?2—medible y por lo tanto ?1—medible lo. cual da la

primera igualdad.

Teorema 33. Sea & una variable aleatoria tal que E|€|<e y
supongamos que o(€) y ¥ son independientes. Entonces

E(£|9) = E€ c.s.
En particular si £ y m son variables aleatorias integrables tal
que son independientes entonces E(&[7) =‘?§ c.s. en aonde

E(€]ln) = E(&lo(n)).

Demostracién. V E € § £ y 1_ son variables aleatorias independien

E

tes y por lo tanto -

ngdp = fgglEdp = E(£1) = E(E(1) = E(&)féd?

= IgE(ﬁ)dP

50 -



Teorema 34. {(Teorema de Convergencia Monotona Condicional). Sea
{gn}n>1 una  sucesién creciente de variables .aleatorias

no-negativas tal que &im &'n = £ c.s. en donde E(£) < ». Entonces
n-c

E(£]F) = Lim E(E 1¥)

n-3c

Demostracién. Por el teorema 32(5) la sucesidn {E(Enl?;)} es no

decreciente y no-negativa c.s., 7 = Zim g(gnl?;) es %-medible y
. n->ow -

usando el Teorema de Convergencia monétona (Teorema 12) dos veces

obtenemos que para E € §

tim E(g, 19)aP " tim [ E(£ 19)aP = tim [ € aP
n3o “E : n>w “E

E n-ow v
TCH umf £ dp = j g_dp
n>o “E E

s~ E(2im £18) = Lim I;(Enlg) c.s.

5w n-wo
En forma similar se prueban los sigulentes dos resultados.

Teorema 35 (Lema de Fatou Condicional).
Sea {'ih}n>1 una. sucesién de variables aleatorias no-negativas
tal que E(gn)<m vy E(Zim inf gn)<m. Entonces

E(tin inf £_19) = &im ing E(_I§) c.s.
. : N

Teorema 36. (Teorema de Convergencia Dominada Condiciconal)

Sea {En} una sucesién de variables aleatorias tal que gn—v‘S"

c.s. ¥ l‘c_’,nl <7y c.s. ¥Ynz=1en donde E|n|<w. Entonces

E(E]8) = Lim g(gnlg’) c.s.

Nn->0




Como aplicacién del Teorema de Convergencia Dominada
Condicional se tiene el siguiente resultado, el cual es bastante

atil.

. Teorema 37. Sean £ y 7 variables aleatorias tales que El7n|<eo y

E|€nl<ew y tal que & es Y-medible. Entonces

E(&n1%) = €E(nl%) c.s.

Demostracidn.

La demostracién se hace por casos. Primero para £ = 1A Aeb,

Entonces £E(7n|%) es §-medible yV E e §

J

£E(7]€)dP = f
E

E(n]€)dP = j
EnA

7dP = J' £ndp .
EnA E
Trivialmente el resultado es verdad para funciones simples.

Si £ es §-medible, sea {En} una sucesién de funciones simples

S-medibles (ver el Teorema 11) tal que V w e Q &im En(w) = £(w) y
n-w

lgn(w)l = |&€(w)] ¥V n = 1. Entonces por el Teorema 36

E(&nlE) = im E(Ennlg) = Lim Eng(nlg) = £E(1]¥) c.s.
n->w n->w
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