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INTRODUCCION 

Estas notas corresponden al curso de Probabilidades y Teoria 

de la Medida impartido dentro del Septima Curso Centro Americana y 

del Caribe de Matematicas del 15 al 19 de febrero de 1988. Este 

evento tuvo como sede organizadora a la Universidad de El Salvador 

y el patrocinio de esta Universidad y la Organizaci6n de Estados 

Americanos. 

El ·desarrollo del curso se via modificado y enriquecido no 

solo par la critica y los comentarios de los asistentes, sino par 

el entusiasmo e interes de un gran numero de alumnos y colegas 

participantes y en especial de los organizadores. Mi iniciativa de 

escribir estas notas surgi6 de su entusiasmo y espiritu. 

El material presentado esta dirigido a profesores de 

Matematicas, egresados de una licenciatura en Matematicas, asi 

como a estudiantes de los ultimos semestres de la misma. Se supone 

que el lector tiene conocimientos de teoria de conjuntos, analisis 

real e introducci6n a la probabilidad. El objetivo es presentar la 

relaci6n entre la teoria moderna de la probabilidad y la teoria de 

la medida, tratando de cubrir ideas y resultados basicos sin 

perderse en detalles o contra ejemplos patol6gicos. He tratado de 

cubrir s6lo los ejemplos y demostraciones de resultados que no son 

comunes en textos usuales de Teoria de la Medida. Otras veces he 

preferido indicar la idea o tecnica empleada en la demostraci6n de 

un resultado, con el doble objetivo, primero, de alentar al lector 

a hacerla y, par otro lado, el tratar de cubrir el mayor material 

posible y llegar de una manera rapida a temas que par falta de 

tiempo no se ven en un curso comun de Probabilidades y Teoria de 

la Medida. 

La elecci6n del material presentado, asi como el arden, 

reflejan mi interes en los Procesos Estocasticos y la Estadistica 

Matematica, ramas de la Matematica que se apoyan en la Teoria de 

Probabilidad. Esta es la raz6n de la presentaci6n temprana de los 

ejemplos que se dan de espacios de probabi l idad. Lo mismo es 
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cierto para temas como teoremas limites en Estadistica, esperanza 

condicional y distribuciones de extremes. Por otro lado, la 

rapidez del cuso y la presentaci6n conjunta de temas de 

Probabilidad y Teoria de la Medida han hecho que muchos conceptos 

se introduzcan en un arden no usual y que muchas veces se hable de 

ellos sin un estudio previa y detallado de los mismos. 

El curso fue pensado inicialmente para llevarse a cabo en 

siete horas y media. La version final de las notas incluye temas 

no vistas en el cur:'o como esperanza condicional,_ dominies de 

atracci6n y distribuciones de extremes. Pienso que catorce horas 

de exposici6n seria un tiempo razonable para cubrir todo el 

material. 

Estas notas no contienen motivaciones ni cubren aspectos 

filos6ficos o hist6ricos del tema, en los cuales se hizo enfasis 

durante el desarrollo del curso. La presentaci6n no pretende ser 

mas que el de unas notas complementarias de un curso rapido de 

introducci6n a los fundamentos de la Teoria Moderna de · 

Probabilidad, desde un punta de vista de la Teoria de la Medida. 

Espero que este trabajo motive a los asistentes a un estudio 

profunda y detallado del tema. 

El curso y . la elaboraci6n de las notas fueron posibles 

gracias al esfuerzo de los organizadores, en especial de los 

Profesores Rolando Lemus GOmez, Francisco Marroquin y Juan Agustin 

Cuadra, a quienes expreso mi sincere agradecimiento. 

Guanajuato, Gto., mayo- de 1988 

Victor M. Perez Abreu C. 
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1. AXIOMAS DE KOLMOGOROV 

Un espacio de Probabilidad es una terna (Q,~,P) en donde 

i) Q es un conjunto no vacio (que representa los posibles 

resultados de un experimento aleatoric). 

ii) ~ es una a-algebra de subconjuntos de Q. 

iii) Pes una medida de Probabilidad sabre ~-

En las siguientes secciones estudiaremos y precisaremos los 

conceptos involucrados en estos axiomas. 

2. CLASES DE CONJUNTOS 

Definicion 1. Una a-algebra '!f de Q es una colecci6n de 

subconjuntos de Q que cumple las siguientes propiedades: 

i)Qe'!f. 

ii) Ai A E '!f ~ Ac E '!f. 

iii) Si {A} es una coleccion de subconjuntos de '!f 
n n2:l 

e.ntonces 
co 

V A E '!f. 
n=l n 

Otros sistemas de conjuntos utiles en la construccion de 

medidas de probabilidad son los siguientes: 

Definicion 2. Una colecci6n A de subconjuntos de Q se llama 

algebra si satisface las siguientes propiedades: 

i) Q E A 

ii) Si A e A~ Ace A. 

n 
iii) Si A1, ... ,An e A entonces v A. e A 

i=l l 

Observaci6n: Toda ~-algebra es un algebra. 

Definicion 3. Una coleccion ~ de subconjuntos de Q se llama 

semi-algebra si cumple las siguientes propiedades: 
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i)Qe!J'. 

ii) Si A,B E !J' ~ Ar1B E !J' 

iii) Si A E !f. ~ exist en Al, ... An E !J', mutuamente ajenos tal 

n 
que Ac = u A .. 

i=l 
1 

Observaci6n: Todo algebra es una semi-algebra 

Proposici6n 1. Sea !J'. una semi-algebra de subconjuntos de Q y 

definamos 

:A(!J') = {~A : A1, ... An E !J' ajenos k ~a} ih i 
Entonce.s :A(!J') es un algebra llamada el algebra generada par !J'. 

k 
Notaci6n: L A. denota uni6ri de conjuntos mutuamente ajenos. 

i=l 1 . 

Proposici6n 2. Sea ~ una colecci6n arbi traria de subconjuntos de 

Q. Entonces siempre existe una minima cr-algebra de Q que contiene 

a~. llamada la cr-algebra generada por ~ y denotada por cr(~). 

Demostraci6n. Consideremos la colecci6n A de todas las 

a--algebras '!!/\. que contienen a ~- Esta colecci6n es no vacia pues 

2Q la cr:...algebra potencia (de todos los subconjuntos de Q) esta en 

A. Es facil probar que la intersecci6n arbitraria de cr-algebras es 

una_~-algebra. Entonces 

cr(~) = rl '!!/\.. 
1\.EA II 

SiS es un espacio m§trico o· y la colecci6n de todos los 

conjuntos abiertos, entonces cr(O) ( la cual siempre existe por ·1a: 

Proposici6n 2) se llama la cr-algebra de Borel de S y sera denotada 

por:B(S). 
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3. MEDIDAS 

En esta seccion Q denotara un conjunto no vacio. 

Definicion 4. Sea .il un algebra de subconjuntos de Q. Una 

funcion J.l : .il [O,oo) se llama medida finitamente aditiva en .il si 

J..L(AuB) = J..L(A) + J..L(B) 

para todo par de conjuntos ajenos A y B en .il. La · funcion de 

conjunto J.l se llama medida ~aditiva o simplemente medida si para 

toda colecci6n de conjuntos mutuamente ajenos A
1

,A
2

, ... , de .il tal 
00 

( *) 
que u A E .il se t iene que 

n=l n 

Definicion 5. Una medida P sabre una a--algebra se llama 

Probabilidad si P(Q) = 1. 

El siguiente concepto es importante para probar la unicidad 

en algunos resultados de teoria de la medida. 

Definicion 6. Una medida J.l. sabre un algebra .il se dice 

o--finita si existe una sucesion{An} de elementos en .il mutuamente 
n=::l 

00 

ajenos tal que J..L(A ) < oo \:1 n > 1 y \ A = Q. Toda medida de 
n - n~l n 

probabilidad es o--finita. 

Teorema 1. (Criteria util para probar o--aditividad de una 

medida, criteria tambien conocido como continuidad en el vacio). 

Sea J.l una medida fini tamente adi t iva sabre un algebra .il. 

Entonces J.l es o--adi ti va en .il s i y s6l o s i J.l es cant inua en e l 

( •) S i .il es una a--algebra no es necesario pedir esta condicio'n. 
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vacio, es decir si A 
n 

('"*) 
,J, ¢ y J..L(An) < .co para algun n implican 

que lim J..L(A ) = 0. n 
n co 

Proposici6n 3. (Propiedades elementales 
Probabil idad) 

de una medida de 

Sea P una medida de probabilidad sabre un algebra A de 

subconjuntos de Q. Entonces 

a) P(¢) = 0 y P(Ac) = 1 - P(A) para A E A. 

b) Si A,B E A~ P(AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB). 

c) Si A,B E A y M;B~ 

P(A) !:: P(B). 

co 

Si A E A n :::: 1 y u A E ·A ~ n n=1.n 
d) 

P[: An] 00 

!:: L P(An) 
n=1 n=l ., ...... 

e) Si p es una medida de Prooabilidad entonces 

A ~ A ~ lim P(A ) = P(A) 
n n 

(Continuidad par abajo) 
n oo 

A , A ~ lim P(A ) = P(A) 
n"' n 

(Continuidad par arriba) 
n co 

00 00 

Entonces A = u A . -
n=1 n 

u B y B son mutuamente ajenos. Par lo 
n=1 n n 

tanto 

4. INDEPENDENCIA 

lim PCB ) 
n n co 

= limP(A ). 
n 

n oo 

Sea (Q,:¥,P) .un espaci_o de probabilidad. Decimos que dos 

conjuntos A y B en :¥ son independientes si 

( *'*) Obse!'ve~e que si ll(Q) es finita entonces esta condicion no es 
necesa!'la. 
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P(AnB) = P(A)P(B). 

La definicion de independencia se puede extender' a clases de 

eventos. Asi, decimos que A es una clase de eventos independientes 

si par'a toda colecci6n finita de eventos A
1

, ... An de A 

P[ ~A.] = ~ P(A.) 
i=l 

1 
i=l 

1 

Observaci6n: Si (Q,~,P) es un espacio de probabilidad a los 

elementos de ~ es comlin llamarles eventos. 

Si AA es una clase de eventos par'a cada A en alglin conjunto 

de indices A, decimos que {AA : A e A} es una familia de clases 

independientes si para cada ele~ci6n de un miembro AA de AA, la 

clase {AA : A E A} es una clase de eventos independientes. 

Las clases de una familia independiente muchas veces se 

pueden aumentar sin pe!"'der·independencia, tal como lo indica el 

seguiente resultado. 

.. 
Teorema. 2. Sea {AA : e A} una familia de clases independientes 

tal que AA es cerrada bajo intersecciones finitas. Sea ~A = ~(AA). 

Entonces {'G'A A e A} es una familia de clases independientes. 

Corolario 1. Si .s!1. es una clase de eventos independientes y si 

alguno de los eventos de .s!1. son reemplazados per sus complementos, 

entonces la clase resultante es una clase eventos independientes. 

Observaci6n. c Si A y B son independientes, entonces A y B 

son independientes ya que 

P(B) = P(AcnB) + P(AnB) = P(AcnB) + P(A)P(B) :. 

P(AcnB) = P(B) - P(A)P(B) = P(B)(l-P(A)) = 
P(B)P(Ac). 

8 



rl. 

La demostraci6n del Teorema 2 se basa en los siguientes 

resultados, los cuales son muy utiles en la Teoria de 

Probabilidad. Decimos que ~ es una clase mon6tona si para A e ~ y 
n 

A ~A o A ~A se tiene que A e ~- Siempre existe una clase man6tana 
n n 

minima que cant iene una calecci6n de canjuntas 'G' dada, denatada 

par ~('G'). La demastraci6n de esta ultima aseveraci6n es similar a 

la de la Propasici6n 2. 

·Lema 1. (De las clases mon6tonas) 

~('G') = <J('G') 

si y solo si 'G' es un algebra. 

Una colecci6n de conj~tas V es un D-sistema si 

i) Q E V 

ii) A,B e ·v A£ B ~ B\A e V 

iii) A 
n 

co 

A ~ 9 u A V. · 
n n=l n e · 

Siempre existe un minima D-sistema que cantiene a una clase 

arbi traria 'b denatada par V('G'), y llamada el minima D-sistema que 

contiene a 'b. 

.• 

Lema 2. Sea {5 una clase cerrada bajo intersecci6ri. Entonces 

D(&') = <J(&'). 

La demostraci6n de lo's dos Lemas anteriores usa el principia 

de los "Conjuntas Buenos", el cual se explicara en la deinostraci6n 

de 1a Proposici6n 4. 
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5. CONSTRUCCION DE MEDIDAS Y EJEMPOS DE ESPACIOS DE PROBABILIDAD 

La construcci6n de los ejemplos de espacios de probabilidad 

que daremos se basa en el siguiente teorema de la Teoria de la 

Medida 

Teorema 3. (Teorema de Caratheodory). Sea Q un conjunto no 

vacio, d1. un algebra de subconjuntos de Q y '§ = a-(dl.). Sea llo una 

medida a--fini ta en (Q, dl.). Entonces hay una (mica medida ll en 

(Q,'§) la cual es una extensi6n de llo• es decir 

IJ.(A) = ll (A) 
0 

A E dl.. 

La medida 11 se llama la extensi6n de llo· 

Observaci6n: El teorema de Caratheodory requiere que se 

tenga una medida en el algebra d1. la cual es a--finita. Si se quita 

esta condici6n hay ejemplos "patol6gicos" de la no-unicidad de ll· 

Esta condici6n siempre se cumple en el case de medidas de 

probabilidad puesto que P(Q) = 1. 

Ejemplo 1. (Medidas en~). 

Sea ~ el conjunto de los nlimeros reales y ~(~) sus conjuntos 

de Borel. Recordemos que ~(~) es la a--algebra generada par los 

conjuntos abiertos de ~- Definamos 

(a,b] = {~ E ~ : a<~~ b} 

para todo -oo ~a< b < oo en donde (a,oo] lo tomamos como (a,oo). Sea 

!I la colecci6n de intervalos de la forma anterior. Se puede 

demostrar que !I es una semi -algebra, llamada la semi -algebra de 

semi-intervalos de ~- Sea d1. = dl.(!f) (vease la Proposici6n 1) o sea 
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q' 

p 

A E d si 
n 

A = L (a., b.] 
i=1 1 1 

Observe que d no es una ~-algebra pues si A = (0, 1-~] e d 
n n 

Lema 3. 

co 
u A = ( 0, 1 ) ~ d. 

n=1 n 

~(!f) = ~(IR). 

Definicion 7. Una funci6n F : IR IR se llama funci6n de 

-
distribuci6n si satisface las siguientes propiedades: 

i) F(a:) es no decreciente.· 

ii) F(-co) = 0 y F(+co) = 1, en donde 

F(-co) = lim F(a:) y F(+co) = lim F(a:). 
a: -co a: co ( 

iii) F( a;) es cant inua par la derecha y t iene limi-te par la 

izquierda. 

Como ejemplos de funciOnes de distribuci6n tenemos: 

( 1) F(a:) 0 a; < 0. 
= o:::: a: :::: 1. 

a;::: 1. 
(Uniforme) 

= { 

0

-sac 
a: < 0 

0 8 > 0 1-e a: == 

(2) F(a:) 
(Exponencial) 

a; 

1 J -t2/
2 

= - e dt 
v'2i -· .. · . 

(3) F( a:) (Normal) 

-co · tl -Aac 
= · kboi\~! a:== 0 

i\ > 0 
0 a: < 0 

(4) F(a:) (Poisson) 

en donde [a:] denota la parte entera de a:. 

Teorema 4. Sea F. una funci6n de distri buci6ri en IR. Entonces 

existe una (mica medida de probabi 1 idad PF en (fR, B(IR)) tal que 

PF((a,b]) = F(b) - F(a) 

para todo a,b,-co:::: a< b < co. 
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Demostraci6n. Observe que PF esta definida en ~- Si A e ~(~) 

o sea 

n 
A= \ (a., b.], .L

1 
1 1 

1= 

definimos 

n 
\ {F(b. )-F(a. )} . L

1 
1 1 

l= 

Claramente PF es finitamente aditiva en ~ y PF(~) = 1. Para 

demostrar que PF es ~aditiva se usa el Teorema de Continuidad en 

el Vacio (Teorema 1) asi como la propiedad de Heine-Borel: "Un 

conjunto A en ~ es compacta si y s6lo si es cerrado y acotado". 

Asi dada una medida PF en el algebra ~.PF(Q) = 1 < oo y la demostra 

ci6n termina aplicando el Teorema de Caratheodory. 

En forma enteramente analoga a la demostraci6n del Teorema 

anterior se puede construir la llamada medida de- Lebesgue i\. en 

(~,2(~)) que es la tinica medida que cumple que para cualquier -oo < 

a < b < oo 

i\.((a, b]) = b-a. 

Esta medida es claramente ~-finita en~(~) tomando A =(n,n+1] 
n 

n = 0,1,2, ... , al igual que A = (-n-1,-n]. -n 

Ejemplo 2. (Medidas en (~n,2(~n))). 

Sea ~n = ~x ... x~ el producto cartesiano de~ i.e. 

Definamos 

a:. E ~ 
l 

A. E 2(~) 
1 

12 -

i = 1, _ ... , n}. 

i = 1, ... , n}. 



0 

Se puede probar que Yn es una semi-algebra de subconjuntos de ~n y 

que como en el Lema 3 B(~n) = a-(Yn). Sean J.L
1

, ... ,J.Ln n medidas (no 

necesarimente de probabilidad) en (~.~(~)), las cuales son 

a--finitas. 

Teorema 5. (Medida Producto). 

n n n Existe una unica medida J.L en (~ .~(~ )) tal que 

(5 ). 

n . 
Algunas veces en lugar de J.L se escribe J.L

1
x ... XJ.Ln. 

Demostraci6n. Para un elemento de !In definamos n 
J.L como en 

n n n 
(5). Extendamos J.L adJ. = dJ.(Y ) en la forma usual, es decir para 

k . . i L A~x ... xA
1 

A. e ~(~) alglin k ~ 0 
i=1 · n J 

A = 

k . . 
J.Ln(A) = .. \ J.L1(A~). . . J.l (Al). lh J n n 

n n Esta J.L es finitamente aditiva en dJ. •. Para probar que es a-c..aditiva 

hay que usar el Teorema 1 de Continuidad en el Vacio y la 

propiedad de Reine-Borel en ~n. J.Ln es cr-finita en dJ.n puesto que 

cada J.L. lo es en ~(~). La demostraci6n termina apl icando el 
1 

Teorema de Extension de Caratheodory. 

Si J.L. = 1\. V 
1 

n i = 1, ... , n entonces la medida producto J.L se 

n n n llama medida de Lebesgue en(~.~(~ )) y se denota par 1\.. 

Ejemplo 3. (Medidas en ~
00

). 

Sea ~
00 

el espacio .de .todas las sucesiones ordenadas 

a: =_ Cx
1

, x
2

, ... ) · -:-oo <-~ < oo k=1,2, ... 
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Sea ~00 

la colecci6n de todos los subconjuntos de ~00 
de la forma 

C
8

n = {Cx1,x2 , ... ) : Cx
1

, ... xn) E Bn algun n ~ 1 

Bn E :B(iRn)}. 

Entonces ~00 

es una semi-algebra, llamada semi-algebra de cilindros 

Teorema 6. (Teorema de Kolmogorov). Sea {p n} una suces i 6n 
n:::1 

de medidas de probabilidad en (~.:B(~)). Entonces existe una unica 

La demostraci6n es similar en idea a las demostraciones de 

los Teoremas 5 y 6. Es importante observar que P
00 

esta bien 

definida y para esto se usa que las P son medidas de Probabilidad. 
n 

Ejemplo 4. (Medidas en C[O,l]). 

Sea C(0,1] el espacio de todas las funciones continuas en el 

intervale [0, 1]. C[O, 1] es un espacio metrico con la metrica 

d ( f, g) = sup If ( t) - g ( t) I . 
o::::t::::1 

Considere los subconjuntos de C[0,1] de la forma 

A( t 
1 

, . . . t k , I 
1 

, . . . , I k) = 

{f E C[O, 1] : (f(t 1), ... ,f(tk)) E I 1x ... xik} 

para t. E [0,1], I. = (a.,b.] -oo:::: a. <b. ~ oo 
1 1 1 1 1 1 

i = 1, ... ,k algun 

k 2:: 0. Sea~ la.colecci6n de todos los subconjuntos de esta forma 
c 

( llamados ci lindros). ~ es una semi-algebra llamada la 
c 

semi-algebra de los cilindros de C[O,l]. Sea :B(C) la ~-algebra de 
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0 

Borel de C[ 0, 1] o sea la CJ-algebra generada par los conjuntos 

abiertos de t[O, 1] con la m~trica d. Se demuestra que CJ(~ ) = B(C). 
c 

La demostraci6n del siguiente resultado es similar en idea a 

la del Teorema 1. 

Teorema 7. (Medida de Wiener). Existe una unica medida de 

probabilidad ~wen (C[0,1],~(C)) tal que para todo t 1, ... ,tke[O,l], 

ai < bie ~. i = 1, ... ,k, y k ~ 0 (tomemos t 1<t2< ... <tk sin p~rder 

generalidad) 

La medida de probabilidd ~ se llama la medida de Wiener. . w " . 

6. VARIABLES ALEATORIAS 

·A menos que se indiqu~ lo contrario, de ahara en adelante 

W;~.P) denotara un espacio de probabilidad a:rbitrario y (~.~(~)) 

la recta real con sus conjuntos de Borel. 
': 

Definicion 8. Una funci6n real X n.- ~ es una funci6n ~-medible 

o una variable aleatoria si 

(7) {w : X(w) e B} e ~ V B e B(~) 

o de manera equivalente, la imagen inversa 

15 
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X-l(B) = {w : X(w) E B} E ~ V 8 E B(~) 

funciones de Borel. 

Al igual que en los cursos de probabilidad elemental, una 

variable aleatoria la interpretamos como una propiedad numerica de 

un experimento, con un valor que "depende del azar". La condicion 

(7) es importante puesto que si P es una medida de probabilidad en 

(Q,~), solo tiene sentido hablar de la probabilidad del conjunto 

{w :X(w) E 8} cuando este ultimo es un evento. Por conveniencia el 

evento {X(w) e B} sera escrito simplemente como {X E B}, pero es 

import ante hacer no tar que este ultimo es un element a de la 

o--al ge bra ':f. 

Definicion 9. Sea X una variable aleatoria sabre un espacio de 

probabilidad (Q,~,P). La medida PX en (~,~(~) definida par 

(algunas v~ces PX se escribe como PX- 1 ) 

PX(B) = P({w E Q: X(w) E B}) B E ~(~) 

se llama la distribucion de X. La funcion FX ~ ~ definida par 

FX(x) = PX((-oo,x]) = P({w e Q X(w) e (-oo,x]}) 

se llama la funcion de distribucion de X y cumple con las 

propiedades de la Definicion 7. Observese que par la unicidad del 

Los siguientes resultados son criterios utiles para decidir 

si una funcion es variable aleatoria. 

Proposicion 4. Sea {g una coleccion de subconjuntoS' de ~ tal que 

O'([g) = ~(~). Una condicion necesaria y suficiente para que una 

funcion real X = X(w) sea ~-medible (variable aleatoria) es que 
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(8) X ( w) E E} E '§ E E E5 

Demostraci6n. La necesidad de la condici6n es clara. Para 

probar la condici6n suficiente usaremos el "Principia de los 

Conjuntos Buenos". Sea ~.la colecci6n de conjuntos para los cuales 

la condici6n (8) es verdad, o sea 

<> Usaremos las siguientes propiedade.s de la operaci6n "imagen 

inversa", las cuales son·faciles de probar: 

x- 1 Cv B ) 
a = v x- 1CB ) 

a 
a a 

x- 1c(\ B) = (\ x- 1 CB ) 
a 0:. 

0:. a 

(X-l(B))c = x-l(Bc) ~: 

Usando estas propiedades se prueba.que ~ es una 0'-§.Igebra. Por lo 

tanto 

E5 ~ ~ ~ :B(IR) 

y por consiguiente 

Pero par hip6tesis 0'(£5) = :B(IR), par lo tanto~= :B(IR). 

Esta tecnica de los "Conjuntos Buenos" es bastante usada en 

Teoria de la Medida. En la demostraci6n anterior los uconjuntos 

buenos" son los elementos de la colecci6n 'D. 

Corolario 2. Una condici6n necesaria y suficiente para que una 

funci6n reaL X = X(w) sea una variable aleatoria es que 

{w : X(w) < x} E '§ V X E iR 

o que 

{w X(w) ::: x} E '§ V X E iR 
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La demostraci6n es inmediata apl icando la Proposici6n 

anterior y el hecho que si ~ es la semi-algebra de semi-intervalos 

de~. entonces ~(~) = ~(R). (Lema 3). 

Corolario 3. iRn ~ es 

continua, entonces f es ~(iRn))-medible. 

La demostraci6n es trivial puesto que si una funci6n f: ~n ~ 

es continua, la imagen inversa f- 1 manda abiertos de iR en abiertos 

n de ~ y los conjuntos abiertos generan las ~-algebras de Borel 

respectivas. 

Corolario 4. Suponga que la funci6n f ~ es mon6tona. 

Enfonces f es Borel-medible. 

Demostraci6n. Supongamos que f es no-decreciente. entonces 

para cualquier numero real x 

{y f(y) ~ x} = {(~oo,a) 
(-co,a] 

y par lo tanto f es Borel-medible. 

para algun a e ~ 

para algun a E ~ 

II 

Proposici6n 5. Sea ~ = ~(x) una funci6n de Borel y X = X(w) una 

variable aleatoria. Entonces la composici6n Y = ~oX (o sea Y(w) = 

~(X(w)) es tambien una variable aleatoria. 

-1 
Demostraci6n. Sea BE ~(iR), entonces ~ (B) E ~(R) puesto que 

~ es una funci6n Borel-medible. La demostraci6n se completa 

verificando que 

{w : Y(w)eB} = {w ~(X(w)eB} = {w 
-1 

X(w)E~ (B)} E ~ 
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Corolario 5. Sea X una variable aleatoria .. Entonces Xp, X+ = 

m~<(X,O), X = -min(X,O) y lXI son tambien variables aleatorias. 

Demostraci6n. Como las func i ones real es at, 
+ 

a:: J a: y la:l son 

continuas, por el Corolario 3 ~- la Proposici6n. 5 se obtiene el 

resul tado. 

Comentario. . Se puede pro bar que si X y Y son variables 

aLeatorias, 8 entonces X+Y, XY, max(X, Y) y min(X, Y) son tambiEm 

variables aleatorias. Igualmente s i {X } 
n 

variables aleatorias entonces <ULfl X • n 

es una sucesi6n de 

Jne x . n 
tLm X . <:U.Lp n y 

tun tnt.X son tambien variables aleatorias (las cuales pueden ser 
n 

+co 6 -co). 

El siguiente es un resul tado importante en Probabi 1 id(ld .·• y 

Estadistica pues da la existencia de una variable aleatoria con 

una distribuci6n dada. 

Teorema. 8. Sea F una funci6n de distribuci6n arbitraria. 

Entonces existe un espacio de probabi 1 idad (Q, ':!J; P) y una variable 

aleatoria X definida en (n,':!f,P) tal que X tiene funci6n de 

distribuci6n F. 

Demostraci6n. Sea Cn,':!f,P) el espacio ·de Probabilidad 

asociado a F dado por el Teorema 4, o sea 

Definamos X IR ·como 

X(a:) = a: a: E IR 

Entonces por el Corolario 2, X es variable aleatoria y obviamente 

o sea X tiene distribuci6n F. 
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Sea X una variable aleatoria definida en un espacio de 

probabilidad (Q,::F,P) y definamos 

~(X) = {X- 1(A) : A E ~(~)} E :¥ . 

Entonces ~(X) es una ~-algebra que es la minima ~-algebra 

contenida en :¥ con respecto a la cual X es medible, es decir X es 

~(X)-medible. 

Decimos que dos variables aleatorias X y Y son independientes 

si ~(X) y ~cYi son independientes. En general si {xn} es una 
n"=1 

sucesi6n de variables aleatorias, decimos que son independientes 

si {~(X ) 
n 

n "= 1} es una familia de ~-algebras independientes 

(vease el apartado 4). 

El siguiente resul tado es de importancia en Probabilidad y 

Estadistica pues asegura la existencia de una sucesi6n de 

variables aleatorias independientes con distribuciones dadas. 

Teorema 9. (Kolmogorov). Dada una sucesi6n de 

funciones de distribuci6n en ~. existe un espacio de probabilidad 

(Q, :¥, P) en donde se encuentra definida una sucesi6n {xn} de 
n"=1 

variables aleatorias independientes y tal que F es la funci6n de 
n 

distribuci6n de X para n = 1,2, ... 
n 

Demostraci6n. Sea P. = PF 
1 . 

1 

i = 1,2, ... en donde PF. es la 
1 

medida en (~, ~(IR)) dada por el Teorema 4. Sea (IR
00

, ~(.)P00 )) el 

espacio de probabilidad dado par el Teorema 6. Definamos para 

n = 1, 2, ... 

rio 2, Xn es variable aleatoria ya que { (J.:c
1

, a::
2

, ... ) : a:: ~ a::} es 
n 

un cilindro. Por el Teorema 6 
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a. 

P
00

(Xn ~ x) = PF ((-oo,x]) = Fn(x) 
n 

o sea X tiene distribuci6n F . Para probar independencia de la 
n n 

sucesi6n {X } apl icamos el siguiente resul tado cuya demostraci6n 
n 

usa el Lema 2. 

Teorema 10. Una condici6n necesaria y suficiente para que las 

variables aleatorias sean independientes es que 

V (x1, ... ,xn) E ~n 

P(Y ~ 
1 

~ X ) = 
n 

X ) • 
n 

La demostraci6n de que dadas n funciones de distri buci6n 

F
1

, ... ,Fn existe un espacio de probabilidad (Q,':J,P) en donde se 

pueden definir variables aleatorias x1, ... ,xn tales que sean inde-

pendientes y X. tenga distribuci6n F., es analoga (de hecho mas 
1 1 

sencilla) a la del Teorema 9, usando tambien.el Teorema 10. 

Un proces·.o. estocastico [xt J es una colecci6n de· variables 
. t;::o ' 

aleatorias en un espacio de probabilidad (Q, ':f, P), es decir, para 

cada t xt = Q ~ es una variable aleatoria. Entre l'os procesos 

estocasticos uno de los mas importantes es el siguiente: 

Un proceso estocastico {Wt 0 ~ t ~ 1} en un espacio de. proba

bilidad (Q,!J,P) se llama moyimi.ento Browniano si 

a) 

b) 

w = 0 
0 ' . 

Existe un conjunto AcQ tal que P(A} = 1 y para cada w E Q 

la funci6n {Wt (w) : 0 ~ t ·~ 1} es continua. 

c) Si 0 ~ t
1 

~ t
2 

~ ... ~ tk ~ 1 k ~ 1, las variables alea 

torias Wt -Wt , ... ,Wt -Wt ,Wt son independientes. 
k k~1 2 1 1 
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d) Para cada 0 ~ s ~ t W - W tiene una distribuci6n t s 

normal con media cero y varianza t-s. 

Teorema 10b. Existe un movimiento Browniano. 

Demostraci6n. Sea (Q,~,P) = (C[0,1],~(C),~) el espacio de 
w 

Wiener del Teorema 7. Para w E Q (w es una funci6n continua en el 

intervale [0,1]), defina Wt(w) = w(t)-w(O). Se puede probar que Wt 

satisface las condiciones (a), (b), (c) y (d) del movimiento 

Browniano. Ill 

7 TEORIA DE INTEGRACION DE LEBESGUE 

La integral de Riemann no es suficiente en el estudio de la 

Teoria moderna de la Probabilidad y par lo tanto hay que 

desarrollar otro tipo de integral sabre espacios abstractos, 

conocida como integral de Lebesgue. Un resul tado basi co de esta 

teoria es el siguiente. En toda esta secci6n supondremos que 

(Q,~.~) es un espacio de medida, es decir M es una medida que no 

necesariamente es de probabilidad. 

Teorema 11. Sea X una funci6n medible no-negativa. Entonces 

existe una sucesi6n no decreciente {xn} de funciones simples no 
n:::1 

negativas tal que X ~X o sea X (w)~X(w) V w E Q. 
n n 

Demostraci6n. Defina para n 2:: 1 

X (w) = 
n 

. n { en donde Ak = w 

2 
n k 
\- 1A_n(w) 

k~On --k 

k"'-1} X(w) < -il y 1A es la funci6n indicadora 

de un conjunto A (a. sea 1A(w) = 1 si wE A e igual a 0 si w ~A). 
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Observese que puesto que X es medible entonces Ak E ~ V k ~ 1. Pro 

bar que X ~X es facil pero tedioso. 
n 

Si X es una funci6n simple medible, es decir para algun n 

n 
X(w) = \ rJ 1 (w) 

kh k Ak 

k = 1, ... , n, definimos la integral de 

Lebesgue de X con respecto a ~ como 

n I fd~ = L (Jk~(Ak). 
Q k=l 

Es facil ver que I fd~ esta bien definida y que si X ~ Y y X 
Q 

y Y son funciones simples niedibles, entonces IQxd~ ~. IQ Yd~. 
Si X es una funci6n medi ble no negat iva definimos I Xd~ como 

. Q 

lim I Xnd~ en donde {xn} es la sucesi6n de funciones dadas por 
n co Q . n~1 

el Teorema 11, o sea 0 ~ X ~X. Observese que el limite de I X d~ 
n Q n . 

siempre existe puesto que se trata de una sucesi6n mon6tona de 

nlimeros reales, pero el limite podria ser infinito. El valor de 

este limite es el mismo para todas las sucesiones de funciones 

simples no negativas que convergen a X. 

Definicion 10. Para . cualquier funci6n ~-medible decimos que 

existe su Integral de Lebesgue con respecto a la medida ~ si 

I + ' X d~<co 0 

Q 

I X-d~<co en cuyo caso def:inimos 
Q 

I Xd~ = J X+d~ ~ J X-d~. 
Q Q Q 

Algunas veces se usara la notaci6n I X(w)~(dw). 
. Q 

Si A E ~ definimos 
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Las siguientes son propiedades elementales de la Integral de 

Lebesgue, cuya demostraci6n se sigue a partir de la definicion, 

primero probando para funciones simples medibles, luego para 

medibles no negativas y finalmente para funciones medibles 

arbitrarias. 

Proposici6n 6. Si la integral de Lebesgue de las funciones 

medibles X y Y existen, entonces: 

1) Si X ~ Y 9 f XdM ~ 
Q 

f YdM. 
Q 

2) Para a,b e ~ 

J (aX+bY)dM = af XdM+b J YdM 
Q Q Q 

3) Si X es no-negativa y J XdM < oo entonces para A e ~ 
Q 

v(A) = J XdM = J X·lAdM 
A Q 

define una medida sabre (r.l,~). (La demostraci6n de esto 

requiere del Terema 14 que aparece mas adelante). 

4) Si A,B e ~ y AnB = 1 9 

J XdM = J XdM + f XdM 
AuB A . B 

5) Si M(A) = 0 entonces J XdM = 0 . 
A 

Los siguientes tres resultados son basicos en la Teoria de 

Integraci6n de Lebesgue y nos dicen bajo que condiciones se 

permite intercambiar un limite con una integral. 

Teorema 12. (Teorema de Convergencia Mon6tona). 

sucesi6n mon6tona de funciones medibles no-negativas. Entonces 
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Teorema 13. (Lema de Fatou). Sea {x } · una sucesi6n de 
n n~o 

funciones medibles no-negativas, 'entonces 

I lL~ X d~ ~ lim I X d~. 
Q--- n --- Q n 

Teorema 14. (Teorema de Convergencia Dominada). Sea {x~}· una 
n~1 

sucesi6n de funciones medibles tal que para alguna funci6n medible 

X ~(X (w) 
n 

tal que IX I 
n 

X(w)) = 0. Suponga que existe una funci6n medible Y 

~ Y Y I Yd~ < oo. Entonces 
Q 

lim I Xnd~ = I Xd~ 
Q Q 

El Ejemplo 2 de est as notas · se puede general izar de la 

sigtiiente manera. (lo haremos para n = 2). Dados dos espacios de 

medida arbitrarios y 

semi-algebra de rectangulos de Q1xQ2 como 
2 .. 

J = {A xA · A E ~ y A E ~ } 
1 2" 1 1 2 ,2 

definamos 

En esta semi-algebra definimos ( si ~ 1 y ~2 son ~-finitas) 

~1x~;(A1xA2) = ~1(A1)~2(A2) 

la 

y la extendemos en la forma usual a ~cJ2 ). La ~-algebra ~cJ2 ) se 

llama ~-algebra producto y se escribe ~1x~2 . J::ntonces tenemos el 

espacio de medida producto (Q 1xn~;~ 1x~2 .~ 1x~;). Para este espacio 

se tiene el siguiente resultado. 
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Teorema 15. (Teorema de Fubini). 

Sea X : Q1xQ2 IR una funci6n ~ 1x~2-medible y supongamos que 

I 1XId(~ 1x~2 ) < oo. 

QlxQ2 

Entonces 

son funciones ~2-medible y ~ 1 -medlbl~ respectivamente que son 

integrables con respecto a ~2 y ~l respectivamente. Ademas 

Comentari o. Si X es una variable no-ne gat iva, el Teorema 

de Fubini siempre es valido a pesar de que r Xd(M1 ,~2 ) puede ser 
. Ql fQ2 

infinite. 

Teorema 15.b. (Cambia de Variable). Sean (Q,~) y (£,@) dos espacios 

medibles y X = X(w) una transformaci6n ~/@-medible con valores en 

E. Sea P una probabilidad en (Q,~) y PX la probabilidad en (£,@) 

inducida par X, o sea 

PX(A) = P({w X(w) e A}) A E @ 

Entonces 

I g(~)PX(d~) =I _1 g(X(w))P(dw) 
A X (A) 

A E @ 

para toda funci6n g = g(~) @-medible (en el sentido que si una 

integral existe, la otra esta bien definida, y las dos son 

iguales). 
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Teorema. 15c. 
<**"') 

Sea ;t la medida de Lebesgue completa Si una 

funci6n es integrable en el sentido de Riemann, entooces es 

;\-integrable y las integrales coinciden. 

8. VALOR ESPERADO Y MOMENTOS 

Sea (Q, ~. P) un espacio de probabilidad arbitrario y X una 

variable aleatoria. Si I I XI dP < co definimos el valor esperado de 
Q 

X, que se .escribe E(X), como 

E(X) = I XdP. 
Q 

En general si r::::O y I li{lrdP <co definimos el r-esimo momenta de X 
Q 

como 

E~ =I~ dP. 
. Q . 

Sea PX la distribuci6n de X y F su funci6n de distribuci6n 

(vea la Definicion 9). Entonces usando el Teorema 15.b se 

demuestra que 

(10) 

y 

I XdP 
Q 

I ~dP 
Q 

En generaf si g : IR IR es una funci6n inedible entonces 

(11) E(g(X)) =I g(x)dPFCx). 
. IR 

Veremos ahara c6mo se pueden calcular las expresiones (10) y 

( 11) en algunos casas particulares·. Para es~o necesi tamos 

(**'*) Una medida en (r.l,~) se llama completa si V A E ~ con /-L(A)=O 

se t i ene que B E ~ 'rf B C A. 
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introducir los siguientes conceptos: Sea F una funci6n de 

distribuci6n y definamos 

DF = {x E ~ : F(x)-F(x-) > 0} 

en donde F(x-) es el limite par la izquierda de F en x (el cual 

siempre existe pues F es funci6n de distribuci6n). El conjunto DF 

es a lo mas numerable ( vease la demostraci6n mas adelante). Si 

DF = ¢ decimos que la funci6n de distribuci6n F es continua. 

Decimos que F es una funci6n de distribuci6n discreta si PF(DF)=l 

o sea el conjunto de puntas de discontinuidad de F tiene 

probabilidad uno. En general usaremos la notaci6n 

lo cual implica que si x es un punta de continuidad de F entonces 

P = 0. Si F es una distribuci6n discreta la expresi6n (10) se 
a; 

convierte en 

(12) 

en donde la suma es sabre un numero a lo mas numerable de puntas. 

Si P > 0 decimos que a: es un atomo de F. 
a; 

Decimos que una funci6n de distribuci6n continua F es 

absolutamente continua si existe una funci6n no-negativa f, 

llamada la densidad de F, tal que para todo x E ~ 

a; 

F(a;) = s f(t)dt. 
-co 

Para una funci6n de distribuci6n absolutamente continua la 

expresi6n (10) se convierte en 

co 

E(X) = J xf(x)dx. 
-co 
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Para la expresi6n (11) se tiene que si F es discreta 

E(g(X)).= } g(x)P(X=x) 
x~F 

y si F es absolutamente continua con densidad f 

00 

E(g(X)) = J g(x)f(x)dx 
-oo 

Comentario sabre la Expresi6n (12): 

Explicaci6n de par que PF({x}) = F(x)-F(x-) 

Observe que V x E ~ 

00 
1 1 {x} = n (x--,x] y los conJ·untos A = (x-- x] n ~ 1 
n . n n' n=1 

decrecen. Entonces par el Teorema de continuidad de la 

probabilidad PF({x}) = li.Jn PF(An) =lim (PF((x-~,x])) = lLm (F(x)

F(x-.!..)) = F(x) - F(x -). 
n 

Demostraci6n de que el conjunto DF es a lo.mas numerable: 

DF se llama el conjunto de atomos de F .. 

Para cada enteron= 1,2, ... sea 

Entonces D no t iene mas que n puntas porque si los tuviera 
n 

00 

u D 
n 

n=1 

el cual es a lo mas numerable ya que cada D es finite 
n 

El siguiente resul tado es un r.esumen de las propieda<;Ies mas 

importantes del valor esperado, aparte de la Proposici6n 6_(2) y 

los Teoremas 12, 13 y 14. 
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Proposici6n 7. Suponga que X y Y son variables aleatorias en un 

espacio de probabilidad (Q,~,P) 

1) Si EIXIP<oo, EIYiq<oo para p > 1, q > 1 1/p + 1/q = 1 

entonces EIXYI < oo y 

1/p 1/q (Desigualdad 
IECXY)I ~ EIXYI ~ CEIXIP) CEIYiq) de Holder) 

2) Si EIXIP<oo, EIYIP~oo para alglin p ~ 1 entonces EIX+Yip<oo y 

1/ 1/ 1/ (Desigualdad de 
EIXYIP) P =s (EIXIP) P + CEIYIP) P Minkowski) 

3) Si 0 < p < 1 y EIXIP<oo, EIYIP<oo, entonces EIX+YIP<oo y 

CEIX+Yipl 11P ~ CEIXIP) 11P +CEIYIP) 11P 

4) (Desigualdad de Markov) Si 0 < p < oo 

5) (Desigualdad de Chebyshev) Si EIXI 2 <oo entonces 

PC IX-E(X) I ~ a) < VAR(X) 
- 2 

a 

en donde VAR(X) = E~-(EX) 2 . 

V a> 0 

6) (Desigualdad de Jensen). Si EIXI < oo y g es una funci6n 

convexa en~ tal que Elg(X)I<oo, entonces 

g(E(X)) ~ E(g(X)). 

7) Si X y Y son variables aleatorias independientes con 

EIXI<oo y EIYI<oo entonces EIXYI<oo y 

E(XY) = (EX) (EY). 

9. LA FUNCION CARACTERISTICA (TRANSFORMADA DE FOURIER) 

Sea (Q,~,P) un espacio de probabilidad y ~ el conjunto de los 

ntimeros complejos. Una funci6n Z: Q ~ (Z(w) = (X(w)+iY(w)) se 

llama variable aleatoria compleja si X y Y son variables aleatorias 

reales. Si EIXI<oo y EIYI<oo definimos 
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E(Z) = E(X) + iE(Y). 

Sea X una variable aleatoria real con funci6n de distribuci6n 

F. Definimos la funci6n caracteristica de F como 

ita:: 
Observe que puesto que le I ~ 1 ~ t E ~' a: E ~ entonces ~(t) 

siempre esta definida para todo t E ~. ~(t) se conoce tambien como 

la Transformada de Fourier de la medida de probabilidad PF' o de 

la distribuci6n F. TambiEm se dice que la variable aleatoria X 

tiene funci6n caracteristica ~ y algunas veces se escribe ~X 6 ~· 

Teorema. 16 (Unicidad}. Sean F y G dos funciones de distribuci6n 

con la misma funci6n caracteristica. Entonces F = G, . o sea .. 

F(a::) = G(a::) ~ a: E ~-

El siguiente resultado es de bastante utilidad en el .estudio 

de sumas de variables aleatorias independientes. 

Proposici6n 8. Sean x
1

, ... Xn variables aleatorias independientes y 

S = X
1

+ ... +X. Entonces n n · 

~s Ct) = ~ Ct) ... ~x Ct) 
n 1 n 

Proposici6n 9. Sea F una funci6n de. distribuci6n y ~ su funci6n 

caracteristica; o sea 

(13) J..L( t) = J eitg:dP (a::) 
~ ·. F t E ~. 

Entonces la funci6n J..L ~ C tiene las siguientes propiedades. 



i)J.L(O)=l 

ii) J.l es positiva definida, o sea \f t
1

, ... tk e IR, a 1, ... ,~ e IC 

y k > 0 

\ a.a.~(t.-t .) ~ 0 
.L. 1 J 1 J 
l,J 

iii) J.l es continua. 

El siguiente resultado es el converso de la Proposici6n 9 y 

nos permite construir medidas de probabilidad en (IR,~(IR)) de una 

manera diferente a como se hizo en los ejemplos de la Secci6n 4, 

en los que se us6 el Teorema de Caratheodory. 

Teorema 17 (Teorema de Bochner). Sea J.l : IR 1C una funci6n que 

satisface las propiedades (i), (ii) y (iii) de la Proposici6n 9. 

Entonces existe una linica medida de Probabilidad J.l en (IR,~(IR)) tal 

que J.l es su funci6n caracteristica, o sea 

J.L(t) = e dJ.l(a:) A I ita: 
IRa:; 

La funci6n caracteristica tiene muchas otras propiedades que 

no mencionaremos aqui. S6lo diremos que si EIXIk<oo entonces 

"(k) 
Exk = J.l to) 

k! 

en donde J.l(k)(t) es la k-esima derivada de J.L(t) 

Teorema 18. Una condici6n necesaria y suficiente para que las · 

variables aleatorias CX
1

, ;' .. Xn) sean independientes es que 
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Las funciones caracteristicas de las distribuciones mas 

usadas en probabilidad y estadistica son las siguientes: 

Bernouilli: (parametro p) 

Normal: 

Poisson: ~( t) 

A it 
~(t) = pe +(1-p) 

2 
. t CJ' t 2 
1 ~--

~(t) 
2 

= e 

= e 
it i\(e· · -1) 

Cauchy: ~(t) = eltl 

-It ,a.. 
Estable: ~(t) = e 0 < a. ~ 2 

(B(P)) 

2 
(N(.~,CJ' )) 

(P(i\.)) 

(CA) 

(ES (a.) ) 

Las secciones 10, 11, 12 y. 13 contienen resultados de 

Probabilidad que son bastante ut iles en . el estudio de 

distribucio.nes limites en Estadistica. 

10. MODOS DE CONVERGENCIA 

Sean X, X
1

, x
2
,... variables aleatorias con funciones, de 

distribuci6n F,F
1
,F

2
, ... y funciones caracteristicas ¢,¢

1
,¢

2
, ... 

respect i vamente. En est a secci6n estudiaremos cuatro diferentes 

tipos de convergencia de X a X, .a saber: n .. 

a) Convergencia con Probabi 1 idad 1 o casi segura (c. s. 6 

c.p. 1) 

b) Convergencia en Probabilidad (p) 

c) Convergenc i a en media r ( r) 

d) Convergencia Debil o en Distribuci6n (D) 
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las cuales denotaremos respectivamente par 

X ~s·x 
n 

X __E X n 

X 
r 

X n 

X 
'D 

X 
n 

Dada una funci6n de distribuci6n F, denotamos par CF el 

conjunto de puntas de continuidad en F. 

Deflnici6n 11. Sea {X } 1 y X variables aleatorias definidas en n n::= 

el mismo espacio de probabilidad (Q,~,P). Decimos que X converge 
n 

casi seguramente a X si 

P(etm X exista yes X) = 1 
n n co 

tambi€m llamada convergencia con probabilidad 1. 

Decimos que X converge en probabilidad a X si n 

PCIX -XI n > e) 0 cuando n lXI 

y decimos que X n converge en media r a X si 

EIX -XIr 0 cuando n co. 
n 

v E > 0 

Definicion 12. Sea {F } una sucesi6n de funciones de distribuci6n. 
n 

Si existe una funci6n de distribuci6n F tal que 

F (a:) 
n 

F(a:) n co 

para todo a: punta de continuidad de F, decimos que F converge en 
n 

distribuci6n o debilmente a F. Decimos que una sucesi6n de 

variables aleatorias X converge en distribuci6n a X si las 
n 

correspondientes funciones de distribuci6n F convergen debilmente 
n 

a F la funci6n de distribuci6n de X. 
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Observaci6n. Se puede tener una suces i6n de funciones de 

distribuci6n F que no converge a una funci6n de distribuci6n: Sea 
n 

si a: < n 
si a: :::: n 

entonces F (a:) 
n. 

Fn(a:) = {~ 

F(a:) = 0 v a: E IR y F no es una funci6n de 

distribuci6n. 

Ejemplo 5. Sea X ~Nco!) X=Oyri?lafunci6nde 
n 'n ' 

distribuci6n normal estandar. Entonces 

F (a:) = ci?(Vna:) 
n 

F(a:) = {~ si a: < 0 
si X :::: 0 

= H2 si 
Um F (a;) si 

n si n OJ 

a; < 
a:= 
a:> 

es decir F (a:) F(a:) 'rj a; ...... 0 o sea .,... 
n 

F 
']) 

F. -n 

Observese tambien que 'rf E > 0 

CF = IR\{0} 

0 
0 
0 

'rj a: E CF' por lo tanto 
., 

P( IX -XI >e)= PC IX I >e)= 1-F (-e)+F (e) 
n n n n 

=· 2<i?(-Vne) 0 
n OJ 

o sea X E._ 0 (en probabilidad). 
n n co 

Ejemplo 6. Este ejemplo ·· muestra que. variables aleatorias 

discretas pueden converger a ~a continua. 

o sea 

n Sea X~ u(O, 1) y X uniformemente distribuida en j = 1, ... ,2, 
. n 

P(X =j) = 1 
n ·

2
n 

n 
j = 1,2, ... ,2 . 

Par lo tanto 

F (a:) = 
n 

-. 

0 a:< 0 

a; :::: 1 
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Asi, si tal 
j-1 

a: < 
j 

a: es que --::$ 

2n 2n 

I FC a:) -F C a:) I = j-1 
n 

y por lo tanto lLm F (a:) = F(a:) 
n 

n co 

F 
n 

'D 
F 

2n 
- a: ::S 

1 
0 n co 

2n 

V a: e [0,1], o sea 

siendo F distribuciones discretas y F una distribuci6n continua. n 

Ejemplo 7. Sean X
1
,x

2
, ... variables aleatorias independien

tes con igual funci6n de densidad uniforme en (0,8), es decir 

f(re) = H O<a:<e e > o 
de otra forma 

Defina Mn = maa:CX
1

, ... ,Xn). Es facil probar que la distribuci6n de 

FM (a:) es 
n 

y par lo tanto 

o sea, si 

Um FM (a:) = {~ 
n co n 

F(a:) ={~ a: < e 
a: :::: e 

a: < 0 

a: < e 
a: :::: e 

es la funci6n de distribuci6n de la variable aleatoria que toma el 

valor e con probabilidad 1 (degenerada en 8), entonces 

Um FM (a:) = F(a:) 
n co n 

y par lo tanto FM ~ F. Ademas 
n 
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P(IM -el>c) = 1-P( IM -el~c) = 1-P(-c~M -e~e) 
n n n 

= 1-FM (e+B) + FM (9-e) 
n n 

Puesto que c+e > e entonces FM (c+e) = 1 y par lo tanto 
n 

PCIMn-eJ>c) = FM (8-c) 
n 

Si c < e entonces FM (8-c) = 0 y si 0 < e < e entonces 
n 

FMn(e-d = (e~cJn = (1-~Jn 0 n co 

par lo tanto PCIM -eJ>c)-- 0 es decir ME e. 
n n 

n co 

y 

Esto demuestra que el "maximo" M .es un "estimador consistente 
n 

de e". 

Teorema 19 (Teorema de Scheffe) Sean {x } y X variables 
n n<::1 

aleatorias 

{rn} y f 
n:::1 

Entonces 

'D 
y X- X 

n 

absolutamente continuas con 

respectivamente y tal que 

f (a;) f (a;) n ·OJ .. v 
n 

OJ J lfn(a:)-f(a:)Jda:-- 0 
-OJ n co 

o sea 

F (a:) 
n 

F(a:) a: E ··C 'F 

funciones de densidad 

a:EIR. 

.en donde {F } y F son las funciones de. distribuci6n 
n n<::1 

de {xn} 
n<::l 

y X respectivamente. 
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Teorema 20. (Teorema de Slutsky). Sea {x } una sucesi6n de 
n n:::l 

variables aleatorias y 

'D X. Se~ {v n} una 
n:::l 

sea X una variable aleatoria tal que }C 
n 

sucesi6n de variables aleatorias tal que 

y !?. c en donde c es una constante. Entonces n 

1) X + y 
']) 

X + c n n 

2) X y 
']) 

eX si 0 y X y E. 0 si c :;:: c = 0 n n n n 

3) 
xn ']) X si c :;:: 0. y-- c n 

El siguiente resultado, cuya demostraci6n es trivial, es ·el 

analogo para el caso discrete del Teorema de Scheffe. 

Teorema 21. Sea {xn} una sucesi6n de variables aleatorias 
n:::l 

enteras positivas y X otra variable aleatoria positiva. Entonces 

P(X =k) 
n 

P(X=k) V k E IR X 'Q X. 
n n co 

Proposici6n 10. Si X !?. X y g es una funci6n continua 
n 

entonces g(X ) !?. g(X). 
n 

El siguiente resultado es de suma importancia en Estadistica 

y Probabil idad. 

Teorema 22. (Cramer-Levy). 

definidas en el mismo 

correspondientes funciones 

X 
n 

X entonces </> (t) 
n 

Sea {xn} y X variables aleatorias 
n:::l 

espacio de probabilidad 

caracterist.icas {¢ (t)} 
n n:::l 

¢(t) uniformemente 
n co 
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intervalos finitos. Suponga ahara que g(t) = e.Lm ¢ (t) existe para 
n 

n co 

todo real t y que g es una funci6n continua en cera. Entonces g es 

la funci6n caracteristica de una variable aleatoria X y X 
n 

'D X. 

Como aplicaci6n del Teorema 22 probaremos la Ley Debil de los 

· Grandes Numeras· y el Teorema Central del Limite. El siguiente · 

resultado sera usado tambien. 

Lema 4. Para cualquier numero complejo z 

[1+~ + o [~J]n z e 

0 (~] ~n don~e 0 cuando n co 

11. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS Y 

EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL 

cuando n 

Teorema 23. (Ley Debil de los Grandes Nlimeros) 

co 

Sean 

variables aleatorias independientes igualmente distribuidas con 
- 1 n 

media finita ~ y sea X = ~ \X .. Entonces X E ~-
n n i~1 1 n 

Teorema 24. (Ley Fuerte de los Grandes Numeros) 

hip6tesis del Teorema 24 

P(X 
n 

n co 

~) = 1 

Baja las 

Demostraremos el Teorema 23 usando el siguiente resultado: 

Lema 5. Sea X una variable aleatoria tal que E I X In < co para 

algD.n n~l. Entonces 

~~)t) = 1 + it(EX) + 
£'>. 
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n 
en donde eLm ~ = 0. 

t oo tn 

Demostraci6n del Teorema 23. Sea ¢ la funci6n caracteristica de 

x1. Entonces par el Lema 5 

¢(t) = l+it(EX) + o(t) 

en donde o(~) 0. Par el Teorema 18 la funci6n caracteristica 
t 0 

de J.Lx_ (t) es 
n 

par lo tanto 

Entonces para t fijo, aplicando el Lema 4 

¢x_ (t) 
n 

Pero e illt es la funci6n caracteristica 

degenerada en ll y aplicando el Teorema 22 

X 
1) 

n ll 

y por lo tanto puesto que ll es una constante 

de la distribuci6n 

X 
p 

ll· n 

Ter-ema 25. ( Teor-ema del Limite Centr-al). Sean X
1

, x
2

, . .. variables 

aleatorias independientes igualmente distribuidas con media ll y 

varianza ~2>0 y seaS = X1+ ... +X . Entonces n n 
S -nil 
_n __ ~ Z 

rn~ 

donde Z tiene una distribuci6n normal estandar N(O,l), o sea 

r -nil a: 2 
n 1 -y 12 

p --_- ~ a::] - 4>(a::) = f - e_ dy 
a-v'n n oo -oo ffrr 

V a:: E iR 
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Demostraci6n. Basta demostrarlo cuando M = 0 y ~ = 1. 

Sea~ la funci6n caracteristica de x1. Entonces aplicando el 

Lema 4 

La variable aleatoria S tiene funci6ri caracteristica 
n 

~sn(t) ~ [1-;2+o(t2)f 

s 
, y par lo tanto la v. a. 

n 
tiene funci6n caracteristica 

y aplicando el Lema 4 Ms Ct) 
n n co 

2 
-t /2 
e t E fR, 

2 

Pero et / 2 es la funci6n caracteristica de una distribuci6n normal 

estandar, por lo que aplicando los Teoremas 16 y 22 se tiene el 

resultado. 
!I 

Ejemplo 8. (Este ejemplo es una apl icaci6n dei Teorema del 

Limite Central al Calculo). 

n k-n 
o· \ne 1 
<..tm L ~ = 2 
n co k=O · 

Demostraci6n. Sean variables aleatorias 

independientes con distribuci6n de Poisson P(1). Entonces S tiene 
n 

distribuci6n P(n). Par lo tanto aplicandoel Teorema-25 con a:= 0 

se obtiene 

l.Lm P~n-n::: o] = Q?(O) 
n-7co L-rn -
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Perc 

y por lo tanto 

P(S ~n) ·n 

n k -n 
\ n e 1 

Um L ~-2 
n co k=O 

n k -n 
= \ n e 
k~Ol(! 

12. TEOREMA DE GLIVENKO-CANTELLI 

Sea X una variable aleatoria con distribuci6n F y x
1

, ... ,Xn 

variables aleatorias independientes con igual distribuci6n F. Sea 

Xcu····x(n) 

x(1) < x(2) 

empirica 

* 
F (a:) = 

n 

Teorema 26. 

* 

las estadisticas de arden de x1, ... ,Xn' o sea 

< ... < X(n). Definimos la funci6n de distribuci6n 

{~ 
si a:<xc 1) 

1 n 

ibll{X/x} 
= si xCk) ~ a: < xCk+1) k=l, ... n n-1 

si a: ;:: x(n) 

Para a:: E IR fijo pero arbitrario la variable 

aleatoria F (a::) tiene funci6n de probabilidad 
n 

P[F:(a::) = ~) = [~}F(a::)]j[l-F(a::)]n-j j=O,l, .. ,n 

con media 

* E(F (a::)) = F(a::) 
n 

y varianza 

VAR(F*(a::)) = !F(a::)(l-F(a::)) 
n n 

* o sea nF (a::) t iene una distri buc ion binomial con parametres n y 
n 

F(a::) ." 
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Demostraci6n. Sea Yi 1 E t Yi . bl x = {X.~x}· n onces X es una var1a e 
1 

aleator'ia Bernoulli con parametro P = P(X.:Sx) = F(x) o sea 
X 1 

Puesto 

P(Yi=l) = F(x) 
X 

P(Yi=O) = 1-F(x) 
X 

que las variables. aleatorias 

independientes entonces las variables aleatorias 

independientes y par lo tanto 

* n . 
n F (x) = L Y1

. 
n i=1 x 

Xl, ... , xn 
1 n 

y ' ... 'y 
X X 

tiene una distribuci6on binomial con parametres n y P =F(x): 
X 

Corolario 6. Para cada x e IR 

* F (x) E F(x) 
n 

son 

son 

Demostraci6n. Se sigue facilmente utilizando la Ley Debil de 

los grandes numeros' apl icada a las variables aleatorias {y~}. . 
. 12:1 

Corolario 7. Para cada x E IR 

* vn (Fn(x)-F(x)) 'D 
z 

v'F(x) (1-F(x)) 

en donde 2 tiene una distribuci6n N(0,1). 

; ': 

Demostraci6n. Se sigue facilmente apl icando el Teorema del 

Limite Central a la sucesi6n de variables aleatorias ·{Yi} . 
X i2:l 

Teorema 27. (Glivenko-Cantelli). Para cada e > 0 

f.LmP( <Utp !Fn(-.:c)-F(x)l > 8) =0 
n co -oo<x<oo 

o1f 

o sea F (x) converge uniformemente a F(x), en probabilidad. 
n 
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Ademas 

* P(f..Lm <:J.up. ·IFn(a:)-F(a:) I = 0) = 1 
n 00 -oo<a:<oo 

13. DOMINIOS DE ATRACCION Y LEYES ESTABLES 

Sea X
1

, X
2

, ... , una sucesi6n de variables aleatorias 

independientes igualmente distribuidas con funci6n de distribuci6n 

F. Si existen sucesiones de constantes 

variable aleatoria 

n 
( \ X. - a )/b 
i~1 1 n n 

b , n ~ 1 tal que la 
n 

converge en distribuci6n a una distribuci6n G decimos que F es 

atraida a G. El conjunto de todas las funciones de distribuci6n que 

son atraidas a G se llama el dominio de atracci6n de G. El teorema 

del limite central (Teorema 25) nos muestra que la funci6n de dis-

tribuci6n normal tiene un dominic de atracci6n no vacio. Este es un 

caso especial de una clase de distribuciones con esta propiedad 

llamadas distribuciones estables. Asi, decimos que una distribu-

cion es estable si tiene un dominic de atracci6n no vacio, es de-

cir, es una distribuci6n limite para sumas de var-iables aleatorias 

independientes e igualmente distribuidas. EL siguiente resultado 

es una representaci6n can6nica para las distribuciones estables. 

Teorema 28. (P. Levy). Para que una funci6n de distribuci6n F sea 

estable es necesario y suficiente que el logari tmo de su funci6n 

caracteristica se pueda expresar de la siguiente manera 

log ¢(t) = irt- cit!~ [1 + i~l~l w (t.~)] 

donde a, ~. 0 y c son constantes; 0 es cualquier numero real, 

-1::S{3::S1, O<a::::S2, c>O y 
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{~g 
rr 

si ~ 1 2 £X a .,... 

w(t,a) = 

log It I si £X :;:: 1 

En tal caso decimos que (a,~,(f,c}.es el vector de parametres 

de la distribuci6n estable F. El parametro a se conoce como el 

exponente o indice caracteristico de F; para ·el caso a~(0,2] se 

demuestra que ¢(t) no es una funci6n caracteristica. El parametro 

{3 es el sesgo, si {3=0 entonces la distribuci6n es simetrica 

alrededor del parametro de localizaci6n ({; es sesgada a la derecha 

para 0<(3:S1 y sesgada a la izquierda para -l:S{3<0, ademas la 

variable aleatoria es positiva si y solamente si {3=-1, a<l y 

. ({>0; es negativa si y s6lo si {3=1, a<l y" ({>0 . La constante c es 

el.parametro de escala. Observe ·que el caso ti=2, {3=0, ([=jJ. y c=(J
2
/2 

corresponde a la funci6n caracteristica de la distribuci6n normal 

con me5iia p. y var·ianza ()
2

; y que el caso a=l, {3=0 corresponde a la 

distribuci6n Cauchy con parametres de localizaci6n y escala If y c 

respectivamente. 

-. 
Uno de . los problemas importantes en la teoria de la !eyes 

estables es la determinacion de sus dominies·· de atracci6n: Es 

clara que toda distribuci6n estable pertenece a su propio dominic 

de atracci6n y que todas las distribuciones con segundo momenta 

finito pertenecen al dominic de atracci6n de la distribuci6n 

normal (Tecirema 25). El resul tado que se ·present a a continuaci6n 

Q caracteriza los dominos de atracci6n de una. distribuci6n estable 

con indice a (O<a<2) a traves del comportamiento de las colas de 

la distribuci6n. 
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Teorema 29. (P. Levy). Una funci6n de distribuci6n F pertenece al 

dominic de atracci6n de una distribuci6n estable con indice 

a(O<a<2) si y solamente si cumple las siguentes dos condiciones: 

y 

i) F(-x) 
1-F(x) cuando x ~ oo 

i i) Para cualquier constante k > 0 

1-F(x) + F(-x) ~ ka d 
1-F(kx) + F(-kx) ~ cuan o x 7 OJ 

En donde las constantes c
1 

y c
2 

so no negativas y c
1 

+ c
2 

> 0. 

La convergencia establecida en i) indica que las colas de la 

distribuci6n F, y par lo tanto las de una distribuci6n estable, 

estan balanceadas y i i) nos dice que est as varian lentamente 

cuando X 7 OJ, lo que significa que el peso en las colas 

1-F(kx)+F(-kx) para cualesquiera x>O y k>O es del mismo arden que 

1-F(x)+F(-x), es decir las distribuciones estables con indice 

O<a<2 t iene "colas pesadas". La anterior no es cierto para la 

distribuci6n normal ya que de acuerdo al teorema del limite 

central de Lindeberg-Feller se tiene que una distribuci6n F 

pertenece al dominic de atracci6n de una distribuci6n normal si y 

solamente si la siguiente condici6n se cumple 

I 2J 2 lxl~tdF(x) = o(t lxl<tx dF(x)) cuando t ~ OJ 

o equivalentemente 

lo cual significa que las. colas de la distribuci6n F son 

despreciables. 
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14. DISTRIBUCIONES DE EXTREMOS 

Sean x1, ... Xn variables aleatorias independientes con· la 

misma funci6n de distribuci6n F y sea 

M = max(X
1

, ... ,X). 
n n 

Ya que P(Mn::sz) = PCX1::sz, ... Xn::sz) = PCX1::sz) ... P(Xn::sz) entonces 

FM (z) = (F(z))n .z e R. 
n 

Se puede pro bar (resul tado analogo a los Teoremas 25 y 28) 

que si existen sucesiones de constantes {a } y {b } b > 0 
n nz=1 n nz=1 n 

n z: 1 tal que 

' M -a 
n n 'D 

b 
M 

n 

entonces la· distribuci6n de la variable aleatoria M tiene que ser 

de alguno de los siguientes tres tipos: 

..:cci'·' < d: < co 

... ) G ( ) = Ba:fl(- (-a::) ) - {. a 
111 M a:: 1 . 

a:: ::S 0 
a:: > 0 

a > 0 

llamadas distribuciones de Extremos. 

para alglin a > 0 

a:: ::S 0 
a:: > 0 

15. TEOREMA DE RADON-NIKODYM Y ESPERANZA CONDICIONAL 

Sean (Q,'!f,iJ.
1

) y (Q,'!F,iJ.
2

) dos espacios de medida y supongainos 

que J.1
1

(A)=O implica que iJ.2 (A) = 0, en este caso decimos que /-L
2 

es 

absolutamente continua con respecto a J.l, y escribimos /J.2 « J..L 1. Si 

c J.1
1

(N )=0 para alglin conjunto N e '!f tal que entonces 

decimos que J.ll es J..L2 singular. 



Teorema. 30 (Radon-Nikodynl. Sean v1,v2 y J.l medidas CJ'-finitas en un 

espacio medible (Q,~) tal que v
1 

« J.l, v
2 

« J.l
2 

y suponga que 

(****) ' 
v=v

1
-v

2 
esta bien definida en ~ (o sea v

1 
(Q) y v

2
Cn) no son 

al mismo t iempo co). Entonces existe una funci6n ~-medible g, 

finita casi seguramente J.l tal que 

v(A) = J gdJ.l V A e ~ 
A 

Ademas g es unica c.s. [J.l]. 

(13) 

La funci6n g definida por (13) se llama la derivada de Radon 

Nikodyn de v con respecto a J.l y se denota de manera sugestiva por 

dv/dj..L, 

Sea (Q,~,P) un espacio de probabiidad arbitrario y sean~ una 

variable aleatoria tal que El~l <co y §' una sub CJ'-algebra de ~. 

Consideremos la funci6n de conjunto 

v(E) = J ~dP 
E 

E E §' 

La funci6n v es una medida con signa finita y v « P§' en donde 

P§' es la restricci6n de P de ~ a §'. Par el teorema de 

Radon-Nikodyn existe una funci6n ~-medible y P-integrable f en Q 

determinada unicamente c.s. [P~] tal que 

v(F) = I fdP~ = I fdP V E e ~. 
E E 

Escribiremoes f=~(~l~) y la llamaremos la esperanza condicional de 

~ dada la CJ'-algebra ~. Entonces la esperanza condicional ~(~!§') de 

~ dado ~ es una funci6n ~-medible y P-integrable la cual queda 

determinada en forma Unica par la igualdad 

'tf E E ~ 

( ,..., .• .,.) V def in ida en esta forma se llama medida con signa 
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(/ 

Las propiedades mas senci llas de esperanza condicional son 

las siguientes: 

Teorema 31. Sean ~ y ~ variables aleatorias con esperanza finita y 

a y b numeros reales. 

1) ~{~(~J~)} = ~(~) 
.. ,. 

2) ~(a~+b~J~) = a~(~J~)+b~(~J~) c.s. 

3) Si ~ es ~-m~dible, ~(~J~) = ~ c.s. 

En particular si ~=a c.s. entonces ~(~J~) =a c.s. 

4) Si ~~o c.s. entonces gc~J~) ~ 0 c.s. 

5) Si ~. =:: TJ c .. s. entonces ~(~J~) ::: ~(~J~) c. s. 

6) J~(~JG) I ::: sC 1~11~) . 

Demostraci6n 

1) Puesto que Q E ~ 

E(~) =I ~dP =I ~(~J~)dP=~(~(~J~)) 
Q Q .. . .. 

2) V E E ~ 

3) 

J (a~+b~)dP 
E . 

= aJ ~dP+bJ 'l']dP 
E E 

= aJ ~(~J~)dP+bJ ~(~J~)~P 
E E 

= J {a~(~J~)+b~(~J~)}dP 
E . 

La primera parte es obvia. 

Definamos ~(w) = a 'rl W E Q, entonces 

= {: 

si · . a ~ B 
-1 

'l'J ' (B) ... 
si a E B 

v B E ~(Q) 

o sea ~ -1 (B) E ~ y por lo tanto 17 es ~-medible. 
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4) Si el Teorema de Radon-Nikodyn asegura que 

sC<;i§'):::O c.s. 

5) y 6) siguen en forma obvia. 

Teorema 32. Sea<; una variable aleatoria tal que El<;i<oo y §'
1 

y §'
2 

dos sub ~-algebras de ~ tal que §'2 c §'
1 

c ~. Entonces 

Demostraci6n. Sea E E §'2 c §'
1

. Entonces 

I s_c<;i§'1 ldP =I <;ctP =I s.c<;!§'2 JdP 
E E E 

lo cual implica que s{sC~I§' 1 )!§'2 )= sC~I§'2 ) c.s. 

sC~i§'2 ) es §'2-medible y par lo tanto §'1-medible lo cual da la 

primera igualdad. 

Teorema 33. Sea ~ una variable aleatoria tal que El~i<oo y 

supongamos que ~(~) y §' son independientes. Entonces 

sC~I§') = E~ c.s. 

En particular si <; y 71 son variables aleatorias integrables tal 

que son independientes entonces en donde 

Demostraci6n. V E E §' <; y 1E son variables aleatorias independien 

tes y par lo tanto · 

I ~dP = I ~1EdP = sC~1E) = EC~JEC1El 
E Q 

= I E(~)dP 
E 
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Teorema. 34. (Teorema de Convergencia Mon6tona Condicional). Sea 

una sucesi6n creciente de variables aleatorias 

no-negativas tal que lim ~ = ~ c. s. en donde E(s) < co. Entonces 
n 

n-7ro 

sC~I~) = lim sC~ni~J 
n-7ro 

Demostraci6n. Par el teorema 32(5) la sucesi6n {E(s I~)} es no - n 

decreciente y no-negativa c.s., 71 = lim E(s I~) es ~-medible y_ - n 
n-7co 

usando el Teorema de Convergencia mon6tona (Teorema 12) dos veces 

obtenemos que para E E ~ 

.. sCUm~~~) = lLm EC~ I~) - n 
n-7ro 

c.s. 

En forma similar se prueban los siguientes dos resultados. 

Teorema. 35 (Lema de Fatou Condicional). 

Sea fs } >
1 

una sucest6n de variables aleatorias no-negativas 
n n-

tal que ECs )<co y E(lLm ~ ~ )<co. Entonces 
n ... n 

E(lLm ffiD (:. I~) ::s Um .Ln° E(~ I~) c.s. 
- &- "'n &- - n 

n-7co 

Teorema. 36. (Teorema de Convergencia Dominada Condicional) 

Sea {~ } una suces16n de variables aleatorias tal que s ~ n . n 

c.s·. y Is I ::s 71 c.s. 'd n -~ 1 en donde El11l<co .. Entonces 
n 

EC(;I~) =lim EC~ I~) c.s . .., - n 
n-700 
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Como apl icaci6n del Teorema de Convergencia Dominada 

Condicional se tiene el siguiente resultado, el cual es bastante 

util. 

Teorema 37. Sean ~ y T/ variables aleatorias tales que E IT/ I <co y 

EI~TII<co y tal que~ es ~-medible. Entonces 

Demostraci6n. 

La demostraci6n se hace par casas. Primero para ~ = 1A A e ~

Entonces ~E(T/1~) es ~-medible y V E e ~ 

Trivialmente el resultado es verdad para funciones simples. 

Si ~ es ~-medible, sea {~0} una sucesi6n de funciones simples 

~-medibles (ver el Teorema 11) tal que V W E Q etm ~ (w) = ~(w) y 
n 

n-?OJ 

I~ (w)l ~ l~(w)l V n ~ 1. Entonces por el Teorema 36 
n 

s(~T/1~) = tLm s(~0TII~) = c.s. 
li 

n~co 
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