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· ~ ~ 1. SIGNIFICADO DE LA GEOMETRIA · 
- ··~ 

Desde la antigUedad los hombres tenian necesidad de medir. Era 

necesario conocer los lotes donde cultivaban, era importante 

conocer las estaciones del ano para saber periodos de cultivo y de 

cosecha, asi poco a poco, se fue volviendo relevante entender 

formas y medidas de objetos en la tierra, de la tierra y de su 

posici6n en el universo. De esta forma, la humanidad aprende 

ejemplo a calcular ~reas: Por ejemplo, en el valie del 

por 

Nilo 

inundaciones peri6dicas cubrian los fertiles terrenos, despues, 

especialistas en medir superficies tenian que redistribuir las 

~reas de cultivo. Poco a poco se fue desarrollando la Geometria 

/) ( r·eos . f.-le-rpos) en forma ewp1rica. Este ~onocimiento pas6 a la 
L:civilizaci6n griega, que con su gran tradici6n filos6fica trat6 de 

abstraer la parte fundamental y de desarrollar un esquema l6gico 

en el que se pudieran obtener los principios fundamental~s. que 

generaran todas las propiedades geometricas. 

La cu1minaci6n de este proceso fue la obra de Euclides "Los 

elementos", en la que a partir de unos cuantos axiomas y cinco 

postulados adicionales, se deducen todos · los 

geometricos. Este libro es un compendio del 

principios 

conocimiento 

geometrico de su epoca, 

importantes. 

y una de las obras matem~ticas m~s 
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<Ji 2 .. POSTULADO DE EUCLIDES 

Los axiomas son los principios mas fundamentales de todos, luego 

los postulados que son las verdades evidentes, que no se pueden 

dernostrar, y de ~stas se deben poder deducir todas las propiedades 

geom€!tricas. 

Siguiendo a Coxeter [C1], listamos a continuaci6n los postulados 

de Euclides: 

I. Se puede trazar una recta de un punto cualquiera a otro punto 

cualquiera. 

II. Se puede prolongar continuamente una recta finita en linea 

recta. 

III. Se puede describir una circunferencia con cualquier centro y 

cualquier radio. 

IV. Todos los Angulos rectos son iguales entre si .. · 

V. Si una recta corta a otras dos de manera que los dos angulos 

internos en cada uno de sus lados sean menores que dos 

angulos rectos, si se prolongan indefinidamente, se cor"taran 

en el mismo lado del plano en el que los angulos son menores 

que dos rectas. (Fig. 2.1) 

Fig. 2.1. 
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Esto~·postulados aparecen publicados aproximadamente en el a~o 300 

a. c. en "Los Elementos" de Euclides,y han sido una de las piedras 

fundamentales de la Matematica. Por muchos a~os se les consider6 

como algo insusperable, y fundamento de la "verdad", 

dia ya no es el caso. De los axiomas de Euclides no 

demostrar, por ejemplo, que circulos cuyos radios sean 

la distancia de su centro se cortan en dos puntos 

Resultado que Euclides utiliza alguna vez. 

I 
I 
I 

I 
I 
: 

d < r +r 
~ 2 

aunque hoy 

se puede 

rnayores a 

(Fig. 2.2) 

No fue sino hasta finales del siglo pasado o principios de ~ste, 

en que se di6 una serie de axiomas que deben satisfacer objetos 

abstractos llamados puntos, rectas, etc., que se ha logrado una 

fundamentaci6n, que para nosotros es satisfactoria, de los 

principios de la geometria. (Listamos estos axiomas, propuestos 

por Hilbert en un ap~ndice al final, para que el lector curioso 

los pueda leer) . 

De cualquier forma, vale decir que el mismo Euclides no parecia 

~uy satisfecho con el V postulado. En manuscritos antiguos se ve 

que este postulad~ hace su aparici6n algo tarde, y s6lo cuando es 

estrictamente necesario para demostrar el teorema que le seguia. 

~Habra pensado Euclide~ en la posibilidad de que este postulado 

era consecuencia de los otros cuatro, y al no poderlo dernostrar se 

vio forzado a incluirlo? 

Esta ultima es una pregunta que se han planteado los rnatematicos a 

traves de la historia: ~Es el V postulado consecuencia de los 

demas? Para entender un poco por qu~, 

sencilla del postulado: 
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demos una versi6n mas 





V'. Dadas una recta y un punto fuera de la linea recta, 

punto pasa una y·s6lo una recta que es paralela a 

original (Fig. 2.3). 

f' ------- - ~--

--·---- ---- ·---. - ··- ·- --- -------------- -- -· ---- ---- ----- .. 

Fig. 2.3. 

por este 

la recta 

Vamos a decir que dos rectas son paralelas si estas no se cortan, 

- c-J no importa cuanto las prolonguemos. ,_, 
' . 

~ 3. INTENTOS POR PROBAR EL POSTULADO DE LAS PARALELAS 

La versi6n modificada del ultimo postulado (V') ahora tiene una 

redacci6n que lo hace parecer muy obvio. 

Proclus (alrededor de 450 d.c.) narra un pocola historia de la 

Geometria griega, y cita varios intentos en vano por deducir el 

axioma de las paralelas a partir de los otros, ademas de dar una 

critica a estos intentos. 

tambien. 

El mismo cree dar una demostraci6n 

De esta forma, a partir de entonces, muchos matematicos hacen el 

esfuerzo para llegar a demostraciones equivalentes o, en el mejor 

de los casos, reemplazar el postulado de las paralelas .Por un 

postulado que es l6gicamente equivalente. 

D'Alambert se indigna tanto que escribe que "la imposibiidad de 

probar el postulado de las paralelas era el escandalo de la 

geometria elemental" todavia a finales del siglo XVII. 

En 1733, un sacerdote jesuita, Saccheri publica un trabajo llamado 

"Euclides ab omni Naevo Vindicatus" (Euclides reivindicado de toda 

falta), en el que da la idea clave para tratar con el problema del 
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postulado de las paralelas: suponer que es falso, y usar su 

negaci6n y los demas postulados para construir otra geometria. De 

esta forma, se podria llegar a una contradicci6n, lo que probaria 

que el V postulado depende de los cuatro restantes. Su trabajo 

resulta fundamental para el desarrollo de la &eometria 

no-Euclideana. Desafortunadamente al final, con una definici6n 

poco rigurosa de linea recta, o de sus propiedades, Saccheri cree 

haber encontrado la contradicci6n que buscaba. ;Lastima! 

~ 4. BOLYAI, LOBACHEVSKI, GAUSS ... 

: c) y como suele ocurrir en la historia de las matematicas, casi 

simultaneamente aparecen dos trabajos en donde se logra dar una 

respuesta satisfactoria al problema de las paralelas. 

Bolyai (hungaro) en 1823 le escribe a su padre, tambien 

matematico, que tiene unos resultados muy importantes que dan una 

soluci6n final y definitiva al problema de las paralelas. 

Lobachevski (ruso), en 1825 escribe su primer trabajo de geometria 

no-Euclideana. La idea de ambos es analoga a la de Saccheri, negar 

el V postulado, y construir una geometria a partir de los cuatro 

primeros postulados y la negaci6n del quinto. Ambos demuestran que 

la Geometria que construyen es tan consistent~ l6gicamente, como 

( ~ la de Euclides, y viceversa, que la Geornetria Euclideana tiene la 
,,_/ misma validez 16gica como la de ellos. Es decir que si en una 

,Geornetria se pudiera llegar a un teorema que fuera verdadero y 

falso a la vez, lo mismo se podria obtener en la otra geometria. 

Mas adelante diremos brevemente c6mo se logra esto, con ayuda de 

modelos para representar la Geometria no Euclideana. 

Mencionarnos brevemente que Gauss estuvo al tanto de los avances de 

ambos cientificos y que, ademas, el habia llegado a conclusiones 

similares con un poco de anterioridad, pero no se atrevi6 a 

enfrentar la disputa que desataria con los fil6sofos de su epoca, 

que pensaban que las unicas verdades incontrovertibles eran las 

verdades matematicas. 
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~ 5. MODELOS DE BELTRAMI Y POINCAR~ 

Para veriricar que la Geometr!a no-Eucl~deana es tan consistente 

como la Euclideana, lo que se puede hacer es que en un mundo 

cualquiera, digamos en el mundo en el que vale el axioma de 

Euclides, construir un modelo en el que podamos verificar los 

axiomas que proponen Bolyai o Lobachevski: 

Nuevo postulado de las paralelas · 

Por un punto dado fuera de una linea recta pasan al menos dos 

~) rectas distintas paralelas arnbas ala recta dada (Fig. 5.1). 
"- _/ , 

1----------~----------J.. 

Fig. 5.1. 

Beltrami construye un modelo muy f~cil de entender, en el que se 

verifican casi todos los axiomas de forma inmediata: fija una 

circunferencia en un plano euclideano, y su plano no-Euclideano 

consiste del interior de la circunferencia, excluyendo los puntos 

de la misma circunferencia. Los puntos interiores corresponden a 
/" 

\,_) puntos y los segmentos de recta que est~n en el interior son las 

lineas rectas. Entonces como en la figura 5.2., es facil ver que 

dada la recta g y el punto P, por P pasan al menos dos paralelas: 

AP y DP, y que, ~demas, cualquier ~ecta que est~ enmedio ser~ 

paralela a g. 

Modelo de Beltrami {Fig. 5.2) 
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Entonces es facil verificar los axiomas de Hilbert, dos puntos 

determinan una recta, existen tres puntos no colineales, etc . 

. Podemos dar una medida de distancia en este modelo, que nos 

comprueba que las rectas aqui tienen longitud infinita, pero como 

esto es mas facil en el modelo de Poincare, describimos este. 

paralelas a una recta fija por un punto dado fuera de ella, 

se ve en la figura 5.3. 
--- ·--·- . -

I c 

I 
I 

11 D 

Modele de Poincare (Fig. 5.3) 

La recta AP y PD son paralelas a g. Al igual que la recta 

punteada. 

La ventaja del modelo de Poincare es que lo podemos pensar como un 

objeto del plano complejo ~ con coordenadas (x,y) = x+iy, y usar 

algo de transformaciones complejas para entender propiedades 

geometricas. (Vease Pedoe [P]). Por ejemplo, usando coordenadas 

complejas, podemos definir distancia en forma muy facil. 

5. 4). 
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Fig. 5.4. 

()En la figura 5.4, si a= a
1
+ia

2
, /3 = /3

1
+if3

2
, A= A

1
+iA

2
, B = B~+iB2 

son las coordenadas complejas, y el circulo es de radio igual a 1. 

La distancia entre los puntos A y B, d(A,B) esta dada por: 

I ca-A>Ica-B}I 
d{A,B) = log ({3-A)/((3-a) 

(Que es el valor absoluto del logaritmo de la raz6n cruzada de los 

cuatro puntos (a(3,AB)}. 

N6tese que los puntos a y {3 no son parte del plano no Euclideano 

por no estar en el interior del circulo. 

() Obs~rvese tambi~n que las rectas son de longitud infinita, pues si 

-- hacemos A tender a a (es decir, acercarse a la frontera}, el 

·cociente tiende a 0, y su logaritmo a -oo. Es decir d(A,B) ... 00. 

Para entender un poco las propiedades sim~tricas, veamos un dibujo 

del artista holand~s M. c. Escher, que logr6 obras muy bonitas 

usando este modelo; V~ase la figura 5.5. En ~sta, los fantasmas se 

mueven por lineas "rectas" y todos tienen la misma altura. Es 

decir, que como los vemos, se "encogen" conforrne se a cere an a la 

frontera, pero desde su ptinto de vista, ellos miden exactarnente lo 

rnismo. 
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Concluimos ademas que es posible hacer arte la geometria no 

euclideana 

Fig. 5.5. 

Como el modelo de Poincare esta en un plano y es posible tambien 

verificar todos los axiomas, y al construir geometria, se puede 

ver que si seguimos s6lo los axiomas complementarios al de las 

paralelas, podemos hacer lo mismo en este modele que en el plano 

Euclideano. Por lo tanto, ambas. geometrias tienen la misma 

consistencia 16gica. 
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Lo m~s sorprendente es que si hacemos girar el plano de Poincare y 

obtenemos la esfera, ~sta ser~ un modelo del espacio no 

Euclideano, y aqui dentro podremos construir un modelo de la 

geometria plana de Euclides. Para esto, vease Coxeter ·[C2]. Una 

horoesfera ser~ una esfera en el espacio no Euclideano, tangente a 

la esfera limite: 

Fig. 5.6. 

En la horoesfera, la curva que minimiza distancias corresponde a 

la linea recta, y se verifican los cinco postulados de Euclides, 

es decir que en la geometria no Euclideana tambien podemos dar un 

modelo de la geometria Euclideana. 

Finalmente, en ~a siguiente figura se ilustra c6rno, usando 

proyecciones, obtenemos una equivalencia entre los modelos de 

Beltrami y de .Poincare. (Fig. 5.7.) 

~ 6. ANGULO DE PARALELISMO net) 

Surge entonces la pregunta ~c6mo es el universo en el que 

vivirnos?, ~Las paralelas son unicas, hay una infinidad o no hay?. 

N6tese que en los modelos no-Euclideanos que dirnos, teniamos dos 

paralelas especiales que "encerraban", en cierta forma, todas las 

dern~s paralelas, estas son paralelas asint6ticas, puesto que en el 

infinite, tocan a la recta dada. Y que el concepto de ~ngulo entre 

dos rectas es identico al ~ngulo euclideano. Usando esto, 

definir lo siguiente. 

10 
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() 
Fig. 5.7. 

Si t es un segmento de recta perpendicular a la recta g, por el 

extremo opuesto de l pasan las dos paralelas asint6ticas, 

forman un ~ngulo l. llamado el ~ngulo de paral~lismo rr(l). 

6.1.). 

----------

Fig_ 6 .1. 

Es claro que rr(t) = 90 
0 

para cualquier segmento, implicaria 

est as 

(Fig. 

que 

las paralelas son unicas y que estamos en el modelo Euclideano, 

pero en el modelo de Beltrami, ode Poincare, rr(l)<90°. 

Si quisieramos una prueba de que nuestro universe es Euclideano o 

no, podemos usar la rnedida rr(t), como sigue: 
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__ _:_ __ ---------- -~----------------- ----··- -----·-·-
Fig. 6.2. 

Si M es una estrella, mientras que A y C representan a la tierra 

en dos posiciones opuestas en su 6rbita alrededor . del sol, 

escogidos de tal forma que los angulos A y C son iguales. Entonces 

c 
90 -rr(AB) (donde AN es la (') el paralaje 90° -<BAM es mayor que 

'-·-·'/ 

() 

paralela asint6tica de BM 1 y por lo tanto rr(AB)=<NAB). Entonces 

deberia existir una cota positiva para todos los paralajes. Pero 

esta no se ha observado todavia; lo cual dice, que si el espacio 

es no Euclideano, entonces nosotros vivimos en un espacio tan 

pequeno que no se nota. 

Es algo asi como la creencia antigua de que la tierra es plana, 

que la humanidad se movia en una superficie tan pequena que no se 

notaba que la tierra se curvaba: 

~ 7. OTRAS GEOMETRIAS 

Otra forma de negar el axioma de las paralelas es: 

No existen lineas paralelas: cualesquiera dos rectas se cortan en 

al rnenos un punto. 

Este axioma necesita que modifiquernos algun axioma precise: es 

necesario suponer ahora que las rectas pueden tener longitud 

finita, no importa cuanto se prolonguen. 

Con esta modificaci6n, tambien se puede ver ~ue la geometria que 

se construye es tan consistente como la Euclidena. 
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Un modelo para ~sta es simple, pues es en el que vivirnos: 
0 

considerese una esfera, esta superficie ser<i nuestro "plano~'; los 

puntos de ella corresponden a los puntos de la geometr1a y, 

finalmente, las "lineas rectas" son los arcos de longitud m~xima, 

es decir, aquellos que parten la esfera en dos hemisferios 

iguales: (Fig. 7~1). 

Fig. 7 .1. 

~ 8. OTRO EXPERIMENTO 

La geornetr1a en la que existe un numero infinite de paralelas se 

llama hiperb6lica; aque·lla en la que no existen paralelas se llama 

eliptica. Sabemos entonces [C2] que si tomamos un tri<ingulo 

cualquiera AABC, si la suma de los ~ngulos: 

A+B+C es {~ayor que} 
1gual a 
menor que {

el.iptica } 
180°, entonces la geometria es Euclideana 

hiperb6lica 

(_) Entonces, podemos repetir el experimento anterior, con 

en dos posiciones: A, C y una estrella M, (Fig. 8.1) 

la tierra 

·A 

Fig. 8.1. 
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y s{mplemente medir. la suma de los ~ngulos que se forman. 

Obtenernos la misma conclusi6n: en las distancias que podemos 

manejar, la variaci6n es tan peque~a, que no podemos decidir si en 

el universe hay paralelas o no. 

Para concluir, no se nos olvide que los fisicos de hoy dia han 

desarrollado teorias (la Teoria de la Relatividad) que les dice 

que el espacio se curva, aunque no necesariamente 

uniforme. Esta forma de curvarse afecta la geometria 

tanto, las propiedades de paralelismo. De cualquier 

en forma 

y por lo 

forma, las 

teorias dicen que cerca del Sistema Solar (al menos) la 

(-') es casi cere [W]. 
~/ 

curvatura 
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~ APENDICE. LOS AXIoMAS DE HILBERT [H]. 

I. Axiomas de Incidencia: 

1. Dos puntas tienen una y s6lo una recta en comOn. 

2. Cualquier linea recta contiene al rnenos dos puntas. 

3. Hay al menos tres puntas que no estan contenidos en una 
sola recta. 

II. Axiomas de Orden. 

1. De cualquiera tres puntas en una recta, uno y s6lo uno se . 
encuentra cornprendido entre los otros dos. 

2. Si A y B son des puntas, hay al rnenos un punta C tal que B 
esta entre A y C. 

3. Cualquier .linea recta 
triangulo, o bien pasa por 
intersecta otro lado. 

intersectando 
el vertice 

un lado de un 
opuesto, o bien 

III. Axiomas de Congruencia. 

1. En una linea recta, un segmento dado se puede 
cualquier lado de un punto. El segrnento 
congruente al original. 

colocar de 
se llamara 

2. Si dos segrnentos son congruentes a un tercero, 
son congruentes entre si. 

entonces 

3. Si los segmentos AB y A'B' son congruentes, y C esta en el 
segmento AB, C' en A'B' son tales que uno de los segmentos 
formados per C y algOn extreme de AB es congruente a uno 
de los segmentos formados por C' y algOn extreme de A'B', 
entonces los segmentos que quedan son tambien congruentes. 

4. Dado un angulo, este se puede colocar en cualquier lade de 
una semirecta. 

5. Si dos lades de un triangulo son iguales a dos lados de 
otro triangulo, y si los angulos incluidos .entre ellos 
tambien coinciden, entonces los triangulos son 
congruentes. 

IV. Axioma de las Paralelas. (Nuestro postulado V'). 

V. Axiomas de Continuidad. 

1. Cualquier segmento de recta se puede medir con cualquier 
otro segrnento de recta. 

2. Cualquier sucesi6n infinita de segmentos anidados tiene un 
punta en comOn. 
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