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I. INTRODUCCION. 

El proposito de est a nota es asomarnos a algunos aspectos de la fascinante relacion que 
existe entre la fisica y la geometria, siguiendo, en' un plano muy modesto des de luego, el 
espiritu que animo a uno de los mas grandes genios: Albert Einstein. 

Desde principios de este siglo, a raiz de la formulacion de la teoria de la relatividad 
por Einstein, que es sin duda uno de los grandes momentos de la historia de la ciencia y 
que propicio un cambia radical en nuestra concepcion del Universo, ha habido un interes 
creciente por estudiar el papel que desempena la geometria dentro de la fisica. 

Ultimamente, sin embargo, el punto de vista opuesto -es decir, el papel que la fisica 
desempena dentro de nuestra concepcion de la geometria- tambien se ha visto sujeto 
a mas y mas estudios: el descubrimiento de n]levas y profundas relaciones entre teorias 
desarrolladas independientemente por fisicos y matematicos hace pensar en la existencia 
de una relaci6n muy intima entre ambas disciplinas. Quiza fue esta la vision premonitoria 
de Einstein. 

Desafortunadamente, cuando hablamos aqui de geometria, pensamos no en la geometria 
clasica, de regia y compas, sino en la llamada ·geometria diferencial, la que requiere de 
conocimientos de calculo, lo que hace un poco mas dificil de explicar y comprender los 
puntas finos de estas teorias. For ello, aunque supondremos que ellector tiene conocimien
tos de las ideas fundamentales del calculo, en esta nota nos limitaremos a discutir tan solo 
algunos de los aspectos mas simples del problema. 

La organizacion del trabajo es como sigue: 

Primeramente, y con la intencion de ubicar el problema, en las secciones II y III hare
mQ~. un repaso rapido de la evolucion de la geometria y de la fisica, de su divorcio como 
disciplinas intelectuales y de su reunion en la concepcion einsteiniana del·universo. 

En seguida discutiremos en las secciones IV y V algunas ideas. que ilustran el camino 
hacia la relatividad y ala concepcion geometrica del universo. Es en esta parte, ep. especial 
en la seccion IV, que aparecen los argumentos mas tecnicos del trabajo, pero los detalles 
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de estos pueden omitirse, sin perjuicio para la comprension de lo que sigue; basta tan solo 
con entender las ideas geometricas comprendidas en las primeras dos figuras. 

Finalmente, en la seccion V, describiremos brevemente algunas de las notables conse
cuencias que se desprenden de la teoria de la relatividad. 

II. LA GEOMETRIA, ANTES Y DESPUES DE EUCLIDES, 

0 LA FISICA DETRAS DE LA GEOMETRIA EUCLIDEANA. 

Antes de la Grecia chisica la geometria, como ciencia, era casi inexistente. Sin menosca
bo de su importancia para la evolucion de nuestr.a civilizacion, entre los pueblos egipcios 
y babilonios la geometria se reducfa pnicticamente a una actividad casi empirica: era un 
conjunto de reglas o formulas sencillas, con frecuencia tan solo aproximadas, y sin mayor 
relacion entre si, que se aplicnban a la solucion de problemas cotidianos; por ejemplo, 
el calculo de areas de terrenos o volumenes de recipientes, con frecuencia para fines de 
impuestos. Pero en cualquier caso, la geometria estaba fuertemente ligada al proceso 
fisico de medir, y de ahi deriva su nombre. 

Con la madurez cultural del pueblo griego, se presenta un cambio radical en el desarrollo 
de la geometria, con el advenimiento de la abstracd6n. (Vale la pena insistir en que este 
cambio no se presenta en los inicios de la civilizacion griega, sino que es consecuencia de 
un clima especial, propicio para el desarrollo de actividades estrictamente intelectuales; 
un fenomeno semejante se presentara en el renacimiento.) Esta tendencia ala abstraccion 
comienza alrededor del siglo VI A.C., entre los disdpulos de Tales de Mileto pero, sobre 
todo, dentro de la escuela pitagorica de Crotona; la relacion de las ideas geometricas con 
el mundo ( el geos) cambia entonces por complete, y la geometria empieza a convertirse en 
una disciplina formal. Este proceso de abstraccion alcanza su maxima expresion entre los 
griegos con el tratado de 'Los Elementos' de Euclides, escrito en su mayor parte hacia el 
siglo III A.C. 

Sin embargo, aun en este clima de formalismo casi m:fstico pueden encontrarse relaciones 
profundas entre la geometria y nuestra concepcion del mundo f:fsico. Un .ejemplo notable 
se encuentra en Aristoteles, quien afirmaba que los axiomas se obtienen de la observacion 
del mundo fisico (y deben ser por consiguiente autoevidentes) en tanto que los postulados 
deben verificarse de acuerdo a sus consecuencias, es decir de acuerdo a su concordancia 
con la realidad. Esta distincion, un tanto sutil, entre ambos conceptos, se fue diluyendo con 
el correr del tiempo, tanto entre los filosofos como entre los matematicos, para desaparecer 
en matematicas hacia fines del siglo XIX, al afirmarse las geometrias no euclideanas. · 

Aun mas importante desde nuestra perspectiva son las definiciones iniciales de Los 
Elementos. En efecto, ni para Euclides ni para sus seguidores era claro el hecho que las 
teor:fas formales de ben tener una serie de elementos indefinidos (primitives) -lo que no es 
de sorprender, pues este hecho no fue reconocido sino hasta muy recientemente- de m~do 
que, de manera un tanto ingenua, trataron de definir los objetos geometricos usando sus 
"caracter:isticas fisicas": 'un punto es aquello que no tiene dimensiones', etc. Asimismo, 
en muchas de las demostraciones de Euclides se utilizan traslaciones de las figuras como 
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metodo para probar que dos de ellas son congruentes. Euclides tenia conciencia de que 
este es un argumento flsico y no formal, pero no encontr6 manera alguna de formalizarlo. 
Y sin embargo, el suponer que las traslaciones no alteran las propiedades geome:tricas de 
los objetos es, en efecto, una fuerte suposici6n acerca de las propiedades del espacio. 

Sin embargo, comoquiera que sea, lla geometrfa empez6 a verse desligada de su contexto 
metrico, y por lo tanto fisico, situaci6n que, como hemos mencionado, lleg6 a su climax 
durante el siglo XIX con el advenimiento de la geometria no euclideana de Gauss, Bolyai 
y Lobachevsky y, sobre todo, con la geometria intrinseca en dimensiones arbitrarias de 
Riemann, donde la relaci6n con el universo fisico parece haber desaparecido por completo 
aunque, curiosamente, Riemann pensaba que sus metodos deb:fan aplicarse al problema de 
decidir cual es la verdadera geometri'a del mundo flsico. Esta revoluci6n conceptual se 
materializa a principios·de este sig~o con la geometr:fa axiomatica de Hilbert. 

Por otro lado, para. ese entonces el uso de coordenadas introducido por Descartes y, 
sobre todo, el notable desarrollo del calculo diferencial, creado por Newton y Lefbniz, 
hab1an modificado casi completamente los razonamientos empleados en la geometda: la 
geometria, como parte activa de las matematicas, se hab:la convertido en cierto modo en 
una rama del analisis (geometria diferencial). 

III. LA FISICA,ANTES y DESPUES DE EINSTEIN, 

0 LA GEOMETRIA DETRAS DE LA RELATIVIDAD. 

La fisica, por su parte, tuvo un desarrollo completamente diferente e independiente, 
pero igualmente fascinante. 

En ·1a antiguedad, salvo por notables excepciones como es el· caso de Arquimedes, ia 
ffsica, como ciencia independiente, era practicamente inexistente y el primer fisico digno 
de ese titulo es tal vez Galileo. Con el se inicia el llamado periodo mecanico, que se 
consolid6 con la notable personalidad de Newton. 

La tesis fundamental de este periodo era que los fen6menos fisicos pueden describirse me- · 
diante interacciones de tipo mecanico, regidas por las leyes de Newton, entre las "particu
las" que componen los objetos (lo que, sin embargo, no debe interpretarse como una teoria 
at6mica en el sentido moderno). 

En esta epoca los argumentos geometricos eran secundarios en la soluci6n de los pro
blemas f{sicos -aunque, tambien curiosamente, Newton soHa utilizarlos en sus escritos-

. y la herramienta fundamental era el calculo. Esta vision mecanica del universo alcanza 
su maximo desarrollo en la epoca anaHtica, representada principalmente por la escuela 
francesa de Laplace, Lagrange, Poisson, etc., para termin:ar hacia la segunda mitad del 
siglo pasado, cuando la llamada teoria de campos modifica radicalmente las ideas que se 
ten1an acerca de la descripci6n de los fen6menos fisicos. 

El papel que representaba la geometria dentro de la fisica se hab1a reducido sin embargo .. 
a su minima expresi6n, al grado que Lagrange, en su tratado 'Mecanica Analitica', se jacta 
de poder prescindir por completo de figuras e imag(;n~~· 
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Hacia finales del siglo pasado, sin embargo, las tecnicas experimentales hab{an alcanzado 
un desarrollo tal que las cleficicncias en ln.s teorias fisicaR, que hasta entonces se hab!an 
considerado practicamente inmutables, empezaron a quedar al Jescubierto. Esto abri6 el 
camino para las dos grandes revoluciones conceptuales de la fisica de este siglo: la mecanica 
cuantica y la teoda de la relatividad. 

En particular para Einstein, quien conoda y apreciaba los trabajos de los ge6metras de 
finales del siglo pasado, las leyes de la fisica debian desligarse de la noci6n de sistemas de 
referencia privilegiados, y el medio para lograrlo era escribirlas en terrninos de nociones 
geometricas intrinsecas. Describir con detalle estas ideas en unas cuantas paginas seria 
imposible pero, en cualquier caso, la teoria de la relatividad de Einste~n es una teoda 
geometrica, y la convicci6n de Einstein de que la geometria era el camino para representar 
las teorias fisicas era tan profunda que hasta el fin de sus dias estuvo trabajando, infruc
tuosarnente, en una teoria mas general que elllam6 teor:ia del campo unificado. (Una 
relato fascinante de estas ideas es el libro del propio Einstein, junto con L. Infeld, 'The 
Evolution of Physics'.) 

IV. ACELERACION y CURVATURA. 

Consideremos el movimiento de una partlcula de masa m, que se mueve en el espacio de 
coordenadas (x, y, z). A cada instante de tiernpo t, la posicion de la particula se determina 
por una funci6n r(t) = (x(t),y(t),z(t)), como se ilustra en la·siguiente figura. 

r<t> <x<t>,y<t>,z<tll 

y 

Trayectcria de una particula 

Las leyes de Newton nos dicen entonces que el movirniento de est a partlcula se rige por 
la segunda ley, la que escribimos: 

f= ma 

donde las cantidades vectoriales a y f son la aceleraci6n de la particula y la fuerza que 
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se ejerce sobre ella, respectivamente, y recordemos que la aceleraci6n e'sta dada por la 
s.egunda derivada de r con respecto at: 

a(t) = v'(t) = r"(t). 

La segunda ley de Newton nos muestra, en particular, que la aceleraci6n y la fuerza 
apuntan en la misma direcci6n. As:f, si una fuerza empuja a una part:lcula haciendoia 

. cambiar de direcci6n, la aceleraci6n nos senalara tambien la direcci6n de este cambio; 
entre mayor sea la componente de la fuerza en la direcci6n normal ala trayectoria, mayor 
es el cambio de direcci6n, y la trayectoria se aleja mas de una trayectoria rectHnea. 

jPero esto claramente ya es geometr:fa! Una trayectoria que no es una recta es porque 
esta curveada, y esta noci6n se cuantifica en matematicas por la curvatura. Vemos as{ 
que_ curvatura y aceleraci6n estan, :fntimamente ligadas. 

De hecho, ambas cantidades. est an conectadas por una formula sencilla, que describire
mos a continuaci6n. Para ello, recordemos primero que el vector de velocidad de la 
part:fcula, v, es tangencial a la trayectoria de est a y apunta en la direcci6n en que ocurre 
el movimiento. Podemos entonces definir al vector tangente unitario por medio de la 
ecuaci6n v = vT, en donde v es la magnitudo norma de la velocidad, Hamada a veces la 

--. rapidez de la partlcula. Si T y a no son colineales, estos generan un plano, el llamado 
pl~no osculador de la curva. Podemos sin embargo generar este mismo plano con dos 
vectores perpendiculares de norma 1, y por conveniencia escogemos aT como uno de ellos; 
el otro, que llamamos vector normal unitario y denotamos por N, lo escogemos de modo 
que la componente de la aceleraci6n en la direcei6n de N sea positiva ( vease la figura). 

Geometri.a de 1 a aceleracion 

Entonces se tiene la siguiente relaci6n: 

a(t) =-~'(t)T(t) + (v(t)l K(t)N(t), 
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donde la cantidad K(t), que como muestra la formula anterior es una medida de cuanto se 
aleja la curva de una trayectoria rectillnea, es la curvatura de la curva. Podemos darnos 
una idea mas geometrica de lo que significa la curvatura si reescribimos esta ecuacion en 
la siguiente forma: 

a= v'T+v2 fpN. 

La cantidad p = 1 j K se llama radio de curvat ura y tiene el siguiente significado 
geometrico: si consideramos una curva cualquiera y cerca de un punto dado tratamos 
de aproximar la forma de esta por la curva 'mas simple', la mejor aproximacion la obtene
mos utilizando el drculo contenido en el plano osculador, cuyo centro se encuentre sobre 
la recta determinada por N y cuyo radio sea p; este drculo se llama circulo de cur
vatura. Conviene observar que si la curva es ella misma un drculo, entonces su curvatura 
es constante e igual al reciproco de su radio y, de hecho, la curva coincide con su drculo 
de curvatura. Por otro lado, si pensamos en el caso particular del movimiento circular 
uniforme, donde la rapidez es constante, de modo que v'(t) = 0, esta formula coincide con 
la expresion usual que encontramos en los textos elementales de f{sica. 

La curvatura de una curva es una nocion intrinseca, es decir, solo depende de la forma 
de la curva y no de la rapidez con la que la recorremos. Dicho de otro modo, siempre 
podemos escoger una manera de recorrer la curva de modo que la rapidez sea constante 
e igual a 1, de modo que la componente en la direccion de T no aparezca en la formula 
anterior, pero nunca podemos eliminar del todo el termino en la direccion de N, a menos 
que la curvatura sea cero, en cuyo caso la curva es una recta. Puesto esto en terminos 
flsicos, siempre es posible "ajustar" nuestro reloj para que nuestra rapidez sea 1 y no haya 
aceleracion tangencial, jpero no hay ajuste posible que haga desaparecer la aceleracion 
normal! 

V. CURVATURA Y RELATIVIDAD.· 

Ahora bien, no todas las aceleraciones son igualmente "forzadas". En efecto, si pen
samos en nuestra propia experiencia, seria concebible pensar que podri.am·os vivir casi sin 
percatarnos de la existencia de practicamente cualquier tipo de fuerzas (y por lo tanto 
de aceleraciones), como las fuerzas electricas o mecanicas, pero nunca podremos dejar de 
sentir la fuerza de la gravedad. Por supuesto, no quiero decir con esto que estas fuerzas no 
existan, simplemente que la fuerza de gravedad tiene caracteristicas especiales, que hacen 
que sus efectos no se puedan anular, al menos hasta donde sabemos. 

Einstein propuso un interesante "Gedankenexperiment" ( experimento mental), que pone 
de manifiesto este caracter especial de la gravedad, como fuerza 'minima', el llamado 
experimento del elevador, que ilustramos en la figura de la pagina siguiente. En esta figura, 
un observador aislado dentro de un elevador que cae libremente, es decir, unicamente bajo 
los efectos de la fuerza de gravedad de la Tierra, deja caer objetos y observa su movimiento 
(jimaginemos tambien que una mano salvadora detendra su caida justa antes de tocar 
tierra!). Para este observador, los objetos permaneceran en reposo, o se.moveran con la 
velocidad inicial que el les imprima, de modo que, en principia, ei no aprecia ninguna 
fuerza. Sin embargo, para otro observador fuera del elevador, el movimiento del primer 
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observador, asi como el de los objetos sera un movimiento acelerado, de modo que para 
este nuevo observador si hay una fuerza presente; es en parte para resolver este tipo de 
aparentes contradicciones que Einstein desarrolla su teor:ia de la relatividad. 

El experimentc del elevadcr 

De manera semejante, no todas las curvaturas son de la misma naturaleza; por ejemplo, 
si suponemos que una curva "vive" sabre la superficie de una esfera, entonces esta tendni 
que curvearse al menos tanto como la esfera misma; un segmento de recta, por 
ejemplo, no puede estar contenido en la superficie de una esfera. Se requiri6 del genio de 
Einstein para atar ambos cabos: incorporar ala fisica una curvatura que diera cuenta de 
la aceleraci6n de la gravedad . 

. (Aunque no fue esta la .motivaci6n original de Einstein, ei estaba interesado en una . 
caracter:fstica U.nica de la ley de gravitaci6n de Newton, la igualdad entre las masas gra
vitacionales e inerciales, donde por masa inercial se entiende q. la constante que multi plica 
a la aceleraci6n en la segunda ley de Newton, en tanto que la masa gravitacional es un 
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parametro que aparece clcntro de la ley de fuerzas espedfica de la gravitacion.) 

La curvatura propuesta por Einstein ocurre sin embargo en un espacio de 4 dimensiones, 
el famoso espadotiempo, de modo que noes facil de visualizar; pero podemos darnos una 
idea de la manera en que la geometria describe ala gravitacion si consideramos una version 
simplificada e idealizada en dos dimensiones. Para ello, imaginamos al espaciotiempo como 
una superficie, que es plana en ausencia de objetos masivos, pero que se curvea dondequiera 
que hay uno de estos; que tanto se curvea depencle de que tanta sea la masa del objeto, 
como se muestra en la siguiente figura. 

Luna. 

' .. 
---------------

El sistema Tierra Luna en la teor1a de Einstein 

<Versi6n bidimensional) 

La trayectoria de un cuerpo celeste sujeto solo a atracciones gravitacioi;J.ales, que podr:i
amos imaginar como la trayectoria de un balin que se mueve sobre la superficie del espacio 
tiempo, sera entonces rectilinea lejos de los objetos masivos, pero se curveara cuando pase 
cerca de alguno de estos. 

Podemos sin embargo tamar el punto de vista opuesto, es decir, si conocemos que tanto 
se curvea el espaciotiempo, sabemos que tan grande es la masa que ocasiona la curvatura.. 
De esta forma, podriamos en principia suprimir la nocion de masa de nuestra descripcion 
de la gravedad para describir esta fuerza unicamente en terminos geometricos. 

VI. l,SE PUEDE MEDIR LA GEOMETRIA? 

La geometria de la relatividad noes sin embargo igual ala geometr:ia euclideana (ni aun 
si pensamos en el analogo de est a en 4 climensiones ), y present a aspectos muy interesantes 
y muy distintos de los de la geometr:fa euclideana. Esta geometria fue propuesta, antes 
de la formulacion de la relatividad, por Minkowski y Lorentz, y por ello usualmente se 
le llama al espaciotiempo espacio de Minkowski y la "distancia" en esta geometr:ia se 
mide por medio de la metrica de Lorentz. Basados en las ideas de Riemann, Minkowski, 
un matematico, y Lorentz, un f:fsico, introdujeron esta geometr:fa en sus estudios sabre el 
electromagnetismo, y fue este el marco apropiaclo para la teoria de Einstein. 

Obviamente noes posible dar aqu:f una descripcion detallada de esta geometria, pero si 
. podemos senalar algunas de sus diferencias mas notables con la geometr{a euclideana: por 
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ejemplo, dentro de esta geometria existen puntas que no coinciden, pero cuya "distancia" 
es cero. Otra diferencia notable es la forma de las "esferas" dentro de esta geometria, es 
decir, de los conjuntos de puntas que equidistan de un punta fijo, que es el centro de la 
esfera. Para poderlas visualizar, en la siguiente figura describimos una esfera lorentziana 
en 3 dimensiones, en donde los ejes horizontales corresponden a las direcciones espaciales 
y el eje vertical a la direcci6n del tiempo. 

'I 

Una asfera Lcrentziana en ·dimension 3 

Esto nos lleva ineluctablemente a una pregunta de canicte:r experimental, que a su vez 
nos regresa a los origenes de la geometria: l.,se puede medir la geometria del universo flsico? 
Y si es as{ l, como? 

Por supuesto, estas preguntas no son triviales y no resulta probable que se les pueda 
dar una respuesta completa y definitiva, ni siquiera a largo plaza, aunque la teoria de la 
relatividad ciertamente apunta en la direcci6n correcta. 

No obstante, si pensamos por un momenta como lo hizo Galileo y suponemos que 
- aislamos a una particula lo mas posible de todas las infl.uencias externas, entonces esta 
. debera moverse en la trayectoria mas recta que le sea posible; este tipo de curvas reciben 

en geometria el noiribre de geodesicas. Ahara bien, intuitivamente es natural pensar 
que los candidates id6neos a escapar alas infl.uencias externas sean objetos muy pequeiios 
moviendose a gran velocidad y, en efecto, dentro de la relatividad, los rayos de luz, que en la 
fisica contemporanea ·se interpretan como las trayectorias de ciertas particulas element ales, 
los fotones, se mueven .a lo largo de geodesicas. (Resulta ademas interesante observar que 
la forma practica, utilizada desde siempre, para trazar rectas, utiliza precisamente esta 
propiedad de los rayos de luz.) · . · . 

Pero como ya hemos dicho, la fuerza de gravedad es de una naturaleza especial, y 
en particular, afecta directamente a la geometria del espaciotiempo; l.,cucil es entonces el 
tipo de geodesica que autoriza la presencia de objetos masivos, coino una estrella, cuya 
presencia no podemos evit'ar? Un notable. "experimento astron6mico", que describimos 
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en la siguiente figura muestra que efectivamente, las trayectorias de los rayos de luz se 
desvian de una travector1a rectil.fnea al oasar cerca de un obJ. eto con masa elevada -y oor 

ol ... ... 

consiguiente con un elevado campo gravitacional-, como es el caso del Sol. 

0 

!iolO 

I I 

Sol 0 ,' 

I 
I 

I 

obaervador 

I 
I 

Desvlacion de los rayos de luz par un objeto pesado 

Este experimento es una de las mas notables confirmaciones recibidas por la relatividad 
y muestra en particular que la geometda no puede ser euclideana en presencia de objetos 
masivos. l,C6mo es entonces posible que durante tanto tiempo se haya tenido la idea 
equivocada de qu~ la geometda que realmente rige al Universe sea la geometr1a euclideana? 

Para intentar responder a esta pregunta, regresemos ala figura que muestra las esferas 
relativistas lorentzianas. Si nos fijamos en la figura que resulta al fijar un instante de 
tiempo, que es geometricamente la intersecci6n de la esfera con un plano horizontal, vemos 
que esta figura es jel equivalente d·e una esfera euclideana en una dimension menos! 

---------..... - ..... ...... 
' 

\ t. = conat.o.nt.e 

Esferas euclid&anas a tiempo const·anta 
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Esto lo que significa es que para un instante de tiempo fijo la geometria es, al menos 
localmente, euclideana .. De este modo, si el tiempo que se requiere para captar una imagen 
geometrica es muy breve, no hay raz6n para pensar que la geometria no sea euclideana. 
Podemos pues concluir que la raz6n principal por la que la geometr:la relativista paso 
desapercibida ·tanto tiempo fue la dificultad para lidiar experimentalmente con la enorme 
velocidad de la luz. 

VII. EPILOGO. 

Iviuchas otras pruebas de lo acertado que es el enfoque geometrico de la relatividad 
existen: la precesi6n del perihelia de Mercurio, la detecci6n de mesones f-l a nivel de la 
superficie de la Tierra o el efecto Cerenkov, por citar solo algunos de los mas clasicos y 
famosos. Sin embargo, para el prop6sito de esta nota, quiza lomas importante es que este 
enfoque geometrico de la flsica, y este revivir de la relaci6n entre fisica y geometr:fa a los 
que Einstein clio, por as:l decirlo, vida, han dado y siguen dando frutos, no solo para la 
f:lsica sino tambien para las matematicas: Un ejemplo notable lo tenemos en el desarrollo 
de las modernas teorias de norma (ga.uge theories), que han valido premios Nobel a grandes 
flsicos, como Salam y ·weinberg, y medallas Fields a. geniales matematicos, como Simon 
Donaldson, y que, a.l menos en parte, tienen su origen en los trabajos de Einstein. 
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