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GEOMETRIA SIMPLECTICA Y OPTICA GEOMETRICA.

I. Introducciédn.

Cuando se qulere ‘hacer un estudio forﬁal de la Ooptica geométrics,
utilizando como herramienta matemadtica. a la geometria diferencial v como
principio fisico bésico'al princibio de Fermat, aparecen de manera natural la
geometrias simpléctica y de contacto; de hecho; es en el estudio.de la éptica
géométrica gue w.‘R. Hamilton creé 1la geometrié simpléctica, cuyo origen se
remonta a sus primeros trabajos, @a principios del siglo pasado. En este
trabajo daremds una versién relativamente simple de estas ideas, utiiizando
sin embargo el lenguaje de la geometria diferencial moderna: veremos asi que
una gran cantidad de construcciones geométricas, que describiremos en su
oportunidad, aparecen en este contexto.

Es importante subrayar que el interéé basico de estas notas es la
geometria més que la 6ptica; ésta. Gltima nos servira principalmente éomo
motivacién. Por esta razén haremos ciertas simplificaciones en las hipétesis
fisicas,  que obedecen mads a su conveniencia en la presentacién de 1aé idees
matematicas, que a las‘ventajas que pudieran obtenerse en la comprensién de la
fisica involucrada. Sin embargo, resulta natural esperar que la Optica
geométrica sea una buené manera de motivar los éonceptos geométricos y es

~

precisamente en esa interrelacidén de ideas que basaremos nuestra presentacién.
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Podemos también agregar que este enfoque geométrico es el que parece més

natural para una teoria formal de 1la oéptica geométrica, andloga a los

tratamientos de la mecénica clésica de Abraham y Marsden, Arnold o Godbillon

({11, 121 y [41).

Para cerrar esta .introduccién sefialemos que aunque supondremos que el

lector tiene clerta familiaridad con las ideas basicas de la geometfia

diferencial, como son las nociones de campo vectorial, forma diferencial o haz

tangente, trataremos de mantener nuestro tratamiento a un nivel relativamente

elemental, sin pretender lograrj la mayor _geheralidad posible y efectuando
cadlculos en coordenadas locales dbnde‘ ello facilite la presentacidn.
Tratamientos mas detallados de los conceptos que utilizaremos aqui pueden

encontrarse en las referencias [1]; [4]1, [6] 6 [7], y para aplicaciones de la

_geometria simpléctica a muchas otras partes de la fisica matemdtica puede

consultarse fS].

II. Notaciones y concéptos béasicos.

Convengamos_en las siguientes notaciones, tomadas esencialmenté de [1]:

Las letras M, N y Q denotarédn variedades difereﬁciales sin restricciones
especiales. Si M es una variedad y me M s T;M (resp. T:M ) deﬁotaré al espa-
cio tangente a M en m (resp. espacio cotangente) y TM (résp. T'M ) a la unién
de éstos es decir al haz tangente a M (resp. haz cotangente), conlsu estructu-
ra natural de variedad diferenciable. Todas las variedades y funciones aqui
consideradas seran de clase Cm; aunque muchoé de los argumentos.son validos
béjo condiciones mas generales.

Al conjunto de campos vectoriales en M lo denotaremos por i(M), eﬁ tanto
que 0°(M) denotard al conjunto de p—formas ~diferenciales. La diferencial
exteridr serd denotada por d . Asimismo, para simplificar algunas férmulas, si
tenemos un sistema de coordenadas locales (xl,...xn) escribiremos 8; en vez de

/ax para la base local de vectores tangentes asociada a estas coordenadas.
1
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Recordemos finalmente dos importantes operadores inducidos en las formas

: diferenciales por un campo vectorial dado. X € X(M). - En primer lugar, dado

£ € Q°(M) se define el producto interior de X y & como la (p-1)-forma i(X)§
definida por - . I : |

(1) _4 3 L(X’)ﬁ_ (xi,.:; X ) i'E(X’X;':'f""‘pﬁl) |
(de modo que el!productd interior corresponde‘é una contraccion tensoriél%
Con ayuda del.bfoductd intgriofidéf;ﬁimos ahora'la‘derivada de Lie‘de la
p-forma & cdmo‘iéfé;férma 2&& daaé';éfjla féfmuié' ;

@) S g6 = AU ¢ LW

La derivadatde Lie es en clerto sentido una generalizacién de la idea de
derivada direccional a las formas diferenciales y decimos qué una forma & es
invariante bajo'un campo X (o mas precisamente bajo el flujo asociado al campo
X) si‘fxg = 0.

III. Descripcién geométrica de la Optica geométrica.

Dentro de la éptica geoﬁétfica los rayos de luz ée describen por curvas
en el espacio euclidiano Rz, sujetas a ciertas restriciones que describiremos
a continuacién. Daremos primerb una. descripcién ‘intuitiva de los rayos y
posteriormente haremos una abstracciénlde estéAdescripCién, infroduciendo en
el camino las néciones de geometria diferencﬁal pertinentes.

' - . . 3
Convengamos entonces en fijar una direccién en R, a la que llamaremos

eje 6ptico y que parametrizaremos con la variable x. Para tener una imagen

concreta podemos pensar en el eje de simetria de algin instrumento éptico,

como una cémara fotogridfica o un telescopio. Un rayo virtual serd una curva en

el espacio que pueda ser parametrizada por la variable x, en otras palabras,

es una curva cuya proyeccién sobre el eje Optico es un difeomorfismo sobre

algln subinﬁervalo del eJje O6ptico. Asi, si y es una curva que representa un

. rayo virtual, y puede escribirse como ¥(x) = (x, y(x), z(x)) y en cada punto

(x, y, z) sobre la curva el vector tangente a la curva en ese punto queda
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determinado por 5 paréametros: (x, y, z, y',z’) (ya que el vector tangente a la

"curva es simplemente (1, y', z')). Aqui la “’" simboliza la derivada con

respecto a X, pero y’ y z’ deben interpretarse como paradmetros independientes,
ya que por un mismo punto pueden pasar una infinidad de rayos. Las
restricciones que hemos impuesto a los rayos virtuales no son realmente

indispensables, pero facilitaréan 165 célculos en coordenadas locales; por otra.

parte, el calificativo virtuél fefleja el hecho que no toda curva de este tipo" »h

corresponde a un rayo de luz. °.°
Podemos ahora dar una descripcién més técnica, pero mls precisa de la
situacién anterior como sigue: pensemos a R~ como el "haz trivial sobre R",

E=Rx Rz, y 1lamemos seccién local de E a toda funcién : 1 € R — E , donde

I es un subintervalo abierto (o méé en generai.un abierto arbitraric) de R,
que tiene la forma y(x) = (x, a&(x), 3é(x)j; un rayo virtuay es entonces
simplemente una seccién locél de E. |

Esta descripcién de Payo.virtual que hemos.dada, asi como las nociones de
campo vectorial y forma diferencial,.pueden'verse como casos ﬁarticulares de
una teoria mas general: la de haces vectoriales y sus seccioneé locales. Dado
que éstas estrucfufas apareceran sisteméticamente en lo que sigue, daremos una
breve descripcién de los aspectos bésicosvde esta teoria.

Sean entonces M y Q dos varledades y m: M — Q una funcién suprayectiva;
decimos que M (o més precisamente, la terna (M, mw, Q)), es un haz vectorial
(real) de rangé n sobre Q si:

a) Para cada q € Q la imagenlinversa de q, n_l(q), es un espacio vecto-
rial real de dimensién n .

b) Para cada q € Q existe una Qecindad abierta U de q ¥y uﬁ difeomorfismo
¢ : 7} (U) — U x R® tal que las restricciones

(3) . ¢[n_100: 7 x) — {x} x R" ; xelU

son isomorfismos de espacios vectoriales.







En lo sucesivo "haz" significard haz vectorial. Al espacio Q se le llama

la base del haz y a M'el'espacio total (y como hemos indicado, para abreviar

usualmente decimos que M es el haz}. A'cada-imagen inversa n~1(q) se le llama

' . la fibra del haz sobre el punto q y la denotamos por M y éstas, en virtud dellﬁg

(3), se pueden 1dent1flcar con R".

Por otra parte, la condicién (b) se’ exprésé diciendo que el haz es; f f

localmente tr1v1a1 y al dlfeomorflsmo ¢ se le llama una tr1v1a112a016n local"‘r
del haz M. Cuando es p031b1e'escoger a todo M como domlnio de una tr1v1a112é—:;'
cidén local decimos que el haz es (globalmente) trivial; perc no todos'los-
haces son triviales. En efecto, intuitivamente loé haces son "productos'
torcidos" de la base Q por la “fibra tipo" R" y quizéd el ejemplo mas sencillo
de un haz no trivial sea la banda de Mobius, la que se‘puede pensar ccmo un

haz de rango 1 sobre un circulo, como se muestra en la figura siguiente

¥ia
— >

Fig. 1 Ejemplo de un haz no trivial: la banda de Mobius.

Por otro lado, un ejemplo de un haz que si es trivial es el haz tangente

a Rn; de hécho, de manera natural, TR" = R" x R"
Dado el haz n: M — Q decimos que una funcidén s: UES Q — M, donde U es

un abierto de Q , es una seccidén local de M si para cada g € U se tiene que

7(s(q}) = q , en otras palabras, si la imagen de g bajo s esta en la fibra

sobre q, M . Al conjunto de secciones locales se le denota por I'(U, M); cuando

U = Q decimos que la seccién es global y al conjunto de éstas se le denota

simplemente TI'(M), de modo que por ejemplo, X(M) = I'(TM). En este trabajo,

cuando el dominio de las secciones locales no sea importante para la

discusién, usaremos la notacidén I'(M) para denotar secciones locales sobre

algun abierto U & Q.
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Regresando a la épﬁica geométrica, introducimos el haz (trivial) sobre

o :
E, V=EXxxR, al que llamaremos haz vertical; la razén de esta terminologia

es que conviene pensar a V como un subconjunto, de hecho un subhaz, {en un

sentido que no es dificilAdeAimaginar),de R® = TE, cuyas fibras son tangenteé_

<

a los planos venticaleé x = cte. en la imagen usual de RS. Asimismo, V puéaé

identificarse de manera obvia con R x TR” y pensarse entonces como un haz -

sobre el eje o6ptico, identificacién que usaremos sistemdticamente en lo

sucesivo.

Un hecho importante es Que cada rayo virtual y e I'(E) define una seccién

¥'e I'(V), definida por la ecuacién

, d d
(2) v 00 = % 0,00, 5,00, 71 0, 2 (0]
dx dx
que levanta a 7, en el sentido que mey’ = 7, donde m denota la proyeccién de

V en E, como se muestra en el diagrama siguiente:
V'
s
R"——> E
7
Fig. 2 Levantamiento de los rayos virtuales.
y este tipo de "levantamiento de estructuras" de E hacia V aparecerd con
cierta frecuencia en lo que sigue.
A las fibras de E, y por extenéién a las fibras de V, las llamaremos
planos de referencia y cada plano de referencia estd por tanto determinado por
un punto en la base, es decir, en el eje Optico. Los planos de referencia (en

E) es en donde "viven" las imadgenes, como sucede por ejemplo en una placa

fotografica. De manera formal, una imagen es un subconjunto de un plano de

referencia en E, que satisface clertas condiclones de regularidad (suficientes
como para aplicar el teorema de Stokes, por ejemplo). De manera analoga, una

imagen completa es un subconjunto de algin plano de referencia de V; para

Jjustificar esta terminologia, notemos que para la percepcién de las imagenes

PN
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es importante no sélo la forma de la imagen sino también la direccién de que
proceden los rayos provenientes de la imagen que se estéd observando.
La informacién oéptica se resume esencialmente en una funcién (que,

. : R _ ' ® :
siguiendo con nuestra convencién, supondremos de clase CV) n: E — (0, «) ,

l1lamada indice ég'refraccién. Desde un puntd de Vista fisico, la presencia dé_

un indice de refraccién no constante (en cuyo caso la éptica es trivial, pues'EJMM

los rayos corresponden a segmentos de recta) equivale a la presencia de .

instrumentos 6p§icds; Cuyaf finalidad es modificaz' las ltrayectorias de los

rayos para obtener efectoé éspeciales, como ampliaciénes o} deformaciones de
imagenes o. concentracién de rayos en puntos} focales. .Pero por supussto,
estamos haciendo simplificaciones importantes desde un punto de vista fisico:
Por una parte, el suponer que n toma valores escalares impliéa gue el
medio es isotrépico, esto es, que el indice de_refraccién es igual en todas
Qirecciones, lo que no siempre es el céso; por ejemplo, en . los llamados
materiales bifrefringéntes, como el celofén, esto no sucede. Por otra parte,
un indice de . refraccién diferenciable implica que no existen supefficies

refractantes, lo que a paiorl puede parecer contrario a 1la intuicidn; sin

embargo, como se ilustra en la figura siguiente, las superficies refractantes

"corresponden a (o si se prefiere, pueden ser simuladas por) cambios répidos

en n

S
n=n n=n
1 2
.Camblo discontinuo Cambio diferenciable

Fig. 3. Variacién del indice de refraccién en una superficie
refractante S






-
LR

O

Finalmente, es preciso sefialar que nuestra descripcién excluye, por la
definicién misma de rayo virtual que hemos dado, a los espejos como

instrumentos épticos.

Desde un punto de vlsta geometrlco el indlce de refraccién puede pensarse 3 ?5

como una mod1f10a01én a la métrlca (rlemannlana) euclldlana usual en E = %

como se describe a cont1nua01én recordemos prlmero que la métrica euclldlana

se define, en base al teorema de Pltégoras, por el elemento de arco"

“ '-_f'-'ds2 = dx° + dy® + dz?

donde la férmula anterior significa que la longitud de un vector tangente en
un punto (x, y, z) expresado como

s 8 8
| a5§+b5§+cé—z-
es simplemente (a2 + b+ cz)hq. El indice de refraccién n define entonces una

s 2 2 T v
nueva métrica multiplicando ds™ por n . Esta nueva métrica es conformemente

equivalente a la métrica euclidiana en el sentido que lds dngulos, y en
partiéular la nocidn de-perpendicularidéd, colnciden para ambas métricas.

Para definir ahora(los rayos reales apelaﬁoé alfprincipio de Fermat, que
en términos abstractos dice que los rayos,reales corresponden a las geodésicas
de la métrica definida por el indiqe dé refraccién. Puesto en lenguaje
variacional, que podriaﬁos pensar como méds cercano al lenguaje de la fisica,

si consideramos un rayo virtual ¥y € I'(E) y su levantamiento ', que escribimos

como
v =(x v, 2z ¥, 2)
definimos el lagfangiano

(5) Lix, y, z, ¥, 2’) =nlx, y, 2) (1 + (y)%+ ()52

- y el camino é6ptico de ¥ entre x = a y X = b por

b
(6) J(y) = f L(y’ (x)) dx

'y los rayos reales corresponden a los extremales de la funcional J (por esta







razén usualmente se dice que los rayos reales minimizan el camino 6ptico,

aunque esta afirmacién sélo tiene validez local).

Finalmente, necesitamos describir cémo se transforman las imdgenes al -

pasar de un. plano de referencia a otro, proceso que usualmente se llama ;

formacién de imééenes. Este admite una desc}ipcién dinamica muy elegante: dadaffiNQQ

una imagen combleta "objeto" U, contenida en el planoc de referencia Vl,'law}? >

imagen transformada de U en el’plano q¢ réferencia V2 se obtiene como sigue:

Llamemos E y E, é'ias'proyecéiones de V y V, en E. Dado un punto m € U, - ,F

éste determina-dos cosas; pof una. parﬁe el punto n(m) € E1 y por la otra un
vector tengente a E en m(m) y, por consiguiente la tnica geodésica por n(m)
que tiene ese vector tangente. La inte#seccién de esta geodésica con E2 (si es
que ésta existe)4detefmina:entbnces un punto de E2 y un vector tangente a E
pof esté bunto, lo que en'conjunto determina un punto en V2, al que denotamos

T{m). Repitiendo este proceso para cada punto de U obtenemos la imagen
transformada T(U) en el plano V2.

En términos de las coordenadas locales naturales de EyV, si

m ='(x1, Yo %y y;, z') , Yy ¥ = (7, 7, 735 es la Unica geodésica en E cuyoc

1
vector tangente en wlm) = (xl, yl,le) es (i, y;, z;), entonces T(m) es el
punto de V2 definido por (vease la ecuacién (4)):
d72 ) dzs
T(m) = ( X, yz(xz), 73(x2){ —EE'(Xz)’ T (xz)]

en donde X, es la coordenada en el eje 6ptico que determina a Ez'

A las transformaciones asi obtenidas (construidas con ayuda "de un

importante objeto de las geometria riemanniana: el llamado flujo geodésico)

\ .

les llamaremos transformaciones épticas entre los planos E1 y E2 y uno de

nuestros objetivos serd caracterizar a estas transformaciones.







IV. El principio de Fermat y el método de Hamilton.
Como explicamos en la seccién anterior, el problema de encontrar las

trayectorias de los rayos reales se reduce, en virtud del principio de Fermat,

a un problema estéandar del cédlculo de variaciones,lcuya solucién se obtiene f;;i
resolviendo las ecuaéiones”ae-Euief—Légrange para eljlaéréngiano L..Eéte es ﬁn

sistema de ecuaciones'diferenciales de 2° orden y el método de Hamiltoﬁ,~quei
describiremos a contiﬁﬁacién;‘permite trasladar esté:éistema'a uno de brimer. L

orden; es precisamente aqui que se encuentra el germen de la geometria

simpléctica.

Para ello, recordemos cémo son las ecuaciones de Euler-Lagrange para un
lagrangiano L(t, x, x'), donde x = (xl,...,xn), y que determinan los extrema-

les de la funcionél
‘ b :
(7) g0 = [Lit, x ) at

donde x, %’ son funciones vectoriales de la variable real t. Las ecuaciones de

Euler-lLagrange se escriben entonces

8L d (aLY_ . . .._
(8) 5;: T [ ggf } =0 ; 1i=1,...,n

Mediante la sustitucién p; = aiL y la introduccién de la funcidn
(9) ‘h= Z; p,x; - L

que hoy dia llamamos hamiltoniano del sistema, Hamilton trasladé el problema

de resolver las n ecuaciones de 2° orden de‘Euler—Lagrange en el sistema de 2n-

ecuaciones de primer orden

(lo) —_— = - '; ._..=—_

que se conocen como ecuaciones de Hamilton para el problema variacional.
Regresando al caso particular de la 6ptica geométrica, el método de

Hamilton nos lleva a introducir las variables

10







8L _ ny’

= = H

y 14 ,21 ,2 1/2
(11) ay’ (L+y "+ 27
8L _  nz’
P, = B 2 2.1/2
. L 8z7 (1 +y' "+ 2°7)
asi como el hamiltoniano ;@ ' .
(12) - H=p ¥y +p 2z -L

En este ﬁunfo cabglhacér las siguientés observaciones:

Por una parte, Py/n y.Pz(n puedeﬁ pensarse como :"sénos directores"_ﬁaré;;f}}
los rayos virtuales; Jde'modé q@e"desdé unﬁpuntd de vista'fisico, >remp1azar
y', z' pér py y'pz.es una manera de hacer intrinseca la ley de Snell, que es
la que gobierha el fendémeno de la refraccién.

/”\ Por otro lado, desde el punto de vista de la geometria diferencial, p y
. : y

p deben pensarse en términos de formas diferenciales y no en términos de
. = =

vectores tangentes, ya quebge obtienen a partir de y' y z' via 1a dualidad
inducida por la métrica definida por.el indice de refracéién. Esta observacién
desempefia un papel fundamental en toda la discusién que sigue, ya que es
precisamente la estructura geométrica del haz éotangente la que nos permitifé
caracterizar a las transformacioneé épticas.

Reescribamos ahora lo anterior en el contexto geométrico de la seccién

I1I

b

* *
Si denotamos por V al haz R x T R® , el paso de y’, z’ a p, P, define
y
une. transformacién ¢ : V — V* , dada en coordenadas por:
(13) ®(x, Y, % Y, z )'= (x, 9, 9, P p)
en donde hemos escrito qy y qz en. vez de y y z para enfatizar que hemos

cambiado de TR® a T*Rz. Cabe hacer notar que la imagen de @ no es todo a pues

. . 2 2 2 . R -1
se tiene la desigualdad n~ > py + pz , pero médulo esta restriccidén, & ° se

calcula facilmente; de hecho:
p P
(14) y’ - : Yy ; z’ = z
: (nz _ p2 _ p2)1/2 2 2 pz 1/2
y z

11
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Via & podemos pensar a X, Y, J,fei‘;c. , como funciones definidas en V*, en

par‘ticular,' se tiene la sigui‘enteA expresién para el hamiltoniano H :
(15) . H=-(n"- pj —p:)“2 .

Nétese que, debido a la presencia del término n2, H no .es una.f_‘uncién, ‘
homogénea de ias vai*iabléé p. este hecho“s;er‘a iimpor‘tante ‘més adelanté. Por-. |
ultimo, mediante <I>,. consideraremos é laé v"tra‘nsf‘orjmgciones 6pticasl comé
funciones definidas en las fibras de}V‘. '

V. Estructﬁf‘a's simélééticas y de coﬁt'actvo.f.' |

El haz cotangente a uﬁa variedad Q,. M.= T*Q, posee una 1-forma diferen-

cizl candnica 6, € QI(M), la cual, heuristicamente hablando, nos reéuer‘da que

. * N :
los puntos en TQ son ellos mismos "formas diferenciales sobre Q".

Intuitivamente 60 se construye como sigue: si me M y X e T {M) es un 'vector'
. m

tangente a M en m, X se deécomponé en dos componentes X = X + X , donde X
. T q P q

es "tangente a la base" y Xp es "tangente a2 la fibra" (aunque en realidad sélo
X estd intrinsecamente determinada) y definimos BO(X) =m (X ). En términos
. _ . q

de una carta de coordenadas locales para M alrededor de m, cada n en el

dominio de esa carta se escribe n = (g, p) = (ql,...,qn, Pys«- 2P ), de modo
n

que podemos escribir p = Zi pldqi, con dq‘1 la base dual a 8/8q . Asi, si
. 1

escribimds a X como:
_ 3
(186) X—Ziai-a—— +Z1 b1

=X + X
qi | q p

D]
1

entonces se tiene
(17) eO(X) = ):1 P2

Por ello, la 1-forma candénica suele escribirse como
(18) 60 = Zipidql
No es dificil verificar que esta expresién estd bien definida,

independientemente de la carta local que se haya usado para su definicion,

pero podemos hacer algo mejor: dar una expresion intrinseca para eo. Para

12






ello, recordemos un importante concepto, el de imagen reciproca (o como se

suele decir, pullback, usando el término en inglés) de una p—forma.diferencial
bajo.una funcién.

o Sean entonces Q y N dos'varledades y f Q — N una fun01én Dado q € Q la
der1§ada. de f en q, escrlta qu es una transforma016n lineal entre los
espacios vectoriales T Q y T q)N; pgr dual}dad.se_obtiene una aplicacién f ,;
.entre T N v T Q,‘dada por;; |

ae) £l = - (0,0 f‘ n.e:f;;;)n L XeTO
y ésta se extiende de la manera natural a las funcionales p-lineales
alternantes:

(20) £ ()(X,...,X) =q(Df X, ...,DEX) ;
q 1 S q1 qp

. o .
para mn € APT y, X,...,X € TQ . Si permitimos que g varie obtenemos
£(q) 1 P q .
entonces una transformacién
¥ A ' .
(21) : £ (N — Q%)
que define el pullback de las formas d%ferenciales. Obsérvese que £ opera en

sentido reciprocb que f (de ahi la terminologia bullback).

Una importante propiedad del pullback es que conmuta con la diferencial

exterior
. * * p
(22) fd& = d(f &) ;. & e Q(N)
Como referencia para uso futuro, vamos asimismo a describir el pullback

en coordenadas locales: si x = (X1""’X1) Yy y= (yl,...,yn) son cartas loca

les alrededor de q y f(q) respectivamente y

(23) n= Ex AT T T U (y) dy, A A v
"7 p T P 1 p

es una p-forma en N escrita en esas coordenadas, el pullback de 7m por f se

escribe
i

(24) £ () = Zx Y . of (x) dyi(x) ALA dyi(x)
AEERTLINRE PRSP N N .

formula que usaremos mads adelante.
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Regresando a la 1-forma canénica, si = denota la proyeccién natural de
M = T*Q enQ, me My X e Tm(M) ,'90 queda definida por la ecuacién
- (25) 6 | (X) = m(Dm X)
) . . ~-0'm m
equivalentemente, 80 ~queda definida por el hecho qué para cada . 1-forma
£ e 0'(Q)

" (26) S g*eo =g

(recuérdese due € es unalfunCiénvder en T‘Q).

La diferenc?éi.dé_éé;Téue ﬁgﬁofamos.pOf:QO, ééllléﬁé la forma simpléctica;'
canénica de T*Q.y‘témbiéﬁ:dééémpéﬁaré un bépel muy impoftante'en lo que sigue.
La 2-forma w, asi definida posee variasv propiedades muy eépeciales; en
particular, w, €s.una forma qerrada.(de'hecho exacta{ por su misma definicién)
y €s no degeneradé, lo que:quiere.decir que si L(X)wo = 0 entonces X =0
Estas propiedades, que definen lo que se llama una forma (o estructura) sim-
pléctica, se verifican fécilmente si notamos que la-escritura locél de wo es

(27) o o, = Zi dp, A dq,

La e%istencia de una forma simpléctica en una variedad impone fuertes
restricciones en la variedad; por ejemplo,.las variedades simplécticas son
automaticamente de dimensién par y orienfables. En definitiva, podemés decir
que la existencia de una estructuré éimpléctica dé uné estructuré rigida, pero‘
de una gran riqueza.

Analizemos ahora el papel que desempefian las construcciones anteriores
dentro de la o6ptica geométrica; las notaciones serédn las de 1la séccién
anterior:

En primer lugar, en vista devla identificacién V* =R x T*Rz, cada fibra
de V' es una variedad simpléctica. Pero por otro lado, si bien en un haz
vectorial en general no existe a puoni ninguna relacién entre las distintas
fibras y en particular, no tiene por que haber maneras privilegiadas de pasar

de una fibra a otra, en el caso del haz V* de la Optica geomértica, las

14







&

trayectorias de los rayos reales determinan una "conexidén" privilegiada entre
las distintas fibras. Esta conexién es una estructura geométrica dete.r‘minada
por. la estructura simpléctica de las fibras y nos dard una caracterizacién de
las transformaciones 6pticas.

Aungue la idea int}iitivé y la expresién' final ae la éonekién son'bé.s:tante
simples, la constr‘uccién precisa es un tanto compleja, ) ya gque iﬁteb{/ienen
simultéaneamente E, V,’ V“asi como sus respectivos haces fangentes: en .ef‘ecto,’
sime V: €s un punto enuna f;ibra.de V*, m deter-mina una ﬁnica geodégiéa qﬁe
pasa por su proyeccién en E y ésta se levanta, pr*irne'ar'o a uné seccién de_ Vy
luego, via &, a una sepcién de V* que es lavque determiﬁa la conexién entre n
y las {fibras cercanas é V:, Por lo anterior, conviene guardar en mente el
diagrama de los lévantamientos dg la seccién II (figura 2).

A nivel infinitesimal (es decir, en términos de campbs yectoriales y
formas difer‘enciales en V*)_ e.l préceso de conexién se ve cromo sigue: dado -el
punto m € ' y la geodésica 7y ‘e I'(E) que ‘ésta determina, denotemos por v al
vecter tangente a ¥ en x = m(m). El plano ortogonal a v en TXE, que denotamos
por EO, determina a su vez un subespacio V0 de va de dimensién 4, es ;iecir,
de codimensi‘én 1 en TmV,'une son simplemente los vgctores én va que se
proyectan a EO. Utilizando ahora a & obtenemos un subespacio de TmV* también

~

de codimensién 1, al que denotaremos V. De esta forma, obtenemos un haz de
m

-~

rango 4 sobre V*, al que denotaremos V, que podemos pensar como un subhaz ds

*

TV .

La estructura de i\/ es relativamente complicada, pero puede describirse
globalmente de una manera muy concisa, wutilizando un método inépir‘ado
directamente del 4&Algebra 1lineal, a saber, describir un subespacio de
codimensiéﬁ 1 de un espacio vectorial como el nucleo (o kernel) de una
funcional 1lineal. La versién global de esta construccién, en la teoria de

variedades diferenciales, es describir un subhaz de codimensién 1 del haz
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tangente a una variedad como el kernel de una 1-forma diferencial 7; esto es,
como aquellos vectores tangentes que satisfacen la ecuacién i{X)n = O.
En el caso de la éptica geométrica, la forma de conexidédn que resulta es
(28) | 7, pydqy : pZqu' 'de o

pero antes de demostrar esto, hagamos las siguientes dos observaciones:

. 4) En primer lugar, nbétese que los dos primeros términos de n, no son-

otra césa.que la 1-forma fundamentalven,cada fibra de V*, lo que muestra el‘;“*-

papél central que deseﬁpeﬁa.lé estructura:geoﬁétriéa de”Vﬂ.
ii) Por otro lado; lé formé‘dé contaéto eé lo que se 1llama ﬁna fofma
~seribasica, lo que-intuitivaménte significa que sélo aparecen diferenciales de
las coordenadas de la base E (pensando, de acuerdo a nuestras convenciones, a
esta variedad'como base del haz V*). Dicho de manera formal esto significa que
si llamamos 4 a la inclusién natural de E en V' usando (24) se tiéne
(29) | f(no) -*;‘r'Jydy + "pzdz' ~ Hdx
en donde py, P, Y H se consideran, via 4 como funciones en E. En esta
expresioén se observa la propledad importante de las‘formas semibésicas: n, Y
i*(no) tienen esencialmente la ﬁisma éxpresién (recuérdese la ecuacién (13)).
La forma 7, determina una descomposicién de TV* en el subhaz §.descrito
arriba y un subhaz de TV* de rango 1, complementario a Q, el que de hecho co-
rresponde al kernel de la diferencial de 7, Convengamos entonces en llamar a
un vector tangente X n0~vertica1 si L(X)no =0y no—horizontal si L(X)dno = 0.
Notemos que estas condiciones son mﬁtuamente excluyentes. (Este tipo de
descomposicién horizontal-vertical mediante una 1-forma sélo es posible en

dimensién impar y es lo que se llama una estructura de contacto.)

(Desde un punto de vista fisico, la forma n, tiene también un significado
importante ya que si 7 es un rayo virtual y ¥ denota su levantamiento a V‘, el
pullback de no por ; es

() (no) = (pyy’ + pzz’ -~ H)dx
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y comparando esta expresién con las férmulas (5) y (12) vemos que (;)*(no) es
el "elemento de arco" del rayo virfual 7; Es precisamente en este sentido que

) *
7, es la forma natural de conexién en V .)

" La afirmacién Hecha arriba sobre la constrﬁccién ide no” es ahora '

consecuencia inmediata ”del siguiente .resultado' fundamental en épticalf;'(

geométrica y que, como hemos mencionado, se encuentra implicitamente en los "’

trabajos de Hamilfon:',::u : :ﬂ'éatiz‘

TEOREMA 1. Un naga_wbﬁuae ¥ e un nayo neal ol y obla oi Las sectones
tangentes al ﬂeuantandehia ¥ <an no—hanbgonialea.
Demastnacién: En _virtud de 1lo dicho en la seccidén III, basta con

. C*
demostrar que un campo vectorial X € X(V ) es no—horizontal .81 y sélo si

satisface las ecuaciones de Hamilton. Pero si

X=a g; + b g—— + c g——-+ d g—— + e g——
AQy | q, Py P,

es un campo vectorial no—horiéontal, entonces L(X)no # 0 implica

a H f pyb - pcC # 0
Combinando esto con la no ﬁomogeneidad de H én las varliables p (ecuacién
(12)), el teorema de Euler implica a # 0 y, ya que sélo nos interesan vectores
tangentes a rayos virtuales, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
a = 1. De aqui resulta inmediatamente que la ecuacién L(X)dno = 0 equivale al

sistema !

dH JH
d=_'_a_' =_a
a, q,
b:S_}L C:g_}i_
P, P,

que son precisamente las ecuaciones de Hamilton. Como este argumento

evidentemente se puede leer en la otra direccién esto prueba el teorema.
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VI. Transformaciones 6pticas y simplectomorfismos.
Para cerrar el circulo de ideas, en esta Ultima seccidn veremos coémo las

transformaciones 6pticas pueden caracterizarse como aquellas transformaciones

. B . . * L
que respetan la estructura simpléctica de las fibras de V; es decir, .como "..°

- . it : .;. ST Ty ' * A '.. K o
aquellas transformaciones T :4_V1 — V2 que satisfacen -

(30) _ . T

donde vy w, dgnotéh ."'lasm.f"or‘mas simplécticas de‘_V: y 'V; respectivamente. En .

la literatura de fisica a estas transformaciones se 1les ha llamado

tradicionalmente transformaciones canrénicas, pero en matemdticas, motivados

por la teoria de categorias, se les llama simplectomorfismos.

Con el fin de ilustrar las técnicas de la geometria simpléctica daremos
dos demostraciones del siguiente 'resultado, 'que éaracteriza a las
transformaciones épticas:'

TEOREMA 2: $ean E1 Yy Ez fibran de E ¢ V1<4 V; laa conrecpondientes fibras

* *
de V. Una thanefornmacidn T V1 —e.Vzde&neunatnmwﬁwnacLénépt&caam
' * ® :
ElgEzaLgoo&aaLeoynameﬂectwanwdevlavz

Demontnacidn 1: Sea X el campo vectorial que define a T. En virtud del

teorema 1, X es no—horizontal, esto es L(X)dno = 0. Por consiguiente dno es

invariante bajo X, ya que en efecto, de (2)
oy a2 ;
= + =
£ dn, iX)d , d(c(X)an) 0
. *
ya gque ambos sumandos se anulan. Pero la restriccion de dno a cada fibra Vl es
precisamente Wy esto completa la primera demostracién.

Demostracidn 2: Esta demostracién estd adaptada de [5], cuyo argumento

requiere sin embargo de una pequefia pmpdif‘icacién.

Consideremos una imagen U &£ V: y sea Q su proyeccién en E1 y llamemos TQ

a la imagen de § en Ez‘ Sea ahora Q el sélido (tridimensional) en E generado
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por Q, TQ y todas las geodésicas entre estas dos superficies, que se usan para’
la definicién de T. La frontera de Q, 8Q, es entonces una superficie contenida

en E. Aplicando el teorema de Stokes a J*(dno) y iﬁ(dzno) se obtiene
. ‘—A\ * . N
o Fam) =
A . " >\-‘. aQ o Q
pero por la construcciéon de Q

| .A.[aQ‘;(dno)‘ = fTQf(dno) -jn f’(dnoJ.

- -ffT;; e - rop.

Jo02 o
; (’d' 7)0) = 0

de dénde 4 .
| Fwey =] f(wl).
Q Q .

y por lo tanto _ : ‘
'JQ i) = JQ i)
y como esto sgcede paré téda'regién Q se sigue que

) = £

y, puesto qu 7 es semibasica, esto equiyal; a,T*(éz) = (wl), que es la conclu

sién deseada. (La modificacién a la prueba de>[5] conéiste précisamente en

argumentar con .los pullbacks bajo 4 de las fotmas en V*, modificacién

necesaria porque las imadgenes completas son de dimensién 4, de modo que no se

aplica directamente el teorema de Stokes 'a la 2-forma dné.)
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