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I. Introducci6n. 

Cuando se quiere hacer un estudio formal de .la 6ptica geometrica, 

uti 1 izando como herramienta matematica. a la geometria di!erencial y como 

principia fisico basico al principia de Fermat, aparecen de manera natural la 

geometrias simplectica y de contacte; de heche, es en el estudie de la 6ptica 

geometrica que W. R. Hami~ten cre6 la geemetria simplectica, cuye erigen se 

rementa a sus primeres trabajes, ·a principles del siglo pasade. En este 

trabaje daremes una versi6n relat i vamente simple de estas ideas, uti 1 izando 

sin embargo el lenguaje de la geemetria di!erencial moderna: veremes asi que 

una gran cantidad de construcciones geometricas, que describiremos en su 

0 
oportunidad, aparecen en este contexte. 

Es importante subrayar que el interes basico de estas notas es la 

geometria mas que la 6ptica; esta ultima nos servira principalmente como 

metivaci6n. Por esta raz6n haremes ciertas simpli!icaciones en las hip6tesis 

!isicas, · que obedecen mas a su conveniencia en la presentaci6n de las ideas 

matematicas, que a las ventajas que pudieran obtenerse en la comprensi6n de la 

fisica involucrada. Sin embargo, resulta natural esperar que la 6ptica 

geometrica sea una buena manera de metivar los conceptos geemetricos y es 

precisamente en esa interrelaci6n de ideas que basaremos nuestra presentaci6n. 
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Podemos tambien agregar que este enfoque geometrico es el que parece ma.s 

natural para una teoria formal de la 6ptica geometrica, analoga a los 

tr·atamientos de la mecanica clasica de Abraham y Narsden, Arnold o Godbi llon 

([1), [2) y [4)). 

Para cerrar · esta introducci6n sefialemos que aunque supondremos que 

lector tiene cierta familiaridad con las ideas basicas de la geometria 

diferencial, como son las nociones de campo vectorial, forma diferencial o haz 

tangente, tratarernos de mantener nuestro tratarniento a un ni vel relat 1 vamente 

elemental, sin pretender lograr la mayor generalidad posible y efectuando 

calculos en coordenadas locales donde ella facilite la presentaciGn. 

0' Tratamientos mas de tall ados de los conceptos que uti 1 izarernos aqui pueden 

encontrarse en las referencias [1), [4), [6) 6 [7], y para aplicaciones de la 

0 

. geometria simplectica a muchas otras partes de la fisica matematica puede 

consul tarse [ 5] . 

II. Notaciones y conceptos basicos. 

Convengamos en las siguientes notaciones, tomadas esencialrnente de [1): 

Las letras M, N y Q denotaran variedades diferenciales sin restricciones 

especiales. Si M es una variedad y rn EM, * T M (resp. T M ) de no tara al espa-
m m 

cio tangente a M en rn (resp. espacio cotangente) y TM * (resp. TM ) a la union 

de estos es decir al haz tangente aM (resp. haz cotangente), con su estructu-

ra natural de variedad diferenciable. Todas las variedades y funciones aqui 

co 
consideradas seran de clase C ; al..mque muchos de los argumentos son val idos 

bajo condiciones mas generales. 

Al conjunto de campos vectoriales en M lo denotaremos par X(M), en tanto 

que rlCM) denotara al conjunto de p-formas diferenciales. La diferencial 

exterior sera denotada par d . Asimismo, para simplificar algunas f6rmulas, si 

tenemos un sistema de coordenadas locales (x, ... x) escribiremos a en vez de 
1 n l 

a/ para la base local de vectores tangentes asociada a estas coordenadas. 
ax 
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Recordemos finalmente dos importantes operadores inducidos en las formas 

diferenciales por un campo vectorial dado X e X(M). En primer lugar, dado 

~- e QP(M) se define el producto interior de X y ~ como la (p-1)-forma l(X)~ 

definida par 

(1) HX)~ (X '.·~'X ) = ~(X, X ' .. :.'X . ) 
1 . p-1 . 1 p-1 

(de modo que el producto interior corresponde a una contracci6n tensorial). 

Con ayuda del producto interior definimos ahora la .derivada de Lie de la 

p-forma ~ como la· p-forma !f ~ dada por la f6r.mula: · 
- . X .. 

(2) !f ~ = d(l(X)~) + l(X)d~ -x 

La derivada de Lie es en ciert'b sentido una generalizaci6n de la idea de 

derivada direccional a las formas diferenciales y decimos que una forma ~ es 

invariante bajo un campo X (o mas precisamente.bajo el flujo asociado al campo 

X) si 2 ~ = 0. 
X 

III. Descripci6n geometrica de la 6ptica geometrica. 

Dentro de la 6ptica geometrica los rayos de luz se describen par curvas 

en el espacio euclidiano ~3 , sujetas a ciertas restriciones que describiremos 

a continuaci6n. Daremos primero una descripci6n intuit iva de los rayos y 

posteriormente haremos una abstracci6n de esta descripci6n, introduciendo en 

el camino las nociones de geometria diferencial pertinentes. 

Convengamos entonces en fijar una direcci6n en !R
3

, a la que llamaremos 

Q eje 6ptico y que parametrizaremos con la variable x. Para tener una imagen 

concreta podemos pensar en el eje de simetria de algun instrumento 6ptico, 

como una camara fotografica o un telescopic. Un rayo virtual sera una curva en 

el espacio que pueda ser parametrizada par la variable x, en otras paiabras, 

es una curva cuya proyecci6n sobre el eje 6ptico es un difeomorfismo sobre 

algun subintervalo del eje 6ptico. Asi, si 0 es una curva que representa un 

rayo virtual, 0 puede escribirse como oCx) = (x, y(x), z(x)) yen cada punto 

(x, y, z) sobre la curva el vector tangente a la curva en ese pun to queda 

3 





() 

determinado por 5 parfunetros: (x, y, z, y' ,z') (ya que el vector tangente ala 

curva es simplemente (1, y', z')). Aqui la '"" simboliza la derivada con 

respecto a x, pero y' y z' deben interpretarse como para.metros independientes, 

ya que par un mismo p~nto pueden pasar una infinidad de rayos. Las 
_, ..... 

restricciones que hemos impuesto a los rayos virtuales no son realmente 

indispensables, pero facilitar~n los c~lculo~ en coordenadas locales; por otra. 

parte, el calificativo virtual refleja el heche que no toda curva de este tipo 

corresponde a un rayo de luz .. 

Podemos ahara dar una descripci6n m~s tecnica, pero mas precisa de la 

si tuaci6n anterior como sigue: pensemos a !R
3 como el "haz trivial sobre !R", 

2 . 
E = !R x !R , y llamemos secci6n local de E a toda fund6n r: I !;;; !R --7 E , donde 

I es un subintervalo abierto (o mas en general un abierto arbitraric) de !R, 

que tiene la forma a(x) = (x, a
1
(x), a

2
(x)); un rayo virtual es entonces 

simplemente una secci6n local de E. 

Esta descripci6n de rayo virtual que hemos dado, asi como las nociones de 

campo vectorial y forma diferencial, pueden verse como casas particulares de 

una teoria mas general: la de haces vectoriales y sus secciones locales. Dado 

que estas estructuras aparecer~ sistematicamente en lo que sigue, daremos una 

breve descripci6n de los aspectos b~icos de esta teoria. 

Sean entonces H y Q dos variedades y rr: H ~ Q una funci6n suprayectiva; 

decimos que H (o mas precisamente, la terna (M, rr, Q)), es un haz vectorial 

(real) de rango n sabre Q si: 

) Q 1 . . d q' ..,. -1 ( q)' a Para cada q e a 1magen 1nversa e ,L es un espacio vecto-

rial real de dimension n 

b) Para cada q e Q existe una vecindad abierta U de q y un difeomorfismo 

¢ rr-1 (U) -7 U x ffin tal que las restricciones 

(3) 
-1 n ¢1 -1 : rr (x) ~ {x} x !R 

rr ( xJ 

son isomorfismos de espacios vectoriales. 
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En lo sucesi vo "haz" significara haz vect.orial. Al espacio Q se le llama 

la base del haz y a M el espacio total (y como hemos indicado, para abreviar 

usualmente decimos que M es el haz). A cada imagen inversa rr- 1 (q) se le llama 

la fibra del haz sabre el punta q y la denotamos por H y estas, en virtud de 
q 

(3), se pueden identifica; ~on ~n. 

Por otra parte, la condici6n ·(b) se expresa diciendo que el haz es 

localmente trivial y al difeomorfismo ¢ se le llama una trivializaci6n local" 

del haz M. Cuando es posible escoger a todo M como dominic de una trivializa~ 

c i6n local decimos que el haz es (global mente) trivial; perc no todos los 

haces son triviales. En efecto, intuitivamente los haces son "productos 

torcidos" de la base Q por la "fibra tipo" ~n y quiza el ejemplo mas sencillo 

de un haz no trivial sea la banda de Mobius, la que se puede pensar como un 

haz de range 1 sabre un circulo, como se muestra en la figura siguiente 

TC 

Fig. 1 Ejemplo de un haz no trivial: la banda de Mobius. 

Par otro lado, un ejemplo de un haz que _si es trivial es el haz tangente 

a ~n; de h~cho, de manera natural, T~n = ~n x ~n . 

Dado el haz rr: M -7 Q decimos que una funci6n s: U ~ Q -7 M , donde U es 
r-) 
~· W1 abierto de Q , es una secci6n local de M si para cada q e U se tiene que 

rr(s(q)) = q , en otras palabras, si la imagen de q bajo s esta en la fibra 

sabre q, ~~. Al conjunto de secciones locales se le denota par r(U, M); cuando 
q 

U = Q decimos que la secci6n es global y al 6onjunto de estas se le.denota 

simplemente r(M), de modo que por ejemplo, X(M) = r(TM). En este trabajo, 

cuando el dominio de las secciones locales no sea importante para la 

discus ion, usaremos la notaci6n r( M) para denotar secciones locales sabre 

algun abierto U ~ Q. 

5 
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Regresando a la 6ptica geometrica, introducimos el haz (trivial) sabre 

2 
E , V = E x ~ , al que llamaremos haz vertical; la raz6n de esta terminologia 

es que conviene pensar a V como un subconjunto, de hecho un subhaz, (en un 

senti do que no es dificil de imaginar). de ~6 = TE, cuyas fibras son tangentes .:' '::::·· 

ident ificarse de manera obvia con ~ x TIR2 y pensarse entonces como un haz _ 

sabre el eje 6ptico, identificaci6n que usaremos sistematicamente en lo 

sucesivo. 

Un hecho importante es que cada rayo virtual 0 E f(E) define una secci6n 

0 'E f(V), definida por la ecuaci6n 

(4) r'(x) = ( x, o (x), r (x), drl (x), dr2 (x)) 
· 

1 2 dx dx 

que levanta a o. en el sentido que nor' = r. donde n denota la proyecci6n de 

V en E, como se muestra en el diagrama siguiente: 

v y ln 
~ ----7 E r 

Fig. 2 Levantamiento de los rayos virtuales. 

y este tipo de "levantamiento de estructuras" de E hacia V aparecera con 

cierta frecuencia en lo que sigue. 

A las fibras de E, y por extension a las fibras de V, las llamaremos 

planos de referencia y cada plano de referencia esta por tanto determinado por 

un punta en la base, es decir, en el eje 6ptico. Los planos de referencia (en 

E) es en donde "viven" las imagenes, COf'!JO sucede por ejemplo en una placa 

fotografica. De manera formal, una imagen es un subconjunto de un plano de 

referencia en E, que satisface. ciertas condiciones de regularidad (suficientes 

como para aplicar el teorema de Stokes, por ejemplo). De manera analoga, una 

imagen completa es un subconjunto de algtin plano de referencia de V; para 

justificar esta terminologia, notemos que para la percepci6n de las imagenes 
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es importante no solo la forma de la imagen sino tambien la direcci6n de que 

proceden los rayos provenientes de la imagen que se esta observando. 

La informacion optica se resume esencialmente en una funcion (que, 

siguiendo con nuestra convencion, 
OJ 

C ') n: E --7 (0, oo) , supondremos de clase 
.; : .. -: ., 

llamada indice de refracci6n. Desde un punta de vista fisico, la presencia de ... , .. ~ ·~· 

tm indice de refracci6n no canst ante (en cuyo caso la 6pt ica es trivial, pues . 

1 os rayos corresponden a segmentos de recta) equi vale a la presencia de 
. ' ,- ' ~ ! ·• .. 

instrumentos 6p~icos, cuya final idad es modificar las trayectorias de los :··.: '· .. 

rayos para obtener efectos especiales, como ampl iaciones o deformaciones de 

imagenes o concentraci6n de rayos en puntas focales. Pero par supu-:osto, 

estamos hacienda simplificaciones importantes desde un punta de vista fisico: 

Par una parte, el suponer que n toma valores escalares implica que el 

media es isotr6pico, esto es, que el indice de refracci6n es igual en todas 

direcciones, lo que no siempre es el caso; par ejemplo, en. los llamados 

materiales birrefringentes, como el celofan, esto no sucede. Par otra parte, 

un indice de . refracci6n diferenciable impl ica que no exist en superficies 

refractantes, lo que a p!lLo.rU puede parecer contrario a la intuici6n; sin 

embargo, como se ilustra en la figura siguiente, las superficies refractantes 

corresponden a (o si se prefiere, pueden ser simuladas par) cambios rapidos 

en n 

n = n 
1 

s 

n = n 
2 

.Cambia dlscontlnuo 

n = n 
1 

s 

n = n 
2 

Cambia dlferenclable 

Fig. 3. Variaci6n del indice de refracci6n en una superficie 
refractante S 
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Finalmente, es precise sefialar que nuestra descripci6n excluye, par la 

definici6n misma de rayo virtual que hemos dado, a los espejos como 

instrumentos 6pticos. 

Desde un punta d~ vista geometrico el indice de refracci6n puede pensarse 
"- . '· . . ... 

como una modificaci6n a la metrica (riemanniana) eucl idiana usual en E = IR3
, 

como se describe a continuaci6n: recordemos primero que la metrica euclidiana 

se define, en base al teorema de Pitagoras, par el "elemento de area" 
( ~· . . 

donde la f6rmula anterior significa que la longitud de un vector tangente en 

un punta (x, y, z) expresado como 

a a a 
a ax + b- + c-ay az 

2 2 2)1/2 es simplemente (a + b + c . El indice de refracci6n n define entonces una 

nueva metrica mul tipl icando ds2 par n
2

• Est a nueva metrica es conformemente 

equivalente a la metrica euclidiana en el sentido que los angulos, y en 

particular la n?ci6n de perpendicularidad, coinciden para ambas metricas. 

Para definir ahora los rayos reales ape lamas al ·principia de Fermat, que 

en terminos abstractos dice que los ~ayos.reales corresponden a las geodesicas 

de la metrica definida par el indice de refracci6n. Puesto en lenguaje 

variacional, que podriamos pensar como mas cercano al lenguaje de la fisica, 

si consideramos un rayo virtual a e r(E) y su levantamiento a', que escribimos 

como 

a' = (x, y, z, y'' z') 

definimos el lagrangiano 

( 5) L (X, y, 2, y' , Z' ) = n (X, y, Z) ( 1 + ( y' ) 2 
+ ( z' ) 2 ) 

112 

y el camino 6ptico de a entre x = a y x = b par 

(6) -- fba JCa) LCa' (x)) dx 

y los rayos reales corresponden a los extremales de la funcional J (por esta 

8 
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razon usualmente se dice que los rayos reales tninirnizan el camino 6ptico, 

aunque esta afirrnacion solo tiene validez local). 

Final mente,. necesi tamos describir como se transforman las imagenes al 

pasar de un. plano de refere.ncia a otro, proceso que usualrnente se llama ·: ·,· ;: 
·~I !·~ • • 

forniacion de imagenes. Este. adrnite una desc.ri pcion dinamica muy elegante: dada:.:..-. ' . 
. ): 

una imagen completa "objeto" . U, contenida en el plano de referencia V , · la · ._: 
1 i 

imagen transforrnada de U en el plano de referencia V se obtiene como sigue: 
. . ·:·· .- . -· . . "'" ·. ' 2 

" 
Llamemos E y E a las proyecciones de V y V en E. Dado un punta rn e U, 

1 2 . . . .· . 1 2 • ' 

este determina dos casas; por una parte el punta rr(m) e E y por la otra un 
. 1 

vector t~ngente a E en rr(m) y, por consiguiente la unica geodesica por rr(m) 

que tiene ese vector tangente. La inte~seccion de esta geodesica con E (si es 
2 

que esta existe) determina entonces uri punta de E y un vector tangente a E 
2 

por este punta, lo que en conjunto deterrnina un punta en V , al que denotamos 
2 

T(m). Repitiendo este proceso para cada punta de U obtenernos la imagen 

transformada T(U) en el plano V • 
. 2 

En terminos de las coordenadas locales naturales de E y V, si 

vector tangente en rr( m) = ( x , y , · z ) es ( 1, y' z' ) 
. 1 1 1 1 • 2 , 

entonces T(rn) es el 

punta de V definido por (vease "!a ecuacion (4)): · 
2 

T(m) [ 
do 2 . do 3 J 

= x, o(x), o(x), -d (x), -d (x
2

) 
2 22 32· X 2 X 

en donde x es la coordenada en el eje 6ptico que determina a E . 
2 2 

A las transformaciones asi obtenidas (construidas con ayuda "de un 

importante objeto de las geometria riemanniana: el llamado f'lujo geodesico) 

les llamaremos transforrnaciones 6pt icas entre los planos E y E y uno de 
1 2 

nuestros objetivos sera caracterizar a estas transformaciones .. 

9 
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IV. El principia de Fermat y el metoda de Hamilton. 

Como explicamos en la secci6n anterior, el problema de encontrar las 

trayectorias de los rayos reales se reduce, en virtud del principia de Fermat, 

a un problema estandar del calculo de variaciones, cuya soluci6n se obtiene 

resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano L. Este ·es un 

sistema de ecuaciones diferenciales de 2° arden y el metoda de Hamilton, que 

describiremos a continuaci6n, permi te trasladar este ·sistema· a uno de primer 

arden; es precisamente aqui que se encuentra el germen de la geometria 

sirnpH:ctica. 

Para ella, recordernos c6rno son las ecuaciones de Euler-Lagrange para un 

lagrangiano L(t, x, x' )., donde x = (x , ... , x ) , y que determinan los extrema­
l . n 

les de la funcional 

(7) 
b 

. !'l(x) = JaL(t, x, x') dt 

donde x, x' son funciones vectoriales de la variable real t. Las ecuaciones de 

Euler-Lagrange se escriben entonces 

(8) 
a L 
ax 

i 

d 
dt ( ~X~ J = 0 

i=l, ... ,n 

Mediante la sustituci6n p = a L y la introducci6n de la funci6n 
1 1 

(9) h = L p x' - L 
1 l 1 

que hoy dia llamamos hamiltoniano del sistema, Hamilton traslad6 el problema 

0 

de resolver las n ecuaciones de 2 arden de Euler-Lagrange en el sistema de 2n 

ecuaciones de primer arden 

(10) 
Bh 
ax 

1 

que se conocen como ecuaciones de Hamilton para el problema variacional. 

Regresahdo al caso particular de la 6ptica geometrica, el metoda de 

Hamilton nos !leva a introducir las variables 

10 
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a L ny' 
py = = 

ay' (1 + y•2"+ 2 ,2)112 
(11) 

a L nz' 
pz = = 

az' (1 2 + 
2

,2)112 + y' 

asi como el hamiltoniano 
. ' · ..... 

(12) H = p y' + p z' - L 
y z 

En este pun to cabe hacer las siguientes observaciones: 

Par una parte, py/ n y pz~ n pueden pensarse como · "senos directores" para. 

los rayos virtuales, - de ·modo que· ·desde un punta de vista fisico, remplazar 

y'' z' por p y ·p es una manera de.hacer intrinseca la ley de Snell, que es 
y z 

la que gobierna el fen6meno de la refracci6n. 

Por otro lado, desde el punta de vista de la geometria diferencial, p y 
. y 

p z de ben pensarse en terminos de formas diferenciales y no en terminos de 

vectores tangentes, ya que ~e obtienen a partir de y' y z' ·via la dualidad 

inducida par la metrica definida por el indice de refracci6n. Esta observaci6n 

desempefia un papel fundamental en toda la discusi6n que sigue, ya que es 

precisamente la estructura geometrica del haz cotangente la que nos permitira 

caracterizar a las transformaciones 6pticas. 

Reescribamos ahara lo anterior en el contexte geometrico de la secci6n 

III 
• • 2 

Si denotamos por V al haz IR x T IR , el paso de y', z' a p , 
y 

p define z 
• una transformaci6n ~ V---7V dada en coordenadas par: 

(13) ~(x, y, z, y'' z' ) = (x, q, q, p, p ) 
y z y z 

en donde hemos escrito qy y q en z 
vez de y y z para enfatizar que hemos 

de TIR
2 • 2 • cambiado a T IR • Cabe hacer notar que la imagen de ~ no es to do v pues 

se tiene la desigualdad pero modulo esta restricci6n, ~- 1 se 

calcula facilmente; de hecho: 

( 14) 
py 

2)1/2 
pz 

11 

z' = 

--~~------~~------~ -----
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* Via 4> podemos pensar a x, y, J, etc. , como f'unciones definidas en V , en 

particular, se tiene la siguiente expresi6n para el hamil toniano H : 

(15) 2 2 2 1/2 
H = -( n - p -p ) 

y z 

N6tese que, debido a la presencia del termino 2 n, H no es una funci6n 

homog€mea de las variabl~~ p;. este hecho sera importante . mas adelante. Par 

ultimo, mediante ell, consideraremos a las transformaciones 6pticas como 

• funciones definidas en las fibras de V o 

V. Estructuras simplecticas y de contacto. 

* El haz cotangente a una variedad Q, M = T Q, posee una 1-forma dif'eren-

cial can6nica e 
0 

1 
E Q (t1), la cual, heuristicamente hablando, nos recuerda que 

* los puntas en T Q son ellos mismos "formas diferenciales sobre Q". 

Intuitivamente e se construye como sigue: si m e M y X e T (M) es un vector 
0 · m 

tangente a M en m, X se descompone en dos componentes X = X + X , donde X 
q . p q 

es "tangente a la base" y X es "tangente a la fibra" (aunque en realidad s6lo 
p 

X esta intrinsecamente determinada) y definimos e (X) = m (X )0 En terminos 
p . . 0 q 

de una carta de coordenadas locales para M alrededor de m, cada n en el 

dominio de esa carta se escribe n = (q, p) = (q, ... ,q, p, .. o,p), de modo 
1 n 1 n 

que podemos escribir p = L p dq con dq· la base dual a 8/8q_ o Asi, si 
i i i' 1 1 

escribimos a X como: 

(16) 

entonces se tiene 

(17) 

+ X 
p 

Por ello, la 1-forma can6nica suele escribirse como 

(18) 

No es dificil verificar que esta expresi6n esta bien definida, 

independientemente de la carta local que se haya usado para su definicion, 

pero podemos hacer algo mejor: dar una expresi6n intrinseca para e . 
0 
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e llo, recordemos un importante concepto, el de imagen reciproca ( o como se. 

suele decir, pullback, usando el termino en ingles) de una p-forma diferencial 

bajo.una funci6n. 

Sean entonces Q y N dos variedades y f: Q -7 N una funci6n. Dado q e Q la 

deri vada de f en q, escri ta Df , 
q 

es una transformaci6n 1 ineal entre los . . 
espacios vectoriales T Q y T N; por dualidad se obtiene una aplicaci6n f j 

.· ' q !'(q) . q 

• • .entre T N y T Q, dada por; . 
f(q) q'-. . . :· . .. .. ···.·.. . . . ' .. :. - . . . 

(19) f jq(~)(X):=_n(DfqX). · ;_. 
.. 

n E T N , 
f(q) 

X e T Q 
q 

y esta se extiende de la manera ·natural a las funcionales p-lineales 

alternantes: 

(20) 
* . 

f I ( ~) (X , .... ' X ) = ~ ( Df X ' ... , Df X ) 
q 1 . p ql qp 

p • 
para ~ e A T N , X , ... , X E T Q 

f(q) 1 p q 
Si permi timos que q varie obtenemos 

entonces una transformaci6n 

* (21) f 

que define el pullback de las formas d~ferenciales. Observese que f• opera en 

sentido reciproco que f (de ahi la terminologia pullback). 

Una importante propiedad del pullback es que conmuta con la diferencial 

exterior 

(22) 
. • * f d~ = d(f ~) 

Como referencia para uso futuro, vamos asimismo a describir el pullback 

en coordenadas locales: six= (x , ... ,x) 
. 1 1 

y y = (y, ... ,y) son cartas loca 
1 n 

les alrededor de q y f(q) respectivamente y 

(23) n = L: 
1 ' ••• , 1 

1 p 

a (y) dy /\, .. 1\ dy 
1 ... 1 1 1 

1 p 1 p 

es una p-forma en N escr ita en esas coordenadas, e 1 pull back de ~ por f se 

escribe 

(24) * f c~l = L: 
1 , ••• , i 

1 p 

a of(x) dy (x) /\ ... 1\ dy (x) 
i ... i i i 

1 p 1 p 

formula que usaremos mas adelante. 
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Regresando a la 1-forma can6nica, si rr denota la proyecci6n natural de 

• M = T Q en Q , m e M y X E T (M) , e queda definida par la ecuaci6n 
m 0 

(25) 

equivalentemente, 

1 
E Q (Q) 

(26) 

e I (X) = m ( Drr X) 
0 m m 

e queda definida por el 
0 

·I 

• (recuerdese que t; es una funci6n de Q en T Q). 

hecho que para cada . 1-forma 

La diferencial de e , 'que "denotamos par w , se ·llama la .forma simplectica 
- . 0 . . . 0 

• canonica de T Q y tambien desempenara un papel muy importante en lo que sigue. 

La 2-forma w asi definida posee varias propiedades muy especie.J.es; en 
0 

particular, w
0 

es una forma cerrada (de hecho exacta, por su misma definicion) 

y es no degenerada, lo que quiere decir que si l(X)w = 0 entonces X = 0 . 
0 

Estas propiedades, que definen lo que se llama una forma (o estructura) sim-

plectica, se verifican facilmente si notamos que la escritura local de w es 
0 

(27) w = L: dp A dq 
0 1 1 1 

La existencia de una forma simplectica en una variedad impone fuertes 

restricciones en la variedad; por ejemplo, las variedades simplecticas son 

automaticamente de dimension par y orientables. En definitiva, podemos decir 

que la existencia de una estructura simplectica da una estructura rigida, pero 

de una gran riqueza. 

Anal izemos ahara el papel que desempefian las construcciones anteriores 

dentro de la optica geometrica; las notaciones seran las de la seccion 

anterior: 

• En primer lugar, en vista de la identificaci6n V cada fibra 

• de V es una variedad simplectica. Pero par otro lado, si bien en un haz 

vectorial en general no existe a ~L ninguna relaci6n entre las distintas 

fibras y en particular, no tiene por que haber maneras privilegiadas de pasar 

• de una fibra a otra, en el caso del haz V de la optica geomertica, las 
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trayectorias de los r:-ayos reales determinan una "conexi6n" p<'ivilegiada entre 

las distintas fibras. Esta conexi6n es una estructura geometrica determinada 

por la estructura simplectica de las fibras y nos dar~ una caracterizaci6n de 

las transformaciones 6pticas. 

Aunque la idea intuitiva y la expresi6n final de la conexi6n son bastante 

simples, la construcci6n precisa es un tanto compleja, ·· ya que 

• 

{ 

intervienen 

simul tMeamente E, V, · V · asi como sus respecti vos haces tangentes: en efecto, . ' . 
si m E V

1 
es un punto en una fi bra de V , m determina una (mica geodesica que 

pasa por su proyecci6n en E y esta se levanta, primero a una secci6n de V y 

• luego, via I, a una secci6n de V que es la que determina la ccnexi6n entre m 

* () y las fibras cercanas a V
1 

.. Por lo anterior, conviene guardar en mente el 
'-~./ 

'0 

diagrama de los levantamientos de la secci6n II (figura 2). 

A ni vel infinitesimal (es decir, en terminos de campos vectoriales y 

• formas diferenciales en V ) el proceso de conexi6n se ve como sigue: dado el 

* punto m E V y la geodesica 7 E r(E) que esta determina, denotemos por V al 

vectcr tangente a r en x = rr(m). El plano ortogonal a venTE, que denotamos 
X 

por E , determina a su vez un subespacio V de T V de dimensi6n 4, es decir, 
0 0 m 

de codimensi6n 1 en T V, · que son simplemente los vectores en T V que se 
m m 

• J:royectan a E . Uti 1 izando ahora a I obtenemos un subespacio de T V tambien 
0 m 

de codimensi6n 1, al que denotaremos V. De esta forma, obtenemos un haz de 
m 

• rango 4 sobre V , al que denotaremos V,. que podemos pensar como un subhaz de 

• 
TV. 

La estructura de V es relat i vamente compl icada, pero puede descri birse 

globalmente de una manera muy concisa, utilizando un metoda inspirado 

directamente del algebra lineal, a saber, describir un subespacio de 

codimensi6n 1 de un espacio vectorial como el nucleo ( o kernel) de una 

funcional lineal. La version global de esta Gonstrucci6n, en la teoria de 

variedades diferenciales, es describir un subhaz de codimensi6n 1 del haz 
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tangente a una variedad como el kernel de una 1-forma diferencial ~; esto es, 

como aquellos vectores tangentes que satisfacen la ecuaci6n ~(X)~ = 0. 

En el caso de la 6ptica geom~trica, la forma de conexi6n que resulta es 

(28) ~ = p dq · + p dq - Hdx 
. 0 y y . z z 

pero antes de demostrar esto, hagamos las siguientes dos observaciones: 

~) En pri~er lugar, n6tese que los dos primeros terminos de ~ no son· 
0 

• otra cosa que la 1-forma fundamental en cada fibra de V , lo que muestra el 

• papel central que desempefia la estructura geom~trica de V . 

U) Par otro !ado, la forma de contacto es lo que se llama una forma 

sereib~sica, lo que intuitivamente significa que s6lo aparecen diferencialei de 

~) las coordenadas de la base E (pensando, de acuerdo a nuestras convenciones, a 

0 

• esta variedad como base del haz V ). Dicho de manera formal esto significa que 

.. 
si llamamos j a la inclusion natural de E en V usando (24) se ti~ne 

. (29) 
. . . 

-j ( ~ ) = p dy + p dz - Hdx 
0 y z 

en donde py, . pz y H se consideran, via -j como funciones en E. En esta 

expresi6n se observa la propiedad importante de las formas semibasicas: ~0 y 

* j (~) tienen esencialmente la misma expresi6n (recuerdese la ecuaci6n (13)). 
0 

* La forma ~ determina una descomposici6n de TV en el subhaz V descrito 
0 

* arriba y un subhaz de TV de range 1, complementario a V, el que de heche co-

rresponde al kernel de la diferencial de ~ . Convengamos entonces en !lamar a 
0 

un vector tangente X ~ -vertical si ~(X)~ = 0 y ~ -horizontal si ~(X)d~ = 0. 
. 0 0 0 0 

Notemos que estas condiciones son mutuamente excluyentes. (Este tipo de 

descornposici6n horizontal-vertical mediante una 1-forma s6lo es posi ble en 

dimension impar yes lo que se llama una·estructura de contacto.) 

(Desde un punta de vista fisico, · la forma ~ tiene tambi~n un significado 
0 

• importante ya que si 0 es un rayo virtual y o denota su levantamiento a V , el 

pullback de ~0 por 0 es 

(p y' + p z' - H)dx 
y z 
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C) 

~ * y comparando esta expresi6n con las formulas (5) y (12) vemos que (0 ) (~0 ) es 

el "elemento de arco" del rayo virtual o· Es precisamente en este sentido que 

* ~0 es la forma natural de conexi6n en V . ) 

La afirmaci6n hecha arriba sabre la construcci6n de 

consecuencia inmediata del siguiente resultado fundamental 

~0 es 

en 6ptica 

- ;-:-

' ....... ~~ 

. ~ "'" . 

geometrica y que,· como hemos mencionado, se encuentra impl ici tamente en los ··: .. 

trabajos de Hamilton: 

TEOREMA 1. 

'D~n: En virtud de lo dicho en 

demostrar que un campo vectorial * X E X(V ) es 

s~tisface las ecuaciones de Hamilton. Pero si 

la secci6n III, 

~ -horizontal si 
0 

x = a ~ + b aa + c ~ + d ~ + e a 
ax qY aq ap ap z y z 

es un campo vectorial ~ -horizontal, entonces l(X)~ ~ 0 implica 
0 0 

aH-pb-pc~O 
y z 

basta con 

y s61o si 

Combinando esto con la no homogeneidad de H en las variables p (ecuaci6n 

(12)), el teorema de Euler implica a~ 0 y, ya que s6lo nos interesan vectores 

tangentes a rayos virtuales, podemos suponer sin perdida de generalidad que 

a= 1. De aqui resulta inmediatamente que la ecuaci6n L(X)d~ = 0 equivale al 
0 

-sistema ' 

d 
8H 8H 

= aq e = 8q 
y z 

b 
8H 8H = 8p c = 8p 

y z 

que son precisamente las ecuaciones de Hamilton. Como este argumento 

evidentemente se puede leer en la otra direcci~n esto prueba el teorema. 
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VI. Transformaciones 6pticas y simplectomorfismos. 

Para cerrar el circulo de ideas, en esta Gltima secci6n veremos c6mo las 

transformaciones 6pticas pueden caracterizarse como aquellas transformaciones 

que respetan la, estruct.ura simplectica de las' fibras de v* es decir, . como 

. * • 
aquellas transformaciones T .. V

1 
---7 V

2 
que satisfacen . -

(30) · T w = w 
2 1 

.. 

-.. 

. . . -· 
donde w y w denotan las formas simplecticas de V y V respecti vamente. En 

1 2 ., .:. 1 . - 2 . . '·"· 
·:. . .. . . . . 

la l i teratura de fisica · · a estas· transformaciones se les ha llamado 

tradicionalmente transformaciones can6nicas, pero en matematicas, . mot i vados 

por la teoria de categorias, se les llama simplectomorfismos. 

Con el fin de ilustrar las tecnicas de la geometria simplectica dare~as 

dos demostraciones del siguiente resultado, que caracteriza a las 

transformaciones 6pticas: 

• • • de V • 'Un.a ~n T : V ---7 V def1n.e ana ~n 6pti..ca en1.ll..e 
1 . 2 

~ * 
E

1 
-1.J E

2 
<:J.. J.J ooeo. .o.L e<~. wt ~de V

1 
a V

2
. 

'D~aci.6n 1: Sea X el campo vectorial que define a T. En virtud del 

teorema 1, X es 71 -horizontal, esto es .l.CX)d7} = 0. Par consiguiente d71 es 
0 0 0 

invariante bajo X, ya que en efecto, de (2) 

f d71 ~ L(X)d2
7} + d(l(X)d7} ) = 0 

X 0 0 0 

• ya que ambos sumandos se anulan. Pero la restricci6n de d71
0 

a cada fibra V
1 

es 

precisamente w y esto completa la primera demostraci6n. 
1 . . 

'Demaohz.aci6n 2: Esta demostraci6n esta adaptada de [~], cuyo argumento 

requiere sin emb_argo de una pequefia 9m9dificaci6n. 

* Consideremos una imagen U ~ V y sea Q su proyecci6n en E y llamemos TO 
1 1 

a la imagen de Q en E
2

. Sea ahora Q el solido (tridimensional) en E generado 
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0 

por D, TD y todas las geodesicas entre estas dos superficies, que se usan para 

la definici6n de T. La frontera de Q, 8Q, es entonces una superficie contenida 

en E. Aplicando el 
. * • 2 

teorema de Stokes a j (d~ ) y j (d ~ ) se obtiene 
- 0 0 

.·_·-J /CdTJ
0
)=J /Cd2 TJ

0
)=0 

.. 8Q .. . Q -. 

pero por la construcci6n de Q 

;:.• 

de donde 

y por lo tanto 

• 1 ( w ) 
2 = J /cw J n 1 

·J /r*(w)=J /Cw) n 2 n 1 

y como esto sucede para toda regi6n D se sigue que 

• • • 1 T (w ) = j. (w ) 
2 1 

• y, puesto qu ~0 es semibasica, esto equivale a_T (w
2

) = (w
1

), que es la conclu 

si6n deseada. (La modificaci6n a la prueba de (5] consiste precisamente en 

• argumentar con los pullbacks bajo 1 de las formas en V , modificaci6n 

necesaria porque las imagenes completas son de dimension 4, de modo que no se 

aplica directamente el teorema de Stokes a la 2-forma d~ . ) 
0 
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