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-1 qJ1 t-1 56 
\, __ ._ 

. Se describe en esta nota una construcci6n, dada por A. 

· Beilim;.on y J. Bernstein en [2], de una catego.ria que permite 

"reproducir"' en la categorfa de algebras . de Lie reductivas, los 

:·argumentos de la teoria de localizaci6n del algebra conmutativa 

· clasica. Dado lo condensado del articulo original, parece util 

.. detallar y comentar algunos puntos sobre la construcci6n misma, 

aun sin entrar en el estudio de los resultados de ese trabajo, a 

los que s6lo se hara una breve alusi6n. 

En lo que sigue tomaremos como campo base a t , aunque casi 
;, 

todas las con,strucciones se extienden inmediatamente al caso de un 

. campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 Asimismo, 

solamente consideraremos el caso de algebras de ·Lie semi simples, . 

aunque los argumentos se pueden extender, ~ rnutaru:l.U:J,, a 

algebras de' Lie reductivas. 

1. Raf c e s y pesos. Sean s un algebra de Lie semisimple, l) 

una subalgebra de Cartan, 'R c l) * un sistema de·. ra!ces, 'R± las 

rafces positivas (resp. nega~ivas) con respecto a alguna base, ,..,.y 

sean sa (= { v e s ; [h, v) = a(h)v } ) a e 'R , los espacios 

radicales correspondientes. El algebra se puede entonces 

descomponer como suma directa de la siguiente manera: 

s = f) ® ® sa 
ae'R 

Introducimos ahora la siguiente notaci6n: 

a a 
n± = ® s 

ae'R± 

de modo que podemos escribir: ; <~i 

.. 
s ·- n ® f) ® n+ = n ® b 

+ = b ®'n 
+ 

A las subalgebras de s del tipo b± se les llama subalgebras 

de Borel .. de s ; estas pueden definirse abstractamente como las 

subalgebras solubles maximales de s . 

Por otra parte, si s 

algebra envolvente par 'U(g) 

es un algebra de Lie, denotaremos su 
·•.•:. 

Sea V un g-m6dulo (equivalentemente, una representaci6n p 

* de s en · V ); decimos que i\ e f) es un peso de ( f) en ) V si 
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VA = { v e V ; h • v = A(h)v , h e I) } :;t: 0 

donde h • v denota la acci6n del elemento h en v ; siguiendo 

con nuestra convenci6n escribiremos tambi€m p(h)v Por ejemplo, 
.~. 

si tomamos a ,g como ,g-m6dulo via la representaci6n adjunta, los 

pesos de ,g son simplemente las raices de ,g . 

Los espacios VA son sumandos directos de V (es decir 

satisfacen VA n vi-L = 0 , si A :;t: 1-L ), de modo que si definimos 

V'= $ .vA~,v 
AEI) 

V' · es un ,g-submodulo de V . Si V es de dimension finita, 

entonces solo un numero finito de los VA son distintos de 0 y 

V' = V. 

Recordemos asimismo que hay una correspondencia biyectiva y 

natural entre ,g-m6dulos y 'U(,g)-m6dulos. 

Por ultimo, se dice que el peso A e I)* r~s maximo si 

PI (v) = 0 , a e 'R + , v e VA 
<X 

.9 

2. M6dulos de Verma. Sea b una subalgebra de Borel de ,g . 
• + ' 

Dado A e I) se puede construir un ,g-m6dulo que tiene a A como 

peso maximo como sigue: escri.bamos DA = ICv , de I?odo que DA es un 

IC-espacio vectorial de dimension 1, y hagamos de D..l un b+ -modulo 

via la acci6n: 

(h+n)•v = h•v = A(h)v h e I) n e n 
+ 

Extendiendo la acci6n al algebra envolvente 'U(b ) . podemos 
+ 

definir el 'U(,g)-m6dulo (que por lo dicho anteriormente es tambh~n 

un ,g-modulo) 

M(A) = 'U(,g) ®'U(b ) D.l. 
+ 

al que llamamos el modulo de Verma ([3]) asociado a A . M(A) asi 

definido tiene a A como peso maximo. Notemos t" tam bien que en 
;-r 

ocasiones se construye M(A) con i\ ~ o en vez de A , donde 

o = ! L: a 
2 

ae'R+ 
Los m6dulos de Verma tienen muchas propiedades interesantes, 

en particular, son ejempos relativamente simples de m6dulos de 

Harish-Chandra relatives a taros maximales, ,, 

Por otro !ado, M(A) puede construirse mediante generadores y 

relaciones en 'U(,g) : Si denotamos por I(A) al ideal generado por 





0 

0 

n y por los elementos de la forma h - i\(h) •1 , . ·h e b , se tiene 

la relaci6n ( [ 4]) 

M(i\) <:< 'U(g) I 
- I{i\) 

Esta descripci6n es analoga a la construcci6n de representaciones 

torcidas, con forma de torsion i\, de Dixmier ([3]), 

3. La construcci6n de Beilinson-Bernstein. Los m6dulos de 

Verma sirven de modelo local para la construcci6n, debida a 

Beilinson y Bernstein ([2]). 

Si G es un grupo de Lie conexo, con algebra de Lie g , 

entonces G actua transitivamente en el conjunto de subalgebras de 

Borel de g ([4]). La variedad algebraica homogenea que resulta es 

la variedad de banderas (completas) de g , y sera denotada por X . 

Sea () la gavilla estructural de X , es decir, la gavilla 

de germenes de funciones holomorfas en X , y .sea 'J la gavilla 

tangente a X es decir, Ia gavilla de gerrrienes de campos 

vectoriales. Cada v e g define, pasando al cociente, una secci6n 

holomorfa de 'J , y la aplicaci6n g ~ r('J) asi definida sera 

denotada por 't' . r('J) posee una estructura natural de algebra de 

Lie (dada por el parentesis de Lie de campos vectoriales), y no es 

dificil verificar que, por construcci6n, 

de algebras de Lie. 

resulta un morfismo 

Escribamos 'U = 'U(g) , y consideremos las "versiones globales" 

de g y 'U , g = () ®~~" g y 'U = 0 ®~~" 'U . .9 es simplemente la 
0 ""' 0 ""' 0 

gavilla de secciones del haz trivial X x g , en tanto que 'U 
0 

admite una unica estructura de gavilla de 'U-algebras tal que 

[1 ® v , f ® 1) = ('t'(v))(f) ® 1 veg,feO 

La version global apropiada de las subalgebras de Borel es la 

gavilla de secciones del subhaz tautol6gico sobre X (i. e., .·el 

sub- haz que a x e X le asocia X mismo, pensad'O como subalgebra 

de g ), el que sera denotado b No es difrcil demostrar que 
0 

b 
0 

es el kernel de la aplicaci6n inducida por 't' en go . 

Podemos ahora describir la construcci6n de Beili:q.son y 

Bernstein: 
h* Dado i\ e •1 y una subalgebra de Borel b , i\ se extiende a 

b definiendo i\(h + n) = i\(h) y de esta manera determina un 

morfismo i\ : b ~ 0 
0 0 

Consideramos ahora el ideal I{i\) de 

'U , generado por 
0 
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~ secci6n local de b 
0 

y definimos la gavilla de Beilinson-Bernstein por: 

'U 
V 1 = o I I{i\.) 

4. Algunas observaciones. Para concluir esta nota haremos 

algunos comentarios sabre la construcci6n de Beilinson...;Bernstein. 

a) Por construcci6n, para cada x e X , la fibra (stack) de 

'Di\. , 'Di\. , es un modulo de Verma asociado a i\. . Esto sugiere .i.p,M. 
X 

&acta que las gavillas de Beilinson-Bernstein pueden ser de gran 

utili dad en el estudio de los m6dulos de Harish-:Chandra y, de 

hecho, en [2] se da una clasificaci6n de los m6dulos de Harish­

Chandra irreducibles en terminos de esta construcci6n. 

b) Vfa cada secci6n local de la gavilla So/ se 
b 

0 

identifica con un campo vectorial sabre la variedad X Resulta 

entonces del teorema de Poincare-Birkhoff-Witt que cada secci6n 

local de 

sabre X 

se identifica con un operador diferencial (local) 

De esta forma obtenemos una demostraci6n sencilla del 

hecho que 'Di\. es un anillo torcido de operadores diferenciales 

(t. d. o. ), en Ia terminologia de [2], asi como una representaci6n 

de las secciones locales de las gavillas de Beilinson-:Bernstein. 

c) El resultado central de [2] da una fuerte restricci6n 

sabre la estructura de Vi\ y sabre la cohomologia de X con 

coeficientes en gavillas ~e Vi\ -m6dulos, para el caso en que el 

peso i\. es dominante y regular (fuertemente dominante en la 

terminologia de [4]). Puesto en lenguaje un poco mas sencillo, 

este resultado nos dice que el funtor secciones globales, r 
tiene propiedades anaJogas al funtor de localizaci6n del algebra 

conmutativa (vease por ejemplo [1]), con el algebra 9 (o, 

equivalentemente, 'U(g)) remplazando a un anillo conmutativo A , 

Ia variedad algebraica X remplazando a Spec(A) , b jugando el 
X 

papel de ideal prima y el stack vi\. el de modulo localizado en 
X 

b . La importancia de la construcci6n reside en el hecho de que 
X 

muchas propiedades de la localizaci6n se preservan, pese a que el 

anillo de base no es conmutativo. 
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