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Se describe en esta nota una construccién, dada por A.

-> Beil'ins,on y J. Bernstein en [2], de una categoria que permite
_"reproducir”, en la categorfa de algebras de Lie reductivas, los
_:'argtimentos de la teorfa de localizacién del &lgebra- conmutativa
;félésica; Dado lo condensado del articulo ‘or‘iginal, parece Util
.detallar y comentar algunos puntos sobre la cbnstruccién misma,
“aun sin entrar en el estudio de los resultados de ese trabajo, a
los que sc’)lb se hara una bfeve alusioén.

En lo que sigue tomaremos como campo base a C , aunque casi

P
todas las construcciones se extienden inmediatamente al caso de un

“campo algebraicamente cerrado de caracteristica O . Asimismo,

solamente consideraremos el caso de &lgebras de Lie semisimples,
aunque los argumentos se pueden extender, muiatic mutandie, a
algebras de Lie reductivas.

1. Rafces y pesos. Sean g un &lgebra de Lie semisimple, b

*
una subdlgebra de Cartan, R < b un sistema de.rajces, R las

+

raices positivas (resp. negatjvas) con respecto a alguna base, -~y
sean g“ (={veg; byl = ahv } ) « € R, los espacios
radicales correspondientes. El algebra g se puede entonces

descomponer como suma directa de la siguiente manera:

o
g=he o g
acR
Introducimos ahora la siguiente notacién:
oo
n, = @
aeR +
de modo que podemos escribir: i

g=n_oheun =n ob =b_en

A las subdlgebras de g del tipo b+ se les llama subdlgebras
de Borel de g ; éstas pueden 'definirs_e abstractamente como las
subélgebr'as.v’solubles maximales de g .

Por otra parte, si g es un algebra de Lie, denotaremos su
algebra envolvente por U(a) . “

Sea V un g—médﬁlo (equivalentemente, una representacién p

de g en 'V ); decimos que Ael‘)* esun pesode (h en )V si







O

[y

VA=(veV;h'v=7\(h)v,heb}¢‘0

donde hev -denota la accién del elemento h en v ; siguiendo
con nuestra convencién escribiremos también p(h)v . Por ejemplo,
si tomamos a g como g-médulo via la representacién adjunta, Ios
pesos de g son simplemente las raices de g .

Los espacios VA son sumandos directos ae V (es decir
satisfacen VA nvt =0 , si A # u ), de modo que si definimos

V= o VeV
Aeh

V' es un g-submddulo de V . Si 'V es de dimensién finita,
entonces s6lo un numero finito de los VA son distintos de 0 y
V=V, . .

Recordemos asimismo que hay una correspondencia biyectiva y
natural entre g-médulos y U(g)-mddulos.

Por ultimo, se dice qﬁe el peso A € I')i‘E "_‘,.es maximo si

e| a(v)=0,o¢e?€+,vevh.

8

2. Médulos de Verma. Sea b+ una subdlgebra de Borel de g .

* i
Dado A € h se puede construir un g-médulo que tiene a A como

peso maximo como sigue: escribamos D, = Cv , de modo que D, es un

C-espacio vectorial de dimensién 1, yAhagamos de DJL un b+ j\médulo
via la accién:

(h+n)*v =hev = Alh)v ; h € h , n € u
Extendiendo la accién al &lgebra envolvente - ‘U(b+) . podemos
definir el U(g)-moédulo (que por lo dicho anteriormente es también

un g-médulo)

D 1
Ub,) "a

al que llamamos el mddulo de Verma ([3]) asociado a A . M(A} asi

M(A) = Ulg) ®

definido tiene a A como peso maximo. Notemos, también que en
ocasiones se construye M(A) con A = 8 en vez de A , donde
8§ = = o
5 L
+

oeR
Los médulos de Verma tienen muchas propiedades interesantes,

en particular, son ejempos relativamente simples de médulos de
Harish-Chandra relativos a toros maximales, »
Por otro lado, M(A) puede construirse mediante generadores y

relaciones en U(g) : Si denotamos por I(A) al ideal generado por
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n_ y por los elementos de la forma h - A(h)-l ,“h € b , se tiene

la relacién ([4])

M(A) = wg)/lm

Esta descripcién es andloga a la construccién de representaciones

torcidas, con forma de torsién A, de Dixmier ([3]),

3. La construccién de Beilinson-Bernstein. Los mdédulos de

Verma sirven de modelo local para la construccién, debida a
Beilinson y Bernstein ([2]).

Si G es un grupo de Lie conexo, con algebra de Lie g ,
entonces G actla transitivamente en el conjunto de subdlgebras de
Borel de g ([4]). La variedad algebraica homogénea que resulta es
la variedad de banderas (completas) de g , y serd denotada por X .

Sea (@ la gavilla estructural de X , es decir, la gavilla
de gérmenes de funciones holomorfas en X , y sea J la gavilla
tangente a X , es decir, la gavilla de gérmenes de -campos
vectoriales. Cada v € g define, pasando al cociente, una seccién
holomorfa de ¥ , y la aplicacién g — I(J) as{ definida serad
denotada por T . T'(J) posee una estructura natural de algebra de
Lie {dada por el paréntesis de Lie de campos vectoriales), y no es
dificil verificar que, por cohstruccién, Tt resulta un morfismo
de algebras de Lie.

Escribamos U = U(g) , y consideremos las '"versiones globales"
de g vy ‘u,go=(9®c,g y ‘uo=(9®0:‘u.go es simplemente la
gavilla de secciones del haz trivial X x g , en tanto que uo
admite una udnica estructura de gavilla de U-&algebras tal que

lNev,fell=(CW)f)el ; veg, el

La versién global apropiada de las subdlgebras de Borel es la
gavilla de secciones del subhaz tautolégico sobre X (i. e., .el
sub- haz que a x € X le asocia x mismo, pensad® como subdlgebra
de g )’. el que serd denotado bo . No es diff"c"::'h demostrar que
bo es el kernel de la aplicacién inducida por T en 8, -

Podemos ahora describir la construccién de Beilinson y
Bernstein: |

Dado A € l‘)”E y una subdlgebra de Borel b , A se extiende a

b definiendo A(h + n) = A(h) y de esta manera determina un

-morfismo 7\0 : bo — @ . Consideramos ahora el ideal I(A) de

‘Uo , generado por







£ - Ao(i) , & seccién local de bo' ,
y definimos la gavilla de Beilinson-Bernstein por:

u

D=0y

4, Algunas observaciones. Para concluir esta nota haremos

algunos comentarios sobre la construccién de Beilinson-Bernstein.

a) Por construccién, para cada x € X , la fibra (stack) de
fDA , DA , es un moédulo de Verma asociado a A . Esto sugiere {poa
facta qt);e las gavillas de Beilinson-Bernstein pueden ser de gran
utilidad en el estudio de los médulos de Harish-Chandra y, de
hecho, en [2] se da una clasificacién de los moédulos de Harish-
Chandra irreducibles en términos de esta construccién.

b) Via T , cada seccién local de la gavilla go/b se
0

identifica con un campo vectorial sobre la variedad X . Resulta
entonces del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que cada seccidn
local de 1)7\ se identifica con un operador ldiferencial {local)
sobre X . De esta forma obtenemos una demostracion sencilla del
hecho que SDA es un anillo torcido de operadores diferenciales
(t. d. o0.), en la terminologia de [2], asi como una representacién
de las secciones locales de las gavillas de Beilinson-Bernstein.

-¢) El resultado central de [2] da una fuerte restriccion
sobre la estructura de DA y sobre la cohomologia de X con
co‘eficientes en gavillas de DA—médulos, para el caso en que el
peso A es dominante y regular (fuertemente dominante en la
terminologfa‘ de [4]). Puesto en lenguaje un poco més sencillo,
este resultado nos dice que el funtor secciones globales, ' ,
tiene propiedades andlogas al funtor de localizaciéon del &lgebra
conmutativa (véase por ejemplo [1]), con el A&lgebra q (o,
equivalentemente, U(g)) remplazando a un anillo conmutativo A ,
la variedad algebraica X remplazando a Spec(A) , bx jugando el

papel de ideal primo y el stack DA el de médulo localizado en

X
bx . La importancia de la construccién reside en el hecho de que
muchas propiedades de la localizacién se preservan, pese a que el

anillo de base no es conmutativo,
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