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AUTOMORFISMOS DE SUPERFICIES COM~ACTAS COMPLEJAS. 

Por: Ricardo Francisco Vila Freyer 

Reporte de Investigaci6n 

1. INTRODUCCION. Nuestro objetivo es estudiar el grupo de 

transformaciones bianaliticas de superficies complejas cornpactas, 

que denotamos por Aut(S). 

Siguiendo la clasificaci6n de Enriques y Kodaira [K2], y 

tomando en cuenta las propiedades especificas de cada tipo de 

superficies dames una descripci6n del grupo Aut(S) en varies 

Sabemos que si X es una variedad compleja compacta, Aut(X) es 

un grupo de Lie y su algebra de Lie estA formada por los campos 

vectoriales holomorfos (Kobayashi [Ko]). Si denotamos por Auto(X) 

ala componente conexa de Aut(X), y Xes ademAs una variedad de 

K~hler, entonces 'Fujiki [F] demuestra que Auta(X} -ciene una 

estru.:tura de "grupo meromorfo", que existe un unico grupo 

meromorfo L(X) que es bimeromorfo a un grupo lineal algebraico 

que el cociente T(X)=Auta(X)/L(X) es un toro complejo. Es decir, 

tenemos la siguiente sucesi6n P"- - + -. -·tl-dt._ '-CI. de trans formaciones 

0 --> L(X) --> AutaOO --> T(X) --> 0. 

Basados en esta descripci6n estudiamos en varies casas los 

automorfismos de las superficies complejas. 
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Finalmente quiero decir que este trabajo resume los resultados 

publicados en rni Tesis Doctoral [V] bajo la supervisi6n de 

Kobs,yashi. 

2. CLASIFICACION DE SUPERFICIES. 

Kodaira da la siguiente lista de los distintos tipos de 

superficies cornplejas compactas ([K2] teorema 55): 

iJ Superficies regladas y el plano proyectivo; 

ii) Las superficies K3; 

iii) Los taros complejos; 

iv.) Las superficies elipticas mlnimas con b =n 1-·- (mod 2), p }f) 
12 ' 

haz canonico no trivial; 

,./} Las. superficies 

Las superficies 

vii) Las superficies 

2 algebraicas minimas con P >0, y c •O· 
2 1' - ' 

elipticas mlnirnas con bEl 
;1 

(mod 2),_ 'YF' =0· 
12 ' 

minimas con b =1 
1 ' 

p =\..~1 
12 . 

y 

A continuaci6n se describe lo que se sabe del grupo de 

automorfismos de los distintos tipos de superficies. 

3. LAS SUPERFICIES Y SUS AUTOMORFISMOS. 

3.1 SUPERFICIES DE TIPO GENERAL. Son las superficies de cla~e v). 

Para ~stas se sabe que el grupo de automorfismos es un grupo 

finito (Kobayashi [Ko] Secc 3.1). 

3.2 SUPERFICIES RACIONALES. Son las superficies birracionales a 

~2 . Incluyen a ~2 
y se obtienen de explociones ( blovr-upE:) 

colapsos (blow-downs) de las superficies de Hirzebruch F . 
n 

Las 

sup~rficies de Hirzebruch Fn se obtienen de proyectivizar el haz 

vectorial sabre ~1 
de rango dos: HnS1: donde denotamos par 1 al 
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C) 

haz trivial y por H al haz de hiperplanos de ~1 Entonces tenemos 

una fi braci,:)n: 

F m · n [pi =u- ( H 411 ) -- :.-n , 

donde cada fibra es una curva racional. Tenemos: 

TEOP.Et1A: 

1 1 ~u+'!F'z) ~ P~LI? <C)· 
-~-~-~~----~--~-~~~--~ 

:2) F _ ~ 1 ,~[p 1 
, y Aut (F. ) ~ f'GL ( 1) ;<PGL ( 1 ) x:Z . ----u---------------u-------------------2-

3) Si n21, tenemos la sucesi6n exacta: 

0 --> T --> Aut(F ) --> PGL(l) --> 0. 
Ti 

0 1 n * * Donde TestA dado por T=H (CP .O(H ))*~ , con <C =<C-{0}, y * denota 
--------------------------------------------------------~---------

multiplicativamente.~ ---------------------

La demostraci6n usa el hecho de que la fibraci6n para n21 es 

onica, y entonces tenemos los automorfismos inducidos por los 

au~omorfismos en la curva base, y los inducidos por aquallos que 

actaan en las fibras. Este resultado es ya bien conocido. 

(Maruyama [M]). Estas superficies pertenecen ala clase i) de la 

clasificaci6n. 

3.? SUPERFICIES REGLADAS. Una superficie es reglada si existe 

f:S--:.-C, con C una curva compleja compacta cuyas fibras son todas 

curvas racionales. Cuando tenemos el caso anterior. asi que 

supondremos que el g~nero de C es mayor que cera. 

Al igual que las anteriores, estas superficies pertenecen a la 

clase i). 

Para estas superficies, Maruyama [M] demuestra que si Bir(S) 

denota el grupo 4e transformaciones birracionales de S y M(C) es 

.-, _;, 



el campo de funciones merornorfas de la curva C, entonces: 

0 --> PGL(2,M(C)) --> Bir(S) --) Aut{C) --> 0.5 

3.4 TOROS COMPLEJOS. Supongamos que T es un taro complejo de 

cualguier dimensi6n. Este se obtiene como c";A, donde A es un 

reticulado de c" de range m~ximo. Como un toro complejo es un 

grupo de Lie abeliano, Jl.ut 0 
{ T) ~. El unico problema es calcular 

las componentes conexas de Aut(T). Si normalizamos T lo podemos 

·.() escribir como T=Cn/[I,O], donde [I,O] tiene como vectores columna 

los generadores del reticulado de rango 2n en I denota la 

matriz identidad. 

Entonces el grupo de isotropla de la identidad eeT e ""' ~. 

I ={ MES1(2n,Z) 
.;;. 

r...,_ • r' · r' -1 •<=\a >2+a )Ia >l+a } y tvJ=(a .. ) 1-. ii 12. . 21 22. ' . ' l.J. . 

Los toros complejos de dimensi6n 2 son las superficies de 

clase iii) en la clasificaci6n de Kodaira. 

3.5 SUPERFICIES K3. Una superficie compleja compacta es de tipo K3 

si es simplemente conexa y su haz can6nico es trivial. En la 

() 
clasificaci6n de Kodaira son las de clase ii). Como su primera 

clase de Chern se anula, esto implica que cualquier campo 

vectorial es paralelo y de Kobayashi [Ko] Secc. 3.8, Teorema 8.3; 

concluimos que Aut(S) es un grupo discrete; y este puede ser 

finite e infinite. Se conocen ejemplos de superficies en ambos 

Lo que se sabe'sobre los autornorfismos de superficies K.-, 
..:0 es 

trabajo de Nikulin, Shafarevich y otros (ver la bibliografla en 

[ N] ) . 
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3.6 SUPERFICIES ELIPTICAS. Recordamos que S es una superficie 

eliptica si existe una funci6n analitica f:S-->C, con C una curva 

cuyas fibras son curvas elipticas excepto posiblemente por un 

ndmero finite de elias. Estas pertenecen en la clasificaci6n de 

Kodaira aclases iv), vi), ii) iii) y vii); aunque en las 

Dltimas tres clases tambi~n hay superficies que no son elipticas. 

Para todas las superficies elipticas, excepto algunas 

superficies abelianas, K3 algebraicas, y superficies que se 

obtengc,n de ~stas; los automorfismos se describen por su acci6n 

en la curva base. Por lo tanto Aut(S) est~ en una sucesi6n exacta 

que se describe mas adelante. 

Una superficie eliptica queda 'clasificada por los tipos de 

fitras singulares (aqu~llas que no son curvas elipticas de 

multiplicidad uno). Todas aquellas superficies que no tengan 

fibras mdltiples y tengan el mismo nCmero y tipo de fibras 

singulares se obtienen a partir de una superficie rr:B-->C, que es 

dnica con la propiedad de que admite una secci6n o:C-->8. 

Q denota el subconjunto de B forrnado per todas las fibras regulares 

mas las componentes de fibras singulares de multiplicidad uno 

(quitando adem~s los puntas mCltiples), entonces B# tiene 

estructura de fibrado de grupos de Lie sobre 

gavilla de secciones analiticas de C # en B . 

detalles ver Kodaira [Kl)). Entonces se tiene: 
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e:-:acta: 

Si S tiene fibras mCltiples, S tiene como cubriente ramificado 

a una superficie eliptica sin fibras maltiples con curva base una 

curva que es cubriente rarnificada de la curva base de S. Entonces 

se ouede obtener una descripci6n similar para el grupo de 

autamorfismos de S en este caso. Tenernos tambi~n: 

3.7 SUPERFICIES DE HOPF. Una superficie S es de Hopf si su 

cubriente universal es W=C\{0}. Estas superficies o bien son 

ellpticas o no admiten ninguna funci6n meromorfa no constante; y 

(\ pertenecen a la c lase de Kodaira vii) . 
\._) 

Si denotamos por G al grupo fundamen~al de S, que actaa propia 

y discontinuamente en W, entonces S = WIG. Si S no es eliptica, 

-=:ntonces G~<BZd con Z generado por una transformaci6n d.:::. 

f(Z,t-J) = m 
(o(z+A.w ,(1H); donde 0< llallsii(JI/<1, ( ~rn. . 0 y C{-(;. ) :'...:::::. . 

··_/ 7 
.::....rd e:::. un grupo de arden d generado par: 

y £
1

, ~ 2 son raices d-~simas de la unidad. 

Kodaira [K2]}. 
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TEOREt1A: 

1) Si S es una superficie de Hopf no ellptica entonces: -------------------------------------------------------
Aut(S) = {¢:C

2 --)C2 
: ¢(z.w)=(Az+~wm.Bw)} . . 

~ ~~ -~.:._!?_ ~- ~:i Ql.;._y_§:.::~-~~~!!~~-~=Q..:._Y_/:.::Q_~~~0·~~-~.::Q.:. 

~~-~~-§-~~-~~-~~pf_y_~!~e!~~~..:.-~!!!~!!e~~~ 
" 

a: Aut(S) = { fEGL(2,C): f conmuta con los elementos de G 1. 

~~~~~~-Q-~~-~~~!!~!!~i_Y 

b) Aut(S) es el normalizador de G c GL(2,C), cuando G es 
----------------------------------------------~---------------

no abeliano.B 

3.8 SUPERFICIES DE INOUE. Estas superficies tienen como cubriente 

universal a CxH, donde H denota al semiplano superior de C. 

Inoue[!] describe tres tipos de ~stas. Todas son de clase vii). No 

daremos las descripciones agui ~or ser muy largas, s6lo dames el 

re:sultado: 

TEC:REf~-J.A: 

!l_~~~--~~E~~f~~~~~- SM 
distintos de la identidad. 

v 
-L-

~l-~~~-~~2~~f~~~~~-~~--!!P~-

•' . 
S' -, no tienen automorfismos 

N .p.q_.!". ---------------------------

{ +) 

S tienen como gruoo de !'or. r:·.q.::-.t. --------------·---= __ ._ ____ _ 

~~!~~~~f!~~£~-~-~~-~~~p£_~~£~£~f£_~!-~~~2~-~~!~!~~-~~-!~~-Q~~~~~~ 
::~·~E!~1~~.:.~ 
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