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EsTtrUCcTURAS DE ConTacTO EN OPTICA GEQMETRICA.

1INTRODUCCION,

La gecmeitria simpléctica nacid a principios del sigle XIX con
lavdEECFipEiéﬂ da W, R. Hamilton de ls d&ptica geometrica v no  fue
aing varics aflos despuds gue el formalismo hapiltorisnn se  aplicd
& la mgcanica. 8in embargs, muchos de Jlos sistemas dpticeos que
aparecen #2n la practica, come telescopios o camaras  fotograficas;

pooEen un sis Gptico y, debido a esta simetria, el espacio fase

natuwral para estos sistemss resulta ser urna varisdad de  dimension
E ., 1la gus pwr supuesto no admite una sstrucltura simpléctica.
For otro lado, para las variesdzades de dipsnsidn  impar S8

~usden definir estructurss estrechamente Vrlac’mwadas con las

amadas estructuraz de contacto,
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geangirica g2n tdrminos de estas estruct:
il. B Marco GEOMETRICO DE LA OPTICA GCEOMETRICA.

Caremcs ahora ura breve descripoidén de la éptica gsométrics

Tratamientos mas detallados puedsn encontrarses en [G6-EI1 o [0].
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Daenctemos por B al espacio de configwacidn, £ =R X R

gue consideraremcs comd wn haz vectorial sobrs el primer factor. £

do mste haz la llamaremds egfe dndics v a las fibras nloness

de neferencie « Al subhaz de TE cuyas fibras son  tangentes a

los plancs de referencia le  llamarsmos  dag vendical vy le.

denotaremos por ¥ . Este has sg ldentifica de mansra natwal  con
o2 L. : ‘ . .
gl hac R x TRY , identificacidn que usaremnos sistemdticaments en

todo aste trabajo. Este haz tiszne una carta global evidente, vy
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denntaremos a sstas coordenadas  por (Zay.2.y"2" . AN m
. 3 * 2

importante ws el subhaz dua Y =R XTIR al que llamarsnos Aoz
ventical duaf. En aeste har tambhién consideraramos una carta
snproial gue describiremos mids adelante.

Un odotzing éndlcs en el espacio de vonfiguracidn se determina

4 &0
gapacificando uns funcidn de clase B v estrictamente positiva,
N

fit

guz denctaremos por o, 1lamads  dndice de  aslioecin. E1 indic

de refracocidn detfing una setrica g en E conformes a la métrica

cuclideana; la n sisndo precisaments el factor de homotecia,
- J 2 ey b L, - K9 : " — £ ; .. - 3 - RN C (r:ﬁ
Mordiante szta méitrics podemos definiv vrelaciocnes entre 9 v 9

)

g nios permitirdn dar descripciones alternativaes de los fendmeEnos

doticos, En particular, podembs considerar el lagrangiano defi-
. 2 s 2 a '

nids por Ao £ o= o (L o+ (v f e (2B asi comn la  trans-

formanidn de Legendre @ detfinida por vy dada poir
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carta gue acsbambs de describir, toma la forma toma la forma

Un 2epe vivdued en E &5 una seccidn de E ¥y oounm aaye real
23 un ravo virtusl gue ss ademas una geodésica en la métrica g o o
fzte gs £]1 llamado pricipio de Fermat. Cada rayo virtual rd =1

levanta a F vy, via & ., & = %F i e2stos levantzmientos serin

denctados p° vy ™ respectivamente.

las dmdgenee s repressntan por subooniuntos acotados de los
plancs de referencia, cuyzas fronteres cumplen condiciopnes de

regularidad suticientes para aplicar el teorema de Stokes. Ahora
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Drmacian de2 imdgenes,

para incluir los slementos necessarios para describir la
introducimos la nocidn de  dnagen compledas
corrasponden a subconjuntos acotados de las fibras de los

varticales, cuyvas provecciones en E  definen imagenes.

La formacidn de imégenes estad determinada por el fluio geo-

deezico en E . Bi consideramos una imagen R 2n  un plano de
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wrmariones del ssp

-efarencia, digamos E, ; las po=zibles imagenes transtormadas e

gl planD de referencia E; se obtisnen como sigue: sSgEa £l

nagen Lnﬁpl@ta 2n e gue s provecta =oore g

raina entonces wuna familia de geodésicas gus pasan por los

e & 4, v la interseccidn de éstss con E; determina 1la

transfornada de ¢ . Esta construccidn musstira gue dna

fit

formal de dsocribir la formacidn de imagenes es & travées d

fase

i
n
O

es dscivr, deie btransformacionss

an

ze vertiocales,

Mas

[i], FormruLacion DE CONTACTO DE La OpTica GEOMETRICA.

Focordenas shira la definicidn de estructura ds contacto

DEFIMICION 1. Sea M una variedsd de dimensidn  Zn+l . Una

esiruaiuaa de contacte en M es wurna l-forma diferencial n de

rengo marimoy esto &s, tal gues  phid n) sea una forma de volumsn
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teorema clésico de Darboux garantiza la existencia de
locales en la variedad Mo, (Mygvmva¥MpaYize o va¥astlday &N

= la forma de contacto ss escribe

Ral
n =%y dx, + ot
) 1
i=1

la variahle t =e le llama a wvsces pardametro de contacto vy

zrmi b,

en cisrto modo, visuwalizar a las estructuras de contacto

4




comn zmistemas dinamicos.

Una estructura de contactn 7n determina una descomposicion

del haz tangente a la variedad como sums directa de dos  subhaces,

correspondientes a ker o y  ker dn 2 & los que llamaremos subhaz
n-vertical y n-ferigental; respectivamenta.

Heobo. Agqui hemos invertido la terminclogis usual de la teoria de

formas de caontactoy; esto lo hacemocs para conformarncs a la
terminologlia usual en la teoris de haces vectorialss

DEFIMICION 2, Bgan M v N dos varigdades de contactoc con

formas de contacto vy € 4 respectivamente, vy sea f : M — N

una aplicacidn  diferenciable. Decimos gue 3 == L&
drannfenmocitn de coentacie si existe urma funcidn g 3 N —s (05 002

%
£ £=an
gue  f ES  URa 1r4n:§n.ha216ﬂ de ceontacto esdinicia si

onsidsrenns ahors un sistema optico con indice d retraccidn
oy gl correspondiente hamiltoniano. x e introdu-cambs ]
siguients definicidn:

EFINICION 2. La ferma de condacie &ntica en ¥ amociada - al
hamilioniang &£ es
7?0 = py dt‘.}y-i— pz chz _ a

Verlficar gue , define una forma de contacto ss un calculo

direscto, v £ consecuencia de la inhomnegsneidad ds= & con
reapacto & 1as varlables po.

]

s anteriocri

fil
i

Con las definicion: podemos reformular la &ptics

L.

méhrica 8n el lenguaje de la geocnstria de contacto: en sste nota

W
i

rez limitarsmos sin esbargn a dar la caracterizacidn de contacto

de 103 resultados centrales de la dptica geométrica.
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lLea siguisnte proposicidn eupresa ! principic de Fermah:
FROPOSICIGN 1. Un raye vivdued p eo wnn aoye aeal oi y ofls

He

oi fso vectones dangenides af fevaniamienis ¥ o8N ng—ﬁa@QWﬂr

En cuanto a la formacidn de imdgenes, észtas guedan caracteri-

la siguisnte proposicidn:

.- . ] 3 ,
FROPOSICION 2. Une ranosfornacién + 3 Y —a F deierunina UALL
hatefsunaciin énidca en B od oy o8y ol + es  ectrictamenie de
ol o«

Finelmenta, un corolario inmedisto de l: proposicidn anterior

gz aue las transforasacioreses dpticas ocorresponden & aguellas

. * , . , . .
bransformacionss de en i mismd cuva restricecidn a las fibras
infducs sdisplectomorfismos. D esta forme =8 recupsra la  formu-
lacidn hamiltonisna usual de la dpltica gsomdtrica (vease LG6-81),

acidn de ests resultads sz mucho midse divrec-—-

]

peEro sdemnds la demost

=

ta ussndo la geomsbtria de contacto.
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