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EsTRUCTURAS DE Co NT ACTO EN OPTIC A GEOt"'lETRICA. 

I.INrRonuccJoN. 

La geometria simpl~ctica naci6 a principios del siglo XIX con 

la descripci6n da W. R. Hamilton de la 6ptica geom~trica y no fue 

::..dn:::l '..-.:::.;• .. ios .~flos despues que el for-malismo harniltoniano se aplic6 

a la mPc~n1ca. Sin emba~gc, muchos de los sistemas 6pticos que 

pnzEsn un eje 6ptico y~ debido a esta simetria, el espac: i o f 2.se 

natural para estes sistemas resulta ser u~a variedad de di~ensi6n 

5 la que pwr ~upuesto no admite una estructura simpl~ctica. 

Per otro lado, para las variedades de dimensi6n impar se 

estrechamente relacionadas C ·~l'"\ 

l-11 ' 1 0..5 

eEtructuras simpl~cticas, las llamadas estructuras de contacto. 

0ei pues, resulta natural intentar una descripci6n de 6ptir-:8. 

II. EL MARCO . GEOMETRlCO DE LA OPT!CA GEOMETRICA. 

Daremos ahora una breve descripci6n de la 6ptica geom~trica. 

Tratamientos m~s detallados pueden encontrarse en CG-SJ o [OJ. 

Denctemos por E al cspacio de configuraci6n, 

que consideraremcs como un h~z vectorial sobre ~1 primer factor. A 

AJ. subhe .. z de T .r. ·- cuyas f i br a,s son a 

y le. 

denotaremos por o/ • Este haz se identifies de manera natural con 

el ha= m X T~2 
, identiiicaci6r, que usaremos sistem~ticamente en 

todo este trabajo. Este haz tisne una carta global y 
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d~notaremos a estas coordenadas per 

En este haz tambi~n consideraremos una c.::1rta 

s~p~~ial que describiremcs mAs adelante. 

Un -o0te-m.a, &f~ en el espacio d2 c:on·Figl.li'""~ci6n se det.ermina 
00 

es~acificando una funci6n de clase B y estrictamente positiva, 
' 

El 1ndice 

nu~lid2ana, la n siendo precisamente el factor de homr..)tec:i a. 

M~rliante esta m'trica podemos definir relaciones entre '"'V * Y -:r 

que nos permitir~n dar descripcicnes alternativas de los fen6menos 

6pticos. En particular~ podemos considerar el lagrangiano defi-

n i cl c p or -n.. 3 :e == n. ( t + ( y " ) a + ( 2 ' ) .e ) 1..-a como la tt-an~.-

~-· .. · ., ..,.. .,, -:-")::: (•.• q q p .p) 
a \n!\7~~::~ !'... #\~ y' z' y· % 

y 0 
'z = y 

E! hamfltoniano asociado a este lagrangiano, e;:.cr-i.to en la 

carta quG acabamos de describir, toma la forma toma 1~ forma 

ge = ( 2 
<1"1- -- p - p z z )1/2: 

y :z 

e::; un r·a.yo vir-tual que es ad;-?mas un~'l geodesic:a en la metric:<.'\ g 

~ste as el llamadc pricipio de Fermat. Cada rayo virtual se 

t . ~r* lev;.:tn·-a a o/ y, via 9? ~ a r esto5 levantamientos se1~a.n 

y r~ respec:tivamente. 

planos de referencia, Fronteras cumplen condiciones de 

regularidad suficientes pars aplicar el teorema de Stokes. Ahor.;. 



tis·n, p2.1~a inl:luir- los elementos necese:u-~.os pa!~a clesc:r-ibir- lC!. 

·fm·raac:i6n de imagenes, inb-oducimos lC~. nar.:i6n de un..a,gen 

Est.~\s CC:.\n-esponden a subc:ordltntos aco·tados de las fibr-as de los 

La formaci6n de im6genes estA determinada por el flujo geo-

dr.5-3i co en E • Si consider-amos una imagen en un plano de 

n~·f8i'"f:::nci.::,, digamos E1 ~ la·s posibles imagenes tr-ansfor-madas de 

9 en el plano de referencia Ez se obtienen como sigue: sea n 

0 Gna imagen completa en que S c::. 
~· n 

detarmina entonces una familia de geod~sicas que pasan por los 

puntas de 9 ~ y la intersecci6n de 6st~s con Ez detc-:rmi na la 

imagen transfor8ada de 9 Esta construcci6n muestra que una 

m2nera Formal ds dscribir la formaci6n de imagenes es a trav~s de 

de transformaciones 

de lo3 haces vertic:ales. 

fii. F' O::<:f'1ULAClON DE CONT ACTO DE LA 0PTICA GEOMETRlCA. 

PE•cc.!t"di~mos e.hwi,...CI. la definici6n de estn.tctw-a de c:ontac:to 

0 
DEFINICION 1. Sea M una variedad de dimensi6n 2n+1 Una 

t>::>·h.r.t·C·b...!~.~ de ce-n.J .. a.c;tq en M es • ... tna 1--Fonr:a di fen?nc:i al de 

volumen 

c<:'.i-ta~; lo•::c.<lt..~s en la variedad t·1 ( }{ 1 ~ • • " ' ~{ n' '/ 1 ~ • :If • !I )ln!! t ) :. ' en 

lss quG la forma de contac:to se escribe 

.n 

Tf :::: i: Y. 
\..:i L 

+ dt 

A la variable t se le llama a v~ces par~metro de c:ontacto y 

per-mite, en cierto modo, visualizar a las estruc:turas de contacta 

4 ---------- ··- -----------· 
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como sistemas din~micos~ 

Una estructura de contacto n determina una descomposici6n 

del haz tangente a la variedad como suma directa de dos subhaces, 

ccrTespondi en·tes a km~ n y ket- dn , a 1 os que ll<?.maremos su.bhaz 

..k'o-.Ut. Aqui hemos i n· ... ·erti do 1 a tet-mi nol o<;;i a usu.,::,l de 1 a tem-i a de 

fonn2.s de conta.cto; esto lo hacemos para conformarnas a la 

terminologia usual en la teoria de haces vectoriales. 

() DEFINICION 2. Sean M y N dos variedades de contacto con 

fcrrr:c.;s de contacto n y ~ , respecti vamente, y sea f ~ M ---.!' N 

una aplicaci6n diferenciable. Decimos que ·f es un~. 

N --> ( 0 ~ oo> 

g - 1 • 

Considerernos ahara un sistema 6ptico con indice de refracci6n 

n y el correspcndiente hamiltoniano e introduzcamos 1 2.. 

0 siguiente definici6n~ 

<"(* a soc i ada · al 

hamiltoniano ~ es 

n = p de+ 0 dq - w d~. 
0 y 'y ' z z 

directo~ y e~ consecuencia de la inhomegeneidad de con 

re~pe~ta a las variables p • 

Con las definiciones anteriores podemos reformular la 6ptica 

aem~trica en el lenguaje de la geometria de contacto; en este nota 

r.eo:;. limitan:;:.mos sin embar-go a dar· la caracterizaci6n de contacto 

ds los resultados centrales de la 6ptica geom~trica. 



La sigulente proposici6n expresa el principia de Fermat~ 

PF:DPGS I C I m..! l • 

y"' 

En cuantci a la formaci6n de im~genes, 6stas quedan caracteri-

zadas per la siguiente proposici6n~ 

() 
.Fin2lmente, un corolario inmediato de la proposici6n anterior 

es que las transformaciones 6pticas corresponden a aquellas 

lacl6n hamiltonians us~al de la 6ptica geom~trica (ve~se [G-SJ), 

pero ~dem~s la demostraci6n de este resultado es mucho m~s direc-

0 

6 



-------------

BlBUOGRAFIA. 

1 • God b i ll•:::!n , C. "Gecmett-ie c:l:i.ffen:=nt:i~:::·lle et: mecanique 

Hermann , Paris 1969. 

2. Guillemin, V. & s, Sternberg '
1 S;'f'"iplectic Techniques in 

Cambridge University Press, 1984. 

3. Ongay, F. 

por ~parec:er en Miscel~nea MatemAtic:a. 

0 

FaLtsto Ongc-.. y· 

Centro de Investigac:i6n 

f.?il 1"1atemid: 5. c<?.s. 

GuaGajuato~Gto. 36000 

,/~._. u 

7 


