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INTRODUCCION 

El objetivo de este trabajo es presentar de una manera 

~lsmental algunos aspectos estadisticos de los procesos 

sstocAsticos ramificados y su a~lica6i6n como ~odelos para 

describir brotes de epidemias de una enfermedad contagiosa. 

Asimismo se quiere ilustrar c6mo un estadistico podria ser ~til 

en la soluci6n de algunos problemas asociadas al c6ntrol de 

e~fermedades contagiosas. 

La detecci6n temprana del brote de una epidemia es 

impcrtante ya que puede ayudar a las autoridades del Sector 

Salt.;d a prevenir que la enfermedad se extienda ,_ tomando medidas 

pertinentes como puede ser el determiriar la fracci6n de la 

comunidad susceptible a la enfermedad que debe ser vacunada, en 

caso de ~ue la vacuna exista. Los modelos estadisti6os que aqui 

se presentan tambi~n ayudan a detectar el brote de una ~pidemia 

' 
alguna de.estas medidas ha side fornada, perc aun 

e:-: is !:en en la poblacion algunos cases~ infectados no 

identificados o existe el riesgo d~ que ll~guen a la comunidad 

portadores de la enfermedad.-

La organizaci6n del t~abajo es la siguiente. En la 

Secci6n 1 dames una · introducci6n elemental a los procesos 

estocAsticos ramificados simples, tam bien conocidos como 

proceso~ de Galton-Watson. Se hace ~nfasis en su aplicaci6n 

dentro de un lenguaje y contexte epiderniol6gico. En la Secci6n 

2 de~cribirnos algunos rn~todos estadisticos de estos modelos y 



sus principales propiedades y desventajas. En la Secci6n 3 

presentamos una simulaci6n del modele con el objeto de ilustrar 

el uso de los metodos estadlsticos, asi como discutimos la 

imposibilidad de aplicarlos a unos datos reales de cases de 

Hepatitis Virica registrados en el estado de Guanajuato. 

En la realizaci6n de este trabajo me he beneficiado de 

los comentarios de los alumnos de mi curse de Procesos 

EstocAsticos de Maestria: Paul Blanquet y Antonio Gonz~lez, asi 

como de los de la M. en C. Rebeca Ponce de Le6n. El trabajo de 

c6mputo fue heche por Emilio Ma~molejo, alumna de la Escuela de 

MatemAticas de la Universidad de Guanajuato. La mecanografia 

estuvo a cargo de Laura Rinc6n Gallardo. A todos ellos mi 

2grsdecimiento. 

1. PROCESOS DE GALTON-WATSON 

Un bosquejo hist6rico amplio de la teoria de los 

' 
procesos estocAsticos ramificados apare6e en rl Capitulo 1 del 

libra de P. Jagers (1975), ~1 cual el lectbr interesado es 

remitido. S6lo mencionaremos aqui que el origen de los procesos 

estocAsticos ramificados est~ asociado a los nombres, entre 

otros de Thomas Malthus, Sir Francis Galton y el clerigo y 

matem~tico H. W. Watson. En los trabajos de los dos primeros 

autores se esiudia la extinci6n del apellido de una familia. 

Asi por ejemplo, T. Malthus observ6 que de 487 familias 

burguesas en la ciudad de Berna, 379 se extinguieron en un 

periodo de dos siglos (1583-1783). cosa que T. Mal thus 

reconoci6 como un problema en el que no est~ presente la ''pura 



Principios de Poblaciones'', Malthus expresa la idea fundamental 

de que una poblaci6n, cuando no se controla, tiende a crecer 

exponencialrnente. Las caracteristicas probabilisticas de ~una 

poblaci6n que determinan la posible extinci6n o explosion de 

ella son uno de los problemas de la teoria de los procesos 

estoc~sticos rarnificados resuelto por H. W. Watson. 

Los pro6esos estoc~sticos rarnificados como rnodelos para 

describir la rnagnitud del inicio de una epidernia rnenor han sido 

usados, entre otros, por Neyman y Scott (1964) y Becker (1975}, 

trabajos en los cuales se pueden encontrar rn~s referencias 

sobre el terna. Estos procesos son adecuados como rnodetos de 

epidernias siernpre y cuando la poblaci6n de susceptibles · sea 

grande, lo cual es cierto durante los principios del brote, 

cuartdo no se ha tornado ninguna rnedida pertinente. 

La descripci6n de los procesds estoc~sticos ramificados 

simples, tam bien conocidos .como· proces·6s de Galt·or-watson, 

la-siguiente: supongarnos que a un deterrninado tiern~o inicial 

es 

se 

tiene un ( x0 = ·· 1) . enferrno de una enferrnedad contagiosa, el cual 

contagia a un nc~~rD aleatoric x1 en un deterrninado tiempo al 

cual llarnarernos generaci6n. A su vez, durante la segunda 

generaci6n del brote, estes x1 enferrnos contagian, cada uno de 

rnanera independiente y con la rnisma probabilidad, a un n6rnero 

aleatoric de enferrnos, cuyo total denotarernos por X2 . Asi X2 es 

el n6rnero de enferrnos contagiados durante la segu~da generaci6n 
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d~ la enfermedad por los enfermos x1 , y por lo tanto x
2 

depende 

El proceso continua de esta manera y denotamos por 

•• X 
·/(."'0 • • · .. ' "n las primeras n generaciones del modelo. La 

probabilidad de que un enferrno contagie k individuos ser& 

como denotada por Pk y estas probabilidades se conocen 

probabilidades de contagia o distribuci6n de contagio. En el 

modele se supone que la distribuci6n de contagia no varia de 

g~n~raci6n en generaci6n, por lo que se dice que el modelo es 

h·: .. mcgeneo. 

Las distribuciones de contagia parametricas mas usadas 

en la practice son las siguientes: la de Poisson con media A)O 

k = 0,1,2, ... , 

l~ geometrica con parametro P 

k 
P = P(l-P) 

k 
k = 0,1,2, ... , O<P<l 

y la binomial con parAmetres t y P 

l! k l-k i 
pk = k! (l-1~)! p (l-P) ! k = 0,1, ... . t, 0<P<1 . 

La media de contagia m d~l modele se define como 

Cl) 

m = 2: kPk 

J..-~=0 

y la 2 varianza o de la siguiente manera: 

00· 

2 \ (k 2p o = L -m) k 

k=O 

CL .1) 

(1. 2) 

{ 1.3) 

(1.4) 

( 1. 5) 

Las medias de contagia para las distribuciones de 

contagia arriba mencionadas se presentan en la Tabla 1.1. 
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Distribuci6n Poisson Geometrica Binomial 
de contagia A p .t,P 

Media de A 1-P m = m = p- = ·.tp contagia _I m 
' 

Tabla 1.1. 
Media para algunas distribuciones de contagia 

Una herramienta maternatica importante en el estudio de 

los procesos ramificados es la funci6n generadora de 

probabilidades f que se define de la siguiente IDanera 

co k 
f ( t) = 2 t pk It I< 1 . ( 1. 6) 

k=O 
-

Finalmente, denotaremos por q a la probabilidad de extinci6ri de 

la epidemia, o sea q es la probabilidad de que X sea cero para . n 

alguna generaci6n n. La importancia de la funci6n generadora ~e 

probabilidades queda de manifiesto en el s±guiente teorema 

probado par H. W. Watson y J. Steffensen. 

a) Si m~1 entonces q =.1. 

b). Si m>1 entonces q es la Dnica raiz mayor o igual a cero y 

. menor a uno de la ecuaci6n s=f ( s) : , 

El teorema anterior nos expresa que si la ~ed~a de 

contagia es menor o igual a uno, entonces ·la probabilidad de 

extinci6n de la epidemia e~ uno~ de otra forma, si la media de 

contagia es mayor qu~ uno la probabilidad de ~xtinci6n es la 

raiz diferente de uno en el intervale [0,1] de la ecuaci6n 

s = f(s). En las g~aficas 1.1 y 1.2 ·se muestra el 

5 
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comportamiento de la probabilidad de extinci6n con respecto a 

la media de contagia para las distribuciones de Poisson, 

geom~trica y binomial con par~metros 5 y P. En todas ellas se 

observa que el decrecimiento de la probabilidad de extinci6n ~s 

bastante rapido cuando rn se aleja de uno. Las tablas 1.2 y 1.3 

muestran algunos valores de q para distintos valores de rn para 

las distribuciones Poisson y geom~trica respectivarnente. 

A 1 1. 05 1.1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 

q 1 0.91 0.82 0.69 0.49 0.36 0.27 0.20 

Tabla 1.2 
Probabilidad de extinci6n para algunos val ores 

de la media A de una distribuci6n de Poisson 

m 1 1.05 1.1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 

q 1 0:95 0.91 0.83 0.71 10.63 0.55 0.50 

Tabla 1.3 
Probabilidad de extinci6n para algunos val ores de la media 

m = C1-P)/P de una distribuci6n geom~trica 

Del teorema 1 y de las gr~ficas y tablas mencionadas 

anteriorrnente observarnos que cualquier control de una 

enfermedad contagiosa debe tender a mantener la media de 

contagia de una comunidad menor o igual a uno o muy poco 

superior a uno. Si rn se conoce y se sabe que es mayor a uno. 

debemos determinar la proporci6n e de individuos susceptibles a 
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la enferrnedad que deben ser vacunados para evitar una epidemia. 

Si seleccionamos estes individuos al azar dentro de la 
:1: 

comunictad es razonable esperar que m = ( 1-8)m sera· la nueva 

media de contagia de la comunidad si · estes individuqs· .;~~sa~·: 

vacunados. Puesto que queremos una extinci6n de la epidemia 

* debemos tomar e de tal forma quem ~ 1, o sea que e debe ser ·.·'··'· 

al menos 1-1/m. Asi par ejemplo,., . .si m = 1.5 la proporc{6n ~e 

individuos vacunados debe ser al menos del 30%. Este .resultado 

no depende de la distribuci6n de contagia sino Onicamente de la 

media. Sin embargo, ·una vei que es probable la ocurrencia .de 

una epidemia, la probabilidad con que ocurra si . est~ 

determinada per la distribuci6n de contagia. Al ~especto 

comentaremos mas en la secci6n 2. 

2. METODOS ESTADISTICOS 
. . . 

En la secci6n anterior hemos ~isto la import~ncia de 

conocer el valor de la media de cont~gi6 m. En ~sta secci6n 
' 

presentamos algunos metodos estadisticos \.para 
!· . 

estimarla. 

. '•· ,. Primeramente haremos ·la inferencia bajo ~1 supuesto que 

observamos N muestras independientes de un proceso de 

Galton-Watson de tamano n; es decir suponemos que es posible 

(i) (i) 
observar x

0 
, ... ,X para i = 1, ... ,N. Si la distribuci6n 

- n 

de coritagio ~s Poisson, geometric~ o binomial, el estimador .de 

" 
_ _._ .. 

maxima verosirnilitud m de m es 
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N n-1 

I 2 X ( i) 
k+1 

1\ i=1 k=O m = N n-1 (2.1) 

l 2 X~ i) 

i=1 k=O 

el cual representa el "numero total de contagiados entre el 

numero total de contagiadores". 

Si N es grande y n se mantiene fija 

l { .. (~)n-1 
1/2 

z } (~-m) (2.2) = N " 
m-1 

tiene una distribuci6n aproximadarnente normal con media cero y 

varianza uno. La expresi6n para 
"? 
0'~, el estimador de maxima 

verosimilutd de o 2 , depende de la distribuci6n de contagia de 

la siguiente manera: para la distribuci6n de Poisson 
h A "2 

para la geometrica o = m(1+rn) y para la distribuci6n 

"'2 1\ A 

con parametres l y Po = m(l-m/l). Por lo tanto un 

aproximado de (1-~)% de confianza para la media sera 

1\ 1 ~2] 
{k (~:~~J I 

I 

"'2 
0' = 

1\ 

m, 

binomial 

intervale 

(2.3) 

en donde z~12 es el 1-~/2 percentil de 

estandar. 

una distribuci6n normal 

En el caso en que s6lo es posible observer una 

realizaci6n del proceso de Galton-Watson, es decir x0 ,x1 , ... ,Xn, 
A 

el estimador de maxima verosimilutd m de m cuando las 

distribuciones de contagia son Poisson, geometrica o binomial 

es 

m = 
X v 
L 1 + · · · +'·n 
X + +Y ·o · · · ·n-1 

(2.4) 

10 
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Si n es grande y ninguno de los X. es cero 
~ 

(2. 5) 

tiene una distribuci6n aproximadamente normal con media cero y 

v::,rianza uno, en donde "2 
0' depende de la distribuci6n de 

contagia de la rnisrna rnanera que en la primera parte de · esta 

secci6n. Asi, un intervale aproxirnado de (1-~)% de confianza 

para la media ser~. si n es grande y ninguno de los X. es cere~ 
~ 

(2.6) 

" Es importante observar que aunque la expresi6n para m, 

en ambos cases presentados, no depende de la distribuci6n de 

con~agio, la expresi6n para los intervalos de confianza si 

de~ende de ella. 

Lo anterior refleja la ·importancia de tener m4todos de 

estimaci6n para .las probabilidades de contagia Pk. En el 

presente ~stas ~e pueden estimar Qnicarnente si es posible 

observar cu~ntos contagios produce cada enfermo, lo cual no 

siempre es factible. En la pr~6tica tiene que suponerse alguna 

distribuci6n de contagia. 

Otros metodos de estimaci6n de m, asi como · inferencia 

estadistica para la varianza a
2 y la prob~bilidad de extinci6n 

q se encuentran ~riel Capitulb ~de la excelente monografia de 

Nanthi (1983) o en el Capitulo 2 del libro de Basawa y 

Prakasa-Rao (1980), trabajos en los cuales se pueden encontrar 

m~s referencias al respecto. 
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3. EJEMPLOS 

En la tabla 3.1 se presentan casos de Hepatitis Virica 

por mes registrados en la Secretaria de Salud del estado de 

Guanajuato en los a"os 1977 a 1987. Con el objeto de ver las 

limitaciones y alcances de los modelos y metodos de las 

secciones anteriores, ex.plicaremos por que estes no son 

aplicables a los datos. Esto tiene el doble objetivo de sugerir 

otra forma de recopilaci6n de los datos asi como las 

condiciones. adecuadas para la aplicaci6n correcta del modelo. 

Empezaremos por mencionar que la recopilaci6n mensual no es la 

mas adecuada, ya que esta debiera hacerce mas de acuerdo al 

periodo de incubaci6n-con~agio de la enfermedad, con el objeto 

de tener definidas las generaciones del proceso lo mejor 

posible. En segundo lugar observamos que los 

incluyen los casos reportados en la Secretaria de 

todos los casos en el estado de Guanajuato. Esto 

datos . s6lo 

Salud y no 

viola una 

suposici6n del modele de la Secci6n 1, en la que se supone que 

todos los casos de una generaci6n fueron contagiados por los de 

la generaci6n anterior. Esto no sucede nec~sariamente, pues no 

hay seguridad de que los 10 casas reportados en junio de 1977 

hayan sido contagiados s6lo por los seis cases reportados en 

mayo del mismo a"o. Otra violaci6n del modelo podria ser la 

homogeneidad del contagia pues no es necesariamente cierto que 

la distribuci6n de contagia es la misma en una zona rural que 

en una urbana. 
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Lo anterior sugiere que la recopilaci6n de los datos se 

haga con un periodo mejor definido y por comunidades mas 

pequenas y homogeneas (escuelas, por ejemplo). De esta manera, 

con los datos de las comunidades similares se estima la media 

medi~nte la ecuaci6n (2.1) y suponiendo una distribuci6n de 

contagio adecuada se construye un intervalo de confianza como 

en (2.3). De esta forma se podria tener un control de la 

e~fermedad pues cada vez que se reportaran en la comunidad 

casos de ella,mediante (2.4) se estima la media y se observa si 

cae o no dentro de un intervalo de confianza peligroso, lo que 

serviria para detectar el surgimiento de una epidemia. 

Con el objeto de ilustrar lo anterior, realizamos una 

simulaci6n en la computadora de N=15 procesos de Galton-Watson 

de n=5 generaciones con distribuci6n de contagio geometrica con 

media 1.3. Los resultados se muestran en la tabla 3.2. 

Utilizando el es~imador (2.1) obtenemos 

267 m = 200 = 1.335 (3.1) 

lo cual corresponde a una probabilidad de extinci6n alrededor 

de 0.75. El estimador de m~xima verosimilitud de a 2 es 

"2 a 
1\ 1\ 

= m(1+m) = 3.117 (3.2) 

Por lo tanto de (2.3) obtenemos el intervale de 90% de 

confianza (Z~12 = 1.645) 

(1.094, 1.576) (3.3) 

Observamos que este intervalo no contiene al uno. Asimismo, y 

de la grafica 1.1, observamos que un intervale aproximado de 
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90% de confianza para la probabilidad de extinci6n es (0.635, 

0.914). 

Ejemplificarnos ahara el control de la enfermedad 

simulando un proceso de Galton-Watson de 5 generaciones con 

distribuci6n de contagia georn4trica con media 0.7. Los 

resul~ados fueron los siguientes 

1 2 
1\ 

De (2.4) obtenemos que rn = 1 que no se encuentra en el 

inter;alo (3.3). Por lo tanto no hay peligro ~e una epidemia. 

Observarnos final~erite que si se supone una distribuci6n 
1\ 

de cc-Ltagio de Poisson el valor de m = 1.335 corresponderia ·a 

una probabilidad de extinci6n aproximadarnente menor a 0.5, 

com;~~ada con 0.75 para la distribuci6n geom4trica. La 

impor~ancia de p~ecisar la distribuci6n de contagia queda 

expr.::2ada en la grafica· 1.1 en donde para la misma media, la 

prcb2hilidad de extinci6n de la distribuci6n geom4trica siempre 

est~ por arriba de la correspondiente para la distribuci6n de 

Poisson. Esperamos inv~stigar m4todos estadisticos que nos 

permitan conocer mejor las distribuciones de contagia en un 

futuro. 

15 

,• ·.' 
···, .. 



I 

N xo X 1 x2 x3 x4 

1 1 1 5 6 5 

2 1 1 2 2 2 

3 1 0 0 0 0 

4 1 1 1 3 2 

5 1 2 0 0 0 

6 1 2 4 2 3 

7 1 0 0 0 0 

8 1 3 4 6 8 

g 1 2 3 5 14 

10 1 5 4 3 7 

11 1 8 11 20 15 

12 1 3 1 2 2 

13 1 1 0 0 0 

14 1 0 0 0 0 

15 1 1 2 4 7 

Tabla 3.2 
Simulaci6n de 15 procesos de Galton-Watson con 

distribuci6n de contagia geometrica con n~dia 1.3 
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