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Resumen

Estimar la función de covarianza de un campo aleatorio es un problema fundamen-

tal en muchos dominios de aplicación; por ejemplo, en geoestadística, análisis de datos

funcionales, finanzas, epidemiología y neurociencias, por mencionar algunos. En esta

tesis se propone un estimador de funciones de covarianza sobre la base de observaciones

discretas. Este se basa en una estimación por núcleo caracterizada por la elección de

su ancho de banda a través de un nuevo criterio. Se demuestra que este criterio estima

insesgadamente el riesgo asociado a la norma de Frobenius como función de pérdida. El

estimador es válido para funciones de covarianza definidas sobre un dominio de cual-

quier dimension, y no requiere del supuesto de estacionariedad ni de que el investiga-

dor especifique alguna base de funciones conveniente. Se demuestra que el estimador

es una función simétrica y definida no negativa (i.e., efectivamente es una función de

covarianza), satisface además una desigualdad de concentración que implica buen com-

portamiento de su riesgo para toda muestra finita, y es asintóticamente óptimo desde el

punto de vista del riesgo cuadrático. Se presentan estudios de simulación que muestran

que el estimador propuesto es factible de implementar con bajo costo computacional, y

presenta buen comportamiento en la práctica, incluso para tamaños de muestra modera-

dos.
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con los anchos de banda ĥ y h0 (n = 50, m = 15 y a = 0.3). La línea

negra indica la función de covarianza teórica, y las líneas azul y roja

indican sus estimaciones utilizando los anchos de banda ĥ y h0. . . . . . 28
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CAPÍTULO 1

Introducción

Estimar la función de covarianza de un campo aleatorio (definido sobre un dominio

d-dimensional) es un problema fundamental con muchas aplicaciones. Por ejemplo, en

geoestadística, finanzas, epidemiología y neurociencias, por mencionar algunas (ver e.g.,

[9, 30], y sus referencias). En particular, la función de covarianza desempeña un rol clave

en la construcción de predictores lineales como el "kriging"([9, 14, 31]) y en el estudio

de las estructuras de dependencias (e.g., [30, 19, 16]).

La estimación de funciones de covarianzas se ha abordado mediante métodos para-

métricos, semiparamétricos y no paramétricos.

Los métodos paramétricos han sido extensamente estudiados en la literatura de es-

tadística espacial ([9]). Sin embargo, estos métodos imponen una estructura restrictiva a

la función de covarianza que en muchas ocasiones no es realista.

Los métodos semiparamétricos proporcionan una metodología más flexible dado que

tienen componentes paramétricos y no paramétricos; de esta manera no son tan restric-

tivos como los paramétricos y conservan cierta facilidad de interpretación. Por ejemplo,

1



Introducción 2

en [21] y [12] se estiman las funciones de covarianza de datos longitudinales mediante

un modelo parcialmente lineal.

Los métodos no paramétricos estiman la función de covarianza desconocida dentro

de una clase (no paramétrica) suficientemente grande de funciones. En las últimas tres

décadas estos métodos han recibido una notable atención.

Una vertiente dentro de esta última metodología requiere de ciertos supuestos dis-

tribucionales. Por ejemplo, en [27] y [33] utilizan un enfoque bayesiano que presupone

Gaussianidad de los datos.

Otra vertiente de la estimación no paramétrica de funciones de covarianza se enfoca

al caso específico de covarianzas estacionarias (ver e.g., [8, 10, 11, 15, 24, 27] ). Cuando

se supone estacionariedad, usualmente basta una sola realización del campo aleatorio

sobre una rejilla creciente de puntos para construir un estimador consistente.

En la literatura de datos funcionales ([13, 18, 26, 25, 28, 34]) la estimación no pa-

ramétrica general de funciones de covarianza, sin requerir estacionariedad ni supuestos

distribucionales específicos, es un problema central. En este contexto, típicamente se

considera que el dominio del campo aleatorio es un intervalo y que se observa (o se

aproxima mediante un preprocesamiento) su valor sobre todo el dominio.

En contraste, el presente trabajo se centra en estimar funciones de covarianza a partir

de observaciones discretas del campo aleatorio; i.e., sobre un conjunto finito de puntos

tj de un dominio T , se observan los valores Yi(tj) de réplicas Yi de un campo aleatorio

Y .

Hay métodos para estimar funciones de covarianza más generales, que no requieren

supuestos de estacionariedad ni distribucionales. Algunos de estos métodos se describen

a continuación.

Una de las principales dificultades en este marco de trabajo es imponer que el es-

timador tenga la propiedad de ser definido no negativo (d.n.n.). Esta propiedad es fun-



Introducción 3

damental para diversos objetivos; por ejemplo, para interpretar el estimador como una

covarianza y para construir predictores lineales óptimos a partir de él (e.g.[15, 4]).

Un enfoque no paramétrico que garantiza estimaciones d.n.n de la función de co-

varianza consiste en: a) aproximar la función de covarianza mediante un desarrollo en

productos tensoriales asociado a una base de funciones, y b) determinar los coeficientes

del desarrollo considerando como función de riesgo una norma matricial de Frobenius

conveniente (ver e.g., [2, 3, 4, 5, 6, 7, 17]).

En particular, en [7] se utiliza una base spline y se minimiza una versión empírica

de dicho riesgo. Este enfoque tiene la dificultad de requerir seleccionar la cantidad y

posición de los nodos de la base.

De manera más general, en los trabajos [2],[3],[4],[5] y [17] la estimación de fun-

ciones de covarianza se aborda como un problema de modelo lineal matricial asociado

a un desarrollo en base de funciones, y la determinación del número de funciones q se

aborda como un problema estadístico de selección. Específicamente, en [2],[3],[4] y [5]

esto se realiza a partir de una función de riesgo penalizada. Alternativamente, en [17] se

utiliza una versión insesgada del riesgo. Un inconveniente de este enfoque es especificar

una base de funciones adecuada para la situación práctica de interés.

En esta tesis se construye un estimador de la función de covarianza que no requie-

re especificar una base de funciones. Este estimador se basa en una aproximación por

núcleo, seleccionando su ancho de banda h mediante una estimación insesgada de un

riesgo cuadrático. Este método tiene la ventaja de permitir estimar funciones de cova-

rianza generales (sin supuestos sobre estacionariedad ni distribucionales) definidas sobre

un dominio d−dimensional. Además, es computacionalmente simple ya que solo depen-

de de un parámetro escalar h.

Más específicamente, se desarrollan los siguientes objetivos.

Objetivo general: Construir un estimador de la función de covarianza σ basado en

núcleo, incorporando una selección adecuada de su ancho de banda h.
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Objetivos específicos:

i) Definir un estimador por núcleo σ̂h de la función de covarianza σ.

ii) Proponer un criterio para seleccionar el ancho de banda h del estimador.

iii) Estudiar propiedades teóricas del estimador σ̂h.

vi) Evaluar el comportamiento del criterio de selección y del estimador a través de

simulaciones.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Capítulo 2 se describe la construcción del

estimador de σ, así como sus propiedades teóricas. También se define un criterio inses-

gado para la selección del ancho de banda h y se estudian algunas de sus características.

A lo largo del Capítulo 3, mediante diferentes escenarios de simulación, se evalúa el

desempeño del estimador de σ y del criterio de selección de h. Por último, en el Capítu-

lo 4 se presentan conclusiones sobre los resultados obtenidos, y posibles líneas abiertas

de investigación.



CAPÍTULO 2

Método de estimación por núcleo de

funciones de covarianza

En el presente capítulo se describe el desarrollo de un estimador de funciones de

covarianza basado en núcleo; la construcción de un criterio para la selección de su ancho

de banda y algunas de sus propiedades teóricas.

2.1. Marco de trabajo

Sea Y = (Y (t))t∈T un campo aleatorio, indexado por T ⊂ Rd (d ∈ N), que toma

valores en R. Se supone que tiene segundo momento finito, con función de media µ(t) =

E (Y (t)) = 0 y función de covarianza σ(s, t) = E (Y (s)Y (t)) para todo s, t ∈ T . Cabe

destacar que no se supone Gaussianidad ni estacionariedad.

El tipo de datos que se consideran son los valores Yi(tj) para i = 1, . . . , n, j =

1, . . . ,m, donde los puntos fijos t1, . . . , tm ∈ T componen una rejilla de T , y Y1, . . . , Yn
son copias independientes del campo Y .

5



2.2. ESTIMADOR POR NÚCLEO 6

En la siguiente sección el campo aleatorio Y se aproximará mediante un estimador

de Nadaraya-Watson.

2.2. Estimador por núcleo

El estimador de Nadaraya Watson es un estimador no paramétrico que se basa en

estimar una función f : R → R, en este caso Y , mediante un promedio ponderado

localmente. Explícitamente,

Ỹ (t) =
m∑
r=1

Y (tr)gr(t),

donde

gr(t) =
Kh(t− tr)∑m
l=1Kh(t− tl)

. (2.1)

Aquí,Kh : T → R usualmente es una función simétrica tal queKh ≥ 0 y
´
T
Kh(t) =

1; y h > 0 es un parámetro conocido como ancho de banda.

La idea central del estimador de covarianza que a continuación se propone es que,

sobre la base de la aproximación Y (t) ≈ Ỹ (t), es natural considerar que

σ(s, t) ≈ σ̃(s, t) = Cov(Ỹ (s), Ỹ (t)).

De este modo, resulta que

σ̃(s, t) = Cov

(
m∑
r=1

Y (tr)gr(s),
m∑
l=1

Y (tl)gl(t)

)

=
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(s)gl(t)Cov(Y (tr), Y (tl))

=
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(s)gl(t)σ(tr, tl),

σ(s, t) ≈
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(s)gl(t)σ(tr, tl)
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donde g esta definida por la ecuación (2.1). Lo anterior sugiere definir el siguiente esti-

mador que se propone en este trabajo:

σ̂(s, t) =
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(s)gl(t)srl, (2.2)

donde

S = (srl)1≤r,l≤m =
1

n

n∑
i=1

yiy
T
i ,

y

yi =


Yi(t1)

...

Yi(tm)

 .
Notemos que tal estimador σ̂ depende del ancho de banda h, parámetro implícito en

gr(t); es decir, σ̂ = σ̂h. Se necesita un criterio de elección del parámetro h para que el

estimador quede completamente especificado. Dicho criterio se desarrolla en la sección

2.3. A continuación se estudian algunas propiedades básicas del estimador σ̂h para un

valor h fijo.

Representaciones equivalentes del estimador

Lema 2.2.1 (Representaciones alternativas). El estimador (2.2) también puede repre-

sentarse de las siguientes formas:

i) (Forma escalar)

σ̂h(s, t) =
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(s)gl(t)srl.

ii) (Forma vectorial)

σ̂h(s, t) = gT (s)Sg(t),

donde g(s) =


g1(s)

...

gm(s)

 .
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iii) (Forma matricial)

Σ̂h = (σ̂h(tJ , tr))1≤J,r≤m = GTSG, (2.3)

donde

G =


g1(t1) · · · g1(tm)

... . . . ...

gm(t1) · · · gm(tm)

 . (2.4)

Estas representaciones serán de gran útilidad en la demostración de resultados pos-

teriores.

Condición de ser función definida no negativa

Proposición 2.2.1.1. El estimador σ̂h de la covarianza σ es una función simétrica y

definida no negativa; por lo tanto, es una función de covarianza.

Demostración.

i) Trivialmente σ̂h es función simétrica.

ii) Para u1, . . . , up ∈ T, p ∈ N y a1, . . . , ap ∈ R arbitrarios,

p∑
j=1

p∑
q=1

ajaqσ̂h(uj, uq) =

p∑
j=1

p∑
q=1

ajaq

m∑
r=1

m∑
l=1

gr(uj)gl(uq)srl

=
m∑
r=1

m∑
l=1

(
p∑

j=1

ajgr(uj)

)(
p∑

q=1

aqgl(uq)

)
srl,

donde αr =
(∑p

j=1 ajgr(uj)
)

y αl =
(∑p

q=1 aqgl(uq)
)

=
m∑
r=1

m∑
l=1

αrαlsrl ≥ 0.

Esta última desigualdad se cumple ya que toda covarianza muestral es función

definida no negativa.
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De aquí que
p∑

j=1

p∑
q=1

ajaqσ̂h(uj, uq) ≥ 0,

y por lo tanto la función σ̂h es definida no negativa.

�

Relación con Modelo Lineal Matricial

Dado que, E
(
yiy

T
i

)
= Σ = (σ(tJ , tr))1≤,J,r≤m, el proceso que se observa puede ser

reescrito dentro de un marco de regresión matricial de la siguiente manera:

yiy
T
i = Σ + Ui,

donde Ui es una matriz aleatoria con E (Ui) = 0. Para simplificar la notación, sea

Wi = yiy
T
i .

Así, el modelo queda de la forma

Wi = Σ + Ui. (2.5)

Consideremos la siguiente estructura lineal para Σ

Wi = GTΨG + Ui. (2.6)

donde G esta dada por (2.4), y Ψ ∈ Rm×m es una matriz simétrica de parámetros

desconocidos.

Lema 2.2.2. Si (GGT )−G = GT (GGT )− = Im, entonces Σ̂h coincide con el esti-

mador por mínimos cuadrados (MC) del modelo (2.6), con respecto al parámetro Ψ, es

decir,

Ψ̂ = S = argmin
ΨT=Ψ∈Rm×m

n∑
i=1

‖Wi −GTΨG‖2F .
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La demostración de este resultado es consecuencia inmediata del Teorema 3.2 que

se encuentra en [2].

Lema 2.2.3. El modelo lineal matricial (2.6) puede escribirse como modelo lineal mul-

tivariado,

Zi = Xβ + εi,

donde ε1, . . . , εn ∈ Rp son vectores aleatorios con E (εi) = 0, Zi = vec(Wi), X =

G⊗G, β = vec(Ψ).

Demostración. Vectorizando el modelo (2.6)

vec (Wi) = vec
(
GTΨG

)
+ vec (Ui) ,

vec
(
GTΨG

)
= (G⊗G) vec (Ψ) .

�

Notemos que no se tiene un modelo lineal multivariado estándar, ya que la media

Xβ es combinación de todas las componentes β para diferentes elementos de Z.

2.3. Criterio insesgado de selección del ancho de banda

El método que se propone para seleccionar el ancho de banda h para estimar la

función de covarianza, consiste en determinar el valor de h que minimize una función de

riesgo. Usaremos la función de riesgo definida por el valor esperado del error cuadrático

(MSE):

R(h) = E‖Σ− Σ̂h‖2F . (2.7)

Notar que estimador Σ̂h (ver fórmula (2.3)) es equivalente a calcular la covarianza mues-

tral de las aproximaciones ỹi de las realizaciones yi, esto es

1

n

n∑
i=1

ỹiỹ
T
i =

1

n

n∑
i=1

GTyiy
T
i G = GT 1

n

n∑
i=1

yiy
T
i G = GTSG.
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Notar también que el criterio de riesgo (2.7) para la selección de h difiere de la

selección de un ancho de banda particular hi para cada aproximación ỹi; además es un

criterio que toma en cuenta la estructura de covarianza.

Sin embargo, no podemos usar directamente tal función de riesgo en una situación

real, ya que ésta involucra parámetros desconocidos. En lugar de la función de riesgo, se

pudiera usar como un criterio el riesgo empírico o función de pérdida cuadrática:

R̃(h) = ‖S− Σ̂h‖2F

Pero el criterio R̃(h) tiene la desventaja de no ser un estimador insesgado de R(h).

A continuación construiremos un criterio R̂(h) que es un estimador insesgado de R(h)

salvo una constante aditiva. Esta estrategia es semejante a lo que sigue en la construcción

del llamado criterioCp (ver e.g.,[20, 22, 23, 29, 32]); pero hay que notar que nuestro caso

se trata de un modelo lineal matricial no estándar.

Teorema 2.3.1 (Estimador insesgado de la función de riesgo). Sea

R̂(h) = R̃(h) +B(h), (2.8)

donde

B(h) =
2

n(n− 1)

(
n∑

i=1

tr
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)
G
})

.

Entonces, se cumple que

E(R̂(h)) = R(h) + E‖S−Σ‖2F .

O sea, salvo una constante aditiva, R̂(h) es un estimador insesgado del riesgo R(h).

Notar que el adjetivo insesgado se debe a que, en promedio, el valor de h que mini-

miza el riesgo R(h) es igual al que minimiza el estimador R̂(h).
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Demostración.

E(R̃(h)) = E‖S−Σ + Σ− Σ̂h‖2F
= E‖S−Σ‖2F + E‖Σ− Σ̂h‖2F + 2E

(
tr
{

(S−Σ)(Σ− Σ̂h)
})

= E‖S−Σ‖2F +R(h) + 2E
(
tr
{

(S−Σ)(Σ− Σ̂h)
})

Reescribiendo el último término de la igualdad anterior

2E
(
tr
{

(S−Σ)(Σ− Σ̂h)
})

= 2E
(
tr
{

(S−Σ)(Σ−GTSG)
})

= 2E
(
tr
{

(S−Σ)
(
Σ−GTΣG−

[
GTSG−GTΣG

])})
= 2E

(
tr
{

(S−Σ)
(
Σ−GTΣG

)})
− 2E

(
tr
{

(S−Σ)GT (S−Σ) G
})

= 2tr
{
E
(
(S−Σ)

(
Σ−GTΣG

))}
− 2E

(
tr
{

(S−Σ)GT (S−Σ) G
})

= −2E
(
tr
{

(S−Σ)GT (S−Σ) G
})

sustituyendo a S = 1
n

∑n
i=1 yiy

T
i

= −2E

(
tr

{(
1

n

n∑
i=1

yiy
T
i −Σ

)
GT

(
1

n

n∑
j=1

yjy
T
j −Σ

)
G

})

= −2E

(
tr

{
1

n

n∑
i=1

(
yiy

T
i −Σ

)
GT 1

n

n∑
j=1

(
yjy

T
j −Σ

)
G

})

= − 2

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

E
(
tr
{(

yiy
T
i −Σ

)
GT

(
yjy

T
j −Σ

)
G
})

= − 2

n2

n∑
i=1

tr
{
E
(
yiy

T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)
G
}

= − 2

n
tr
{
E
(
yiy

T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)
G
}

=⇒ E(R̃(h)) = R(h) + E‖S−Σ‖2F −
2

n
tr
{
E
(
yiy

T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)
G
}

Si

B(h) =
2

n(n− 1)

(
n∑

i=1

tr
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)
G
})

,
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es un estimador insesgado de
2

n
tr
{
E
(
yiy

T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)
G
}
,

se cumple lo enunciado en el teorema. Para verificar que efectivamente B(h) es inses-

gado, calculamos su esperanza

E(B(h)) =
2

n(n− 1)
E

(
n∑

i=1

tr
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)
G
})

=
2

n(n− 1)
tr

(
n∑

i=1

E
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)
G
})

=
2

n(n− 1)
tr

(
n∑

i=1

E
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)}
G

)
=

2

n(n− 1)
tr
(
nE
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)}
G
)

=
2

(n− 1)
tr
(
E
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)}
G
)

Sean C = yiy
T
i − S y ei = [0 . . . 1 . . . 0] el i-ésimo elemento de la base canónica.(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)
= CGTC =

[
ewCGTCeT

j

]
1≤w,j≤m

Específicamente

ewCGTCeT
j = [cw1 cw2 . . . cwm] GT


c1j
...

cmj



= [cw1 cw2 . . . cwm]


g1(t1) · · · gm(t1)

... . . . ...

g1(tm) · · · gm(tm)



c1j
...

cmj



=

[
m∑
l=1

cwlg1(tl)
m∑
l=1

cwlg2(tl) . . .

m∑
l=1

cwlgm(tl)

]
c1j
...

cmj


=

m∑
r=1

m∑
l=1

cwlgr(tl)crj =
m∑
r=1

m∑
l=1

(Yi(tw)Yi(tl)− swl)gr(tl)(Yi(tr)Yi(tj)− srj)
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entonces

E
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)}
= E

{
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(tl)(Yi(tw)Yi(tl)− swl)(Yi(tr)Yi(tj)− srj)

}
1≤w,j≤n

=
m∑
r=1

m∑
l=1

gr(tl)E {(Yi(tw)Yi(tl)− swl) (Yi(tr)Yi(tj)− srj)}

Sustituyendo sij en la expresión anterior se procede a calcular la esperanza

E

(
Yi(tw)Yi(tl)−

1

n

n∑
p=1

Yp(tw)Yp(tl)

)(
Yi(tr)Yi(tj)−

1

n

n∑
q=1

Yq(tr)Yq(tj)

)

= E

{
Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj)− (Yi(tw)Yi(tl))

1

n

n∑
q=1

Yq(tr)Yq(tj)

− (Yi(tr)Yi(tj))
1

n

n∑
p=1

Yp(tw)Yp(tl)

+
1

n2

(
n∑

p=1

Yp(tw)Yp(tl)

)(
n∑

q=1

Yq(tr)Yq(tj)

)}

= E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))−
1

n

n∑
q=1

E(Yq(tr)Yq(tj)Yi(tw)Yi(tl))

− 1

n

n∑
p=1

E(Yp(tw)Yp(tl)Yi(tr)Yi(tj))

+
1

n2
E

(
n∑

p=1

Yp(tw)Yp(tl)Yp(tr)Yp(tj) +
∑
p 6=q

Yp(tw)Yp(tl)Yq(tr)Yq(tj)

)

= E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))−
2

n
E(Yi(tr)Yi(tj))Yi(tw)Yi(tl))

− 1

n

n∑
q 6=i

E(Yq(tr)Yq(tj))E(Yi(tw)Yi(tl))−
1

n

n∑
p 6=i

E(Yp(tw)Yp(tl))E(Yi(tr)Yi(tj))

+
1

n2

n∑
p=1

E(Yp(tw)Yp(tl)Yp(tr)Yp(tj)) +
1

n2

n∑
p 6=q

E(Yp(tw)Yp(tl))E(Yq(tr)Yq(tj))
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Como las replicas Y1, . . . , Yn son iid

= E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))−
2

n
E(Yi(tr)Yi(tj))Yi(tw)Yi(tl))

− n− 1

n
E(Yq(tr)Yq(tj))E(Yi(tw)Yi(tl))−

n− 1

n
E(Yp(tw)Yp(tl))E(Yi(tr)Yi(tj))

+
n

n2
E(Yp(tw)Yp(tl)Yp(tr)Yp(tj)) +

n(n− 1)

n2
E(Yp(tw)Yp(tl))E(Yq(tr)Yq(tj)))

= E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))−
2

n
E(Yi(tr)Yi(tj))Yi(tw)Yi(tl))

− n− 1

n
σ(tr, tj)σ(tw, tl)−

n− 1

n
σ(tw, tl)σ(tr, tj)

+
1

n
E(Yp(tw)Yp(tl)Yp(tr)Yp(tj)) +

n− 1

n
σ(tw, tl)σ(tr, tj)

=

(
1− 2

n
+

1

n

)
E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))−

(
2
n− 1

n
− n− 1

n

)
σ(tw, tl)σ(tr, tj)

=

(
n− 1

n

)
E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))−

(
n− 1

n

)
σ(tw, tl)σ(tr, tj)

=
n− 1

n
(E(Yi(tw)Yi(tl)Yi(tr)Yi(tj))− σ(tw, tl)σ(tr, tj))

Entonces

E
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)}
=
n− 1

n
E
{(

yiy
T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)}
y

E(B(h)) =
2

(n− 1)
tr
(
E
{(

yiy
T
i − S

)
GT

(
yiy

T
i − S

)}
G
)

=
2

n
tr
{
E
(
yiy

T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)
G
}

Entonces B(h) es un estimador insesgado de

2

n
tr
{
E
(
yiy

T
i −Σ

)
GT

(
yiy

T
i −Σ

)
G
}
.

Por lo tanto

E(R̂(h)) = R(h) + E‖S−Σ‖2F .

�
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El método de selección del ancho de banda h que se propone en este trabajo consiste

en determinar el valor ĥ que minimiza a R(h).

De manera análoga que en ([17]) el siguiente teorema establece una desigualdad que

asegura que el riesgo del estimador seleccionado al minimizar R̂(h), no es demasiado

grande con respecto al riesgo que se obtiene al minimizar R(h).

Teorema 2.3.2 (Acotación del riesgo del estimador). Para toda c > 0 se cumple:

R(ĥ) ≤ (1 + c−1) ı́nf
h>0

R(h) + (4 + c)E‖S−Σ‖2F ,

donde

ĥ ∈ argmin
h>0

R̂(h),

y

R(ĥ) = E‖Σ− Σ̂ĥ‖
2
F

Notar que el término E‖S−Σ‖2F es pequeño, específicamente E‖S−Σ‖2F = O( 1
n
).

Demostración. Como B(h) ≥ 0,

R(ĥ) = E‖Σ−Σ̂ĥ‖
2
F ≤ E‖Σ−S‖2F+E

[
‖S− Σ̂ĥ‖

2
F +B(ĥ)

]
+2tr

([
S− Σ̂ĥ

]
[Σ− S]

)
Sea h0 ∈ argmin

h>0
R(h). Por definición de ĥ se cumple

‖S− Σ̂ĥ‖
2
F +B(ĥ) ≤ ‖S− Σ̂h0‖2F +B(h0)

Entonces

E‖Σ− Σ̂ĥ‖
2
F ≤ E‖Σ− S‖2F + E

[
‖S− Σ̂h0‖2F +B(h0)

]
+ 2tr

([
S− Σ̂ĥ

]
[Σ− S]

)
utilizando el resultado del Teorema 2.3.1 se tiene

E‖Σ−Σ̂ĥ‖
2
F ≤ E‖Σ−S‖2F+

[
E‖Σ− Σ̂h0‖2F + E‖Σ− S‖2F

]
+2tr

([
S− Σ̂ĥ

]
[Σ− S]

)
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Además utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (1)

tr
([

S− Σ̂ĥ

]
[Σ− S]

)
≤ ‖S− Σ̂ĥ‖‖Σ− S‖

Y usando nuevamente esta desigualdad con la representación de integral

E
[
‖S− Σ̂ĥ‖‖Σ− S‖

]
≤
√

E
[
‖S− Σ̂ĥ‖2F

]
E [‖Σ− S‖2F ]

se tiene

E
[
tr
([

S− Σ̂ĥ

]
[Σ− S]

)]
≤
√

E
[
‖S− Σ̂ĥ‖2F

]√
E [‖Σ− S‖2F ]

≤
√
E
[
‖S− Σ̂ĥ‖2F +B(ĥ)

]√
E [‖Σ− S‖2F ]

Por los argumentos ya mencionados obtenemos

E
[
tr
([

S− Σ̂ĥ

]
[Σ− S]

)]
≤
√

E‖Σ− Σ̂h0‖2F + E‖S−Σ‖2F
√

E‖Σ− S‖2F

≤
√

E‖Σ− Σ̂h0‖2F
√

E‖Σ− S‖2F + E‖S−Σ‖2F

Entonces

E‖Σ− Σ̂ĥ‖
2
F ≤ E‖Σ− Σ̂h0‖2F + 4E‖S−Σ‖2F + 2

√
E‖Σ− Σ̂h0‖2F

√
E‖Σ− S‖2F

Con la siguiente desigualdad que se mantiene para toda a, b ∈ R y para toda c > 0

2ab ≤ a2c−1 + b2c

se obtiene que para toda c > 0:

E‖Σ− Σ̂ĥ‖
2
F ≤ E‖Σ− Σ̂h0‖2F

(
c−1 + 1

)
+ E‖Σ− S‖2F (c+ 4)

Es decir,

R(ĥ) ≤ R(h0)
(
c−1 + 1

)
+ E‖Σ− S‖2F (c+ 4).

�
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Corolario 2.3.3 (Optimalidad Asintótica).

R(ĥ)

ı́nfh>0R(h)
−→
n

1.

Demostración.

1 ≤ R(ĥ)

ı́nfh>0R(h)
≤

(1 + c−1n ) ı́nfh>0R(h) + (4 + cn)O
(
1
n

)
ı́nfh>0R(h)

= 1 + c−1n + 4O

(
1

n

)
+ cnO

(
1

n

)
Si cn

n
→ 0 y c−1n → 0 por el teorema de estricción se cumple que

R(ĥ)

ı́nfh>0R(h)
−→
n

1

Esto se cumple por ejemplo con cn = log(n).

�

Entonces se ha obtenido un estimador de la función de covarianza σ mediante un

procedimiento de selección del ancho de banda que tiene buen comportamiento para

muestras finitas (ver Teorema2.3.2) y es asintóticamente óptimo (ver Corolario 2.3.3).

Hasta el momento se ha hecho el supuesto de que la media del campo es cero,

E (Y (t)) = 0, es equivalente a que la media del campo µ(t) es conocida. Sin embar-

go, en la práctica comúnmente la media es desconocida. Una forma simple para resolver

esta dificultad es utilizar el criterio (2.8) sustituyendo la matriz S por la matriz de cova-

rianza muestral de los datos centrados por su media muestral S̃.

El siguiente resultado muestra que esta forma de proceder es equivalente a la que se

seguía cuando la media µ(t) se conocía salvo un error Op

(
1
n

)
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Teorema 2.3.4 (Error por corrección). Al corregir los datos por la media muestral se

cumple que

R∗(h) = R̂(h) +Op

(
1

n

)
,

donde

R̂(h) = ‖S(µ)−GTS(µ)G‖2F+
2

n(n− 1)

n∑
i=1

tr
{(

yiy
T
i − S(µ)

)
GT

(
yiy

T
i − S(µ)

)
G
}
,

S(µ) =
1

n

n∑
i=1

(yi − µ)(yi − µ)T ,

R∗(h) = ‖S̃−GT S̃G‖2F

+
2

n(n− 1)

n∑
i=1

tr
{(

(yi − ȳ) (yi − ȳ)T − S̃)
)

GT
(

(yi − ȳ) (yi − ȳ)T − S̃
)

G
}
,

S̃ =
1

n− 1

n∑
i=1

(yi − ȳ)(yi − ȳ)T ,

y

ȳ =


1
n

∑n
i=1 Yi(t1)

...
1
n

∑n
i=1 Yi(tm)

 .

Demostración. Primero se mostrará que se cumple

S̃ = S(µ) +Op

(
1

n

)
.
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S(µ) =
1

n

n∑
i=1

(yi − µ)(yi − µ)T

=
1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ + ȳ − µ)(yi − ȳ + ȳ − µ)T

=
1

n

n∑
i=1

[
(yi − ȳ)(yi − ȳ)T + (ȳ − µ)(ȳ − µ)T

+(yi − ȳ)(ȳ − µ)T + (ȳ − µ)(yi − ȳ)T
]

=
n− 1

n
S̃ +

1

n

n∑
i=1

(ȳ − µ)(ȳ − µ)T

+
1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)(ȳ − µ)T + (ȳ − µ)
1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)T

= S̃ +
1

n
S̃ + (ȳ − µ)(ȳ − µ)T

Recordemos que S̃ = Op(1) y (ȳ − µ) = Op

(
1√
n

)
. Entonces

S(µ) = S̃ +Op

(
1

n

)
.

A continuación, partiendo de la definición de R∗(h), se desarrollaran sus componentes

R∗(h) = ‖S̃−GT S̃G‖2F

+
2

n(n− 1)

n∑
i=1

tr
{(

(yi − ȳ) (yi − ȳ)T − S̃)
)

GT
(

(yi − ȳ) (yi − ȳ)T − S̃
)

G
}
,
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Por un lado

‖S̃−GT S̃G‖2F =

∥∥∥∥S(µ) +Op

(
1

n

)
−GT

(
S(µ) +Op

(
1

n

))
G

∥∥∥∥2
F

=

∥∥∥∥S(µ)−GTS(µ)G +Op

(
1

n

)
−GTOp

(
1

n

)
G

∥∥∥∥2
F

=
∥∥S(µ)−GTS(µ)G

∥∥2
F

+

∥∥∥∥Op

(
1

n

)
−GTOp

(
1

n

)
G

∥∥∥∥2
F

+ 2tr

{(
S(µ)−GTS(µ)G

)(
Op

(
1

n

)
−GTOp

(
1

n

)
G

)}
=
∥∥S(µ)−GTS(µ)G

∥∥2
F

+Op

(
1

n2

)
+Op

(
1

n

)
Por otro lado
n∑

i=1

tr
{(

(yi − ȳ) (yi − ȳ)T − S̃)
)
GT

(
(yi − ȳ) (yi − ȳ)T − S̃

)
G
}

=

n∑
i=1

tr
{(

(yi − µ + µ− ȳ) (yi − µ + µ− ȳ)T − S̃)
)
GT

(
(yi − µ + µ− ȳ) (yi − µ + µ− ȳ)T − S̃

)
G
}

=

n∑
i=1

tr
{[

(yi − µ) (yi − µ)T − S̃ + (µ− ȳ) (µ− ȳ)T + (µ− ȳ) (yi − µ)T + (yi − µ) (µ− ȳ)T
]

GT
[
(yi − µ) (yi − µ)T − S̃ + (µ− ȳ) (µ− ȳ)T + (µ− ȳ) (yi − µ)T + (yi − µ) (µ− ȳ)T

]
G
}

Desarrollando, reagrupando los productos matriciales y sustituyendo a S̃ por S(µ) +

Op

(
1
n

)
se obtiene

=
2

n(n− 1)

n∑
i=1

tr
{(

yiy
T
i − S(µ)

)
GT

(
yiy

T
i − S(µ)

)
G

−
[
(yi − µ) (yi − µ)T − S̃

]
GT

[
(µ− ȳ) (µ− ȳ)T + (µ− ȳ) (yi − µ)T + (yi − µ) (µ− ȳ)T

]
G

−
[
(µ− ȳ) (µ− ȳ)T + (µ− ȳ) (yi − µ)T + (yi − µ) (µ− ȳ)T

]
GT

[
(yi − µ) (yi − µ)T − S̃

]
G

+
[
(µ− ȳ) (µ− ȳ)T + (µ− ȳ) (yi − µ)T + (yi − µ) (µ− ȳ)T

]
GT[

(µ− ȳ) (µ− ȳ)T + (µ− ȳ) (yi − µ)T + (yi − µ) (µ− ȳ)T
]
G
}

=
2

n(n− 1)

n∑
i=1

tr
{(

yiy
T
i − S(µ)

)
GT

(
yiy

T
i − S(µ)

)
G
}

+Op

(
1

n

)
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Entonces

R∗(h) =
∥∥S(µ)−GTS(µ)G

∥∥2
F

+
2

n(n− 1)

n∑
i=1

tr
{(

yiy
T
i − S(µ)

)
GT

(
yiy

T
i − S(µ)

)
G
}

+Op

(
1

n2

)
+Op

(
1

n

)
+Op

(
1

n

)
= R̂(h) +Op

(
1

n

)
+Op

(
1

n2

)
Por lo tanto

R∗(h) = R̂(h) +Op

(
1

n

)
.

�



CAPÍTULO 3

Simulaciones

En este capítulo se presentan dos escenarios en los que, a través de simulaciones, se

analiza el comportamiento del estimador insesgado R̂(h) de la función de riesgo R(h),

así como el comportamiento del estimador σ̂h de la función de covarianza σ. Además, se

propone un procedimiento para comparar la eficiencia del estimador propuesto con la de

un estimador alternativo, frecuentemente utilizado en la literatura de Análisis de Datos

Funcionales.

3.1. Campo con función de covarianza estacionaria

El proceso estocástico (Y (t))t∈T que se considera en este escenario es un campo

Gaussiano con media E(Y (t)) = 0, T = [0, 1] y función de covarianza estacionaria

σ(s, t) = cov(Y (s), Y (t)) = exp

(
−
(
t− s
a

)2
)
.

Se generan datos normales multivariados independientes yi ∼ Nm(0,Σ), i = 1, . . . , n,

donde Σ = (σ(tI , tJ))1≤I,J≤m, sobre la rejilla uniforme {t1, t2, . . . , tm} , ti ∈ T, m =

23
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15.

En las estimaciones se utiliza el núcleo Gaussiano Kh(t) = exp
(
− 1

h
t2
)
.

En el caso Gaussiano se puede obtener una expresión explicita para la función de

riesgo R(h) como se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 3.1.0.1. Sea (Y (t))t∈T , T = [0, 1], un campo Gaussian con media E(Y (t)) =

0 y función de covarianza σ. Entonces la función de riesgo R(h) del estimador Σ̂h (ver

ecuaciones (2.7) y (2.3)) tiene la forma:

R(h) = E‖Σ‖2F − 2tr
(
ΣGTΣG

)
+

[
m∑
r=1

m∑
l=1

alrE (swlsrj)

]
1≤w,j≤m

, (3.1)

donde alr esta dada por A = (alr) = GGT , y

E (swlsrj) =
n

(n− 1)2
[σ(tw, tl)σ(tr, tj) + σ(tw, tr)σ(tl, tj) + σ(tw, tj)σ(tl, tr)]

+
n

n− 1
(σ(tw, tl)σ(tr, tj)) .

Demostración.

R(h) = E‖Σ− Σ̂h‖2F = E‖Σ‖2F − 2tr
(
ΣE(Σ̂h)

)
+ E‖Σ̂h‖2F

= E‖Σ‖2F − 2tr
(
ΣGTΣG

)
+ E‖Σ̂h‖2F .

Explicitamente,

E‖Σ̂h‖2F = E‖GTSG‖2F = E
(
tr
{
GTSGGTSG

})
= E

(
tr
{
SGGTSGGT

})
= tr

(
E
{
SGGTS

}
GGT

)
.

Por otro lado,

SAS =
[
ewSASeT

j

]
1≤w,j≤m ,
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donde

ewSASeT
j = [sw1 sw2 . . . swm] A


s1j
...

smj



= [sw1 sw2 . . . swm]


a11 · · · a1m

... . . . ...

am1 · · · amm



s1j
...

smj



=

[
m∑
l=1

swlal1

m∑
l=1

swlal2 . . .
m∑
l=1

swlalm

]
s1j
...

smj

 =
m∑
r=1

m∑
l=1

swlalrsrj.

Por tanto,

E [SAS] =

[
E

(
m∑
r=1

m∑
l=1

swlalrsrj

)]
1≤w,j≤m

=

[
m∑
r=1

m∑
l=1

alrE (swlsrj)

]
1≤w,j≤m

,

donde utilizando las conocidas fórmulas de momentos de la distribución Normal

([1]), se obtiene que

E (swlsrj) =
1

(n− 1)2
E

(
n∑

p=1

Yp(tw)Yp(tl)
n∑

q=1

Yq(tr)Yq(tj)

)
=

n

(n− 1)2
E(Yp(tw)Yp(tl)Yp(tr)Yp(tj)) +

n

n− 1
E(Yp(tw)Yp(tl))E(Yq(tr)Yq(tj))

=
n

(n− 1)2
[σ(tw, tl)σ(tr, tj) + σ(tw, tr)σ(tl, tj) + σ(tw, tj)σ(tl, tr)]

+
n

n− 1
(σ(tw, tl)σ(tr, tj)) .

�

El siguiente gráfico muestra la comparación entre el Riesgo (Teórico) R(h) dado

por (2.7) y su Estimador Insesgado R̂(h) dado por (2.8) para un tamaño de muestra

moderado n = 50.
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Figura 3.1: Comparación del Riesgo Teórico vs. su Estimador Insesgado, considerando n = 50,

m = 15 y a = 0.3. La línea roja indica el valor h0 de h que minimiza R(h), y la

línea azul indica el valor ĥ que minimiza R̂(h).

Un comportamiento similar se obtiene con tamaños de muestra mayores, como se

observa en el siguiente gráfico



3.1. CAMPO CON FUNCIÓN DE COVARIANZA ESTACIONARIA 27

0.000 0.002 0.004

−
54

.4
2

−
54

.4
0

−
54

.3
8

−
54

.3
6

−
54

.3
4

−
54

.3
2

R(h)

n= 500
h

0.000 0.002 0.004
−

54
.9

2
−

54
.9

0
−

54
.8

8
−

54
.8

6
−

54
.8

4
−

54
.8

2
−

54
.8

0

R̂(h)

n= 500
h

Figura 3.2: Comparación del Riesgo Teórico vs. su Estimador Insesgado, considerando n =

500, m = 15 y a = 0.3. La línea roja indica el valor h0 de h que minimiza R(h), y

la línea azul indica el valor ĥ que minimiza R̂(h).

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran que el estimador R̂(h) tiene un buen desempeño, es

decir, que el valor de h que minimiza este riesgo es muy cercano al que minimiza el

riesgo teórico R(h). Por lo tanto, el procedimiento de selección de h es adecuado, en el

sentido de que se comporta como si el verdadero riesgo estuviera a la mano.

El siguiente gráfico muestra la función de covarianza teórica y sus estimadores por

núcleo utilizando los anchos de banda ĥ y h0.
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Figura 3.3: Comparación de la función de covarianza teórica vs. sus estimaciones con los anchos

de banda ĥ y h0 (n = 50, m = 15 y a = 0.3). La línea negra indica la función de

covarianza teórica, y las líneas azul y roja indican sus estimaciones utilizando los

anchos de banda ĥ y h0.
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Figura 3.4: Comparación de la función de covarianza teórica vs. sus estimaciones con los anchos

de banda ĥ y h0 (n = 500, m = 15 y a = 0.3). La línea negra indica la función

de covarianza teórica, y las líneas azul y roja indican sus estimaciones utilizando los

anchos de banda ĥ y h0.

De las figuras 3.3 y 3.4 podemos ver que σ̂h estima adecuadamente a σ, incluso

cunado el tamaño de muestra n = 50 es moderado.

Resultados análogos a los mostrados en las figuras anteriores se obtienen al cambiar

los parámetros a y m, pero siempre considerando que m ≤ n.

3.2. Campo con función de covarianza no estacionaria

El proceso estocástico (Y (t))t∈T que se considera en este escenario es un campo

Browniano, i.e., Gaussiano con media E(Y (t)) = 0, T = [0, 1] y función de covarianza
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no estacionaria

σ(s, t) = cov(Y (s), Y (t)) = mı́n(s, t)− st.

Igual que en el ejemplo anterior se generan datos normales multivariados independientes

yi ∼ Nm(0,Σ), i = 1, . . . , n, donde Σ = (σ(tI , tJ))1≤I,J≤m, sobre la rejilla uniforme

{t1, t2, . . . , tm} , ti ∈ T, m = 15.

En las estimaciones se utiliza el núcleo Gaussiano Kh(t) = exp
(
− 1

h
t2
)
.

Debido que este campo es Gaussiano, el riesgo teórico R(h) esta dado por (3.1).

El siguiente gráfico muestra la comparación entre el Riesgo (Teórico) R(h) dado

por (2.7) y su Estimador Insesgado R̂(h) dado por (2.8) para un tamaño de muestra

moderado n = 50.
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Figura 3.5: Comparación del Riesgo Teórico vs. su Estimador Insesgado, considerando n = 50,

m = 15 y a = 0.3. La línea roja indica el valor h0 de h que minimiza R(h), y la

línea azul indica el valor ĥ que minimiza R̂(h).

Análogamente al ejemplo anterior, se tiene un comportamiento similar con tamaños

de muestra mayores, como se observa en el siguiente gráfico.
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Figura 3.6: Comparación del Riesgo Teórico vs. su Estimador Insesgado, considerando n =

500, m = 15 y a = 0.3. La línea roja indica el valor h0 de h que minimiza R(h), y

la línea azul indica el valor ĥ que minimiza R̂(h).

En las siguientes gráficos, Figuras 3.7-3.10, se muestra la función de covarianza

teórica y sus estimadores por núcleo utilizando los anchos de banda ĥ y h0, para n =

50, 500.
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Figura 3.7: Función de covarianza teórica evaluada en m = 15 puntos.

Figura 3.8: Estimador de función de covarian-

za con h0, considerando n = 50 y

m = 15.

Figura 3.9: Estimador de función de covarian-

za con ĥ, considerando n = 50 y

m = 15.
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Figura 3.10: Estimador de función de cova-

rianza con h0, considerando n =

500 y m = 15.

Figura 3.11: Estimador de función de cova-

rianza con ĥ, considerando n =

500 y m = 15.

3.3. Comparación con procedimientos alternativos

Hasta ahora hemos visto que con el método propuesto en esta tesis, la estimación de

una función de covarianza σ muestra buen comportamiento; pero podría surgir la duda

de si tal estimación es mejor comparada con procedimientos alternativos de uso común

en la literatura de datos funcionales.

3.3.1. Suavizando los datos con un valor de h

Un método dentro del enfoque de estos últimos procedimientos se puede describir

de la siguiente manera. En primer lugar, a partir de la observación discreta yi de cada

replica del campo se construye una aproximación (suavizamiento) ỹi de la curva yi

mediante núcleo, pero utilizando el mismo valor hcv de h en todas las replicas. Esto

permite obtener una estimación de la media del campo mediante la media muestral de

las aproximaciones:

µ̃(t) =
1

n

n∑
i=1

ỹi. (3.2)
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El valor hcv se determina minimizando el siguiente criterio CV ( de validación cru-

zada):

hcv ∈ argmin
h>0

CV (h)

donde

CV (h) =
n∑

i=1

‖yi − ỹi(−i)‖2F ,

y

ỹi(−i) =

(∑
j 6=i

Yi(tj)
Kh(tr − tj)∑
l 6=iKh(tr − tl)

)
1≤r≤m

.

Esta estimación de la media es similar a la desarrollada en [28], a diferencia de que

se utiliza núcleo en lugar de spline.

Finalmente, el estimador de la función de covarianza se obtiene calculando la función

de covarianza empírica de las curvas aproximadas ỹi con corrección por (3.2). Esto

equivale a tomar como estimador de Σ a Σ̂hcv .

Para comparar las estimaciones Σ̂ĥ y Σ̂hcv se aproximan sus funciones de riesgo de

la siguiente manera:

i) Se generan B muestras de tamaño n del campo yb
1, . . . ,y

b
n (b = 1, . . . , B).

ii) Para cada muestra se calculan las estimaciones Σ̂ĥb , Σ̂hb
cv

y se calculan Rz y Rcv

, donde

Rz =
1

B

B∑
b=1

‖Σ− Σ̂ĥb‖2F .

y

Rcv =
1

B

B∑
b=1

‖Σ− Σ̂hb
cv
‖2F ,

Se considera que Y (t) = µ(t)+e(t), donde t ∈ T = [0, 1], µ(t) = sin(30t) y e(t) es

un campo Gaussiano con media cero y función de covarianza σ(s, t) = exp
(
−
(
t−s
0.3

)2).
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El vector de observaciones discretas y ∼ Nm(µ(t),Σ) en cada réplica del campo se

toman sobre una rejilla uniforme de m = 50. Aquí Σ = (σ(s, t)).

En el siguiente gráfico se muestra la función media µ(t).

El siguiente gráfico muestra los histogramas de los valores de hbcv y ĥb para un tamaño

de muestra n = 70, utilizando B = 100 muestras. También se muestran los valores del

riesgo de cada método.
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Se obtiene que ¯̂
h = 0.00029041 y h̄cv = 0.00038371.

En la siguiente gráfica se comparan las estimaciones de la función de covarianza σ

con los anchos de banda promedios ¯̂
h y h̄cv.
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Figura 3.12: Curvas de función de covarianza teórica σ y sus estimaciones σ̂ĥ y σ̂hcv
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En la siguiente gráfica se compara el tiempo que tarda en implementarse el método

propuesto en comparación con el alternativo para distintos tamaños de muestra y n = m.
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Se puede observar que en este ejemplo resulta un riesgo ligeramente menor utili-

zando el método propuesto en comparación con el alternativo. Sin embargo, el método

propuesto tiene un tiempo de implementación considerablemente menor (para cada ta-

maño de muestra) con respecto al alternativo. Este es un resultado parcial, ya que en

otros escenarios pudiesen haber diferencias más evidentes. En general, el método alter-

nativo no determina h tomando en cuenta la función covarianza sino la función de media;

esto pudiese conducir a valores de h inadecuados en ciertos escenarios donde los grados

de suavidad de la media y la covarianza sean muy distintos. Esto amerita más estudios

en futuro.
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3.3.2. Suavizando los datos con distintos valores de h

Otro método común en la literatura de datos funcionales se describe de la siguiente

manera. En primer lugar, para cada observación discreta yi de cada replica del cam-

po se construye una aproximación (suavizamiento) ỹi de la curva yi mediante núcleo,

utilizando un hi obtenido por

hi ∈ argmin
h>0

CV (hi)

donde

CV (hi) =
m∑
j=1

(
Yi(tj)− Ỹi(−j)

)2
,

y

Ỹi(−j) =

(∑
l 6=j

Yi(tl)
Kh(tj − tl)∑
r 6=j Kh(tj − tr)

)
1≤r≤m

.

El estimador de la función de covarianza se obtiene calculando la función de cova-

rianza empírica de las curvas aproximadas ỹi con el respectivo hi.

Como en la subsección anterior, se considera que Y (t) = µ(t) + e(t), donde t ∈
T = [0, 1], µ(t) = sin(30t) y e(t) es un campo Gaussiano con media cero y función de

covarianza σ(s, t) = exp
(
−
(
t−s
0.3

)2).

El vector de observaciones discretas y ∼ Nm(µ(t),Σ) en cada réplica del campo se

toman sobre una rejilla uniforme de m = 50. Aquí Σ = (σ(s, t)).

El siguiente gráfico muestra los histogramas de los valores de ĥb y los vectores hb
cv

para un tamaño de muestra n = 70, utilizando B = 50 muestras. También se muestran

los valores del riesgo de cada método.
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Figura 3.13: Comparación de valores de h obtenidos por el método propuesto ĥb y el método

alternativo hb
cv

En la siguiente gráfica se comparan las estimaciones de la función de covarianza σ y

de la función de correlación ρ con los anchos de banda promedios ¯̂
h y h̄cv.
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Figura 3.14: Curvas de función de covarianza

teórica σ y sus estimaciones σ̂ĥ y

σ̂hcv
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Figura 3.15: Curvas de función de correlación

teórica ρ y sus estimaciones ρ̂ĥ y

ρ̂hcv

A diferencia del método anterior, en este ejemplo resulta un riesgo mucho menor

utilizando el método propuesto en comparación con el alternativo. En las Figuras 3.14 y

3.15 se muestra que método alternativo estima bien las covarianzas pero sobreestima la

varianza de los datos. En la Figura 3.13 se observa que los valores de h obtenidos con

el método alternativo son más pequeños que con el método propuesto, esto se debe a

que este método tampoco determina h tomando en cuenta la función covarianza impli-

cando la selección de valores de h inadecuados. Sin embargo, esto también amerita más

estudios en futuro.



CAPÍTULO 4

Conclusiones y posibles líneas de trabajo

a futuro

Conclusiones

1. El criterio propuesto para la selección del ancho de banda del estimador por núcleo

de funciones de covarianza es un estimador insesgado del riesgo cuadrático.

2. El estimador propuesto de la función de covarianza, con el ancho de banda se-

leccionado de acuerdo al criterio insesgado, cumple las siguientes propiedades

teóricas deseables:

i) Es una función simétrica y definida no negativa, o sea, es una función de

covarianza.

ii) Satisface una desigualdad de concentración que implica buen comportamien-

to de su riesgo para toda muestra finita.

iii) Es asintóticamente óptimo desde el punto de vista del riesgo cuadrático cuan-

do el tamaño de muestra crece.
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3. Resultados de simulación, en una variedad de escenarios que incluyen covarianzas

estacionarias y no estacionarias, muestran que el criterio de selección propuesto

tiene buen comportamiento, conduciendo a estimaciones del ancho de banda cer-

canas al valor óptimo, incluso para tamaños de muestra moderados.

4. Estudios de simulación muestran que el estimador propuesto de la función de co-

varianza tiene buen comportamiento en la práctica, incluso para tamaños de mues-

tra moderados.

5. El estimador propuesto es fácil de implementar, y tiene la ventaja (en compara-

ción con otros enfoques) de no requerir al investigador especificar alguna base

de funciones adecuada ni resolver numéricamente un problema de autovalores y

autovectores.

Trabajo a futuro

Las siguientes son algunas líneas de posible trabajo a futuro.

a) Estudio asintótico del estimador propuesto cuando no solo el tamaño de muestra n

crece sino además el número m de puntos en la rejilla en que se observa el campo

aleatorio.

b) Estudiar el comportamiento de predictores lineales, por ejemplo de tipo “kriging”

construidos sobre la base de la función de covarianza estimada por el método

propuesto. Particularmente esto es relevante en aplicaciones de interés actual.
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Álgebra de Matrices

La Traza

La traza de una matriz A = [aij] de dimension m×m es definida como

tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ amm =
m∑
i=1

aii

Resultados generales

1. A,B(m×m) : tr(A±B) = tr(A)± tr(B)

2. A(m×m), c ∈ C : tr(cA) = tr(A)± ctr(A)

3. A,B(m×m). c1, c2 ∈ C : tr(c1A± c2B) = c1tr(A)± c2tr(B)

4. A(m×m) : tr(AT ) = tr(A)

5. A(m× n), B(n×m) : tr(AB) = tr(BA)

6. A,B(m× n) :

a) Desigualdad de Cauchy-Schwarz

(tr(ATB))2 ≤ tr(ATA)tr(BTB) (1)

b) (tr(ATB))2 ≤ tr(ATABTB)

c) (tr(ATB))2 ≤ tr(AAT )tr(BBT )

47
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Producto Kronecker

Sean A = [aij] (m × n), B = [bij] (n × p). El producto Kronecker de estas dos

matrices es definido como

A⊗B =


a11B · · · a1nB

... . . . ...

am1B · · · amnB

 (pm× nq)

Resultados generales

1. A(m× n), B(p× q) : A⊗B 6= B ⊗ A en general.

2. A(m× n), B, C(p× q) : A⊗ (B ± C) = A⊗B ± A⊗ C

3. A(m× n), B(p× q), C(r × s) :

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C = A⊗B ⊗ C

Operador vectorización

vec denota el operador vectorización por columna, el cual concatena las columnas

de una matriz en un vector columna, esto es, para una matriz A = [aij] ,

vec(A) =



a11
...

am1

a12
...

am2

...

amn


(mn× 1)

Resultados generales

1. A,B(m× n) : vec(A±B) = vec(A)± vec(B)
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2. A(m× n), c ∈ C : vec(cA) = c vec(A)

3. A(m× n), B(n× r), C(r × s) : vec(ABC) = (CT ⊗ A)vec(B)

Norma de Frobenius

La norma matricial de Frobenius proporciona una métrica significativa para compa-

rar matrices de covarianza, ampliamente utilizado en el análisis multivariado, en parti-

cular en la teoría sobre el análisis de componentes principales. Sea A ∈ Rm×n, la norma

de Frobenius se define como sigue

‖A‖F = +
√
tr(ATA)

Resultados generales

1. A,B(n×m) : ‖A+B‖2F = tr(ATA) = ‖A‖2F + 2tr(AB) + ‖B‖2F
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