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Resumen

Los procesos puntuales son modelos probabilísticos que frecuentemente se emplean
para describir la forma en que ocurren distintos tipos de eventos a lo largo de un
periodo de tiempo determinado. En el presente trabajo, plantearemos las bases para
dar una definición formal de estos procesos. Además, se discutirán temas relacionados
con estos, tales como el proceso de conteo, la función de intensidad y el compensador
de un proceso, entre otros. Se describirán los resultados estadísticos, como estimación
paramétrica, pruebas de bondad de ajuste, simulación y predicción. Por último, in-
troduciremos un tipo particular de proceso puntal, denominado el proceso de Hawkes,
mostrando aplicaciones y ejemplos.
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1

Introducción

Los procesos puntuales son una herramienta muy importante dentro de la aplicación
de las matemáticas. Su uso nos permite abordar una amplia gama de problemas en los
cuales el objeto de estudio son puntos y nos interesa conocer la dispersión de los mismos
dentro de algún espacio. Frecuentemente, la connotación que se le da a este espacio
es el tiempo, mientras que cada punto representa un instante en el cual sucede algún
evento determinado. De este modo, el problema se transforma en tratar de describir la
forma en que ocurren diversos eventos, por ejemplo, la llegada de clientes a una cola de
espera, el momento en el que nace un individuo dentro de una población o el instante
en el que ocurre un accidente vial.
Este tema no es nuevo, y en la actualidad se tiene desarrollada bastante teoría para
tratarlo. En la literatura, el modelo más famoso que podemos encontrar en el conjunto
de procesos puntuales es sin lugar a dudas el denominado proceso de Poisson, nombrado
de esta manera por la distribución que sigue el número de eventos ocurridos en un
intervalo de tiempo fijo. La ventaja que ofrece la implementación de este modelo radica
en la sencillez de sus cálculos, cosa que muy pocos procesos puntuales mantienen.
Sin embargo, con la creciente capacidad de procesamiento informático, resulta cada
vez más fácil el utilizar modelos que tengan una mayor complejidad en su estructura.
En este contexto, destaca el conocido proceso de Hawkes, introducido hacia la década
de los 70’s, que aborda los casos en los que los fenómenos que se estudian presenten
agrupamientos durante ciertos periodos. Más aún, estos agrupamientos son provocados
por la denominada propiedad de auto-excitación del proceso, esto es, que cada que ocurre
un nuevo evento entonces aumenta la probabilidad, por un cierto lapso de tiempo,
de que suceda otro posterior al primero. Lo anterior se da gracias a un incremento
instantáneo en la tasa de llegada de los eventos con cada nuevo suceso.
El presente trabajo sirve como introducción a toda esta clase de modelos. En el Ca-
pítulo 1 presentaremos la teoría que existe detrás de los procesos puntuales, iniciare-
mos planteando su definición formal viendo al modelo como una sucesión de tiempos,
una función escalonada e incluso una medida de probabilidad. Además, introducire-
mos algunos otros procesos relacionados con éste, tales como los procesos de conteo
o el compensador, entre otros. Esté capítulo tiene un mayor enfoque en teoría de la
probabilidad, sentando las bases para los resultados que se den en los dos capítulos
siguientes.
En el Capítulo 2 se discutirá sobre la estadística que se puede aplicar a los procesos
puntuales. Temas que se discutirán aquí son estimación, pruebas de bondad de ajuste,
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simulación y predicción, entre otros.
Finalmente, el Capítulo 3 esta dedicado esencialmente al modelo de Hawkes, descri-
biendo sus carácterísticas y aplicando los temas vistos en los capítulos anteriores. Aquí
se incluyen una serie de ejemplos que ayudan al lector a comprender la estructura
del proceso. El capítulo finaliza vinculando el proceso de Hawkes con los procesos de
ramificación.
Para profundizar más en el tema, se incluye una extensa bibliografía, la cual puede ser
consultada conforme se sigue este escrito.
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1

Procesos Puntuales

Los procesos puntuales son modelos probabilísticos que, como se dijo en la introducción,
describen la dispersión de puntos aleatorios sobre algún espacio, y con frecuencia son
empleados para modelar los instantes en que ocurren determinados tipos de eventos
dentro de un intevalo de tiempo dado. En tal caso, el espacio donde se encuentran
dispersos suele ser el conjunto de los números reales no negativos o un subconjunto
de éste, cada punto representa un nuevo evento y su ubicación es el tiempo en el cual
dicho evento tiene lugar.
Por simplicidad, comenzaremos enfocándonos en el caso en que los puntos son unidi-
mensionales, por lo cual, la única distinción entre dos eventos será el instante en el que
ocurren. La generalización de ésto se da cuando empezamos a incluir diferentes tipos de
eventos, para lo cual se incorporarán los conceptos de procesos puntuales marcados y
multivariados que serán nuestro objeto de estudio en las últimas secciones del capítulo.
Gran parte de este capítulo se basa particularmente en [1],[3],[8],[17] y [18]. Fuentes
que pueden ser consultados por el lector para extender su conocimiento de este tema.

1.1. Procesos puntuales y el proceso de conteo

A continuación presentaremos una definición formal de proceso puntual. Más especifi-
camente, la siguiente definición corresponde a un proceso puntual simple y sin explo-
sión, estás consideraciones adicionales serán importantes en la teoría que pretendemos
desarrollar y se describirán con mayor detalle más adelante.
Consideremos un espacio de probabilidad (Ω,A,P), con A una σ−algebra para los
subconjuntos en Ω y P una medida de probabilidad en A.

Definición 1.1 (Proceso puntual). Sea T = {Tn;n ∈ N} una secuencia de variables
aleatorias definidas en (Ω,A,P) y que toman valores en R̄0 = R0 ∪ {∞}, con R0 =
[0,∞). Si satisface que:

i) P (0 < T1 ≤ T2 ≤ · · · ) = 1,

ii) P (Tn < Tn+1, Tn <∞) = P (Tn <∞) , n ≥ 1, y
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iii) P (ĺımn→∞ Tn =∞) = 1,

entonces T se denominará un proceso puntual simple.

De esta manera, un proceso puntual se puede ver como una secuencia positiva, posi-
blemente infinita, y estrictamente creciente de variables aleatorias. La interpretación
de Tn, cuando es finito, será el instante en que el n−ésimo evento tiene lugar. Por
otro lado, cuando Tn = ∞, lo interpretaremos como que el número total de eventos
ocurridos a lo largo de R0 será menor a n.
El término simple en la Definición 1.1 hace referencia a que nuestro proceso excluye
los casos en los cuales ocurren más de un evento en un mismo instante de tiempo (casi
seguramente), lo anterior es implicación de la Condición (ii). Además, la Condición
(iii) es equivalente a decir que en cada intervalo de tiempo finito solo puede ocurrir un
número finito de eventos, en otras palabras, el proceso no presenta explosión. Si esta
última condición no se satisface, entonces diremos que la secuencia T será un proceso
puntual simple con explosión.
Si denotamos por K al espacio de secuencias de puntos dado por

K =
{
{tn;n ≥ 1} ∈ R̄N

0 : 0 < t1 ≤ t2 ≤ · · · ↑ ∞, tn < tn+1 si tn <∞
}
, (1.1)

y sea K la σ−álgebra canónica, generada por la secuencia de variables aleatorias
{T1, T2, ...} ∈ K. Entonces tenemos que T será una variable aleatoria definida sobre
(K,K) y cuya distribución se obtiene de P a través de la transformación

Pr (T ∈ K) = P ({ω : T (ω) ∈ K}) , K ∈ K.

Ahora introduciremos un nuevo proceso, el cual esta fuertemente ligado al proceso
puntual y que llamaremos el proceso de conteo. Para ello, comenzamos definiendo la
función N . Sea T = {Tn;n ∈ N} un proceso puntual, denotaremos por N (A) al número
de eventos (o puntos) de T que ocurren dentro de algún intervalo A, esto es,

N (A) =
∑
n

1{Tn∈A}, (1.2)

para todo A ⊆ R.
Notemos que N (A) tomará valor en N̄0 = N0 ∪{∞}, con N0 = N∪{0}. Además, dada
la Condición (iii) de la Definición 1.1, sabemos que será finito para todo A que sea un
conjunto acotado.
Adicionalmente, supongamos que A es formada por la unión de los conjuntos disjuntos
A1, ..., Ak, es decir,

A =

k⋃
i=1

Ai, con Ai ∩Aj = ∅, i 6= j.

Entonces se satisface que

N (A) =

k∑
i=1

N (Ai) .



1.1. Procesos puntuales y el proceso de conteo 5

Esta consideración se puede extender al caso en que k =∞.
Como estaremos interesados en calcular valores tales como la probabilidad conjunta

P (N (A1) = n1, ...,N (Ak) = nk) ,

para ni = 0, 1, 2, ..., i = 1, ..., k y k = 1, 2, ..., con Ai conjuntos arbitrarios en R. Para
que estás probabilidades estén bien definidas , en lo sucesivo impondremos la restricción
de que los Ai, en los cuales evaluaremos nuestra función N , pertenezcan a los conjuntos
de Borel de R.

Definición 1.2 (Proceso de conteo). Sea T un proceso puntual en (Ω,A,P). El proceso
N = {N (t) ; t ≥ 0}, con N (0) ≡ 0 y

N (t) = N ((0, t]) , t > 0,

es el proceso de conteo asociado a T .

Para simplificar la notación, emplearemos en algunos casos Nt = N (t).
De la definición anterior se observa que, dado un tiempo fijo t <∞, Nt (ω) se puede ver
como una variable aleatoria que toma valores en N0. Por otro lado, si lo que se considera
fijo es una realización ω ∈ Ω, entonces Nt (ω) forma una función en t escalonada y
continua por la derecha.
Podemos definir el espacio de procesos de conteo W como

W =
{
w ∈ NR0

0 :w (t) es creciente y continua por la derecha con w (0) = 0

y ∆w (t) ∈ {0, 1} ,∀t ≥ 0
}
,

donde ∆f (t) = f (t)− f (t−).
Si denotamos por W a la menor σ−álgebra de subconjuntos de W generada por

W = σ ({Nt; t ≥ 0}) ,

para N = {Nt; t ≥ 0} ∈ W.Entonces N se puede ver como una variable aleatoria
definida sobre (W,W) y cuya distribución esta dada por la transformación

Pr (N ∈W ) = P ({ω : N (ω) ∈W}) , W ∈ W.

Existe una relación biyectiva entre un proceso puntual y su proceso de conteo, esto
debido a la equivalencia de eventos:

{Nt < n} ≡ {Tn > t} .

Por lo cual, dado un proceso de conteo N definido en el espacio de probabilidad
(Ω,A,P), podremos obtener el proceso puntual T = {Tn} al tomar

Tn = ı́nf {t ≥ 0 : Nt ≥ n} , ∀n ∈ N,

con ı́nf ∅ ≡ ∞.
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Por esta relación biyectiva entre ambos procesos, algunos autores emplean los término
proceso puntual y proceso de conteo indistintamente tanto para referirse a N como a T .
A pesar de esto, en lo subsecuente mantendremos la diferencia entre ambos términos.
Por último, considerando ahora que T = {Tn;n ∈ Z} puede contener puntos en cual-
quier lugar de R̄ = [−∞,∞], tal que

Tn < Tn+1, T0 < 0 < T1.

Una extensión conveniente de la Definición 1.2, para todo t ∈ R, se da de la siguiente
manera:

Nt =


N ((0, t]) , si t > 0,

0, si t = 0,

−N ((t, 0]) , si t < 0.

Así, Nt seguirá siendo una función continua por la derecha con valores enteros. Los
resultados que se presentan en las siguientes secciones solo considerarán el escenario
en que los eventos ocurren en tiempos t > 0, sin embargo, no se necesitan muchas
modificaciones a estos resultados para abarcar el caso en el cual sucedan a lo largo de
toda la recta real.

1.2. Medidas aleatorias

Hasta ahora hemos dado dos maneras de identificar la realización de un proceso puntual:

Considerando un conjunto numerable de puntos T , y

A través de una función escalonada y continua por la derecha Nt.

Sin embargo existe una definición más general y que es de gran utilidad cuando se
pretenda extender el concepto de proceso puntual para considerar los casos en que los
puntos se encuentran ubicados en un espacio diferente a R̄0, esto es, definir al proceso
como una sucesión de medidas aleatorias.

1.2.1. Medidas de conteo

Dado un espacio de medida (E, E), donde E es un conjunto no vacio y E representa
una σ−álgebra de los subconjuntos de E, por ejemplo, su conjunto potencia en el caso
de que sea discreto o la σ−álgebra de Borel de E en el caso de que sea euclideano.
Además, sean X1, X2, ... variables aleatorias que toman valores en E.

Definición 1.3 (Medida de conteo). Una medida de conteo (también llamada medida
puntual), µ, sobre (E, E) es una medida determinada por la secuencia finita o infinita
numerable de puntos en E, {xi; i ∈ I}, tal que µ (A) es el número de puntos que se
encuentran en A, para todo A ∈ E . Esto es,

µ (A) = |{xi; i ∈ I} ∩A| =
∑
i∈I

1{xi∈A} =
∑
i∈I

δxi (A) ,

donde δx (·) es la medida de Dirac con masa uno en x.
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Notemos que la Definición 1.3 permite la existencia de puntos iguales en el conjunto
{xi; i ∈ I}. Esta multiplicidad se puede dar frecuentemente en el caso en que E sea
un espacio de estados discreto. Una medida de conteo se dice simple si solo contiene
puntos distintos entre sí (casi seguramente),

µ ({x}) ≤ 1, ∀x ∈ E.

Denotamos por M = M (E, E) al espacio de medidas de conteo en E , yM =M (E, E)
representará la menor σ−álgebra de los subconjuntos de M dada por

M = σ ({µ ∈M : µ (A) ≤ k} : A ∈ E , 0 ≤ k ≤ ∞) .

Usaremos la notación Ms para representar el espacio de medidas de conteo simples
dado por

Ms = {µ ∈M : µ {x} ≤ 1,∀x ∈ E} .

Definición 1.4 (Proceso de conteo). Sea (Ω,A,P) un espacio de probabilad. Un mapeo

M : Ω→M (E, E)

se dice un proceso de conteo (o proceso puntual) en (E, E) si es medible con respecto
a A y M (E, E). En este caso, se dice que M forma una medida aleatoria de conteo
sobre (E, E).

Un proceso de conteo M será simple si P (M ∈Ms) = 1. Además, diremos que el
proceso es σ−finito sobre E si M corresponde a una medida σ−finita, esto es, si
M (Ei) <∞, i ∈ I, para todos los conjuntos Ei disjuntos a pares tales que ∪i∈IEi = E.
Más adelante, estas definiciones nos ayudarán a presentar al proceso en espacios de
dimensión mayor a uno. Sin embargo, por el momento seguiremos enfocándonos en el
caso unidimensional.

Proposición 1.5. N , definida en (1.2), es una medida aleatoria de conteo sobre
(R0,B0), donde B0 = B (R0) representa la σ−álgebra de Borel de R0.

De esta proposición se sigue que el proceso de conteo N , presentado en la Definición
1.2, sea en efecto una sucesión de medidas.

1.2.2. Medida media

La medida media juega un papel importante en la caracterización de un proceso pun-
tual, pese a que no existe una correspondencia uno a uno entre estos dos como en el
caso del proceso puntual y de conteo.
Sea T un proceso puntual en (Ω,A,P). Denotamos por µT (A) al número esperado de
eventos de T que ocurren dentro de A, esto es,

µT (A) :=E (N (A)) = E

(∑
n

1{Tn∈A}

)
, A ∈ B0. (1.3)

Lema 1.6. µT es una medida.
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Demostración. Observemos que µT (A) ≥ 0, dado que N (A) ≥ 0, para todo A ∈ B0.
Y µT (∅) = E (N (∅)) = 0.
Además, dados los conjuntos disjuntos {Ai; i ∈ I}, con Ai ∈ B0 y Ai ∩ Aj = ∅ para
i 6= j, entonces

µT

(∑
i

Ai

)
= E

[
N

(∑
i

Ai

)]
= E

[∑
i

N (Ai)

]
=
∑
i

E [N (Ai)] =
∑
i

µT (Ai) ,

con lo cual se satisface la σ−aditividad de µT , concluyendo así la demostración.

Definición 1.7. µT , definida en (1.3), es conocida como la medida media (también
llamada medida de intensidad o medida de primer momento) de T .
Además, denotaremos por

µt = µT ((0, t]) ,

a la función de valor medio del proceso.

La densidad de Lebesgue de la función de valor medio es llamada función de intensidad
o simplemente intensidad. Esta función, suponiendo que exista, también será de gran
importancia en el desarrollo de este trabajo, por lo cual seguiremos haciendo mención
de ella en las secciones siguientes. Si la función de intensidad es igual a una constante
λ, a este valor lo llamaremos la tasa o intensidad del proceso.

1.3. El proceso de Poisson

El proceso de Poisson es uno de los procesos puntuales más sencillos para trabajar y
de los que se han desarrollado mayores resultados. Una vez más, aunque también es
posible definir un proceso de Poisson para puntos que se encuentren localizados dentro
de algún espacio arbitrario E, nos enfocaremos en el caso en que E = R0. Y además,
la ubicación de cada punto la utilizaremos para representar el instante de tiempo en el
que ocurre cierto evento.

Definición 1.8 (Proceso de Poisson). Un proceso puntual T definido en (Ω,A,P) se
dice un proceso de Poisson con medida media µ si:

i) Para todos los conjuntos disjuntosA1, ..., Ak ∈ B0, las variables aleatoriasN (A1) , ...,N (Ak)
son independientes.

ii) Para todo A ∈ B0 y k ≥ 0,

P (N (A) = k) =
e−µ(A) [µ (A)]

k

k!
.

Donde B0 denota la σ−álgebra de Borel de R0. Por convención P (N (A) =∞) = 1, si
µ (A) =∞.
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Sea N el proceso de conteo asociado a T , la primera condición implica que N tiene in-
crementos independientes. Por otro lado, (ii) indica que el número de eventos ocurridos
en A seguirá una distribución Poisson de parámetro µ (A) cuando µ (A) <∞.

Teorema 1.9. Sea µ una medida σ−finita. Existe un único proceso de conteo que
satisface las condiciones (i) y (ii) de la Definición 1.8.

La unicidad a la que hace referencia el teorema anterior es en el sentido de que si
existen dos procesos que satisfagan ambas condiciones, estos procesos tienen la misma
distribución. La demostración de éste teorema se excluye del presente trabajo, pero
puede observarse en [17].
Un caso particular del proceso de Poisson se da cuando el proceso presenta homogenei-
dad temporal, es decir, la distribución del número de eventos en cierto intervalo solo
depende de la longitud de dicho intervalo pero no de su posición en el tiempo.

Definición 1.10 (Proceso de Poisson homogéneo). Sea T un proceso de Poisson, dire-
mos que es homogéneo si y solo sí su medida media está dada por µ (A) = λ |A|, donde
|A| representa la medida de Lebesgue de A y λ > 0 será una constante denominada la
tasa o intensidad de T . En caso contrario, el proceso se dirá no homogéneo.

Consideremos un proceso de Poisson homogéneo, {Tn;n ∈ N}, cuya tasa es λ. Una
característica a destacar de este proceso es que los tiempos entre llegadas, dados por
Wn = Tn − Tn−1 para n ∈ N y con S0 ≡ 0, serán variables aleatorias independientes
con distribución exponencial y media 1/λ.

1.4. Martingalas y el compensador del proceso

En esta sección describiremos otro proceso directamente relacionado al proceso puntual
y el proceso de conteo denominado compensador. Para ello comenzamos dando un
pequeño repaso de algunos conceptos básicos en la teoría de procesos y martingalas.

1.4.1. Definiciones básicas

Sea (Ω,A,P) un espacio de probabilidad.

Definición 1.11 (Filtración). Una familia F = {Ft; t ≥ 0} de sub−σ−álgebras de A
es llamada filtración si

Fs ⊂ Ft, ∀s < t.

Adicionalmente, sea
Ft+ ≡

⋂
s>t

Fs,

si Ft = Ft+ entonces diremos que la filtración F es continua por la derecha.

Consideremos ahora un proceso X = {Xt; t ≥ 0} definido sobre (Ω,A,P) y que toma
valores en los reales, esto es, Xt : (Ω,A) → (R,B) tal que (t, ω) 7→ Xt (ω), donde B
denota la σ−álgebra de Borel de R.
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Definición 1.12 (Proceso adaptado). Decimos que X es adaptado a la filtración F o
F−adaptado si Xt es Ft−medible para todo t ≥ 0.

Definición 1.13 (Proceso predecible). Sea X un proceso F−adaptado. Decimos que
X es F−predecible si Xt es medible respecto a la σ−álgebra predecible:

σ ({(s, t]×A : 0 < s < t,A ∈ Ft}) .

De esta forma, si X es F−predecible, entonces será Ft−−medible. De forma práctica,
diremos que X es pedecible si es adaptado a F y continuo por la izquierda.

Definición 1.14 (Martingala). El proceso X = {Xt; t ≥ 0} se dice martingala con
respecto a F o F−martingala si

Xs = E (Xt| Fs) , c.s.

para todo s ≤ t. Más aún, X es submartingala con respecto a F si Xs ≤ E (Xt| Fs)
para todo s ≤ t, casi seguramente. De forma análoga, se dirá supermartingala si Xs ≥
E (Xt| Fs).

1.4.2. Aplicación a procesos puntuales

Consideremos un proceso de conteo N = {Nt, 0 ≤ t ≤ τ} definido sobre el espacio de
probabilidad (Ω,A,P) hasta un tiempo τ finito,. En este caso, sabemos que Nt < ∞
para t ∈ [0, τ ] (c.s.).

Definición 1.15 (Filtración natural). Denotamos por Ht la menor σ−álgebra tal que
las variables aleatorias Ns con s ∈ [0, t] sean medibles, es decir,

Ht = σ ({Ns : 0 ≤ s ≤ t}) , ∀t ∈ [0, τ ] . (1.4)

A la filtración dada por H = {Ht; t ≥ 0} la llamaremos filtración natural o canónica
de N .

Tomemos otra filtación F = {Ft; 0 ≤ t ≤ τ}, a la cual denominaremos la “historia del
proceso”, de modo tal que Ht ⊆ Ft para todo t. De está manera, nuestro proceso N
será F−adaptado.
Sería valido emplear F = H, sin embargo, de forma más general utilizaremos esta otra
filtración con el objetivo de representar la posible existencia de información adicional y
externa al proceso. Por ejemplo, sea F0 la información con la que se cuenta al momento
en el que nuestro proceso comienza, entonces podemos tomar Ft = F0 ∪Ht, para todo
t ≥ 0.
Notemos que Ns ≤ Nt para todo s ≤ t, por lo tanto tenemos que

E (Nt| Fs) ≥ E (Ns| Fs) = Ns, c.s.

de lo cual se sigue que N es una F−submartingala.
Por lo tanto, utilizando el Teorema de descomposición de Doob, sabemos que es posible
sustraer cierto valor al proceso N para hacerlo una martingala. Este valor formará a
su vez un nuevo proceso, al cual llamaremos compensador, y se define de la siguiente
manera.
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Definición 1.16 (Compensador). El proceso Λ = {Λ (t) ; 0 ≤ t ≤ τ} se conoce como
F−compensador de N si es monótono no decreciente y F−predecible, tal que el proceso

{Nt − Λ (t) , 0 ≤ t ≤ τ}

sea una F−martingala con media cero.

Definición 1.17 (Función de intensidad). Si además existe un proceso no negativo y
F−predecible λ = {λ (t) ; 0 ≤ t ≤ τ}, tal que

Λ (t) =

∫ t

0

λ (s) ds, t ∈ [0, τ ] . (1.5)

Entonces λ es llamado el proceso de intensidad de N .

De igual forma que se hizo para N (t), emplearemos con frecuencia la notación Λt y λt
para hacer referencia a Λ (t) y λ (t) respectivamente.
Notemos que, dada una realización ω ∈ Ω, λt (ω) puede verse como una función con-
tinua por la izquierda. λt será conocida como la función de intensidad (o función de
intensidad condicional) del proceso.

1.5. Función de intensidad

Dado un proceso de conteo N = {Nt; 0 ≤ t ≤ τ} sobre el espacio de probabilidad
filtrado (Ω,A,F ,P), con F = {Ft; t ≥ 0} una filtración de A que representa la historia
del proceso, esto es, Ht ⊂ Ft para todo t ∈ [0, τ ], donde Ht = σ {Ns; 0 ≤ s ≤ t}
corresponde a la filtración natural del proceso.
Sean Λ y λ el compensador y el proceso de intensidad asociados a N respectivamente.
Entonces, para todo h ≥ 0, se tiene que

E
(
N(t+h)− − Λ(t+h)−

∣∣Ft−) = Nt− − Λt−,

y agrupando términos,

E
(
N(t+h)− −Nt−

∣∣Ft−) = E
(

Λ(t+h)− − Λt−
∣∣Ft−) .

Supongamos que existe la función de intensidad λt del proceso, dada en la Definición
1.17, entonces podemos demostrar que

Λ(t+h)− − Λt− =

∫ t+h

t

λudu = Λt+h − Λt,

por lo tanto
E
(
N(t+h)− −Nt−

∣∣Ft−) = E (Λt+h − Λt| Ft−) .

Dividiendo ambos lados de la última igualdad entre h y tomando el límite cuando h ↓ 0,
tenemos que

ĺım
h↓0

1

h
E
(
N(t+h)− −Nt−

∣∣Ft−) = ĺım
h↓0

1

h
E (Λt+h − Λt| Ft−) ,

=
dE (Λt| Ft−)

dt
.

=
dΛt
dt

= λt.
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Cabe destacar que en la ecuación anterior fue posible sacar a Λt de la esperanza con-
dicional dado que, por definición, Λ es un proceso F−predecible. De todo lo anterior,
se obtiene el siguiente lema.

Lema 1.18. Sea λt la función de intensidad de N , entonces

λt =
E (dNt| Ft−)

dt
, t ∈ [0, τ ], (1.6)

donde dNt = N(t+dt)−−Nt− representa el número de eventos ocurridos en el intervalo
[t, t+ dt).

Equivalentemente, si suponemos que N es un proceso de conteo simple, entonces

λtdt = P (dNt = 1| Ft−)

= 1− P (dNt = 0| Ft−) .

Por último, sea N un proceso de conteo markoviano, entonces la ecuación (1.6) se
reduce a

λtdt = E (dNt|Nt−) , t ∈ [0, τ ] .

1.6. Procesos puntuales regulares

A continuación describiremos un conjunto más específico de procesos puntuales a los
cuales los llamaremos procesos puntuales regulares. Subsecuentemente, nos enfocare-
mos exclusivamente a procesos en éste conjunto.
Sea T = {Tn;n ∈ N} un proceso puntual definido sobre el espacio de probabilidad
filtrado (Ω,A,F ,P), con F representando la historia del proceso, yN = {Nt; 0 ≤ t ≤ τ}
su proceso de conteo asociado.

Definición 1.19 (Proceso puntual regular). Si λt = λt (ω), definido en (1.5), existe
para cada realización ω ∈ Ω, es no negativa, continua a trozos sobre [0, τ ] y continua
por la izquierda en sus puntos de discontinuidad. Entonces el proceso T es llamado un
proceso puntual regular.
Asimismo, N se dirá que es un proceso de conteo regular.

Para un proceso puntual regular, la probabilidad de que un evento ocurra o no en el
intervalo [t, t+ h) estará dada por

P
(
N(t+h)− −Nt− = 1

∣∣Ft−) = λth+ o (h) ,

P
(
N(t+h)− −Nt− = 0

∣∣Ft−) = 1− λth+ o (h) ,

respectivamente. Donde

ĺım
h↓0

o (h)

h
= 0.

Proposición 1.20. Sea T un proceso puntual regular, entonces su función de intensi-
dad determina su estructura de probabilidad de forma única.
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1.7. Función de supervivencia

La función de supervivencia condicional se define como la probabilidad de que a partir
del instante en el cual ocurrió el último evento, al tiempo t no haya ocurrido ningún
evento más. Para encontrar dicha probabilidad, empezaremos enunciando el siguiente
lema.

Lema 1.21. Sea N un proceso de conteo regular con función de intensidad λt. Entonces

P (Nt = Ns| Fs) = exp

[
−
∫ t

s

λudu

]
,

para todo t ≥ s ≥ 0.

Demostración. Dado un valor fijo de s ≥ 0, iniciamos calculando la derivada de
P (Nu = Ns| Fs) con respecto a u ≥ s. Notemos que, dada la filtración Fs, el valor
de Ns será conocido. De este modo tenemos

d

du
P (Nu = Ns| Fs) = ĺım

h↓0

1

h
[P (Nu+h = Ns| Fs)− P (Nu = Ns| Fs)] , (1.7)

con

P (Nu+h = Ns| Fs) = P (Nu+h = Ns|Nu = Ns,Fs)P (Nu = Ns| Fs)
= P (Nu+h = Nu| Fu)P (Nu = Ns| Fs) .

(1.8)

Sustituyendo (1.8) en (1.7), nos queda

d

du
P (Nu = Ns| Fs) = ĺım

h↓0

1

h
[(P (Nu+h = Nu| Fu)− 1)P (Nu = Ns| Fs)]

=

[
ĺım
h↓0

1

h
P (Nu+h = Nu| Fu)− 1

]
P (Nu = Ns| Fs)

= −λu+P (Nu = Ns| Fs) .

Con lo cual obtenemos
dP (Nu = Ns| Fs)
P (Nu = Ns| Fs)

= −λu+du.

Integrando desde u = s hasta u = t,

logP (Nt = Ns| Fs)− logP (Ns = Ns| Fs) = −
∫ t

s

λudu,

donde logP (Ns = Ns| Fs) = log 1 = 0. Aplicando la función exponencial a ambos lados
de esta expresión, concluimos que

P (Nt = Ns| Fs) = exp

[
−
∫ t

s

λudu

]
,

que es la expresión a la que queríamos llegar.
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Sea T = {Tn;n ∈ N} el proceso puntual asociado a N , y denotando por F(n) = FTn a
la historia del proceso hasta la llegada del n−ésimo evento.

Definición 1.22. La función de supervivencia del (n+ 1)−ésimo evento está dada
por

Gn+1 (t) = P
(
Tn+1 > t| F(n)

)
, t > Tn, (1.9)

para n ≥ 0 y con T0 ≡0.

Notemos que, condicionado a F(n), el evento {Tn+1 > t} es equivalente a {Nt = n}
para t ≥ Tn. Así, utilizando el Lema 1.21, podemos demostrar el siguiente enunciado:

Lema 1.23. Sea Tn = tn, entonces

Gn+1 (t) = exp

[
−
∫ t

tn

λudu

]
, t > tn. (1.10)

Además, si denotamos por hn+1 a la función de densidad de Tn+1 condicionada a F(n),
entonces

hn+1

(
t| F(n)

)
= ĺım

h↓0

1

h
P
(
Tn+1 ∈ [t, t+ h]| F(n)

)
, t > tn, n ≥ 0. (1.11)

Considerando que

P
(
Tn+1 ∈ [t, t+ h]| F(n)

)
= P

(
Nt+h = n+ 1, Nt = n| F(n)

)
= P

(
Nt+h −Nt = 1|Nt = n,F(n)

)
P
(
Nt = n| F(n)

)
= P (Nt+h −Nt = 1| Ft)Gn+1 (t) ,

y sustituyendo en (1.11), tenemos

hn+1

(
t| F(n)

)
=

[
ĺım
h↓0

1

h
P (Nt+h −Nt = 1| Ft)

]
Gn+1 (t)

= λtGn+1 (t) , t > tn,

(1.12)

para todo n > 0, con t0 ≡ 0.
De esta manera, concluimos que la función de intensidad de un proceso puntual regular
también puede ser representada a través de su función de supervivencia, de la siguiente
forma:

λt =
hn
(
t| F(n−1)

)
Gn (t)

, Tn−1 < t ≤ Tn, (1.13)

con Tn el tiempo de ocurrencia del n−ésimo evento y T0 ≡ 0.
Notemos que Gn (t) =

∫∞
t
hn
(
s| F(n−1)

)
ds, así

λt = h∗n
(
t| F(n−1)

)
, Tn−1 < t ≤ Tn, (1.14)

donde h∗n
(
t| F(n−1)

)
=

hn( t|F(n−1))∫∞
t
hn( s|F(n−1))ds

es conocida como la función de riesgo.
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1.8. Función de densidad conjunta

Sea T un proceso puntual regular asociado a N y definido sobre el espacio de probabi-
lidad filtrado (Ω,A,F ,P). Denotamos la función de distribución conjunta de nuestro
proceso como

FT (t1, ..., tk) = P (T1 ≤ t1, ..., Tk ≤ tk) ,

para
0 < t1 ≤ · · · ≤ tk.

Lema 1.24. Sea fT la función de densidad asociada a FT , entonces

fT (t1, ..., tk) =

(
k∏
i=1

λti

)
exp (−Λtk) , (1.15)

donde Λ es el compensador del proceso dado por Λt =
∫ t

0
λsds.

Demostración. Denotemos por F(n) = FTn . Utilizando probabilidad condicional, po-
demos escribir

fT (t1, ..., tk) =

k∏
n=1

hn
(
tn| F(n−1)

)
, (1.16)

con hn representando la función de densidad de Tn dada la historia hasta Tn−1, expre-
sada en (1.12).
Utilizando además la ecuación (1.10), tenemos que

hn+1

(
t| F(n)

)
= λt exp

(
−
∫ t

tn

λudu

)
,

para todo n > 0, con T0 ≡ 0.
Sustituyendo en (1.16),

fT (t1, ..., tk) =

k∏
n=1

λtn exp

(
−
∫ tn

tn−1

λudu

)

=

(
k∏

n=1

λtn

)
exp

(
−

k∑
i=1

∫ tn

tn−1

λudu

)

=

(
k∏

n=1

λtn

)
exp

(
−
∫ tk

0

λudu

)
.

Compleatando así la demostración.

Por otro lado, si consideramos un intervalo fijo [0, τ ], puede que sea de nuestro interés
conocer la función de densidad conjunta de (Nτ , T ). Donde Nτ es el total de eventos
ocurridos en dicho intervalo y T = {T1, ..., TNτ } son los tiempos en que los eventos
suceden.
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Teorema 1.25. La función de densidad conjunta de un proceso puntual regular T
sobre el intervalo [0, τ ] está dada por

fNτ ,T (k, t1, ..., tk) =

(
k∏

n=1

λtn

)
exp (−Λτ ) , (1.17)

para k ∈ N, y fNτ ,T (·) = exp (−Λτ ) si k = 0.

Demostración. Para k ∈ N arbitrario, tenemos que

fNτ ,T (k, t1, ..., tk) = P (Nτ = k|T1 = t1, ..., Tk = tk) fT (t1, ..., tk)

= Gk+1 (τ) fT (t1, ..., tk) .

Por (1.10) sabemos que

Gk+1 (τ) = exp

(
−
∫ τ

tk

λudu

)
,

y junto a (1.15), obtenemos

fNτ ,T (k, t1, ..., tk) =

(
k∏

n=1

λtn

)
exp

(
−Λtk −

∫ τ

tk

λudu

)

=

(
k∏

n=1

λtn

)
exp (−Λτ ) .

Por otro lado, si k = 0, entonces simplemente

fNτ ,T (k) = P (Nτ = N0| F0) = exp

(
−
∫ τ

0

λudu

)
.

Completando así la demostración.

Equivalentemente, tenemos que

log [fNτ ,T (k, t1, ..., tk)] =

k∑
n=1

log (λtn)− Λτ .

=

∫ τ

0

log (λt) dNt − Λτ .

(1.18)

1.9. Procesos puntuales marcados

Ahora, supongamos que no estamos interesados en trabajar exclusivamente con el pro-
ceso puntual T , sino que éste solo representa un componente de un modelo más comple-
jo. Consideremos que T sólo sirve para indicar el momento en que tiene lugar algún otro
proceso estocástico, el cual cuenta con su propia estructura y puede ser independiente
o no de nuestro proceso puntual.
Para modelar este escenario, en la presente sección introduciremos el concepto de proce-
so puntual marcado. La idea fundamental en la construcción de este modelo es asignar
una variable aleatoria Zn, a la cual llamaremos marca, al n−ésimo evento de un proceso
puntual, para todo n ∈ N.
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1.9.1. Definiciones básicas

Sea (Q,Q) un espacio medible. Supongamos que cada vez que ocurre un nuevo evento,
la marca asociada tomará un valor en Q, por lo cual al espacio (Q,Q) lo llamaremos
el espacio de marcas. Asimismo, definiremos la marca ∇, la cual asociaremos a los
eventos que nunca ocurren, es decir, cuando Tn =∞. Denotaremos por Q̄ = Q ∪ {∇}
y Q̄ = σ (Q, {∇}).

Definición 1.26 (Proceso puntual marcado). Un proceso puntual marcado con espacio
de marcas Q es una secuencia doble de variables aleatorias,

T = {(Tn, Zn) ;n ≥ 1} ,

definidas sobre algún espacio de probabilidad (Ω,A,P) y con Tn ∈ R̄0 y Zn ∈ Q̄, tal
que T̄ = {Tn;n ≥ 1} forma un proceso puntual y además satisface que

i) P (Zn ∈ Q,Tn <∞) = P (Tn <∞),

ii) P (Zn = ∇, Tn =∞) = P (Tn =∞),

para toda n ∈ N.

Con el fin de proporcionar una mayor estructura a nuestro proceso, consideremos que
Q corresponda a un espacio de Borel. Adicional a esto, es posible que la marca tenga
dimensión mayor a uno, si este es el caso entonces diremos que el proceso será un
proceso puntual vector valuado.
Al proceso marginal T̄ , que contiene los tiempos de ocurrencia de los eventos, lo nom-
braremos proceso base.

Definición 1.27. Un proceso puntual marcado es simple si y solo sí su proceso base
T̄ es simple.

Si denotamos por KQ al conjunto de secuencias definida por

KQ =
{
{(tn, zn) ;n ≥ 1} ∈ R̄N

0 × Q̄N : {tn, n ≥ 1} ∈ K, zn ∈ Q si y solo sí tn <∞
}
,

donde K esta dado por (1.1). Y denotamos por KQ la σ−álgebra canónica de subcon-
juntos de KQ. Entonces, un proceso puntual marcado puede verse simplemente como
una variable aleatoria definida sobre (KQ,KQ).
Cabe señalar que un proceso puntual marcado puede verse también como un proceso
puntual en el espacio producto (R0 ×Q,B0 ⊗Q). De la Definición 1.3, una medida de
conteo sobre este espacio se encuentra dada por

N (C) =
∑
n

1{(Tn,Zn)∈C} =
∑
n

δ(Sn,Tn) (C) , C ∈ B0 ⊗Q,

donde δ(Tn,Zn) (·) = δ(Tn(ω),Zn(ω)) (·;ω) es la medida de Dirac con masa uno en el punto
(Tn, Zn).
Notemos que, para toda medida de conteo µ, se satisface lo siguiente:
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i) µ (C) ∈ N̄0, C ∈ B0 ⊗Q,

ii) µ ({0} ×Q) = 0,

iii) µ ({t} ×Q) ∈ {0, 1},

iv) µ ([0, t]×Q) <∞.

De esta forma, será posible caracterizar a nuestro proceso puntual marcado mediante
una secuencia de medidas de conteo N (A) = {Nt (A) ; t ≥ 0}, con

Nt (A) = N ([0, t]×A) =
∑
n

1{Tn≤t,Zn∈A},

para todo conjunto A ∈ Q.
Finalmente, denotaremos por N̄ =

{
N̄t; t ≥ 0

}
al proceso de conteo base, en el cual N̄t

representa el número total de eventos ocurridos en [0, t] indistintamente de la marca
asignada a cada evento, es decir,

N̄t = Nt (Q) =
∑
n

1{Tn≤t}.

1.9.2. Función de intensidad condicional para procesos marca-
dos

La extensión a la definición de la función de intensidad para los procesos marcados
es trivial siempre y cuando la dimensión principal siga representando el tiempo de
ocurrencia de nuestros eventos.

Definición 1.28. Sea T = {(Tn, Zn) ;n ≥ 1} un proceso puntual regular marcado
con espacio de marcas Q e historia dada por la filtración {Ft; t ≥ 0}. Diremos que
λ = {λt (z) ; z ∈ Q, t ≥ 0} es la función de intensidad condicional de T si

λt (z) dzdt = E [N (dt× dz)| Ft−] ,

donde N (dt× dz) representará el número de eventos ocurridos en el intervalo [t, t+ dt)
y con marca en [z, z + dz).

Además, si denotamos por hn
(
t, z| F(n−1)

)
la función de densidad conjunta de (Tn, Zn),

condicionada a la historia del proceso hasta el (n− 1)−ésimo evento. Entonces, análogo
a la fórmula (1.13), la función de intensidad condicional estará dada por

λt (z) =
hn
(
t, z| F(n−1)

)∫∞
t

∫
Q
hn
(
s, z| F(n−1)

)
`Q (dz) ds

, Tn−1 < t ≤ Tn,

con F(n) = FTn y donde `Q representa una medida de referencia de Q, la cual común-
mente es la medida de Lebesgue cuando Q es algún espacio euclidiano y una medida
de conteo cuando es un espacio discreto.
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Si denotamos por h̄n
(
t| F(n−1)

)
a la función de densidad marginal de Tn condicionada

a F(n−1), y fZn (z| Ft−) a la función de densidad condicional de la marca Zn cuando
esta se localiza en t. Entonces

λt (z) =
h̄n
(
t| F(n−1)

)
fZn (z| Ft−)∫∞

t
h̄n
(
s| F(n−1)

)
ds

,

y tomando h̄∗n como la función de riesgo condicional, dada por

h̄∗n
(
t| F(n−1)

)
=

h̄n
(
t| F(n−1)

)∫∞
t
h̄n
(
s| F(n−1)

)
ds
,

obtenemos otra expresión para denotar λt (z), la cual será

λt (z) = h̄∗n
(
t| F(n−1)

)
fZn (z| Ft−) , Tn−1 < t ≤ Tn,

con T0 ≡ 0.

1.9.3. Clasificación de procesos puntuales marcados

Consideremos un proceso de conteo marcado N con espacio de marcas Q y definido
en el espacio de probabilidad (Ω,A,P). Denotemos por FTt a la historia del proceso
base subyacente y FZt a la historia de la secuencia de marcas, es decir, las marcas que
han ocurrido hasta el tiempo t sin especificar el instante en el que ocurrieron. Además,
representemos la historia completa del proceso hasta el tiempo t mediante la filtración
Ft =

(
FTt ∪ FZt

)
.

Sea λt la función de intensidad del proceso y FZn la distribución de la n−ésima marca.

Definición 1.29. Diremos que el proceso cuenta con:

i) Marcas dependientes si FZn depende del instante en el que ocurrieron las marcas
anterior pero no necesariamente del valor de estas, es decir, si depende de FTTn−1

.

ii) Marcas auto-dependientes si esta distribución depende del valor de las marcas
anteriores, FZTn−1

, pero no necesariamente de su ubicación.

iii) Marcas independientes si la distribución de la n−ésima marca no depende ni de
FTTn−1

ni de FZTn−1
.

Adicionalmente, si λt depende de FZTn−1
, entonces diremos que el proceso se encuentra

controlado por las marcas.

1.9.4. El proceso de Poisson compuesto

Así como el proceso de Poisson resulta ser el proceso puntual más simple, para el
caso de procesos puntuales marcados es el proceso de Poisson compuesto el ejemplo
más sencillo de brindar. Este se forma al tomar como proceso base a un proceso de
Poisson con tasa λ, T = {Tn, n ∈ N}, y asignarle a cada evento una determinada marca,
Zn, independiente de T . Dichas marcas formarán una secuencia de variables aleatorias
independientes entre sí e idénticamente distribuidas, que siguen cierta distribución FZ
conocida.



20 Capítulo 1. Procesos Puntuales

1.10. Procesos puntuales multivariados

Hasta este momento hemos trabajamos con procesos que modelan la dispersión de
puntos, los cuales representaban el momento en que ocurría cierto tipo de eventos y
sólo eran distinguibles por su ubicación en la recta. Ahora consideraremos la existencia
de dos o más tipos diferentes de eventos.

Definición 1.30. Un proceso puntual multivariado es un proceso puntual marcado,
T = {(Tn, Zn) ;n ≥ 1}, con espacio de marcas finito o infinito numerable Q = {1, 2, ...}.

Asimismo, denotamos los procesos de conteo marginales como

N
(i)
t = N ([0, t]× {i}) =

∑
n

1{Tn≤t,Zn=i},

y las funciones de intensidad asociadas

λ
(i)
t =

E
(
dN

(i)
t

∣∣∣Ft−)
dt

,

para i ∈ Q.

Definición 1.31. El proceso de conteo multivariado asociado a T estará dado por

N =
{
N

(i)
t ; i ∈ Q, t ≥ 0

}
,

Además, definimos el proceso de conteo base mediante N̄ =
{
N̄t; t ≥ 0

}
, con

N̄t = N ([0, t]×Q) =
∑
i∈Q

N
(i)
t .

Sin perdida de generalidad, consideremos que solo existen dos tipos diferentes de even-
tos, Q = {1, 2}, por lo cual tenemos el proceso de conteo bivariado

N =
{
N

(1)
t , N

(2)
t ; t ≥ 0

}
,

donde N (i)
t representa el número de eventos del tipo i que han ocurrido en [0, t], para

i = 1, 2.

Sea F (i)
t la historia del proceso de tipo i, y Ft = F (1)

t ∪ F (2)
t la historia del proceso

completo. Supongamos además que N es simple, entonces su función de intensidad
estará dada por λ =

{
λ

(1)
t , λ

(2)
t ; t ≥ 0

}
, con

λ
(1)
t = ĺım

h↓0

1

h
P
(
N

(1)
(t+h)− −N

(1)
t− = 1

∣∣∣Ft−) ,
λ

(2)
t = ĺım

h↓0

1

h
P
(
N

(2)
(t+h)− −N

(2)
t− = 1

∣∣∣Ft−) .
Proposición 1.32. Sea N un proceso de conteo marcado con espacio de marcas (Q,Q).
Entonces, para conjuntos disjuntos a pares A1, ..., Ad ∈ Q, tenemos que el proceso
{Nt (A1) , ..., Nt (Ad)} forma un proceso de conteo multivariado de dimensión d.
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2

Estadística aplicada a los procesos puntuales

En éste capítulo abordaremos los problemas de inferencia estadística aplicados a los
procesos puntuales. Para ello, trataremos temas como estimación, pruebas de hipótesis
y simulación, entre otros.
En los problemas de estimación, trabajaremos para el caso paramétrico, por lo cual
supondremos que las leyes de los procesos puntuales se encuentran completamente
especificadas, excepto por una cantidad finita de parámetros.

2.1. Estimadores de máxima verosimilitud

2.1.1. Estimación para procesos univariados

Sea T = {Tn;n ∈ N} un proceso puntual regular con función de intensidad λt. Supon-
gamos que esta función depende de cierto vector de parámetros θ = (θ1, ..., θr) ∈ Θ,
de modo que podemos representar λt = λ (t; θ). Supongamos además que observamos
cierta realización del proceso en el intervalo de tiempo finito [0, τ ].

Teorema 2.1. Sea {t1, ..., tk} cierta realización de T , con 0 < t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ τ . La
función de verosimilitud del proceso estará dada por

L (θ; t1, ..., tk) =

[
k∏

n=1

λ (tn; θ)

]
exp [−Λ (τ ; θ)] , (2.1)

donde Λ representa el compensador del proceso definido por Λ (t; θ) =
∫ t

0
λ (s; θ) ds.

Demostración. La función L es obtenida a partir de la función de densidad conjunta
de Nτ y T ,

L (θ; t1, ..., tk) = fNτ ,T (k, t1, ..., tk; θ) ,

donde fNτ ,T está dada por (1.18).
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Asimismo, la función de log-verosimilitud se expresa a través de la fórmula

l (θ; t1, ..., tk) =

k∑
i=1

log [λ (ti; θ)]− Λ (τ ; θ) .

=

∫ τ

0

log [λ (t; θ)] dNt − Λ (τ ; θ) .

Por lo tanto, el estimador de máxima verosimilitud de θ estará dado por

θ̂ = máx arg
θ∈Θ

l (θ; t1, ..., tk) . (2.2)

Más aún, contrastando con un proceso de Poisson de tasa uno definido en [0, τ ], la
función log-razón de verosimilitud del proceso será

log

(
L1

L (θ)

)
=

∫ τ

0

[λ (t; θ)− 1] dt−
∫ τ

0

log λ (t; θ) dN (t) ,

donde L1 representa la función de verosimilitud evaluada en λt = 1.
De esta manera, si nosotros estamos interesados en realizar una prueba de hipótesis en
la cual H0 : λt = 1 contra H1 : λt 6= 1, entonces podemos hacer uso de una prueba por
log-razón de verosimilitud, tomando el estadístico:

r (t1, ..., tk) =

∫ τ

0

[
λ
(
t; θ̂
)
− 1
]
dt−

∫ τ

0

log λ
(
t; θ̂
)
dN (t) ,

donde θ̂ = θ̂ (t1, ..., tk) está dado mediante (2.2).

2.1.2. Estimación para el proceso de Poisson homogéneo

En la Sección 1.3 definimos al proceso de Poisson homogéneo, ahora abordaremos los
problemas de inferencia referentes a éste modelo.
Sea T = {Tn;n ∈ N} un proceso de Poisson de tasa desconocida λ > 0, y N el proceso
de conteo asociado a T . Denotamos por F = {Ft, t ≥ 0} a la historia del proceso,
con Ft = σ (Ns, 0 ≤ s ≤ t). Supongamos además que el proceso es observado hasta un
tiempo τ , generando la realización {t1, ..., tk}.
Si utilizamos la intensidad del proceso para obtener la función de log-verosimilitud, tal
y como se describió en la sección anterior, tenemos que esta estará dada por

l (λ; t1, ..., tk) = k log λ− λτ,

con lo cual, al maximizar en función de λ, obtenemos el estimador

λ̂ =
k

τ
. (2.3)

Cabe destacar que es posible realizar pruebas de hipótesis considerando, por ejemplo,
las hipótesis simples

H0 :λ = λ0

H1 :λ = λ1,
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mediante la razón de log-verosimilitud:

log

(
L (λ0)

L (λ1)

)
= k log

(
λ0

λ1

)
− τ (λ0 − λ1) .

O tomar hipótesis compuestas tales como

H0 :λ = λ0

H1 :λ 6= λ0,

considerando el estadístico

log

L (λ0)

L
(
λ̂
)
 = k log

(
λ0

λ̂

)
− τ

(
λ0 − λ̂

)
,

con λ̂ el estimador de máxima verosimilitud propuesto en (2.3).
No obstante, el proceso de Poisson homogéneo posee características específicas que
podemos emplear para encontrar caminos alternativos que nos lleven al estimador de
máxima verosimilitud de λ. Estas características se describen a continuación.
Primero, supongamos que τ corresponde al momento en que ocurre el k−ésimo evento,
τ = Tk, en éste caso diremos que nuestros datos son sincrónicos. Recordando que los
tiempos entre llegadas W1, ...,Wk, donde Wn = Tn − Tn−1 para n ≥ 1 y con T0 ≡ 0,
corresponden a variables aleatorias independientes con distribución común exponencial
de tasa λ, entonces tenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.2. El estimador de máxima verosimilitud de λ (dado Fτ ) será

λ̂ =
k∑k

n=1Wn

. (2.4)

Se puede demostrar que éste estimador converge a λ casi seguramente, mientras que√
k
(
λ− λ̂

)
/λ converge en distribución a una normal estándar. Además, dado que∑k

n=1Wn se distribuye Gama de parámetros k y 1/λ, será posible crear intervalos de
confianza para el verdadero valor de λ.
Por otro lado, supongamos que nuestro tiempo de observación τ no corresponde al
momento de ocurrencia de algún evento, en éste caso diremos que se tienen datos asin-
crónicos. Recordando que el número de eventos ocurridos en [0, t] sigue una distribución
Poisson de parámetro λt para todo t > 0, entonces:

Proposición 2.3. El estimador de máxima verosimilitud de λ (dado Fτ ) será

λ̂ =
k

τ
. (2.5)

Dicho estimador también convergerá a λ casi seguramente, mientras que
√
τ
(
λ− λ̂

)
/λ

converge en distribución a una variable normal estándar. Notemos que el estimador es
idéntico al obtenido en (2.3).
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2.1.3. Estimación para procesos marcados y multivariados

Sea T un proceso puntual marcado con espacio de marcas Q y función de intensidad
λ (t, z; θ), donde θ ∈ Θ es un vector de parámetros. Suponiendo que observamos el
proceso en el intervalo [0, τ ], entonces tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.4. Sean (t1, z1) , ..., (tk, zk) los tiempos y marcas en cierta realización de
T , con 0 < t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ τ . La función de verosimilitud del proceso estará dada por

L (θ; t1, ..., tk, z1, ..., zk) =

[
k∏

n=1

λ (tn, zn; θ)

]
exp

[
−
∫ τ

0

∫
Q

λ (t, z; θ) `Q (dz) dt

]
,

donde `Q representa la una medida de referencia para Q.

Por lo que aplicando logaritmo, su función de log-verosimilitud es

l (θ; t1, ..., tk, z1, ..., zk) =

k∑
n=1

log [λ (tn, zn; θ)]−
∫ τ

0

∫
Q

λ (t, z; θ) `Q (dz) dt.

Además, sea T ∗ un proceso de Poisson compuesto en el intervalo [0, τ ], de tasa µ
y marcas auto-independientes con distribución común y función de densidad π. La
función de log-razón de verosimilitud relativa a T ∗ estará dada por

log

(
L (θ)

L∗

)
=

k∑
n=1

log

[
λ (tn, zn; θ)

µπ (zn)

]
−
∫ τ

0

∫
Q

[λ (t, z; θ)− µπ (k)] `Q (dz) dt.

Corolario 2.5. Sea T un proceso puntual multivariado de dimensión d, y cuya fun-
ción de intensidad está dada por λ =

{
λ(i) (t; θ) ; i ∈ {1, ..., d} , t ≥ 0

}
. Sea

{
(t1, z1) , ...,

(tk, zk)
}
una realización de T , entonces su función de verosimilitud estará dada por

L (θ; t1, ..., tk, z1, ..., zk) =

[
k∏

n=1

λ(zi) (tn; θ)

]
d∏
i=1

exp

[
−
∫ τ

0

λ(i) (t; θ) dt

]
.

2.2. Transformación de tiempos aleatorios

A continuación presentaremos un método para convertir cierto proceso puntual regular
T en un proceso de Poisson homogéneo, y viceversa. Esto será útil para simular reali-
zaciones de dicho proceso T , así como para realizar pruebas de bondad de ajuste para
nuestras estimaciones.
Primero comenzaremos dando el siguiente lema, el cual es conocido también como el
método de la transformada inversa, y que es utilizado para generar variables aleatorias
con cierta distribución (exponencial en nuestro caso), a través de variables continuas
que siguen una distribución F conocida.

Lema 2.6. (i) Sea X una variable aleatoria con función de distribución continua F
y H (x) = − log (1− F (x)) una función monótona invertible. Entonces Y = H (X)
sigue una distribución exponencial de parámetro uno. (ii) De manera inversa, si Y es
una variable aleatoria con distribución exponencial de parámetro uno, entonces X =
H−1 (Y ) tiene distribución F .
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Demostración. Para demostrar (i) basta notar que H−1 (y) = F−1 (1− e−y), y por lo
tanto

Pr (Y ≤ y) = Pr (H (X) ≤ y) = Pr
(
X ≤ H−1 (y)

)
= F

[
H−1 (y)

]
= F

[
F−1

(
1− e−y

)]
= 1− e−y,

la cual es la función de distribución de una variable exponencial de media uno. Proce-
diendo de manera inversa se puede demostrar (ii).

Teorema 2.7 (Cambio de tiempo aleatorio). Sea {Tn;n ∈ N} un proceso puntual re-
gular adaptado a la filtración F = {Ft; t ≥ 0}, con función de intensidad acotada λt y
F−compensador Λ (t) =

∫ t
0
λsds, tal que Λ (t) → ∞ cuando t → ∞ (c.s.). Entonces,

con probabilidad uno, la secuencia

T ∗ = {Λ (Tn) ;n ∈ N} ,

corresponderá a tiempos aleatorios de un proceso de Poisson de tasa uno.
De manera inversa, ahora consideramos un proceso de Poisson de tasa uno, {T ∗n ;n ∈ N},
con historia dada por la filtración F∗ = {F∗ (t) ; t ≥ 0}. Sea Λ = {Λ (t) ; t ≥ 0} un
proceso F∗−adaptado, finito, monotamente creciente y con trayectorias continuas. En-
tonces

T =
{

Λ−1 (T ∗n) ;n ∈ N
}

será un proceso puntual simple adaptado a la filtración F = {F∗ (Λ (t)) ; t ≥ 0} y con
F−compensador Λ.

Demostración. Consideremos los tiempos entre llegadas, W1,W2, ..., definidos por

Wn = Tn − Tn−1, n ∈ N,

con T0 ≡ 0.
La función de distribución de cada una de estas variables, condicionada a su pasado,
estará dada por

FWn
(w) = P

(
Wn ≤ w| Ftn−1

)
= P

(
Tn ≤ tn−1 + w| Ftn−1

)
= 1− P

(
Tn > tn−1 + w| Ftn−1

)
= 1−Gn (tn−1 + w)

= 1− exp

[
−
∫ tn−1+w

tn−1

λsds

]
,

con t0 ≡ 0, y donde Gn representa la función de supervivencia condicionada a la
información hasta tn−1 y definida en (1.9).
Sea

Hn (w) = − log (1− FWn
(w)) =

∫ tn−1+w

tn−1

λsds = Λ (w + tn−1)− Λ (tn−1) , (2.6)

aplicando (i) del Lema 2.6, se puede demostrar que las variables W ∗1 ,W ∗2 , ..., con

W ∗n = Hn (Wn) = Λ (Wn + tn−1)− Λ (tn−1)

= Λ (Tn)− Λ (Tn−1) , n ∈ N,
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forman una secuencia de variables aleatorias con distribución exponencial de parámetro
uno, y que además son independientes.
De esto se sigue que la sucesión

{Λ (T1) ,Λ (T2) , ...}

represente los instantes de tiempo en que ocurren los eventos en un proceso de Poisson
de tasa uno.

Sea N = {N (t) ; t ≥ 0} el proceso de conteo asociado a T , del teorema anterior se sigue
que

N∗ =
{
N
(
Λ−1 (t)

)
; t ≥ 0

}
forma un proceso de conteo asociado a un proceso de Poisson de tasa uno.
Concluimos que todo proceso puntual simple con compensador continuo puede ser
generado a partir de un proceso de Poisson de tasa uno. Es por esto que a éste tipo de
procesos suele llamarse procesos de tipo Poisson. Es posible extender este método para
aplicarlo tanto a procesos puntuales marcados como a multivariados. Esta extensión se
describe en el siguiente teorema y su corolario.

Teorema 2.8. Sea {(Tn, Zn) ;n ∈ N} un proceso puntual marcado en el intervalo [0, τ ]
y con espacio de marcas (Q,Q), donde `Q representa una medida de probabilidad de re-
ferencia para dicho espacio, y denotemos la historia del proceso mediante la filtración F .
Suponiendo que existe la función de intensidad del proceso, λ = {λ (t, z) ; t ≥ 0, z ∈ Q},
tal que sea F−predecible, estrictamente positiva y continua por la izquierda. Y conside-
rando que el compensador Λ (t, z) =

∫ t
0
λ (s, z) ds→∞ cuando t→∞ (c.s.). Entonces

bajo la transformación (t, z)→ Λ (t, z), el proceso

{(Λ (Tn, Zn) , Zn) ;n ∈ N}

forma un proceso de Poisson compuesto de tasa base uno y cuyas marcas tienen dis-
tribución `Q.

Corolario 2.9. Sea
{
N (i) (t) ; i ∈ {1, ..., d} , 0 ≤ t ≤ τ

}
un proceso de conteo multiva-

riado de dimensión finita d en el intervalo [0, τ ]. Sea λ(i) (t) la función de intensidad
asociada al i−ésimo componente, y suponiendo que Λ(i) (t) =

∫ t
0
λ(i) (s) ds→∞ cuan-

do t→∞ (c.s.), para todo i ∈ {1, ..., d}. Entonces{
N (i)

((
Λ(i)

)−1

(t)

)
; i ∈ {1, ..., d} , 0 ≤ t ≤ τ

}
forma un proceso de conteo asociado a un proceso de Poisson multivariado con com-
ponentes independientes y de tasa uno.

2.3. Bondad de ajuste

El Teorema 2.7 será esencial en el denominado análisis de residuos para procesos pun-
tuales que presentaremos en esta sección. La idea de dicho análisis es reducir un proceso
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puntual regular a un proceso de Poisson de tasa uno y realizar pruebas de ajuste a este
modelo, el cual es más simple y ha sido extensamente estudiado.
Partimos de una colección de puntos {t1, ..., tk} en el intervalo [0, τ ], tal que 0 <
t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ τ . Supongamos que estamos interesados en saber si estos puntos
corresponden a los eventos generados por un proceso puntual con compensador Λ (t).
Aplicando el cambio de tiempos aleatorios descrito en la sección anterior, y si el proceso
en efecto tiene compensador Λ (t), entonces la secuencia {t∗1, ..., t∗k}, con t∗n = Λ (tn) para
n ∈ {1, ..., k}, son los tiempos generados por un proceso de Poisson de tasa uno en el
intervalo [0, τ∗], con τ∗ = Λ (τ).

2.3.1. Pruebas de uniformidad

Supongamos que nuestros datos son asincrónicos, y por lo tanto τ 6= Tk, un primer
análisis que podemos realizar será revisar el conjunto {V1, ..., Vk}, con Vi = T ∗i /τ

∗. Su-
pongamos además que V1, ..., Vk representan las estadísticas de orden de cierta muestra
aleatoria, {U1, ..., Uk}, de una variable U con distribución FU .
Si los tiempos T ∗1 , ..., T ∗k son realmente generados por un proceso de Poisson de tasa
uno, entonces U1, ..., Uk serán variables aleatorias independientes cuya distribución está
dada por F , donde

F (u) =


0, si u < 0,

u, si 0 ≤ u ≤ 1,

1, si u > 1,

es decir, U ∼ Uniforme (0, 1).
De esta forma, nos interesa el problema de prueba de hipótesis cuya hipótesis nula será

H0 : FU = F

contra la alternativa
H1 : FU 6= F.

Ahora, siendo Fk la función de distribución empírica de U , podemos utilizar el estadís-
tico de Kolmogorov-Smirnov dado por

Dk = sup
0≤u≤1

|Fk (u)− F (u)| = máx
i∈{1,...,k}

∣∣∣∣ ik − Vi
∣∣∣∣ ,

el estadístico de Cramér-von Mises

ω2
k = k

∫ 1

0

[Fk (u)− F (u)]
2
du =

1

12k
+

k∑
i=1

[
2i− 1

2k
− Vi

]2

,

o el de Anderson-Darling

A2
k = k

∫ 1

0

[
Fk (u)− F (u)√

u (1− u)

]2

du

= −k − 1

k

k∑
i=1

[(2i− 1) log Vi + [2 (k − i) + 1] log (1− Vi)] ,
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para completar nuestra prueba. La distribución de cualquiera de estos tres estadísticos
es libre de parámetros, con lo cual podemos crear intervalos de aceptación y rechazo
para H0 en función del valor que tomen los estadísticos. Sin embargo, se sabe que
para distribuciones uniformes, la prueba que tiene mayor potencia entre estas tres es la
de Anderson-Darling, por lo cual es la primera que se sugeriría hacer. Para consultar
mayor información referente a estas pruebas, se puede consultar [2].
Por otro lado, si los datos que tenemos son sincrónicos, i.e. τ = Tk, entonces podemos
analizar la sucesión de variables {V1, ..., Vk−1} con Vi = T ∗i /τ

∗. Dicha sucesión también
representará una muestra aleatoria ordenada de cierta variable uniforme en [0, 1] si los
tiempos {T ∗1 , ..., T ∗k } forman un proceso de Poisson de tasa uno. De esta manera, se
repite la metodología anterior pero para una secuencia con k − 1 elementos.

2.3.2. Pruebas de exponencialidad

Alternativamente, se puede revisar el conjunto de los tiempos entre eventos W ∗ =
{W ∗1 , ...,W ∗k }, conW ∗n = T ∗n−T ∗n−1 y donde T0 ≡ 0. Si los tiempos T ∗1 , ..., T ∗k provienen
de un proceso de Poisson de tasa uno, entonces W ∗1 , ...,W ∗k será una muestra de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribución exponen-
cial y media uno. Se pueden realizar las pruebas de Kolmogorov-Smirnov, Crámer-von
Mises y Anderson-Darling para hacer pruebas de hipótesis respecto a este escenario.

2.3.3. Prueba ji-cuadrada

Antes de presentar esta prueba, empezaremos enunciando el siguiente lema:

Lema 2.10. Sean X1, ..., Xr variables aleatorias independientes con distribución de
Poisson y media µ1, ..., µr respectivamente. Si denotamos con Y a la suma de di-
chas variables, Y =

∑r
i=1Xr, entonces el vector aleatorio (X1, ..., Xr) condiciona-

do a Y = y sigue una distribución multinomial de parámetros {y, p1, ..., pr}, donde
pi = µi/

∑r
j=1 µj para i = 1, ..., r.

Demostración. Es bien sabido que la suma de variables Poisson también sigue una dis-
tribución Poisson, cuyo parámetro será la suma de los parámetros de las distribuciones
de los sumandos. De esta manera, calculando la función de probabilidad de (X1, ..., Xk)
condicionada a Y , tenemos que

Pr (X1 = x1, ..., Xk = xk|Y = y) =
Pr (X1 = x1, ..., Xk = xk, Y = y)

Pr (Y = y)

=
Pr (X1 = x1) · · ·Pr (Xk = xk)1{∑k

i=1 xk=y}
Pr (Y = y)

=

(
µx1

1 e−µ1

x1!

)
· · ·
(
µxkk e

−µk

xk!

)(
y!

µ(x1+···+xk)e−µ

)
1{∑k

i=1 xk=y}

=

(
µ1

µ

)x1

· · ·
(
µk
µ

)xk ( y!

x1! · · ·xk!

)
1{∑k

i=1 xk=y},



2.3. Bondad de ajuste 29

donde µ =
∑r
j=1 µj . Observamos que esta expresión corresponde a la función de proba-

bilidad de una variable multinomial de parámetros y y (µ1/µ, ..., µk/µ), completando
así la demostración.

Ahora, sea T = {Tn;n ∈ N} un proceso de Poisson dentro del intervalo [0, τ∗] y definido
sobre el espacio de probabilidad (Ω,A,P). Si particionamos al intervalo (0, τ∗] en r
subintervalos disjuntos A1, ..., Ar, con

Ai =

(
(i− 1) τ∗

r
,
iτ∗

r

]
, i = 1, ..., r,

y tomamos la función N (A) =
∑
n 1{Tn∈A}, para todo A ∈ B ([0, τ∗]). Entonces,

sabemos que las variables aleatorias K1, ...,Kr, con Ki = N (Ai), son independientes
y siguen una distribución de Poisson. Denotamos por λ1, ..., λr al parámetro asociado
a la distribución de cada una de estas variables.
Por el Lema 2.10, condicionado a que se tiene un total de K eventos en el intervalo
[0, τ∗], el vector (K1, ...,Kr) sigue una distribución multinomial de parámetros K y
(p1, ..., pr), con pi = λi/

∑r
j=1 λj .

Supongamos que (k1, ..., kr) corresponde a una realización de (K1, ...,Kr), con
∑r
j=1 kj =

k, y que desconocemos el verdadero valor de los parámetros p1, ..., pr. En este caso,
considerando que la muestra es multinomial, tenemos que su función de verosimilitud
estará dada por

L (p1, ..., pr; k1, ..., kr) = pk11 · · · pkrr
(

k!

k1! · · · kr!

)
∝ pk11 · · · pkrr ,

condicionada a que
∑r
j=1 pj = 1.

Notemos que si S proviniera de un proceso de Poisson homogéneo de parámetro λ,
entonces pi = 1/r para todo i. De esta forma, estaremos interesados en aplicar una
prueba de hipótesis considerando como hipótesis nula:

H0 : p1 = · · · = pr =
1

r
,

la cual será una hipótesis simple. La hipótesis alternativa estará compuesta por todos
los casos en que no se cumpla H0.
Consideremos la función de razón de verosimilitud, dada por

R (k1, ..., kr) =
L
(

1
r , ...,

1
r ; k1, ..., kr

)
L (p̂1, ..., p̂r; k1, ..., kr)

,

donde p̂i representa el estimador de máxima verosimilitud de pi en todo el espacio
paramétrico.
Como sólo se cuenta con una muestra, se puede demostrar que p̂i = ki/k para todo
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i = 1, ..., r. Por lo tanto,

R (k1, ..., kr) =

(
1
r

)k1 · · · ( 1
r

)kr(
k1
k

)k1 · · · (krk )kr
=

(
k

k1r

)k1
· · ·
(
k

krr

)kr
,

mientras que la función de log-razón de verosimilitud será

logR (k1, ..., kr) =

r∑
i=1

ki log

(
k

kir

)
.

Obtener la distribución de R (K1, ...,Kr) no es un problema trivial, sin embargo pode-
mos hacer uso de la distribución asintótica del estadístico −2 logR, la cual se presenta
a continuación.

Teorema 2.11. El estadístico −2 logR (K1, ...,Kr) tiene distribución ji-cuadrada con
r − 1 grados de libertad siempre que k →∞.

No presentaremos la demostración de este teorema, para mayores referencias se puede
consultar [7].
De esta forma, para nuestra muestra (k1, ..., kr), tomaremos un p−valor igual a

p = P

(
χ2

(r−1) ≥ −2

r∑
i=1

ki log

(
k

kir

))
, (2.7)

donde χ2
(r−1) representa una variable aleatoria ji-cuadrada con r−1 grados de libertad.

Una prueba aproximadamente al 100 (1− α) % de confianza estará dada por

φ (k1, ..., kr) =

{
1, si p ≥ α,
0, en otro caso,

(2.8)

es decir, rechazamos la hipótesis nula en caso de que p = p (k1, ..., kr) < α.

Más aún, denotamos por ei = E (Ki). Bajo H0, tenemos que ei =
(∑r

j=1Kj

)
/r = e

para todo i.

Teorema 2.12. El estadístico
r∑
j=1

(Ki − e)2

e
(2.9)

también tiene distribución ji-cuadrada con r − 1 grados de libertad cuando k →∞.

Demostración. Esta demostración se basa en el hecho de que la expresión (2.9) puede
ser generada a partir del estadístico −2 logR (K1, ...,Kr). Denotemos por Ji = Ki−ei,
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entonces

−2 logR (K1, ...,Kr) = −2

r∑
i=1

Ki log

(
e

Ki

)

= 2

r∑
i=1

(Ji + ei) log

(
Ji + e

e

)

= 2

r∑
i=1

(Ji + ei) log

(
1 +

Ji
e

)
.

Utilizando la expansión de Taylor del logaritmo, tenemos que

−2 logR (K1, ...,Kr) = 2

r∑
i=1

(Ji + ei)

∞∑
j=1

(−1)
j+1

n

(
Ji
e

)j

= 2

r∑
i=1

 ∞∑
j=1

(−Ji)j+1

jej
+ Ji −

∞∑
j=1

(−Ji)j+1

(j + 1) ej


= 2

r∑
i=1

Ji +

∞∑
j=1

(−Ji)j+1

j (j + 1) ej

 ,
donde

∑r
i=1 Ji =

∑r
i=1Ki − re = 0. Así

− 2 logR (K1, ...,Kr) =

r∑
i=1

∞∑
j=1

[
2

j (j + 1)

(
−Ji
e

)j−1
]
J2
i

e
. (2.10)

Ahora calculamos la distribución de Ji/e. Recordemos que (K1, ...,Kr), condicionado
a que

∑
Ki = k, tienen distribución multinomial de parámetros k y (p1, ..., pr), esto

implica queKi se distribuya binomial de parámetros con media µi = kpi = e y varianza
σ2 = kpi (1− pi). Por lo tanto

Ji
e

=
Ki − e
e

=
Ki − µi

σ2
i / (1− pi)

=
Ki − µi
σi

·

√
(1− pi)
kpi

Por el teorema de límite central, cuando k es grande, el término (Ki − µi) /σi converge
en distribución a una variable aleatoria normal estándar. No obstante, el otro factor
converge a cero con orden 1/

√
k. Por lo tanto, el producto de ambas se acercará a cero

con orden de 1/
√
k. Esto permite que de la ecuación (2.10) obtengamos la aproximación

−2 logR (K1, ...,Kr) ≈
r∑
i=1

J2
i

e
=

r∑
i=1

(Ki − e)2

e
∼ χ2

(r−1),

concluyendo así la demostración.
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Por lo tanto, el p−valor (2.7) considerado para la prueba de hipótesis puede ser cam-
biado por

p = P

χ2
(r−1) ≥

r∑
j=1

(ki − e)2

e

 ,

y la prueba en función de este estadístico será la misma expresión que en (2.8).

2.3.4. Aproximación al movimiento browniano

Supongamos que en efecto, {t∗i ; i ∈ {1, ..., k}} es un proceso de Poisson de tasa 1. En-
tonces, {t∗i /τ∗; i ∈ {1, ..., k}} forma también la realización de un proceso de Poisson
pero de tasa τ∗ en el intervalo [0, 1].

Teorema 2.13. Sea Nt un proceso de Poisson de tasa µ, y denotamos

Mt =
Nt − µt√

µ
, t ∈ [0, 1] .

Cuando hacemos tender a µ → ∞, {Mt; 0 ≤ t ≤ 1} converge en distribución a un
movimiento Browniano estándar.

Por lo tanto, podemos aplicar una prueba de bondad de ajuste de la siguiente forma:

1. Graficamos la función escalonada Y (x) definida a través de los puntos (t∗i /τ
∗, i/k),

para i ∈ {1, ..., k}, en el cuadrado unitario.

2. Para cierto valor α, asignamos las bandas de confianza

y = x±
Z1−α/2√

τ∗
,

donde Zp es una constante tal que Φ (Zp) = p, con Φ la función de distribución
de una variable aleatoria normal estándar.

3. Una prueba de hipótesis aproximadamente al 100 (1− α) % de nivel de confianza
para la hipótesis nula

H0 : {t∗1, ..., t∗k}proviene de un proceso de Poisson de tasa uno,

se obtiene rechazando H0 cuando el proceso Y (x) se sale de las bandas.

Un método alternativo de rechazo se basa en tomar la distribución del tiempo en el
que un browniano estándar alcanza su máximo valor dentro del intervalo [0, 1]. Para
plantear este método, empezamos enunciando el siguiente teorema.

Teorema 2.14. Sea Bt un movimiento browniano estándar, definimos

T ∗ = arg sup
t∈[0,1]

{Bt} .

T ∗ seguirá una distribución Beta de parámetros 1/2 y 1/2.
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De esta forma, tomando t∗ = tn∗/τ
∗, donde n∗ está dado por

n∗ = arg sup
n∈{1,...,k}

n− t∗nk,

entonces se sigue que una prueba de hipótesis al 100 (1− α) % de nivel de confianza
estará dada por rechazar H0 cuando t∗ esta por debajo del cuantil (α/2) o por encima
del cuantil (1− α/2) de una distribución Beta(1/2, 1/2).

2.4. Simulación de procesos puntuales

2.4.1. Simulación del proceso de Poisson homogéneo

El problema de simular la realización de un proceso de Poisson homogéneo en el interva-
lo [0, τ ] es trivial, basta con generar una sucesión de variables aleatorias exponenciales
con tasa λ, {En;n ≥ 1}, hasta alcanzar una cantidad k + 1 de variables simuladas tal
que que

∑k+1
n=1En ≥ τ . Entonces la sucesión {T1, ..., Tk} con

Tn =

n∑
i=1

Ei, n = 1, ..., k,

serán dicho proceso de Poisson con intensidad λ en tal intervalo.

2.4.2. Método de la inversa del compensador

Además de emplearse para llevar a cabo pruebas de bondad de ajuste, otra aplicación
del método de transformación de tiempos aleatorios es generar simulaciones de un cierto
proceso puntual regular a través de un proceso de Poisson de tasa uno. Supongamos
que queremos generar un proceso puntual T con función de intensidad condicional λ (t).
El siguiente algoritmo describe el método de simulación:

Algoritmo 2.1 Simulación utilizando la función inversa del compensador.
1: Generar un conjunto, {e1, e2, ...}, de variables aleatorias exponenciales de paráme-

tro uno.
2: Utilizando la transformación de tiempo aleatorios, obtener secuencialmente los

tiempos T = {t1, t2, ...}, con tn = Λ−1 (
∑n
i=1 ei).

3: Regresar T .

El problema con este método es que usualmente se necesita hacer uso de métodos
numéricos para evaluar la función inversa del compensador, lo cual puede hacer a este
método poco eficaz.

2.4.3. Método de adelgazamiento

Es una alternativa al método anterior, la cual no necesita calcular la función inversa
del compensador. Este método se fundamenta en la siguiente propiedad.
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Lema 2.15. Sea T ∗ = {(T ∗n , Z∗n) ;n ∈ N} un proceso puntual regular marcado con espa-
cio de marcas R0, función de intensidad uno y adaptado a la filtración F = {Ft; t ≥ 0},
y dada la función

N ∗ (C) =
∑
n

1{(T∗n ,Z∗n)∈C}, C ∈ B0 ⊗ B0,

con B0 = B (R0) el conjunto de Borel de R0. Además, sea λ (t) una función no negativa,
continua por la izquierda y F−adaptada. Entonces, el proceso N = {N (t) ; t ≥ 0}, con
t

N (t) =

{
N ((0, t]) , t > 0,

0, t = 0

y donde N (dt) = N ∗ (dt× (0, λ (t)]), será un proceso de conteo con función de inten-
sidad λ (t) y F−adaptado.

Demostración. Esta demostración está basada en el hecho de que

E (N (dt)| Ft−) = ĺım
h↓0

1

h
E (N ∗ (dt× (0, λ (t)])| Ft−)

= ĺım
h↓0

1

h
E (N ∗ ([t, t+ h)× (0, λ (t)])| Ft−)

= λ (t) dt.

Los algoritmos de adelgazamiento siguen la idea del lema anterior, sin embargo añaden
la condición adicional de que la intensidad λ sea acotada. En este caso, podemos elegir
a T ∗ como un proceso de Poisson compuesto de tasa base c, con λ (t) ≤ c para todo
t > 0. Así, el algoritmo de simulación quedará descrito de la siguiente manera:

Algoritmo 2.2 Simulación mediante adelgazamiento.
1: Generar una realización {t∗1, ..., t∗k} de un proceso de Poisson de tasa c. Parar en

cuanto t∗k+1 > τ .
2: Generar variables aleatorias independientes u1, ..., uk ∼ unif (0, c).
3: Tomar i = 1, T = ∅.
4: Evaluar λ (t∗i ).
5: Si ui ≤ λ (t∗i ) entonces:
6: T = T ∪ {t∗i }.
7: Avanzar i = i+ 1 y repetir el paso 4.
8: Regresar T .

2.4.4. Simulación de un proceso puntual con función de inten-
sidad acotada a trozos

El siguiente algoritmo fue descrito por Shedler y Lewis en 1979, [11], aunque origi-
nalmente fue diseñado para generar puntos que seguían un proceso de Poisson no
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Algoritmo 2.3 Algoritmo de adelgazamiento de Shedler-Lewis.
Entrada: λ(t), función de intensidad no creciente durante los tiempos entre llegadas.
1: Tomar λ∗ = µ, T = ∅.
2: Generar e0 ∼ exp (λ∗).
3: Si e0 > τ entonces:
4: Salir.
5: Tomar t∗1 = e0, T = {t∗1} , λ∗ = λ (t∗1) , i = 1.
6: Generar ei ∼ exp(λ∗).
7: Si t∗i + ei > τ entonces:
8: Salir.
9: Tomar i = i+ 1, t∗i = t∗i−1 + ei−1.

10: Generar ui ∼ unif (0, λ∗).
11: λ∗ = λ ( t∗i |T ).
12: Si ui ≤ λ∗ entonces:
13: T = T ∪ {t∗i }.
14: Generar ei ∼ exp(λ∗) y regresar al paso 7.
15: Regresar T .

homogéneo. Este método es similar al algoritmo visto en la Subsección 2.4.2, pero con-
dicionando y empleando el método de aceptación y rechazo para generar las variables
aleatorias Tn − Tn−1.
Consideremos un proceso de conteo regular {Nt; 0 ≤ t ≤ τ} en el espacio de probabili-
dad (Ω,A,P), y F = {Ft} la historia del proceso, con Ft = σ ({Ns; s ≤ t}). Sea λ (t) su
función de intensidad asociada, supongamos que podemos crear una función constante
a trozos λ∗ : [0, τ ]→ R tal que

λ∗ (t) ≥ λ (t) , c.s. para toda t ∈ [0, τ ] .

Tomemos λ∗ (t) como la función de intensidad de un proceso de Poisson homogéneo a
trozos {N∗t ; 0 ≤ t ≤ τ}.

Proposición 2.16. Sean t∗1 < · · · < t∗k los puntos observados del proceso {N∗t } en
[0, τ ]. Si asociamos una variable aleatoria Yi con distribución Bernoulli de parámetro
λ (t∗n) /λ∗ (t∗n) a cada punto t∗n, con n = 1, ..., k. Entonces el conjunto de puntos

{t∗n : yn = 1, n = 1, ..., k}

formarán la realización de un proceso puntual con función de intensidad λ (t).

Supongamos que podemos escribir a la función de intensidad en términos de t y la
secuencia de puntos {ti : ti ≤ t}, es decir,

λ (t) = λ ( t| t1, ..., tn) .

Además, supongamos que λ (t) = µ para 0 ≤ t < t1.
Suponiendo que esta función sea decreciente siempre que no ocurren nuevos eventos, y
si además, el salto de la función no es mayor a α en los instantes en los que cada evento
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ocurre. Entonces el proceso {λ∗ (t)} tal que λ ( t| t1, ..., tn) ≤ λ∗ (t) será construido
siguiendo el Algoritmo 2.3.
Cabe destacar que este algoritmo se vuelve poco eficiente cuando la función de inten-
sidad decrece rápido dado que esto implicará un mayor número de valores rechazados.
Ogata en 1981 [13] propuso una variación de este algoritmo para no necesitar que la
función de intensidad sea acotada en todo el intervalo [0, τ ]. En su lugar, solo se requiere
que esta función sea acotada localmente.
Sea N = {Nt; 0 ≤ t ≤ τ} un proceso de conteo regular con F−función de intensidad
asociada λ (t). Supongamos que existen funciones λ∗ (t) y τ∗ (t) tales que, para toda
secuencia 0 < t1 < · · · < tn < t, satisfacen

λ∗ (t) ≥ h∗n+1

(
t+ u| F(n)

)
, para toda u ∈ [0, τ∗ (t)] ,

donde h∗· es la función de riesgo definida en el capítulo anterior por (1.14).
En este caso, el método para simular una realización de N se presenta a continuación:

Algoritmo 2.4 Algoritmo de adelgazamiento modificado de Ogata.
Entrada: λ(t), función de intensidad localmente acotada.
1: Tomar t = 0, i = 1, T = ∅.
2: Calcular λ∗ (t) y τ∗ (t) .
3: Generar ei ∼ exp (λ∗ (t)).
4: Si t+ ei > τ entonces:
5: Salir.
6: Si ei > τ∗ (t) entonces:
7: Hacer t = t+ τ∗ (t).
8: Regresar al paso 2.
9: Generar ui ∼ unif(0, λ∗ (t)).

10: Si ui ≤ λ (t+ ei) entonces:
11: t∗i = t∗i + ei, T = T ∪ {t∗i }, i = i+ 1, t = t+ τ∗ (t).
12: Regresar al paso 2.
13: Regresar T .

2.4.5. Simulación de un proceso puntual multivariado

La generalización del algoritmo anterior se da mediante la siguiente proposición.

Proposición 2.17. Consideremos un proceso puntual regular multivariado con espa-
cio de marcas Q = {1, ..., d} definido en el intervalo [0, τ ], T = {(Tn, Zn) ;n ∈ N},
con historia dada por la filtración F y función de intensidad F−predecible asocia-
da λ =

{
λ(i) (t) ; i ∈ Q, 0 ≤ t ≤ τ

}
. Supongamos que podemos encontrar un proceso

F−predecible unidimensional λ∗ (t) tal que

d∑
i=1

λ(i) (t) ≤ λ∗ (t) , t ∈ [0, τ ] (c.s.) ,
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y definamos

λ(0) (t) = λ∗ (t)−
d∑
i=1

λ(i) (t) .

Sea {t∗n;n ∈ N} la realización de un proceso puntual con función de intensidad λ∗ (t)
en el intervalo [0, τ ]. Si asociamos a cada tiempo t∗n una variable aleatoria Yn donde

P (Yn = i) =

{
λ(i)(t∗n)
λ∗(t∗n) , i ∈ Q ∪ {0} ,

0, en otro caso.

Entonces la secuencia
{(t∗n, yn) : n ∈ N, yn ∈ Q}

corresponde a una realización de T .

2.5. Predicción

Con frecuencia, el tema de predicción de un proceso puntual se encuentra fuertemente
vinculado al problema de simulación. Sea T = {Tn} un proceso puntual, supongamos
que deseamos predecir cierta cantidad V que depende del futuro del proceso, por ejem-
plo, el tiempo en que ocurre determinado número de eventos, la probabilidad de que
ocurra un evento en un intervalo de tiempo futuro, etcétera. Obtener una expresión
analítica para V no es un problema sencillo en la mayoría de las ocasiones, sin embargo,
este valor puede ser estimado por medio del método de Bootstrap realizando multiples
simulaciones, una vez que se conoce la estructura del proceso.
Consideremos que el proceso T es observado en el intervalo [a, b] y supongamos que
conocemos su estructura. Empezamos realizando simulaciones del proceso, tomando
como origen al tiempo b, por lo que la información que conocemos hasta ese instante la
describiremos por medio de la filtración F0. Fijamos un horizonte τ > 0 hasta donde
queremos realizar nuestras simulaciones, y obtenemos la muestra v1, ..., vb de nuestra
variable de interés V . La función

f̂ (v) =

b∑
i=1

1{vi≤v}

será la función de distribución empírica de V .
Así, valores importantes de V tales como su media, varianza o cuantiles, podrán ser
estimados en función de f̂ (v). El tamaño de muestra b tendrá que ser lo suficientemente
grande considerando la precisión que queremos obtener.
Por otro lado, si no conocemos la estructura del proceso pero si sus observaciones, en-
tonces podemos estimar su función de intensidad y a partir de ella simular los valores
futuros v′1, ..., v′b para calcular nuestro estadístico de interés. Sin embargo, esta esti-
mación conllevará un error de ajuste que habría que considerar al momento de querer
hacer intevalos de predicción a un cierto nivel.
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2.6. Ejemplo

Consideremos un proceso de Poisson no homogéneo, N = {N (t) ; t ≥ 0}, cuya función
de intensidad está dada por la siguiente ecuación:

λ (t) =
3

4
sin

(
πt

20

)
+

5

6
, t ≥ 0. (2.11)

La forma senoidal de λ causará un agrupamiento periódico en los puntos generados,
los cuales tenderán a estar más juntos conforme la función de intensidad aumenta,
y se separan cuando esta decrece. Un modelo con estas características es útil para
simular los tiempos de llegada de sucesos periódicos tales como: lluvias, las cuales se
concentran en meses específicos del año, o bien, el instante en que vehículos atraviesan
cierta vialidad, congestionada en determinadas horas del día, entre otros casos.

2.6.1. Simulación

Se observa como el contradominio de λ es el conjunto acotado
[

1
12 ,

19
12

]
. Aplicando el

Algoritmo 2.2, podemos construir una realización de nuestro proceso de conteo hasta
un tiempo final τ = 120, rechazando algunos de los puntos generados por un proceso de
Poisson de tasa c = 19

12 . La Figura 2.1 muestra en la parte inferior la forma de la función
de intensidad, y del lado superior una realización de N obtenida con este método.
Para este ejemplo fueron requeridos 186 puntos generados por el proceso de Poisson,
y se obtuvieron 96 del proceso de conteo N , es decir, se rechazaron poco menos de la
mitad de los puntos. Aunque en este caso fue fácil elegir una cota adecuada utilizando
el contradominio de λ, en general es un tema de gran importancia ya que de esto
dependerá la eficiencia con que trabaje nuestro algoritmo.
Corriendo 10 000 simulaciones de N , la siguiente tabla muestra el porcentaje de puntos
rechazados del proceso de Poisson de tasa c, para diferentes valores de c.

c Porcentaje de rechazos
19/12 47.1147%

2 58.1117%
4 78.9895%
8 89.4829%
16 94.7341%

Observamos como los rechazos aumentan notablemente. En el último caso, generar 100
valores del proceso de Poisson solo nos proporcionará alrededor de 6 puntos del proceso
de conteo de nuestro interés.
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Figura 2.1: Proceso de Poisson no homogéneo con función de intensidad periódica

2.6.2. Bondad de ajuste

Por otro lado, el compensador de la función de intensidad dada por (2.11), es

Λ (t) =

∫ t

0

λ (s) ds =

∫ t

0

[
3

4
sin
(πs

20

)
+

5

6

]
ds

=
5

6
t+

3

4

∫ t

0

sin
(πs

20

)
ds =

5

6
t+

15

π

[
1− cos

(
πt

20

)]
,

(2.12)

para t ≥ 0.
De la Sección 2.3, sabemos que la sucesión {u1, ..., uk}, con un = Λ (tn) /Λ (tk) para
n = 1, ..., k − 1, corresponde a las estadísticas de orden de una muestra aleatoria de
cierta variable uniforme (0, 1). Así, en la Figura 2.2 se observa esta transformación
aplicada a los tiempos {t1, ..., tk} obtenidos en la realización mostrada en la Figura 2.1.
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Figura 2.2: Función de distribución empírica de {u1, ..., uk−1}.

Como era de esperarse, esta función se ajusta bien a la recta de pendiente 1.
Las bandas de confianza que se observan, se obtienen al considerar a cada estadística
de orden de la uniforme como una variable aleatoria con distribución beta,

Un ∼ Beta (n, k − n) , n = 1, ..., k − 1.

De esta forma, se puede crear un intervalo de predicción de probabilidad γ para cada
estadística de orden uniforme. Al considerar a los k intervalos simultáneos, se puede
emplear la desigualdad de Bonferroni para garantizar que la probabilidad global de
todos ellos sea al menos de (1− α). La relación que guardan las probabilidades para
tal fin es que γ = 1 − α/k. De manera que si α = 0.05 y k = 30, por ejemplo,
entonces γ ≈ 0.9983. Esto quiere decir que si se obtienen 30 intervalos de predicción,
cada uno de ellos con una probabilidad individual de 0.9983, entonces se tendrá que
la probabilidad global conjunta simultánea de todos ellos de incluir a las k variables
aleatorias consideradas será de al menos 0.95. Para consultar más detalles de esta
prueba, se pueden consultar [16] y [4].
Por último, observamos como el compensador, dado por (2.12), no resultó ser una
función inversible en este ejemplo. Por lo tanto, aplicar el método de simulación de la
inversa del compensador no sería recomendable ya que, como se mencion anteriormente,
esto conllevaría a resolver ecuaciones no lineales numéricamente, lo cual significa un
gran gasto de recursos computacionales.
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3

El Proceso de Hawkes

En el ejemplo presentado al final del capítulo anterior, se planteó un modelo que trataba
de replicar la llegada de eventos, los cuales con cierta regularidad se agrupaban o
separaban dependiendo del instante en el que se encontraban. Pero ¿cómo podríamos
modelar fenómenos en los cuales estos agrupamientos no se vieran dominados por el
tiempo sino que, en cambio, estuvieran influidos por los mismo individuos?
Para estos casos, en la década de los 70’s, Alan Geoffrey Hawkes [6] propusó un tipo
particular de proceso puntual conocido hoy como modelo de Hawkes. La característica
principal de este modelo es la denominada propiedad de autoexcitación del proceso, la
cual consiste en el aumento instantáneo de su intensidad con cada llegada de un nuevo
evento, misma que decae gradualmente en ausencia de más sucesos conforme pasa el
tiempo.
Este proceso fue aplicado originalmente para replicar los tiempos en que ocurrían sis-
mos. Sin embargo, sus características le proporcionaron una gran versatilidad, por lo
que en los últimos años se ha utilizado para simular el comportamiento de mercados
financieros, brotes de algún tipo de enfermedad contagiosa, modelar el incremento de
actividades delictivas en cierta ciudad, etc.

3.1. Caso unidimensional

Definición 3.1 (Proceso de Hawkes unidimensional). Sea N = {Nt; t ≥ 0} un proceso
de conteo regular en (Ω,A,P). Decimos que N es un proceso de Hawkes unidimensional
si su función de intensidad asociada puede ser descrita por la ecuación:

λt = µ+

∫ t

0

φ (t− s) dNs, (3.1)

para alguna constante µ > 0, y con φ : [0,∞)→ [0,∞) una función tal que satisface la
condición de regularidad ∫ ∞

0

φ (s) ds < 1. (3.2)
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La razón por la cual necesitamos de esta condición es para evitar que nuestro proceso
explote con probabilidad 1. Su demostración no se efectuará de momento, pero este
tema se abordará nuevamente en la sección 3.4 cuando discutamos la relación que existe
entre un proceso de Hawkes y uno de ramificación. Por el momento, en las secciones
siguientes solo supondremos que se satisface.
El valor de µ se puede considerar como la intensidad exógena al proceso. Por otro lado,
φ es llamada la función de excitación o de respuesta, la cual usualmente depende de un
vector de parámetros θ = (θ1, ..., θr), y por lo tanto, podemos denotar φ (s) = φ (s; θ).
Consecuentemente

λt = λ (t;µ, θ) = µ+

∫ t

0

φ (t− s; θ) dNs.

Sean t1, t2, t3, ... los tiempos en que ocurren los eventos para cierta realización del
proceso de Hawkes, podemos escribir (3.1) como función de t y el conjunto de tiempos
{ti : ti ≤ t}. De esta forma obtenemos

λt = µ+
∑
ti<t

φ (t− ti; θ) . (3.3)

De esta última ecuación, se deduce que el proceso de Hawkes no pertenece a la clase
de procesos markovianos.
Denotaremos por F = {Ft; t ≥ 0} a la filtración que representa la historia de N . Una
propiedad destacable del Capítulo 1 sobre la función de intensidad es que

P
(
N(t+h)− −Nt− = n

∣∣Ft−) =


1− λth+ o (h) , n = 0,

λth+ o (h) , n = 1,

o (h) , n > 1,

de lo cual se sigue que

P (Nt −Ns = 0| Fs) = exp

[
−
∫ t

s

λudu

]
= exp

[
−
∫ t

s

[
µ+

∑
ti<u

φ (u− ti; θ)

]
du

]

= exp

[
−µ (t− s)−

Ns∑
i=1

∫ t

s

φ (u− ti; θ) du

]
.

De esta última expresión se genera la propiedad de excitación del proceso: mientras
más eventos hayan ocurrido hasta un tiempo s, la probabilidad de que no vaya a ocurrir
ninguno más en el intervalo (s, t] decrece exponencialmente.
A continuación, aplicaremos algunas otras ideas expuestas de forma general para los
procesos puntuales en los dos capítulos anteriores, para el caso partícular del proceso
de Hawkes unidimensional.

3.1.1. Verosimilitud del proceso de Hawkes

El tema abordado en esta sección fue trabajado originalmente por Ozaki en [15]. Supon-
gamos que observamos el proceso hasta un tiempo τ > 0, y los tiempos en que ocurren
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los eventos son t1, ..., tk, con tn ≤ τ para todo n = 1, ..., k. Supongamos además que la
función de intensidad del proceso depende de un vector de parámetros θ = (θ1, ..., θr).
Por el Teorema 2.1, sabemos que la función de log-verosimilitud del modelo estará dada
por

l (θ; t1, ..., tk) = −
∫ τ

0

λ (t;µ, θ) dt+

∫ τ

0

log λ (t;µ, θ) dNt. (3.4)

Aunque depende de la forma de λt, usualmente la función de log-verosimilitud es no
lineal respecto a sus parámetros. En tal caso, requeriremos hacer uso de técnicas es-
peciales de optimización no lineal para encontrar el estimador de máxima verosimi-
litud (EMV) para θ. Una forma de resolver este problema será aplicando el método
de Newton-Raphson de dimensión r para maximizar (3.4), para ello, calcularemos el
gradiente y el Hessiano de nuestra función.
El gradiente, ∇l, estará formado por las componentes

∂l

∂θj
= −

∫ τ

0

∂

∂θj
λ (t;µ, θ) dt+

∫ τ

0

∂
∂θj

λ (t;µ, θ)

λ (t;µ, θ)
dNt, (3.5)

por su parte, el Hessiano, D2l, se formará por

∂2l

∂θj∂θi
=−

∫ τ

0

∂2

∂θj∂θi
λ (t;µ, θ) dt

+

∫ τ

0

λ (t;µ, θ) ∂
2λ(t;µ,θ)
∂θj∂θi

− ∂λ(t;µ,θ)
∂θj

∂λ(t;µ,θ)
∂θi

[λ (t;µ, θ)]
2 dNt,

(3.6)

para i, j = 1, 2, ..., r.
El método de maximización de una función por Newton-Raphson se basa en la expan-
sión de Taylor de segundo orden de la función objetivo. El siguiente algoritmo describe
su implementación en este caso:

Algoritmo 3.1 EMV obtenido con el método de máximización de Newton-Raphson.
1: Proponer un valor inicial θ0 para la solución, y una tolerancia ε.
2: Tomar i = 0
3: Mientras ‖∇l (θi)‖ ≥ ε hacer:
4: i = i+ 1.
5: θi = θi−1 −

(
D2l (θi−1)

)−1∇l (θi)
6: Tomar θ̂ = θi.
7: Regresar θ̂.

3.1.2. Simulación del proceso de Hawkes

Para generar una sucesión de tiempos aleatorios, {T1, T2, ...}, que siga un proceso de
Hawkes, podemos utilizar el método de la inversa del compensador descrito en el Al-
goritmo 2.1 del capítulo anterior. El compensador de nuestro proceso estará dado por:

Λ (t) =

∫ t

0

[
µ+

∑
ti<s

φ (s− ti; θ)

]
ds,
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la idea entonces será generar variables aleatorias independientes con distribución ex-
ponencial de parámetro 1, {E1, E2, ...}, y resolver el sistema:

Ti = Λ−1

 i∑
j=1

Ej

 .

Podemos demostrar que lo anterior se reduce a encontrar los valores t1, t2, ... que sa-
tisfagan recursivamente el sistema de ecuaciones:

Ei =

∫ ti

ti−1

[
µ+

∑
ti<s

φ (s− ti; θ)

]
ds, (3.7)

para i = 1, 2, ..., y tomando t0 ≡ 0. De esta manera los tiempos de ocurrencia de
nuestro proceso de Hawkes estarán dados por Ti = ti, para i ≥ 1.
Asimismo, dependiendo de la forma de la función de excitación, es posible emplear los
Algoritmos 2.2, 2.3 y 2.4 de simulación por el método de adelgazamiento para generar
datos de nuestro proceso, sin la necesidad de resolver el sistema de ecuaciones (3.7).

3.2. Selección de la función de exitación

Hasta ahora solo se ha pedido que la función de excitación setisfaga
∫∞

0
φ (s) ds < 1.

Pero ¿qué forma debe de tener dicha función? En la presente sección se discutirá sobre el
uso de diferentes tipos de funciones de excitación y, en partícular, el uso de una función
con decrecimiento exponencial. Asimismo, se expondrán ejemplos con simulaciones para
cada caso.

3.2.1. Función con decrecimiento exponencial

Desde la introducción de su modelo en [6], Hawkes propone emplear una función de
este tipo, tal función la representaremos de la siguiente manera:

φ (s) = αe−βs, s ≥ 0,

para valores constantes α, β > 0.
Entonces, su función de intensidad quedará

λt = µ+ α

∫ t

0

e−β(t−s)dNs,

o equivalentemente, denotando con t1, ..., tk a los instantes en que los eventos ocurren,
entonces

λt = µ+ α
∑
tn<t

e−β(t−tn).



3.2. Selección de la función de exitación 45

Supongamos que observamos una realización de nuestro proceso hasta el tiempo τ > 0,
y por simplicidad, tomaremos τ = tk. La función de log verosimilitud asociada estará
dada por

l
(
µ, α, β;t1, ..., tk

)
=

∫ tk

0

log λ (t;µ, θ) dNt − Λ (tk) ,

donde Λ (·) representa el compensador de nuestro proceso, definido en este caso como

Λ (t) = µt+ α

∫ t

0

∑
ti<s

e−β(s−ti)ds.

Notemos que Λ (tn) = µtn para n = 1. Por otro lado,

Λ (tn) = µtn + α

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

∑
ti<s

e−β(s−ti)ds = µtn + α

n−1∑
j=1

∫ tj+1

tj

j∑
i=1

e−β(s−ti)ds

= µtn + α

n−1∑
j=1

j∑
i=1

∫ tj+1

tj

e−β(s−ti)ds

= µtn −
α

β

n−1∑
j=1

j∑
i=1

[
e−β(tj+1−ti) − e−β(tj−ti)

]

= µtn −
α

β

n−1∑
j=1

[
e−β(tn−tj) − 1

]
, n = 2, ..., k.

(3.8)

De esta manera, la función de log-verosimilitud queda descrita de la siguiente manera

l
(
µ, α, β;t1, ..., tk

)
=

k∑
n=1

log

[
µ+ α

∑
tm<tn

e−β(tn−tm)

]
−

µtk − α

β

k−1∑
j=1

[
e−β(tk−tj) − 1

]
=

k∑
n=1

log [µ+ αS (n)]− µτ +
α

β

k∑
n=1

n∑
m=1

[
e−β(tn+1−tm) − e−β(tn−tm)

]
,

(3.9)

donde S (n) =
∑
tm<tn

e−β(tn−tm) para n ≥ 2, y S (1) = 0.
De (3.5), podemos calcular las componentes de su gradiente:

∂l

∂α
=

1

β

k∑
n=1

[
e−β(τ−tn) − 1

]
+

k∑
n=1

S (n)

µ+ αS (n)
,

∂l

∂β
=
α

β

k∑
n=1

[
− (τ − tn) e−β(τ−tn)

]
− α

β2

k∑
n=1

[
e−β(τ−tn) − 1

]
+

k∑
n=1

Sβ (n)

µ+ αS (n)
,

= −α
β

k∑
n=1

[(
τ − tn +

1

β

)
e−β(τ−tn) − 1

β

]
+

k∑
n=1

Sβ (n)

µ+ αS (n)
,
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∂l

∂µ
= −µ+

k∑
n=1

1

µ+ αS (n)
,

con Sβ (n) = ∂S(n)
∂β = −

∑
tm<tn

(tn − tm) e−β(tn−tm) para n ≥ 2, y Sβ (1) = 0.

Mientras que con (3.6), formamos el hessiano:

∂2l

∂α2
= −

k∑
n=1

[
S (n)

µ+ αS (n)

]2

,
∂2l

∂α∂µ
= −

k∑
n=1

S (n)

(µ+ αS (n))
2 ,

∂2l

∂α∂β
=−

k∑
n=1

[
1

β
(τ − tn) e−β(τ−tn) +

1

β2

(
e−β(τ−tn) − 1

)]

+

k∑
n=1

[
αS (n)

(µ+ αS (n))
2 −

1

µ+ αS (n)

]
Sβ (n) ,

∂2l

∂β2
=
α

β

k∑
n=1

[
(τ − tn)

2
e−β(τ−tn) +

2

β
(τ − tn) e−β(τ−tn) +

2

β2

(
e−β(τ−tn) − 1

)]

+

k∑
n=1

[
αSββ (n)

µ+ αS (n)
−
(

αSβ (n)

µ+ αS (n)

)2
]
,

∂2l

∂β∂µ
=

k∑
n=1

αSβ (n)

(µ+ αS (n))
2 ,

∂2l

∂µ2
= −

k∑
n=1

1

(µ+ αS (n))
2 ,

con Sββ (n) = ∂2S(n)
∂β2 =

∑
tm<tn

(tn − tm)
2
e−β(tn−tm) para n ≥ 2, y Sββ (1) = 0.

Con esto, la maximización de (3.9) puede efectuarse siguiendo el Algoritmo 3.1 o algún
otro método de optimización.
Con respecto a las simulaciones, un modo de generar valores que sigan este proceso es
emplear el Algoritmo 2.3 de adelgazamiento, valiendose de que la función de intensidad
en este caso será acotada a trozos: Sean t1, ..., tk los tiempos en que los eventos ocurren
en un proceso de Hawkes con función de excitación con decrecimiento exponencial,
entonces

λ (t) ≤ λ (tk) , para todo tk < t < tk+1.

3.2.2. Ejemplos

Se simula una realización de un proceso de Hawkes, considerando una función de ex-
citación con decrecimiento exponencial de parámetros µ = 0.2, α = 0.5 y β = 0.7,
y dejando correr el proceso hasta un tiempo final τ = 200. Durante este intervalo, el
proceso, mostrado en la parte superior de la Figura 3.1, generó 192 datos en total. Su
función de intensidad asociada es grafícada en la parte inferior de la misma figura.
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Figura 3.1: Simulación de un proceso de Hawkes unidimensional y su función de intensidad
asociada.

De está gráfica, se puede observar la denominada propiedad de autoexcitación del
proceso cuando la función de intensidad da un salto cada que un nuevo evento llega.
Esto ocacionó la aparición de agrupamientos alrededor de los instantes 70, 130 y 160.
Con estos datos, trataremos de estimar los mismos parámetros de la función de ex-
citación maximizando la función de log-verosimilitud del proceso. La siguiente tabla
muestra los resultados:

Parámetro Valor real Valor estimado
µ 0.2 0.179733
α 0.5 0.660526
β 0.7 0.806402

En la figura 3.2, se muestra la función de intensidad real y la estimada a lo largo de
nuestra ventana de tiempo. Se observa una gran similitud, sin embargo, dado que el
valor estimado de α fue mayor al real, la intensidad estimada tiende a estar por encima
de la real cada vez que un suceso ocurre.
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Figura 3.2: Comparativo entre la función de intensidad real y la estimada por máxima vero-
similitud.

A continuación, con el propósito de evaluar la estimación obtenida, aplicaremos las
pruebas de hipótesis de uniformidad presentadas en el Capítulo 2. Para ello, realiza-
remos la transformación de tiempos aleatorios utilizando el compensador de nuestro
proceso Λ (·), definido en (3.8), y tomando

un = Λ (tn) /Λ (tk) , n = 1, ..., k − 1.

La Figura 3.3 muestra la función de distribución empírica de los tiempos transformados,
así como las bandas de confianza obtenidas de la distribución beta asociada a las
estadísticas de orden, análogo a como se hizo con los datos del proceso de Poisson no
homogéneo de la Sección 2.6. Notamos como todos los puntos caen dentro de dichas
bandas, por lo que no podríamos rechazar la hipótesis de uniformidad de estos datos.



3.2. Selección de la función de exitación 49

Figura 3.3: Función de distribución empírica de {u1, ..., uk−1}.

Ahora, usaremos el proceso del ejemplo de la Sección 2.6 para generar datos hasta
un tiempo τ = 200 y ajustarles un proceso de Hawkes. Recordemos que ese proceso
contaba con una función de intensidad senoidal, por lo cual, presentaba agrupamientos
siguiendo cierta periodicidad (ver Figura 2.1). Proponiendo una función de excitación
con decrecimiento exponencial, la siguiente gráfica muestra los parámetros obtenidos
por medio de la estimación de máxima verosimilitud:

Parámetro Valor estimado
µ 0.365782
α 0.352175
β 0.560325

En la Figura 3.4 podemos observar la función de intensidad estimada por el proceso de
Poisson, y la real.
Observamos como, aunque no con gran exactitud, el modelo logra captar razonable-
mente bien la figura de la función de intensidad real. En la gráfica de la Figura 3.5, se
obtiene la función de distribución empírica de los tiempos transformados {u1, ..., uk−1},
se observa como la gráfica se ajusta muy bien a la recta de pendiente 1, y en ningún
instante se sale de las bandas de confianza al 95 %, por lo cual tampoco podríamos
rechazar la hipótesis de normalidad.
Lo anterior nos muestra la versatilidad de uso del modelo de Hawkes, siendo capaz de
usarse en diferentes tipos de datos que presenten agrupamientos.
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Figura 3.4: Comparativo entre la función de intensidad real y la estimada por máxima vero-
similitud.

3.2.3. Otras funciones de excitación

Aunque los ejemplos mostrados se han centrado en el uso de la función de excitación con
decrecimiento condicional, existe una amplia variedad de otras funciones que pueden
ser igualmente seleccionadas. A continuación nombraremos solo un par de ellas.
En el mismo artículo de Hawkes se utiliza una forma más general de función de ex-
citación, la cual consisten en tomar una mezcla de funciones exponenciales. De esta
manera,

φ (s) =

p∑
j=1

αje
−βjs,

con
∑p
j=1 αj/bj < 1. Sin embargo, esto también incrementa la complejidad del modelo,

al tener un mayor número de parámetros que estimar.
En la literatura, también se ha empleado

φ (s) =
a

(b+ (t− s))c
,
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Figura 3.5: Función de distribución empírica de {u1, ..., uk−1}.

para valores a, b, c > 0. La elección de esta función ha permitido la creación de modelos
en el campo de la sismología, para mayor información se puede consultar [14].

3.3. El proceso de Hawkes multidimensional

De manera similar a como definimos un proceso puntual multidimensional en la Sección
1.10, ahora daremos una introducción al proceso de Hawkes multidimensional definido
a través de su función de intensidad.

Definición 3.2 (Proceso de Hawkes multidimensional). Un proceso puntual regular
d−dimensional

{
N

(i)
t ; i ∈ {1, ..., d}

}
t≥0

es un proceso de Hawkes multidimensional si

su función de intensidad está dada por λt =
{
λ

(i)
t ; i ∈ {1, ..., d}

}
, con

λ
(i)
t = µi +

d∑
j=1

∫ t

−∞
φi,j (t− s) dN (j)

s , i = 1, ..., d, (3.10)

donde µ =
(
µi
)

1≤i≤d, con µ
i ≥ 0, es un vector que representab la intensidad exógena al

proceso, y φ =
[
φi,j
]
i,j∈{1,...,d} es llamada la matriz de kerneles de Hawkes, con φi,j (t)

una función real positiva.
Si además, φ tiene la forma

φij (s) = αije−βjs,

entonces diremos que tenemos un proceso de Hawkes con decrecimientos exponenciales.
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La función de intensidad con componentes dados por (3.10) puede ser escrita en forma
matricial como

λt = µ+ φ ∗ dNs,
donde ∗ denota la convolución de matrices.
Su simulación se puede hacer empleando el algoritmo de adelgazamiento, a partir de la
realización de un proceso de Poisson de tasa λ∗ (t) ≥

∑d
i=1 λ

(i)
t y asociando una marca

a cada punto generado, tal como se describió en la Sección 2.4.

3.3.1. Ejemplo

Consideremos un proceso de Hawkes bidimensional,
{
N

(i)
t ; i = 1, 2, t ≥ 0

}
, con función

de excitación decreciente exponencial, esto es,

λ
(1)
t = µ1 + α11

∫ t

0

e−β1(t−s)dN (1)
s + α12

∫ t

0

e−β1(t−s)dN (2)
s ,

λ
(2)
t = µ2 + α21

∫ t

0

e−β2(t−s)dN (1)
s + α22

∫ t

0

e−β2(t−s)dN (2)
s ,

donde µ1, µ2, α11, α12, α21, α22, β1, β2 son todas constantes positivas.

Supongamos que T (1) =
(
t
(1)
1 , ..., t

(1)
k1

)
, T (2) =

(
t
(2)
1 , ..., t

(2)
k2

)
son las observaciones

en el intervalo [0, τ ] del evento 1 y 2 respectivamente. Entonces, la función de log-
verosimilitud de nuestro proceso queda, al desarrollar,

L
(
µ1, µ2, α11, α12, α21, α22, β1, β2;T (1), T (2)

)
=L(1) (µ1, α11, α12, β1)

+ L(2) (µ2, α21, α22, β2) ,

con

L(1) (µ1, α11, α12, β1) =

k1∑
i=2

log [µ1 + α11R11 (i) + α12R12 (i)]− µ1τ

− α11

β1

k1∑
i=1

(
1− e−β1

(
τ−t(1)i

))

− α12

β1

k2∑
j=1

(
1− e−β1

(
τ−t(2)j

))
,

y

L(2) (µ2, α21, α22, β2) =

k2∑
j=2

log [µ2 + α21R21 (j) + α22R22 (j)]− µ2τ

− α21

β2

k2∑
j=1

(
1− e−β2

(
τ−t(2)j

))

− α22

β2

k1∑
i=1

(
1− e−β2

(
τ−t(1)i

))
,
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Figura 3.6: Proceso de Hawkes bidimensional, en la parte superior se observan los dos procesos
de conteo asociados al modelo, mientras que en la parte inferior se muestra la función de
intensidad de cada uno.

donde

R11 (1) = R12 (1) = R21 (1) = R22 (1) = 0,

R11 (i) = (1 +R11 (i− 1)) e
−β1

(
t
(1)
i −t

(1)
i−1

)
,

R12 (i) = (R12 (i− 1)) e
−β1

(
t
(1)
i −t

(1)
i−1

)
+

∑
{
j:t

(1)
i−1≤t

(2)
j <t

(1)
i

} e
−β1

(
t
(1)
i −t

(2)
j

)
,
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R21 (j) = (R21 (j − 1)) e
−β2

(
t
(2)
j −t

(2)
j−1

)
+

∑
{
i:t

(2)
j−1≤t

(1)
i <t

(2)
j

} e
−β2

(
t
(2)
j −t

(1)
i

)
,

R22 (j) = (1 +R22 (j − 1)) e
−β2

(
t
(2)
j −t

(2)
j−1

)
,

para i = 2, ..., k1 y j = 2, ..., k2. Más detalles de estos cálculos se pueden encontrar en
[13].
Consideremos los siguientes valores para nuestros parámetros

µ1 = 0.08 α11 = 0.35 α12 = 0.35 β1 = 2.5
µ2 = 0.1 α21 = 0.05 α22 = 0.4 β2 = 0.5

Tener α11 = α12 , provoca que la intensidad de N (1) se vea igualmente afectada al
ocurrir un evento de 1 o de 2, al menos instanténeamente ya que un mayor valor en
β1 provoca una caída de la intensidad a su estado inicial a mayor velocidad que en
los eventos de 2. Todo esto se puede apreciar en la Figura 3.6, donde se muestra una
realización del proceso de Hawkes bidimensional aquí planteado.

3.4. Relación del proceso de Hawkes con los procesos
de ramificación

Otra forma útil de pensar en un proceso de Hawkes es a través de un proceso de
ramificación a tiempo continuo, más específicamente, un proceso de Poisson con agru-
pamientos o clusters. Para esto, clasifiquemos los eventos en dos tipos: inmigrantes y
descendientes. Supongamos que los inmigrantes llegan a nuestro sistema siguiendo un
proceso de Poisson con función de intensidad localmente integrable µt, para t ≥ 0.
Al conjunto de todos los inmigrantes lo llamaremos Generación 0. Cada uno de ellos
generará un número aleatorio de descendientes que conformarán la Genereción 1, que
a su vez tendrán descendientes formando la Generación 2, y así sucesivamente. Los
descendientes de las diferentes generaciónes del i−ésimo inmigrante forman un cluster
al que denotaremos Ci, y cada elemento tj ∈ Ci generará a sus descendientes a través
de un proceso de Poisson con función de intensidad φ (t− tj), para t > tj .
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Figura 3.7: Esquema del proceso de Hawkes visto como un proceso de ramificación.

Los clusters, dados los inmigrantes, serán independientes y seguirán la misma estructura
relativa al inmigrante que los generó.

Proposición 3.3. Cuando µt = µ para todo t > 0. Sea T la unión de todos los clusters
que generaron los inmigrantes,

T =
⋃
i

Ci,

entonces T forma un proceso de Hawkes unidimensional con función de intensidad dada
por la ecuación (3.1).

Esta similitud nos permite aplicar al proceso de Hawkes ciertos resultados conocidos
en la teoría de procesos de ramificación. Uno de los aspectos a destacar es que esta
teoría nos brinda una justificación a la condición (3.2) de la Definición 3.1, ya que φ ya
no solo representa la función de excitación, sino que también corresponde a la tasa de
fertilidad de un proceso de ramificación. Es bien sabido que si la función de fertilidad
de un proceso de ramificación no satisface∫ ∞

0

φ (s) ds < 1,

entonces el proceso de ramificación asociado explotará con probabilidad 1.
Más resultados relacionados al proceso de Hawkes como proceso de ramificación, puede
ser consultados a detalle en el Capítulo 4 de [12].
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