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2. INTRODUCCION

2.1. Motivacion. El estudio de singularidades ha tenido un papel importante en el estudio de
variedades algebraicas y su clasificacion, en particular se ha puesto atencion en el comportamiento
de las singularidades bajo transformaciones birracionales.

Durante las dltimas dos o tres décadas, los ideales de multiplicadores y los niimeros de salto
se han convertido en una de las principales herramientas en el contexto de la geometria birracional
de las variedades algebraicas complejas.

Estos objetos fueron definidos originalmente de manera analitica por Nadel [Nad], en términos
de convergencia local de ciertas integrales. Los ideales de multiplicadores y los nimeros de salto
aparecieron de forma mds o menos implicita en geometria algebraica en relaciéon con teoremas
de anulamiento de cohomologia (ver [EsnVie]); en el marco de la Teoria de Singularidades, en
trabajos de Libgober, Loeser-Vaquie y Vaquie; y en el marco del Algebra Conmutativa, en el
trabajo de Lipman [Lip] sobre ideales de adjuncién. Desde entonces se han encontrado numerosas
aplicaciones de los ideales de multiplicadores en el estudio de la geometria birracional de los pares
de variedades algebraicas. En particular, las relaciones de los ideales multiplicadores con otros
invariantes como, por ejemplo, el espectro de las estructuras de Hodge mixtas introducido por
Varchenko y Steenbrink y los médulos de Hodge mixtos de Saito, las raices del polinomio de
Bernstein-Sato o los polos de las funciones zeta de Igusa han despertado mucho interés. Estas
relaciones se entienden, por lo general, mejor en el caso de singularidades aisladas.

Asi mismo se han desarrollado y estudiado algunos conceptos andlogos, como los ideales de
prueba, con métodos de caracteristica prima y usando herramientas como el morfismo de Frobe-

nius.

2.2. Objetivos. El objetivo principal de este trabajo es dar un método efectivo para calcular
los ideales de multiplicadores y los nimeros de salto de un germen de curva plana irreducible.
Nuestra motivacion ultima es encontrar una estrategia y unas técnicas que puedan generalizarse
a dimension superior y permitan calcular los ideales de multiplicadores de singularidades guasi-
ordinarias de hipersuperficies; una clase de singularidades que son, en general, no aisladas pero

comparten muchas propiedades de las curvas planas.

2.3. Ideales de multiplicadores y nimeros de salto. Dada una variedad quasi-proyectiva
compleja lisa X, una gavilla de ideales a C Oy y un nimero racional positivo A, le podemos
asociar una gavilla de ideales coherente J (aA) C Ox, la cual captura, de alguna manera, infor-
macion sobre las singularidades de elementos generales de a. En particular podemos considerar
un divisor efectivo D en X y calcular los ideales de multiplicadores J(AD) de su gavilla asociada
a = Ox(—D) para obtener informacién de las singularidades de D.
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La familia de ideales J(AD) C Oy, dependiente del pardmetro A, serd mas profunda cuanto
“peores” sean las singularidades del par (X, D). Este es el contexto de este trabajo.

Los ideales de multiplicadores son definidos a través de convenientes resoluciones de singular-
idades llamadas resoluciones logaritmicas (ver Definiciones [I.2]y [I.7). Asi, dada una resolucién
logm: X' — X de D,y A € Q- se define

J(AD) = m.0x (K7 — [An*D]),

donde K, es el divisor candnico relativo (1)) (este divisor corresponde al haz lineal de top forms en
X’ que no provienen de formas de X y por lo tanto estd soportado en el divisor excepcional). Es
importante mencionar que dichas resoluciones siempre existen gracias al Teorema de Resolucion
de Singularidades de Hironaka y que la definicion de los ideales es independiente de la resolucion
escogida (ver Teorema|[I.I). Sin embargo es, en general, complicado encontrar una resolucién de
manera efectiva y por lo tanto, también son dificiles de calcular los ideales de multiplicadores.
Una excepcion importante es la clase de ideales monomiales en espacios afines, cuyos ideales de
multiplicadores son descritos por una férmula combinatoria muy simple dada por el Teorema de
Howald [How] (ver Secci6n 1H4).

Ein, Lazarsfeld, Smith y Varolin [ELSV] probaron que hay un ndimero discreto de valores
racionales \; donde el ideal de multiplicador cambia. Estos nimeros son llamados niimeros de
salto de (X, D) y definen una filtracién

Ox 2d(MD) 29(\D) 2 --- 23J(AiD) 2 I(AinaD) 2 -+

con< <A< < )\i+1 < .- ,yH()\D) = 3()\1D) Si\ e [)\ia)\i+1)-
Por otro lado observemos que si x € D, y se tiene que K, = > b;E; y m*D = > rE,,

entonces
JAD), = (mOx/(K.— [A\r*D))).

= (r0x (X - M)Ei))x
= {h € Ox, | ordg*(h) > ordg, (|A7*D| — K,) = [Ar;] —b; paratodo i}

por lo que, localmente, podemos interpretar los ideales multiplicadores como los conjuntos de
funciones que pasan una familia parametrizada de cotas asociadas a las componentes excepcionales

de la resolucién logarimica.

2.4. Trabajos previos. Los nimeros de salto de singularidades de curvas planas irreducibles
han sido bien entendidos en los trabajos de T. Jarvilehto [Jar], K. Tucker [Tuc] y D. Naie [Nai].
Nuestro enfoque estd muy inspirado en el trabajo de Tucker, como explicaremos mds abajo.
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También cabe mencionar una nueva descripcion independiente y mds reciente de M. Alberich-
Carramifiana, J. Alvarez Montaner, F. Dachs-Cadefau [AAD] que conjugada con un algoritmo
para calcular la cerradura integra de cualquier ideal a C C{x,y}, desarrollado por M. Alberich-
Carramifiana, J. Alvarez Montaner y G. Blanco en [AAB], también permite obtener descripciones
de los ideales multiplicadores de un germen de curva plana irreducible como ideales generados por
monomios generalizados en las coordenadas x, y y un sistema de elementos de contacto maximal
con el ideal a.

En [Jar] se calculan los nimeros de salto de ideales completos simples en anillos regulares
locales de dimension dos relacionando ideales simples con valuaciones divisoriales y relaciones de
proximidad entre puntos infinitamente préximos.

Tucker [Tuc] calcula los nimeros de salto de ideales en superficies algebraicas con singular-
idades racionales entendiendo la contribucion critica de divisores definida originalmente por K.
Smith y H. Thomson [ST] y extendida por él mismo. Para el caso de curvas irreducibles prueba
que los numeros de salto estan contribuidos criticamente por los divisores de ruptura de su res-
olucién minimal y, por tanto, son invariantes del tipo topoldgico o tipo equisingular; es decir, es
posible expresar los nimeros de salto en funcion de los pares de Newton de la curva. Ademds
muestra que hay una relacién entre los niimeros de salto de una curva con g — 1 pares de Newton
y otra que tiene esos mismos g — 1 pares de Newton y un par de Newton extra.

Naie [Nail] expresa los niimeros de salto en términos del diagrama de Enriques de la resolucién
logarimica de la curva usando los generadores del semigrupo de la curva en el punto singular.

M. Alberich-Carramifiana, J. Alvarez Montaner, F. Dachs-Cadefau [AAD] basan su trabajo
en el hecho de que los ideales multiplicadores son integramente cerrados (ver [Laz, Corolario
9.6.13]). Usando la correspondencia, establecida por Lipman, entre ideales integramente cerrados
y divisores antinef y un procedimiento, llamado de descarga, introducido por Casas-Alvero, para
el computo de la cerradura antinef de un divisor, este trabajo da féormulas que permiten dar secuen-
cialmente los nimeros de salto de una curva. Estas férmulas generalizan la férmula del umbral
log candnico. Ademas describen los ideales multiplicadores con ayuda de unos divisores de salto
minimos que son antinef y Unicos. Recientemente, M. Alberich-Carramifiana, J. Alvarez Mon-
taner y G. Blanco [AAB] han dado un algoritmo para calcular la cerradura integra de cualquier
ideal a C C{x, y}, cuyos generadores pueden ser presentados como monomios en un conjunto de
elementos de contacto maximo asociados a la resolucion log minimal de a. La conjuncion de los
trabajos [AAD] y [AABI]] permite, por tanto, dar una descripcion de los ideales de multiplicadores
asociados a una curva mediantes generadores.

En el contexto de estos resultados es interesante observar que por la teoria de Zariski todo

ideal integramente cerrado se factoriza de manera tinica como producto de ideales integramente
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cerrados simples: I = P, --- P. (no necesariamente todos distintos), donde los ideales integra-
mente cerrados simples son ideales de valuacion, los cuales, en el caso de anillos locales regulares
de dimension 2, por M. Spivakovsky, estan generados por monomios generalizados en las raices
aproximadas de una funcién generatriz — la cual es una ecuacion de curva plana irreducible— (ver
[Spi, Theorem 8.6]).

Independientemente a nuestro trabajo, P. Gonzédlez-Pérez y M. Robredo Buces [GPRBJ de la
Universidad Complutense de Madrid estan desarrollando una descripcion de los ideales multipli-
cadores de una curva plana reducida usando resoluciones tdricas y estudiando la posible general-
izacion al caso quasi-ordinario.

Finalmente, nos gustaria mencionar el articulo [GM], dénde C. Galindo y F. Monserrat cal-
culan lo que llaman la serie de Poincaré de ideales de multiplicadores en anillos locales de di-
mensién dos regulares. Este trabajo ha sido generalizado por M. Alberich-Carramifiana, J. Alvarez
Montaner, F. Dachs-Cadefau y V. Gonzélez-Alonso a superficies con singularidades racionales en
[AADG]. Estas series con exponentes fraccionales tienen por coeficientes las multiplicidades de
los niimeros de salto, definidos originalmente por L. Ein, R. Lazarsfeld, K. Smith y D. Varolin
[ELSV], de la siguiente manera

. 3((A—D)
dimc J0D)

Observemos que estas dimensiones son no cero s6lo si A es un nimero de salto, y definimos

J(r\—)D)

KA(D) = 30D)

2.5. Contenidos de esta memoria. El Capitulo (1| de este trabajo serd dedicado a describir
el panorama general de esta teoria bajo el enfoque algebraico siguiendo el texto pionero de R.
Lazarsfeld [Laz, Chapter 9].

El Capitulo[2]serd dedicado a dar una parcial descripcion de las singularidades de curvas planas
irreducibles: consideramos el anillo de funciones holomorfas en el origen de C? que denotamos
por O y fijamos X = Spec(O). Consideramos C' C X, una curva irreducible singular definida
por f € O (irreducible), en otras palabras es un divisor primo efectivo reducido en X y f es una
ecuacion local de C.

El estudio de estas singularidades se remonta a Newton en su Treatise of fluxions and of infinite
series de 1736, donde describe un método recursivo para calcular una serie formal € C[]t]], tal
que f(x,n(z'/™)) = 0, para algiin entero positivo n —asumiendo que el eje ¥ no es una direccién
tangente de la curva—. En 1850 Puiseux prueba que la serie producida por el algoritmo de Newton
es convergente. Ademds, se tiene que un ndmero finito de exponentes (digamos g) que aparecen
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en n(z'/™), contienen mucha informacién topolégica y geométrica de la curva C cerca de la singu-
laridad, los llamados exponentes de Puiseux, los cuales se pueden obtener a partir de los pares de
Newton {(p;, q;)} a través de su algoritmo. Esta informacién también esta codificada en el enlace
de la singularidad, el cual es descrito por los pares {(p;, a;)} (ver [Dim), Proposition 2.6]) y pueden

ser calculados unos de otros mediante las formulas:

a1 = q1, Q41 = PiDi+10G + Git1-

Se sabe que aplicando el algoritmo de Euclides a los pares de Newton es posible calcular las
multiplicidades r; de la curva a lo largo de los divisores excepcionales de su resolucion estdndar
o minimal. En el caso de un sé6lo par este cdlculo es muy sencillo pero para el caso de mas pares
el cdlculo es un poco mas complicado, por lo que en la Seccién 2[5 damos un algoritmo para
calcular la multiplicidad r; de cualquier divisor de la resolucion dependiendo de a qué paquete
de Newton pertenece (ver Definicion a partir de lo que llamamos el algoritmo de Euclides
inverso truncado (ver Definicién [2.5)). En la Seccién [l damos una demostracién elemental de una
férmula recursiva para el nimero de Milnor de una singularidad irreducible de curva plana. Para
calcular los ideales multiplicadores de una curva irreducible en el Capitulo 3 refinaremos este tipo
de recursion.

El Capitulo 3| contiene los principales resultados novedosos de esta memoria. Basandonos en
la estrategia de Tucker y usando reiteradamente el Teorema de Howald, recuperamos los nimeros
de salto de una curva irreducible y, al mismo tiempo, encontramos las funciones que provocan
dichos “saltos” a partir de las valuaciones divisoriales que aparecen en la resolucion minimal de la
curva ().

En la primera secciéon damos una prueba elemental del caso de una curva C'; con un unico
par de Newton en la Proposicion La segunda seccién estudia el caso de una curva C'5 con
dos exponentes. Por una parte se describe la contribucién del primer par de Newton o de C a
los ideales multiplicadores de la curva C5. Por otra parte, se desarrolla el paso inductivo que
permitird el célculo general, relacionando la contribuccion del segundo par de Newton con los
ideales multiplicadores de una curva auxiliar C! con un tnico par de Newton, al que se puede
aplicar el resultado de Howald. La tercera seccién enuncia el resultado general y contiene su
demostraccion. Mds abajo, en esta misma introduccidn, se enuncia el resultado y se ofrece un
resumen de la prueba. La cuarta seccidn contiene algunos ejemplos.

En una quinta seccion, por sugerencia de Maria Alberich-Carramifiana, nos gustaria dar una
descripcion de los ideales de multiplicadores por generadores a partir de monomios generalizados
que provocan numeros de salto, sin embargo esto es trabajo en proceso y no se incluye en esta

version.



La tesis concluye con un Apéndice que da un algoritmo para calcular las funciones que provo-
can los saltos de cualquier nimero de salto, también se muestran unas tablas que describen todos

los nimeros de salto de un ejemplo con tres pares.

2.6. Enunciado del resultado principal. Ahora enunciaremos el resultado principal de esta

memoria. Para esto definimos los siguientes conjuntos

{pi(r +1)+ai(s+ 1)

J(pivai) = Dy

s € z>o}m<o,1>,

paral <:<g,y

J(pl, (678 li, Zi+1, RN ,lgfl) =

{pi(i<( ! A8 +liga) + o)+l ) A€ T(pis i), €Z>o}ﬂ(071>7

Pg—1 Pi+1
parral <i<g-—1,yl;€{0,....,pjs+1 — 1}
A cada elemento A en la union de los conjuntos J(p;, a, i, liv1, ..., l;—1), que acabamos de

introducir, le asociamos los siguientes g sistemas lineales.

e El sistema S[1](\) consiste en una tnica ecuacién lineal
Aaieg = pray + qias + aipily + agpipaly + - -+ aipipa - - pg—1lg—1
en las incognitas a, az, l1, l2, . . ., l,_1 sujetas a las restricciones
p1a1 + qraz < aipa, ap,az > 1, 0<l; <pjn—1

e Elsistema S[i|(\) consiste en ¢ ecuaciones lineales

p
Aaieir = piiy1 + ogliog + appil; + apipigilivn + -+ Qipipigr - Pg—1lg—1,
Pic10Gi—1 + i1 = Pi—1a; + i_1lio,
p— . 5
P22 +ay = paas + asly,
\ prog +as = pia; + ogas.
en las incognitas ai, as, . .., @it1, b1, la, ..., i1, l;, .. ., [4—1 sujetas a las restricciones
Pitiv1 + oilio < picy, ai, ag, ... iy, i, lo, o i > 1, 0< 1 <pjpq — 1.

Y el teorema principal de este trabajo puede ser enunciado como sigue
TEOREMA Sea C una curva plana irreducible con g pares de Newton {(p;, ¢;) }7_;-
9



(a). (Jarvilehto, Tucker, Naie) Los niimeros de salto de C' menores que uno son los elementos
del conjunto

g—1g—1pj+1—1

INCO) = U T i bl 1gm1) U J(py, o).
i=1 j=i 1;=0
(b). La dimension del espacio vectorial X, (C') es igual al niimero de conjuntos
J(pis i, lislivr, .. lg—1) y J(pg, y) que contienen a \. Este niimero coincide con el
niimero de sistemas S[i](\) que tienen solucion en Zx,. Por iiltimo, el conjunto

9

1 1 pli—1 lic1—1 4l 1. (al...a-+1 11...1'_1 ll_l)
U{[xal yaz lf11 1'711 fl "'fgg_ll] ) s Yit1y U1, s bi—1,5 bey ) Ug

et es una solucion de S|i](\) en Z>

es una base de K, (C).

2.7. Acerca de la demostraccion de los resultados principales. La demostracion esta inspi-
rada en el trabajo de Tucker [Tuc] y es por recursién sobre el nimero de pares de Newton. Sin
embargo, para ser capaces de describir los ideales multiplicadores de una curva irreducible C' con
g pares de Newton, no s6lo sus nimeros de salto, tenemos que refinar la estrategia de Tucker.
Para cada niimero de salto A, encontraremos las funciones que provocan el correspondiente salto
@((A=¢€)-C)\d(A-C) # 0) en la familia de ideales multiplicadores de C'. Por ello, evitaremos
usar en nuestra prueba el hecho, establecido por Tucker mediante técnicas de geometria local de

superficies, de que los nimeros de salto estin criticamente contribuidos por los divisores de rup-

I(A=)-C)

tura de la resolucion. Una vez que conozcamos bases de los espacios cocientes K (C') = 0

para todo nimero de salto A de C, recuperaremos los ideales multiplicadores J(\ - C').

El Teorema de Howald permite calcular ideales multiplicadores de curvas no degeneradas con
respecto de su poligono de Newton y, por tanto, soluciona el problema en el caso de una curva
(' con un tdnico par de Newton. En efecto, si el par de Newton es (p, ¢), eligiendo un sistema de
coordenadas particular, los nimeros de salto (< 1) son de la forma
(r+Dp+(s+1)g

pq

y el correspondiente C-espacio vectorial

A= <l,conr,s € Z-y

I(A—¢-C)
IA-C)

estd generado por el monomio z"y*. Ademds el ideal de multiplicadores J(\ - C) es el ideal

:K/\(Cl) -

monomial generado por los monomios x%° tales que (a + 1)p + (b + 1)g > Apq.
Nuestra estrategia pretende ir més alla del caso no degenerado, mostrando que, en general, los
saltos en la familia de ideales multiplicadores de una curva irreducible C' estan provocados por
10



monomios generalizados en las coordenadas x, y y las raices aproximadas de la curva y que los
ideales multiplicadores estdn generados también por monomios generalizados.

Para describir los ideales multiplicadores y nimeros de salto de una curva C'y con dos pares, que
denotamos por {(p1, ¢1), (p2, ¢2) }, demostraremos, que por cada niimero de salto A = W
de C'; habra p, nimeros de salto de (5. Estos niimeros de salto serdan de la forma piQ(/\ +1;) yes-
taran provocados por las funciones z"y* fi*. Esto se demuestra comparando las resoluciones de Cs
y de su raiz aproximada C', que comparten el primer paquete de Newton.

Asi se calcula la contribucion de C'; o del primer paquete de Newton a los ideales multipli-
cadores y nimeros de salto de (. La contribucién a los nimeros de salto es, por tanto, la unién
de los conjuntos J(py, a1, ;). Hay que entender ademads la contribuccién del segundo paquete de
Newton. En este punto debe observarse que los divisores del segundo paquete de Newton pueden
volver a dar como numero de salto algunos de los valores piQ (A+14).

Para describir la contribucién del segundo paquete de Newton usaremos el proceso de Newton
(ver Seccion [2|del Capitulo 2) y un morfismo birracional S; que nos permite relacionar la curva Cy
con una curva auxiliar, que denotamos por C'  (ver Definicion , con un s6lo par de Newton
(p2, a2). Se tiene el siguiente diagrama:

~ —_— —_——

02 ‘N’Pl*cf2 = ch}u:r é’;ux
|

" NP;Cy = S:C! v

aux

NPy \

auxr

donde 7, ¢ y 1) representan resoluciones log de Cy, NP;Cy y C,  respectivamente.

Aunque el proceso de Newton /N P no es biracional, la comparacion de las resoluciones log de
Cy y de N P;C’ permiten relacionar los niimeros de salto de C, y de N P;C5. Esto nos permite,
aplicando la regla para transformaciones birracionales (ver Proposicion[I.2)) a Sy, reducir el cdlculo
de la contribucién del segundo paquete a los nimeros de salto de (5 al cdlculo de los nimeros de
salto de la curva C;M y, por tanto, al Teorema de Howald. En consecuencia, la contribucién del
segundo paquete a los nimeros de salto de C5 es el conjunto J(ps, ao).

Para ser capaces de determinar funciones que produzcan los correspondientes saltos hemos de
estudiar el pullback de los monomios generalizados M € C|x,y, f1] por el proceso de Newton
y el pullback de los monomios m € Clu,v| por la aplicacién birracional S;. Supongamos que

N = ssprthor ¢ 7, o,) es un nimero de salto de C!

o uz» demostraremos que si los exponentes
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de M =z =1y~ fily de m = u% 1ol —! satisfacen el sistema S(\’)[2] entonces
NPM -JacNP, = S{m - JacSi,

salvo una unidad. Por tanto, podemos deducir que M provoca el salto correspondiente a ).

El caso general se prueba por recursion en el nimero de pares de Newton generalizando las
ideas, descritas mas arriba, para pasar del caso de uno a dos pares de Newton.

En la imagen siguiente podemos ver dichas relaciones entre los niimeros de salto de cada raiz

aproximada para el caso de una curva con tres pares de Newton (Ejemplo 2 de la Seccién [4)).

J(3,7,0,0) J(3,7,1,0) J(3,7,0,1) J(3,7,1,1) J(3,7,0,2) J(3,7,1,2)
e o oo oo e o oo oo e o oo o0 e o o0 o0 e o o0 oo e o o0 oo
\ AN |
[ ! b J(3,286) Cs
J(2,47,0) J(2,47,1)
L e o
&
J(3,7)
| . . — — O

12



CAPITULO 1

Ideales de multiplicadores

Siguiendo [Laz], sea X una variedad compleja lisa de dimensién n y D un Q-divisor efectivo
en X. El ideal de multiplicadores J(D) C Ox de D es una gavilla de ideales coherente en X.
Podemos pensar que de alguna manera estas gavillas reflejan sutilmente las singularidades de D,
y tienen buenas propiedades formales. Cuando X es proyectiva y L es un divisor entero tal que

L — D es amplio, el teorema de anulamiento de Kawamata-Viehweg-Nadel dice que
H'(X,0x(Kx + L)®J(D)) =0coni> 0.

Si D es entero entonces J(D) = Ox(—D) y esto se reduce al teorema clasico de anulamiento
de Kodaira.

Los ideales de multiplicadores seran definidos a través de convenientes resoluciones, llamadas
logaritmicas, y un punto esencial es verificar que son independientes de la resolucion usada para

construirlos.

1. Preliminares

DEFINICION 1.1. Un divisor D = Y_ D; tiene cruzamientos normales simples (y D es un
divisor SNC) si cada D; es suave, y si D esta definido en una vecindad de cualquier punto por una

ecuacion en coordenadas analiticas locales del tipo
Z1%9 B = O

para algdn k£ < n. Un Q-divisor > a; D; tiene soporte a cruzamiento normal si Y, D; es un divisor
SNC.

Denotamos |D| = |> " a;D;| = > |a;| D;, donde para z € Q, || es el mayor entero < z.

DEFINICION 1.2. Sea D = )_ a;D; un Q-divisor efectivo en X. Una resolucién log de D (o

del par (X, D)) es un morfismo birracional proyectivo
m: X = X,

con X' no singular, tal que el divisor 7*D + Exc(r) tiene soporte a cruzamiento normal (SCN).

13



EJEMPLO 1. Consideremos X = C?y D = {y? — 23 = 0}. Una resolucién log de D se

obtiene por la familiar sucesion de tres explosiones que ilustramos a continuacion:

T

Dada una resolucién log 7 : X’ — X, denotamos por
(1) K,=Kx —1m"Kx

el divisor candnico relativo de X' sobre X. Observemos que esto estd naturalmente definido
como un divisor efectivo soportado en el divisor excepcional de 7, y no es s6lo una clase de equiv-
alencia lineal: el determinante de la derivada de 7, det(d7) nos da una ecuacién local. Observando

que m.0x/(K,) = Ox, vemos que si IV es un divisor entero efectivo en X', entonces
m.O0x/(Ky — N) C Ox

Con esto podemos definir lo que es una gavilla de ideales de multiplicadores. Estas gavillas de
ideales nos reflejan el grado en que la parte fraccional de D falla en tener soporte a cruzamiento

normal.

2. Ideales de multiplicadores

DEFINICION 1.3 (Ideal de multiplicadores de un Q-divisor efectivo). Sea D un Q-divisor
efectivo en una variedad compleja lisa X y A > 0 un niimero racional.
Fijemos una resolucién log 7 : X’ — X de D. Entonces la gavilla de ideales multiplicadores

asociado a D y \ esta definida por
J(AD) = m.0x/(K, — |\-7"D])

Cuando A = 1 simplemente escribimos J(D).
14



Como X es no singular, 7.0 x/(Kx/) = Ox(Ky) para cualquier resolucién 7. Entonces la

inclusion Ox/ (K, — |\ - 7*D]) — Ox/(K,) va a una inclusion bajo el push forward
J(AD) — Ox.

Alternativamente, dado x € D y una resolucién 7 : X’ — X, con *D = > rE; y K, =
> b;E;, entonces la fibra del ideal de multiplicadores J(AD), en z, es el conjunto de gérmenes

h € Ox,, tales que
(2) ordg,7*(h) > ordg, ([ A" D] — K) = | Ar;] — by,
para todo divisor ;.

NOTACION 1. Dado un divisor excepcional Ej, de una resolucién log m de Dy A € Q-,

llamaremos a | Ay | — by la cota C'(Ey, A) o C(m, Ey, \) si queremos especificar la resolucién log.

EJEMPLO 2. Sea D un divisor efectivo en X. Entonces J(D) = Ox(—D). Esto se tiene pues
sim: X’ — X es una resolucion log de D, entonces 7* D es también un divisor entero y usando la
formula de proyeccion se tiene

JD) = m1.0x(K;—7"D)
= m(Ox/(K;) @7 O0x(—D))
= Ox®0x(=D)

EJEMPLO 3. Cispide. Sea X = C? con coordenadas (z,y), y D = {y* — z* = 0}. Como
se menciond arriba, una resolucién logaritmica w : X’ — X estd dada por una sucesion de 3
explosiones.

Tenemos que K. — [A7*D] es el divisor
Ey +2Fy +4E5 — | \N(Ey + 2E, + 3E> + 6E3) .
Por lo tanto, si A = 1,
3(D) = W*OX/(—(E() + E1 -+ E2 -+ 2E3)) = Ox(—D) g OX
SiAe[5/6,1),
H()\D) == W*OX/(—E;;)
y se puede mostrar que para estos A
Ox(~D) C J(AD) =M C Ox

ysiA<5/6
JOAD) = Oy.
15



Observemos que J(AD) = Ox si A < min{%t!},

En contraste, si B C C? es la curva {y*> = 2%} con un punto ordinario doble, entonces
J(AB) = Ox para0 < \ < 1.

En otras palabras, el ideal de multiplicadores reconoce que la curva D tiene una singularidad

“peor” que la de B.
Se tiene la siguiente

PROPOSICION 1.1 (Agregando divisores enteros). Sea X una variedad lisa, A un divisor entero

v D cualquier Q-divisor en X. Entonces

J(D+A)=3(D)®0x(—A).
PRUEBA. Seaw : X’ — X una resolucién log de (X, D). Si A es entero, entonces |7*D +
7 A| = |n*D] 4 n* A para cualquier Q-divisor D. Entonces
m.0x (K — |7 (D+ A4)]) = m(Ox(K;—
= 7'('*(0)(/([(7r —
= J(D)® O0x

como afirmamos. U

TEOREMA 1.1 (Esnault-Viehweg). En la definicion[1.3]la gavilla de ideales multiplicadores

d(D) es independiente de la resolucion log utilizada para construirla.
PRUEBA. Consideremos primero una sucesion de aplicaciones
9 1
V— X — X |

donde i es una resolucion log de D, y g es una resolucion log de p*D + FExc(u). Asumamos, de

momento, que podemos probar
9:0v(Kvxr — [g"p" D)) = Ox:(—p"D]).
Entonces, definiendo h = p1 o ¢, y usando la férmula de proyeccién tenemos:

= 1:9:(9°Ox/(Kx1/x) ® Ov(Kvyxr — Lg"1* D))
= h.Ov(Ky/x — |h*D]).

En otras palabras, obtenemos el mismo ideal multiplicador usando h que usando p. Pero cua-
lesquiera dos resoluciones pueden ser dominadas por una tercera, y entonces el Teorema se sigue.
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Asi, hemos reducido la cuestion a mostrar que si el divisor subyacente —u*D— tiene soporte
a cruzamiento normal, entonces nada se cambia al pasar a la resolucién mdés larga. Esto es el

siguiente lema. U

LEMA 1.1. Sea X una variedad suave de dimension n, y D un Q-divisor en X con soporte a

cruzamiento normal. Supongamos que [ : X' — X es una resolucion log de D. Entonces
1 Ox (Kxryx — (1" D]) = Ox(=[D]).

PRUEBA. Como consecuencia de la Proposicion 1.1 se tiene que si la ecuacidn es cierta para
un Q-divisor dado D, entonces también es cierta para D + A donde A es un divisor entero. Por
lo tanto es suficiente mostrar el Lema bajo la hipétesis adicional de que | D] = 0, en cuyo caso
necesitamos mostrar que [p* D] < Kx/)x.

Comencemos fijando algo de notacién. Sea 2 C X' un divisor primo. Necesitamos establecer
que

ordg (|1 D]) < ordp(Kxr/x).
Como por hipétesis tenemos que | D| = 0 esto es claro si £ no es excepcional. Asi, podemos

suponer que E aparece en el lugar excepcional de p. Sea
Z =u(F)C X ,e=codimxZ.

Escojamos un punto general y € F'y sea x = pu(y) € Z. Denotamos por Dy, ..., D; las com-
ponentes primas de D que pasan a través Z. Entonces [ < e, y como sélo estas componentes

contribuyen al lado izquierdo de la desigualdad anterior podemos suponer ademas que
!
D= aD;,0<a; <1
i=1
Ahora escogemos coordenadas analiticas locales z1, . .., z, en X’ centradas en y y wy, ..., w, en
X centradas en z tales que £ estd localmente definido por (z; = 0). Asi D tiene soporte SCN y
podemos asumir que
Di —localmente dlv(wz) s (1 < l < l)

Sea ¢; = ordg(u*D;). Asi
ordg(pu*D) = i a;c; < ici,
i=1 i=1
y existen funciones b; € C{z} tales que
w; =27 b (1< <1).

Entonces p*dw; = cl-zfi_lbi -dz + 21" - db; para 1 < i <[y consecuentemente
17



w(dwy A - N dwy,) = 27 g da A Adzy
para alguna g € C{z}, donde y = 25:1 ¢;. Entonces
ordp(Kxyx) > (Xiici) =1
> ordg(pu*D) — 1,

De lo que se sigue la desigualdad. U

PROPOSICION 1.2. Regla para transformaciones birracionales. Sea [ : Y — X un morfismo
propio birracional entre variedades lisas, y sea D cualquier Q-divisor en X (no necesariamente

efectivo). Entonces
3) J(X;D) = f.((Y; f*D) @ Oy (Ky/x))-

PRUEBA. Esto es consecuencia de la formula de proyeccion. Especificamente, seav : V' — Y
una resolucion logaritmica de f*D + Ezc(f), y denotemos por h : V' — X la composicién
h = f o v. Entonces

IX;D) = h(Oy(Ky/x — [h"D])
= fuu(Ov(Kyyy — [V f*D]) @ v*Oy(Ky/x))
= [iOv(Kyyy — [v"f"D]) ® Oy (Ky)x))
= f(@(Y; f*D) ® Oy (Ky/x)),

como se afirmo. O

3. Nuameros de salto y umbral log canénico

DEFINICION 1.4. (Umbral log canénico) El umbral log candnico de un Q-divisor efectivo D
enz € X es
let(D;x) =inf{\ € Q| J(A- D), CM,},
donde M, C Ox es la gavillaideal mdximal de x. Més generalmente, dado un subconjunto cerrado
Z C X, el umbral log candnico de D en Z es el infimo de todos los racionales A > 0 para los
cuales J(\ - D), C 9, para algin x € Z. Cuando Z = X sdlo escribimos lct(D).

Si tenemos que 7 : X’ — X es una resolucion log de D, y escribimos

D = ZT’ZEZ ,.[(7r = ZbZE,

con adecuados r; € Q, b; € N y divisores primos F; en X'. Entonces

bﬁ—l}j

T

let(D; x) = min{
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donde el minimo se toma sobre todos los indices j para los cuales 7(E;) pasa por x. Observar que

la igualdad lct(D; z) = min {bjr—ﬂ} se verifica cuando los coeficientes de cada £; son > —1 en
J
K, — |\ 7*(D)], ya que los ideales estdn parametrizados por nimeros positivos, y al menos un

E; tiene coeficiente = —1.

EJEMPLO 4. En el Ejemplo [3|de la cispide C C C?, los cdlculos nos dicen que lct(C;0) =
5/6.

En este caso, como X = C?Z es afin, para saber cuéndo una funcién h € Oy estd en J(AD)

uno debe mostrar que para todo £
4) ordgm*(h) > ordg(|\7m* D] — K)

Como X es normal, observemos que la condicion (4) es trivial si ordg (| A\7* D] — K, ) < 0.

Ahora analicemos qué pasa cuando variamos A: haciendo A un poco mds grande, (4) no cam-
bia, pues el lado derecho quedard igual. Asi J(AD) = J((A+¢€)D) para e suficientemente pequefio.
Como sea, haciendo mas grande A hara que el coeficiente de F en | \7*D| — K, cambie, precisa-

mente donde ordg (| A\7*D| — K ) es un entero.

LEMA 1.2 (Ein, Lazarsfeld, Smith & Varolin). Sea D un Q-divisor efectivoen X, yx € X un

punto en el soporte de D. Existe una sucesion creciente
0=2X(D;,x) < A\(D;x) < Xo(D;x) < ...
de niimeros racionales \; = \;(D; x) caracterizados por las propiedades:
JA - D)y =3d(Ai - D)y para A € [A;, Ais1),
mientras J(Nix1 - D), € d(N\; - D), para todo i.

DEFINICION 1.5 (Numeros de salto). Los nimeros racionales \;(D;z) son los niimeros de
salto de D en z. Decimos que A es un nimero de salto de D en un subconjunto cerrado Z C X si

es un nimero de salto de Z en algun punto x € Z.

DEFINICION 1.6. Decimos que A € Q- es un candidato a niimero de salto para un divisor
primo E que aparece en "D si ordg(Am*D — K;) es un entero. Si G es un divisor reducido en
X', un candidato a nimero de salto de GG es un candidato a nimero de salto comun a todos los

divisores primos en su soporte.

Vemos explicitamente que los candidatos a numeros de salto no triviales para £ son:
ordp K, +m

{ ordgm*D
19
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y por lo tanto dada una resolucién 7 : X' — X, con 7*D = > rE; y K, = > b;E;, todos los

candidatos a numeros de salto son:

{bi+m

T

:m € Z>O}

OBSERVACION 1.1 (Periodicidad de los nimeros de salto). Sea A un divisor efectivo entero
en X que pasa por un punto z € X. Entonces A es un nimero de salto de A en x si, y s6lo si, A+ 1
es un ndmero de salto. Asi, todos los nimeros de salto de A estdn determinados por un nimero
finito que estdn en el intervalo (0, 1]. (Esto se sigue de que J((1 + A) - A) = J(A - A) ® Ox(—A)).

Siguiendo [Bul], dado A € Q-(, definimos
5) Ka(D) =3((A—¢€)-D)/I(\- D),

con 0 < € < 1. Observemos que como consecuencia del lema de Nakayama estos cocientes son

finitamente generados como C-espacios vectoriales.
OBSERVACION 1.2. Se tiene que A € Q- es un niimero de salto de (X, D) si K,(D) # 0.

Para el caso de subesquemas de mayor codimension definidos por gavillas de ideales a C Ox

no cero en X se tiene la siguiente
DEFINICION 1.7. Dada una resolucién log
m: X = X,
con
Tl =g a-Ox = Oxi(=F),

donde F' es un divisor efectivo en X' tal que F' + Fxc(u) es SNC.

DEFINICION 1.8. Sea a C Ox una gavilla de ideales no cero, y A > 0 un niimero racional.
Fijemos una resolucion log w de a, con a - Ox: = Ox/(—F). El ideal de multiplicador J(\ - a) =

J(a) asociado a \ y a estd definido como

IN-a) =3(X; N 0a) = m0x (Kr — |\ F)).

Ahora, una resolucién 7 : X’ — X, es una resolucion log de una coleccion finita de gavillas de
ideales a4, ..., as C Ox, si podemos escribir a; - Oy, = Ox/(—H;), donde H; es un divisor efectivo
en X' (1 <1< s)tales que U;H; U Exc(r) es un divisor SNC.
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DEFINICION 1.9. El ideal de multiplicadores de ay, ...,a, € Ox y aq, ..., as € Qg €s

8(&?1,. Clas):’ﬂ'*oX/(Kﬂ— |_041H1—|—"'OéSHSJ)

-y Vg

para cualquier resolucién log 7 de (ay, ..., as).

Volviendo al caso de divisores, sea € D un punto, y denotemos por a a la gavilla de ideales

Ox(—D) y por 9, la gavilla de ideal del punto x € X. Para o € Q_, definimos
Koe(D) = 3(a'79%) /3 (@t~ - 03),

donde 0 < € < § < 1. Se prueba que esta definicion es independiente de la eleccion de € y 9.

También que K, (D) tiene soporte a lo mas en {x}. Y se tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 1.10. Decimos que « € Q¢ es un nimero de salto interior de (X, D) en x si
Ko (D) # 0. La salto interior multiplicidad de (X, D) en x es

Nax(D) = dime Ky (D).

Ahora, si X es de dimensiéon m, z € X y f es un gérmen de hipersuperficie en x. La teoria
de singularidades pone atencién en invariantes topologicos como la fibra de Milnor My, y la
monodromia. Un importante invariante analitico es la estructura de Hodge mixta candnica en la
cohomologia de la fibra de Milnor y el espectro de Hodge de una ecuacién local f de D en = de

Steenbrink es un polinomio de Puiseux

Sp(f) =Y na(f)-t°

a€Q>o

donde las multiplicidades espectrales n,(f) € Z estan definidas por

na(f) =Y (=)™ dime Gri" * H' (Mjs, C)o-2ri
i€Z
También llamamos a n,,( f) la multiplicidad de « en el espectro de Hodge.
Una pregunta natural es: ;qué reflejan los ideales de multiplicadores J(D) de las construc-
ciones estandar de la teoria de singularidades de un germen D en un punto z? Se tiene el siguiente
teorema de N. Budur [Bul.

TEOREMA 1.2. Sea X una variedad quasi-proyectiva lisa de dimension m. Sea D un divisor
efectivo entero en Xy x € D un punto. Sea f cualquier ecuacion local de D en x. Entonces para
cualquier a € (0,1], no(f) = na..(D).

COROLARIO 1.1. Para todo o € (0, 1],
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1. « aparece en el espectro de Hodge de f si y solo si o es un inner jumping number de
(X, D) en x;

2. (M. Saito) la multiplicidad n,(f) > 0;

3. (Varchenko) si x es una singularidad aislada de D y o # 1, entonces, reemplazando X por
una vecindad abierta de x si es necesario, o aparece en el espectro de Hodge si y solo si

« es un jumping number.

En el caso de singularidades aisladas, el espectro recupera el nimero de Milnor [Bu2]
ulf) = nalf).

Como el espectro también satisface una simetria n,(f) = n,,_.(f). Entonces en el caso de curvas
planas irreducibles se tiene la siguiente relacion entre el numero de Milnor y las multiplicidades

de los nimeros de salto < 1:

p(f) _
(6) T - Zna,x(f)

4. Ideales de multiplicadores de ideales monomiales

Asumamos que X es afin, con anillo coordenado A = C[X]. Entonces cualquier ideal a C A
determina una gavilla en X. Por lo tanto dado A > 0, su ideal de multiplicadores J(\ - a) esta
definido, y por la misma razén podemos ver a J(\ - a) como un ideal en A.

Sea X = C" con coordenadas z1, ..., z,, y pongamos C|[X| = C|xy, ..., z,]. Un ideal mono-
mial a C C[X] es un ideal generado por monomios en x;. Cualquier monomio estd especificado
por su vector de exponentes v € N”, y dado v podemos escribir ¥ su monomio correspondiente.

Considerando N" como un subconjunto de R"”, definimos el poliedro de Newton
F+ - F+(a) g Rn

de a a la envolvente convexa en R" del conjunto de vectores exponentes de monomios en a. Asi

', (a) es un conjunto cerrado no acotado en el primer octante. Un ejemplo en C? y

a = (y° 2?2y, ")
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Dado A > 0 denotamos por A - I' | (a) la regién convexa obtenida de escalar I (a) por A (asi que
' (a) C AT (a),cuando A < 1ydeclaramos 'y (A-a) = A-T';(a). Elinterior int(T'; (\-a)) es
el interior topoldgico de I' (A -a) respecto a la topologia estandar de R". Finalmente introducimos

el vector

1=(1,...,1) e N",

que corresponde al monomio z! = ;x5 - ... - 7,,, y que tendra un rol especial.

TEOREMA 1.3 (Teorema de Howald.). Dado a C C[X]|, un ideal monomial. El ideal de
multiplicadores J(\ - a) es el ideal monomial generado por todos los monomios xV tales que sus

vectores exponente satisfacen la condicion
v+1eint(Ti(Aa)).

EJEMPLO 5 (Log canonical thresholds). Sea a C C[X] un ideal monomial. Entonces el
Teorema nos da una manera simple de calcular el log canonical threshold Ict(a) de a. De
hecho, sean (i, ..., (,, coordenadas naturales de R" = Z" ® R adaptadas a la base estdndar de Z".
El poliedro de Newton I' | (a) estd definido dentro del primer octante {(; > 0,...,(, > 0} por

finitas desigualdades de la forma
fOé(Clv EEET) Cn) > 17

donde f, son formas lineales con coeficientes racionales no negativos. Entonces
let(a) = min{fa(l, -1}

EJEMPLO 6. (Ndmeros de salto de ideales monomiales). Con la notacién del ejemplo ante-
rior, podemos calcular los nimeros de salto del ideal monomial a. De hecho, cada vector exponente
v € N determina un nimero de salto A\, caracterizado como el racional mas pequefio A > 0 tal
que z¥ ¢ J(A - a), y cada niimero de salto es de esta forma (aunque observemos que diferentes
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v € N" pueden tener el mismo jumping number \). Como en el ejemplo anterior, el teorema de

Howald implica que
Ay =min { fo(v+1)}.

DEFINICION 1.11 (Polinomios no degenerados). Sea f € C[X] un polinomio con ideal de
términos as, y considera su poliedro de Newton I', (f) = 'y (ay). Dada una cara o de I', (f) —
incluyendo 0 = I', (f) — denotamos por f, € C[X] la suma de los términos de f que correspon-
den a puntos en 0. Decimos que f es no degenerado en o, si la 1-forma df,, no se anula en (C*)".
Decimos que f es no degenerado si f es no degenerado en cada cara de I' (f). Finalmente deci-
mos que f tiene parte principal no degenerada si esta condicion es cierta en cada cara compacta o
de I'; (f). (De hecho esta tdltima nocién aparece en Arnold, Gusein-Zade y Varchenko, Singular-
ities of Differentable Maps. Vol 1I: Monodromy and Asymptotics of Integrals: esto esencialmente

controla el comportamiento local de f cerca del origen.)
TEOREMA 1.4. Asumamos que f € C[X] es no degenerado. Entonces
JA-f)=3d(\-ay)

para todo 0 < X\ < 1. Si f tiene parte principal no degenerada, entonces la misma afirmacion es

cierta en una vecindad del origen.
Como consecuencia se tiene la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1.3. Sea (C,0) C (C?,0), un germen irreducible con un sélo par de Newton

(p, q). Entonces, en coordenadas convenientes

(r+1)p+ (s+1)q

A= <1,conr,s € Ly
pq
es un ntimero de salto de C'y el monomio x"y° genera el C-espacio vectorial
I((A—¢)-C)
K\C) = ———=.
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CAPITULO 2

Curvas planas irreducibles

El estudio de singularidades de curvas complejas planas ha sido amplio y se cuenta con mucha
literatura. Sugerimos consultar [Bril], [JoPf], [Tei], [Wal] y [Zar], por poner algunas referencias
importantes.

Siguiendo a B. Teissier [Tei], sea O¢:2 el anillo local de funciones holomorfas en 0, el cual
podemos identificar con el anillo C{z, y} de series de potencias convergentes en el origen de C2.

Sea (C,0) C (C?,0) un germen de curva irreducible (también llamado rama) definido por
{f(z,y) = 0} con f € C{z,y} irreducible. Por el teorema de preparacion de Weierstrass pode-
mos suponer que f es un polinomio de Weierstrass f(z,y) = y* + ay(z)y® ' + - - - a,(z) irre-
ducible en C{z}[y], donde e = n = multy(C).

El teorema de Newton nos dice que tal polinomio tiene todas sus raices de la forma

o0

Yy = Z a;w' ™,

i=1
donde w es una raiz n-ésima de la unidad en C.
Lo cual es equivalente a la afirmacion de que una curva analitica irreducible como arriba puede
ser parametrizada de la siguiente manera:
r=1t"
y =3 ait'.
En particular, esto muestra que f, como polinomio de Weierstrass, determina una extension de
Galois del campo de fracciones C{{z}} de C{x}, y del campo de fracciones C((z)) de C[[z]],
con grupo de Galois /.

Una consecuencia directa de esto es el

TEOREMA 2.1 (Teorema de Newton-Puiseux). La cerradura algebraica del campo C{{z}}
(resp. C((z))) es el campo Uns1 C{{z7}} (resp. Ups1C((z7))).

Asi, posiblemente después de un cambio de coordenadas para que x = 0 sea transversal a C

en el 0, la rama puede ser parametrizada, cerca de 0, como sigue

T =1t
[e.e]

=) i_nait" conm > e.
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Ahora consideremos la siguiente agrupacién de los términos de la serie y(t): fijemos [y =
ep = n'y sea [3; el exponente mas pequeilo que aparece en y(t) que no es divisible por [y. Si tal
exponente no existe, significa que y es una serie de potencias de x, y nuestra rama es analiticamente
isomorfa a C, y por lo tanto no singular. Supongamos que esto no pasa y fijemos e; = (n, f;), el
maximo comtin divisor de estos dos enteros. Ahora definamos 5 como el exponente mas pequefio
que aparece en y(t) que no es divisible por e;. Definimos es = (e1, 32); tenemos que es < €1,y
continuamos de esta manera. Habiendo definido e; = (e;_1, f;), definimos /3,1 como el exponente

mads pequeiio que aparece en () que no es divisible por e;. Como la sucesién de enteros
n==¢€ey>€e >€y > "">¢€ > -

es estrictamente decreciente, existe un entero g tal que e, = 1. En este punto, hemos estructurado

nuestra representacion paramétrica como sigue:

w(t) = tco
y(t) = aeote() + a260t260 + .+ ahoeothoeo+
(7) +a51t51 + 6Lﬁl-ﬁ-e1tﬁl+e1 + -4 a51+h161t51+h1el

+aﬁ2t62 + a52+€2t52+62 +ooet aﬂqtﬁq + a5q+eqtﬁq+eq +oe
+ag,t? + ag,1tPot 4 -

donde hy = Lf—;j, h, = Lﬁt%ﬁj y, por construccion, los coeficientes de ag, para ¢ > 1, son no
nulos.

Ahora definamos los enteros n; y m; por las igualdades
3) eio1 =ne;,  PBi=mue; conl <i<g,

de donde e; = n;;q - - - ny.
Notemos que podemos reescribir la expansion de y en potencias de ¢ por una expansion en x

con potencias fraccionales como sigue:

y(r) = apw + ag,2® + - + apgnr™+

my mi+1 m1+hq
+TagT™ +ag e, T "M A A fhe T M
mo m2+1 mgq mq+1
Fap, T2 + Agyye, T M2 A - v A AR, T2 + Ay, T2 + -
mg mg+1

+ag, M2 + ag T

Los pares de enteros coprimos {(m;, n;)} son llamados pares caracteristicos de Puiseux. Su in-
formacién es obviamente equivalente a la de los exponentes caracteristicos [3;.
La sucesion de enteros B(C) = (e, b1, ..., B4) es llamada la sucesion caracteristica de C' en
las coordenadas (z,y) y puede ser caracterizada algebraicamente como sigue: sea i, el grupo de
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n-raices de la unidad. Para w € p,, calculemos el orden en ¢ de la serie y(t) — y(wt). Si escribimos

2nik
w = e n ,tenemos

y observamos que multiplicar ¢ por w no afecta los términos en #/". El término t*' no cambia
si y solo si WP = 1, esto es si kTﬁl es un entero, i.e., k31 = In o km; = In; con la notacién
introducida arriba. Como n; y m; son coprimos, esto significa que k£ es un multiplo de n;, que es
equivalente a decir que w pertenece al semigrupo fro de p, que consiste de ;= = ny - - - ng-raices
de la unidad. Si este es el caso, entonces los coeficientes de todos los términos de la forma %171
en la expansion de Puiseux tampoco cambian cuando multiplicamos ¢ por w, y el primer término
que puede cambiar es ag,t?2. Un argumento similar al previo muestra que si w € f.n, entonces
w” = 1siys6losiw € pu_n_y asf sucesivamente.
ning

Finalmente si denotamos por v el orden en ¢ de un elemento de C{t¢}, vemos que

v(y(t) —y(wt)) = BGisiysdlosiw € pp_n \p_n _conl<i<g

nyng_q nyeeng

Esto nos da una caracterizacion algebraica, y una sucesion de subextensiones ciclicas
1 _1 1 1
C{z} cC{zm}CcC{zmm=}C ---CC{zmm}C---CClan}

que corresponden a los subgrupos anidados p—»__ del grupo fi,.

ny-ng

Esto prueba que la sucesion (e, (1, ..., ;) depende sélo de la inclusion C{z} C O¢ .

OBSERVACION 2.1. Se puede probar que de hecho, la parametrizacion nos define la normal-

izacion de la curva [ JoPf]:

i:Cla,y}/(f) — Cf1)
2] = ()
|

yl = ().

Ahora definamos los niimeros p;, ¢; por las igualdades p; = n; y

q1 = My,

qi+1 = Mip1 — MyN;41 CON 1<i< g.

€))

Estos pares coprimos (p;, ¢;) son llamados pares de Newton.

EJEMPLO 7. Consideremos la curva analitica irreducible parametrizada por



por lo que tiene como sucesion caracteristica (eq, 51, 52) = (4,6,9) y pares de Puiseux (3,2) y
(9,2). Para recuperar una ecuacion de la curva simplemente podemos reescribir la serie de y en

potencias de t por potencias fraccionales de x:

y tenemos que si w € 4 es una raiz primitiva de la unidad

4
flz,y) = Hy - y(wj$) = (y2 — x3)2 —a? — 4y2x3 — 4y91:6.
j=1

1. Raices aproximadas

Volviendo a la parametrizacién (7)), para cada k = 0, ..., g — 1, consideremos la curva dada por

la parametrizacion

x(t) =t
Y(t) = Aegt® + Ay 2 + -+ + Apyegt ™00+
Fag 7 + ag 1o 7T+t gy pge, T 4
Fag, Pt dag e fPTOL 4 b fBeertheae

+a6ktﬁk + G,Bk+1t6k+1 + o+ aﬁk+hkektﬂk+hkek

Observemos que no es primitiva pues el maximo comin divisor de cada potencia de ¢ que
aparece es e > 1. Asi, tomando una raiz e¢; de ¢, obtenemos una rama con k pares de Puiseux; a

la que denotaremos por C';, y es parametrizada por

x(t) = teo/e
y(t) = aeoteo/ek + a‘250t260/ek et ahoeothoeo/6k+

B1tey B1+hier

+a51t61/ek + a51+61t e e a51+h1elt k +oe
s/ Br—1ter—1 Be—1thg_1ek—1
_1/€e er €
+a5k—1t PR aﬁk—1+€k—1t k +eeet aﬂk—l-l—hk—wk—lt k +
Brtek Brthiek

+aﬁktﬂk/ek +ag, 1t kAt A phe bt

y es llamada la k-ésima raiz aproximada de C'. Con sucesion caracteristica

é(em 617 Sy /Bk) - (60/6143) /Bl/eka xE} /6k/€k>

y pares de Newton {(p;, ¢;)}*_,. A un gérmen de definicién lo denotaremos por fy.
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2. Proceso de Newton

Dada f(z,y) = >_ a; ja'y’ € C{z,y} reducida con f(0,0) = 0. Llamamos al conjunto

Sop(f) = {(4,j) : ai; # 0}

el soporte de f. A veces identificamos el par (7, j) con el monomio z%y’.

Consideremos la envolvente convexa del conjunto

L. (f) = U {(i,j) + R }.

(4,5)€Sop(f)

El poligono de Newton de f, en el origen relativo a las coordenadas (z,y) es la frontera de
' (f) y lo denotamos por I'(f). Los segmentos compactos de I'(f) son llamados caras y la
pendiente de la linea que pasa por la cara es llamada pendiente de la cara.

Es facil ver que si f es irreducible, entonces I'( f) tiene una sola cara compacta, sin embargo
no todas las funciones con una sola cara compacta son irreducibles [JoPf]. Ademads, en el caso
irreducible, es posible hacer un cambio de coordenadas analitico que deje la cara compacta de
['(f) con vértices en los ejes coordenados:

Dada una rama (C,0) C (C?,0) con ecuacién en su forma normal de Weierstrass

f(xa y) = yeo + al(w)yeo_l +oe &n(x)a
con una parametrizacién como (7). Consideremos el siguiente isomorfismo

Ty: (C?%0) — (C20)
r =T

(x1,11) — ,
7 Yy=1u — 2221 Qiey T

que cambia la parametrizacion de C' de la siguiente manera

X1 (t) = t%

(10) e 2e hoe 7
Y1(t) = Y(t) — aeglt® — age t*0 — -+ - — Apge t"0° = Zz‘zﬁl a;t".

Observemos que esta transformacion no cambia la caracteristica de la curva y también nos da
una parametrizacién de C' que hace que I'(77 f) relativo a las coordenadas (z1,y;) tenga una cara
compacta con vértices (0, ey), (q1e1,0) = (f1,0) y pendiente —p; /¢y
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(0, 60)

(5170)

OBSERVACION 2.2. Por lo anterior tenemos que de acuerdo con la definicién de no degen-
eracion[I.11] en estas coordenadas una rama C' es no degenerada respecto a su poligono de Newton,

siysolosi, g = 1.

Recordemos que los pares de Newton de f estdn dados por (9) y ahora consideremos una

transformacion de Newton:

Ny : (C%0) —s (C20)
(z2,2) = (z1,91) = (24", 25 (ag, +¥2)),

la cual tiene un efecto en 75C"

To(t) = teo/pr — ge1
ya(t) = 1790305 ait’ —ag, = o Y isg, ail' — ag,
= ABite; 4+ AB1+hier thes
+aﬁ2tﬂ2—ﬁ1 4 aﬁ2+h262t,32+h262—51 + ...
+aﬁgtﬁg—ﬂ1 4o
= ABi+e; e+ + A3 +hie;
+aﬁ2tqa62 4+ 4 a52+h262tq262+h2@2 + ..

_i_alﬁgtmg_ml”?"'”g*legfl 4+

thlel

pues B2 — B1 = maes — Mminges = quea y B, — f1 = (mk —mng - nk)ek-

OBSERVACION 2.3. Con lo anterior tenemos que la transformacién de Newton disminuye en

uno el nimero de pares caracteristicos de la curva:

(e1, 81, 7%71) = (eo/p1, B2 = B1, .-, By — B1)-
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Ahora apliquemos nuevamente un cambio de coordenadas:

Ty : (CQ, 0) — (CQ, O)

(z3,93) + e h ,
Yo = Y3 = Dily Gpitie T,
por lo que
x3(t) =t
Ys(t) = Ya(t) — ap, 1o, 1 — g, 120, — -+ = Qg yye, T = D005, it

Iterando este proceso tenemos que para k < g definimos la transformacién
Ty - (C2%0) — (C2,0)
(«T2k—1,y2k—1) s { Lo(k—1) = T2k-1 - i
Y2(k-1) = Y2k—1 = 2i=1 ABp_1+iex_1L2k—1>

por lo que

Top_1(t) =1

Yor-1(1) = Y1 (t) = Ay ey IR = = Ay,

= ish, a;t’.

Y consideremos una k-€ésima transformacién de Newton:

N.: (C%0) — (C?%0)
Tok—1 = xé’ﬁ

($2k7 y2k) — {
Yor—1 = Tor (ap, + Yor),

se tiene que

Top(t) = teR-1/Pe = o
yor(t) = ¢k . Zizﬁk a;tt — ag, = t—(Be—Br-1) . Zizm a;t — ag,
= Atept™ A Ay et
_}_aﬂkﬂtﬁkﬂfﬁk 4+t a6k+l+hk+1ek+1t6k+1+hk+1ek+175k 4o
+ag, tPr Pk 4 -
= UGt F - A et
+a5k+1tqk+16k+1 4+t aﬁk+1+hk+1ek+1tq’““e’“*ﬁh’““ekﬂ T

+ag, tTo T AL g1 L

A este proceso le llamaremos Proceso de Newton y denotaremos
(11) NPk = Tk+1 9] (Nk o} Tk) o} (Nk,1 o) Tk*l) o:++0 (Nl o) Tl)

y se tiene que el poligono de Newton se transforma de la siguiente manera:
31



(O, ek_l)

(/Bk - /Bk—la 0)

OBSERVACION 2.4. En particular N P;Cy, es lisa pues tiene caracteristica 1 y parametrizacion:

Topy1 =t
Yok+1 = 0.

y NP} Cj4, tiene caracteristica (py1, %) = (Pk+1, Qes1)"

Top1 = tHHH!
— Qk+1 - Qr+1+he41
y2k+1 - aﬁk+1t + + a5k+1+hk+aek+lt * *

En este punto es conveniente introducir unos nuevos invariantes:
(12) a1 =q1,  Qip1 = PiPiy10G + Qi

OBSERVACION 2.5. Es conocido desde Brauner (1928) que el enlace de una singularidad ir-
reducible de curva con g pares de Newton {(p;, ¢;)}7_, puede obtenerse mediante la construccién
iterada del siguiente modo: sea K el nudo térico de tipo (aq,p;) (0 equivalentemente un cable
knot de invariante (ay, p;) alrededor de S'). Y parai € {2,...,g} sea K; un “cable knot” de in-
variantes (o, p;) a los largo de K;_;. Entonces K|, es el enlace de la singularidad. Esto da un

significado topoldgico a los { (o, p;)}-

Ahora definiremos una transformacion birracional que nos sera util para los resultados del

tercer capitulo la cual aplicaremos después del proceso de Newton N Py:
Si: (C%10) — (C20)

(u,0) { Lok+1 = U
’ = uPr*y
Y2k+1 ,

(13)
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la cual es birracional con inversa
-1, 2 2
Sy (C*%,0) — (C*,0)
U = Tok+1
(Toks1, Yors1) + o
V=241 Y2k+1-

Sk, cambia la parametrizaciéon de N P C' de la siguiente manera

U(t) = $2k+1<t) =t
v(t) = PRy (1)

Qk+1€k+1+PrOkEL Qk+1€k+1thgr1ext1+prager
+a5k+1t T + +a5k+1+hk+1ek+1t Tk T +

_|_aﬁgtﬁg—5k+makek 4+

Ahora, usando que a1 = PrPr+10%k + Qr+1 Y QU€ PrOk€r = PrDik+1CkEL+1 SE tiene

u(t) = T2k+1 (t) = to
— Qpi1€kt1 agt1ekt1thrriersn
U(t) - a5k+1t T+ + a5k+1+hk+1€k+1t LR R+

+aﬁgtﬁg—ﬂk+pkak6k 4+

Mis aun, el efecto en N P;Cl4q es

u(t) = wapq(t) = 9+

— ag ... ag+1thg
U<t) - a’ﬁkJrlt o+ +a5k+1+hk+1€k+1t i 1

(14)

DEFINICION 2.1. A esta tltima curva Sy, (N P Cj1), con un tinico par de Newton (pj41, 1)

la denotaremos por C*

aux*

3. Resolucion minimal y su relaciéon con el proceso de Newton

Consideremos O = O¢z,, el anillo local de funciones holomorfas de C? en una vecindad del
origen y X = Spec(O). Consideramos a C' C X, una curva irreducible singular definida por
f € 0, irreducible.

Recordemos que la explosién en el origen de C? la podemos definir como la subvariedad Z
de C? x P! definida por la ecuacién {zv — yu = 0}, donde (z,y, [u : v]) son coordenadas de
C? x P'. Esta es una varidad algebraica no singular de dimensién 2 y la primera proyeccién
induce un morfismo algebraico B, : Z — C2.

La fibra B;*(0,0) es toda la linea proyectiva P! pues si # = y = 0 la ecuaci6n se anula,
mientras que si (7,y) # 0, By '((z,y) es s6lo un punto porque = e y determinan Unicamente la
razén de u y v.

Asi, Z es una superficie que puede ser cubierta por dos cartas afines correspondientes a las
cartas de la linea proyectiva. En el abierto U; donde u # 0 podemos tomar como coordenadas
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(z1,91) = (v, 2) y la aplicacién inducida por By en U, esté descrita en estas coordenadas por

x o By=umx

yo By = x11.
Similarmente en el conjunto abierto U, definido por v # 0, tomamos coordenadas (z1,%1) = (%, ¥)
y la aplicacion By esta descrita por

T o By =111

yo By =uy1.
Observemos que en la primera carta By ' (0, 0) esté definido por z; = 0y en la segunda por y; = 0.

Lacurva E = B;*(0,0) = {(0,0)} x P! es llamado el divisor excepcional de la explosion.

Consideremos la expansion de f como una suma de polinomios homogéneos

f(xvy) = fm(xvy) + fm+1<xuy) +ee fm+k(xvy) +oeey

donde f; es homogéneo de grado j. En la carta U, podemos escribir

foBy= f(z1,z131) =

(L 91) + 21 i (L) 4 25 fogn(Loyn) + )
y hay una expansion similar en la otra carta. Si observamos el conjunto de ceros de f o By vemos
que contiene el divisor excepcional contado m veces. Si quitamos este divisor excepcional tantas
veces como sea posible, i.e., dividir f o By por z]" en la primera carta y por 3" en la segunda,
obtenemos la ecuacién de la curva en la superficie Z, ya sea formal o definida cerca de B;*, que

ya no contiene el divisor excepcional. Esta curva es la transformada estricta de C

C =B, (C\{(0,0)}).

Por construccién, la transformada estricta corta el divisor excepcional sélo en un nimero finito
de puntos. Esto nos lleva a una definicién equivalente a decir que una curva C' es analiticamente
irreducible o es una rama si para todo modelo liso 7w : Y — X, tenemos que 7;*(C) N7~ 1({0})
consiste de un solo punto.

Notemos que en particular esto implica que el divisor excepcional de explotar el origen de C?
intersecta a la transformada estricta de C' en un s6lo punto. Asi, una rama C' tiene bien definida

una direccion tangente, i.e., el cono tangente de C' en el origen consiste de una sola linea.

OBSERVACION 2.6. El efecto de la explosion en la parametrizacion (7)) es:

toxoBy=10x; =t

ioyoBy=ioxy =t a;t!
en la carta Uy, donde la transformada estricta intersecta al divisor excepcional. Por lo tanto esto
también cambia la sucesion caracteristica de la siguiente manera: si eg < [5; — €, se tiene la
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sucesion (eg, f1 —eo, ..., By — €p), en caso contrario se transforma mediante el proceso de inversion
de Abhyankar (ver [JoPf], 5.2.21).

Esto nos sugiere que después de una sucesion de explosiones en puntos cerrados (aquellos
donde la transformada estricta interseca al divisor excepcional) se obtiene una resolucion de la
curva, llamada resolucion minimal o resolucion estdndar [Wall.

Asi, la resolucién minimal 7 : X’ — X de una curva irreducible C, estd dada por una sucesion

finita de explosiones ¢; : X; — X;_; en puntos cerrados infinitamente proximos a p; = 0:
T X =X,- Xy 1= =X ->X =X

Nos referimos a las multiplicidades de la transformada estricta de C' en los puntos p;’s como la
sucesion de multiplicidades de C. Sim; : X; — X es la composicion de las primeras 7 explosiones,

la sucesion de enteros positivos es:

mult,, (C), mult,, (7, ,C,) mult,, (7, ,;C), ..., mult, (7', ,C)

n—1,%

que denotaremos (ar, ..., Gy ).
Esta sucesion también recupera el nimero de Milnor de la curva con la férmula (ver [Wal,
Teorema 6.5.8]):

n

(15) w(C) = ai(a; — 1),

=1
Dada 7 : X’ — X la resolucién minimal de la singularidad 0 € C C X. Sean'(0) = F =

» I el divisor excepcional y C la transformada estricta de C. Tenemos que m*C = >"" i E;,

donde E, = C.

A esta resolucion le podemos asociar una grafica pesada llamada grafo de resolucion dual.
Hay un vértice o por cada divisor excepcional de 7, y dos vértices correspondientes a £ y
E; son adyacentes para i # j siy s6lo si E; - E; = 1 (i.e.,, E; intersecta E; no trivialmente).
Adicionalmente serd conveniente incluir un vértice correspondiente a la transformada estricta de
Cen X"

C
E,

g

@—— o o o

w0
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DEFINICION 2.2. Las explosiones que corresponden al “aspa” i-ésima del grafo dual, cuya

composicién de explosiones es 7; 1= 6,, 0---00,, 11

E'Uifl"‘l E,,

k3

O— o o o

lo llamaremos ¢-ésimo paquete de Newton.

Del Capitulo 1 se tiene la notaciéon K, = > b;E; y los nimeros r; y b; pueden calcularse

mediante las siguientes formulas (ver [Bril]):

Tic1 + ai_1 si p;_1 estd en un unico divisor excepcional F;
Ty = . . . . .
ri—1+71;+a;—1 sip;_;eslainterseccionde £;_;y Ejconj <1 —1
b bi_1+1 si p;_1 estd en un Unico divisor excepcional F;_
i e

bi—1+0bj+1 sip;_;eslainterseccionde F;_;y Fjconj <i—1

parai > 1yr; =ay, by = 1.

DEFINICION 2.3. Los divisores etiquetados con los subindices v; en la figura (16)), es decir,
los divisores E,, que intersectan a otros tres divisores primos de la transformada total de C' son

llamados divisores de ruptura.

Para estos divisores ademads se tiene que

Twipr = Qi41Pit1€i41 = Qi 1Pit1Pit2 ** * Pg

la cual, usando @) se transforma en la siguiente relacion recursiva
(17) Tvipr = Dit1To; + Qig16

Los nimeros b,, cumplen, asimismo, la siguiente relacién recursiva
(18) b’Ui+1 +1= pi+1<bvi + 1) + Gi+1
y combinando las dos relaciones recursivas tenemos que

(19) Tvigr = Pit1Tv; = 6i(<bvi+1 + 1) - pi"rl(bvi + 1))

36



3.1. Relacion entre el proceso de Newton y la resolucion minimal. Antes de explicar la

relacion entre el proceso de Newton y la resolucién minimal daremos la siguiente

DEFINICION 2.4. Dos ramas (C,0) y (D, 0) tienen el mismo tipo topolégico si, C'y D son
topolégicamente equivalentes como superficies encajadas en C?, es decir, si existe un homeomor-
fismo

¢:U—=U,
con U y U’ vecindades abiertas del origen en C?, tales que:
e (' estd definida en U, D esté definida en U’;
e p(CNU)=DNU".

Dos curvas son equisingulares si tienen la misma sucesion caracteristica, y por lo tanto si tienen
los mismos pares de Newton, la misma sucesiéon de multiplicidades, y el mismo enlace y por lo
tanto si tienen el mismo tipo topoldgico (ver [Wal] Prop. 4.3.8 y [Diml]] Prop. 2.6 pag. 43).

Siguiendo la notacién de [Zar] escribiremos C' = D si C'y D son ramas equisingulares.

Como se observo en el proceso de Newton nos define la normalizacion de la curva y més

aun
LEMA 2.1. Dada una rama (C,0) C (C?,0), se tiene que
(N‘P7,*07 0) = (7;0, pvﬂrl):

donde T,, es la composicion de explosiones de los primeros i paquetes de Newton de C'y N P; es

el i-ésimo proceso de Newton.

Una manera de entender esto es ver como cambia la ecuacién de la curva (en coordenadas
“convenientes”) bajo el proceso de Newton y ver que esto produce un monomio excepcional con
multiplicidad r,, y la otra componente es una curva equisingular a la transformada estricta de C'
bajo 7,,; esto se traduce en comprobar como cambia la parametrizaciéon de C bajo NF; y m,,
modulo una inversion de Abhyankar y ver que efectivamente tienen la misma caracteristica (ver
Observacion [2.3).

Otra prueba de este hecho se deduce de [GPGV] seccion 9 con métodos téricos. Nosotros no
daremos una prueba de este hecho pero mostraremos lo que sucede con un ejemplo para que el

lector tenga una idea més clara.

EIEMPLO 8. Consideremos una curva (C,0) C (C2,0) con tres pares de Newton y parametri-
zacion
r = t"?
y = t12 + tlS + t24 +t27 + t30 + t35
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Sus exponentes caracteristicos estdn dados por
8327 9 3,
12 2 12 4 2
por lo que sus pares de Newton son

(1, 1) = (2,3),  (P2,q2) = (2,3),  (p3,3) = (3,8)

3 _9+ 8
2.9’ 12 4 4-3

Aplicando el algoritmo de Euclides a estos pares se obtiene el niimero de explosiones que hay que
hacer para obtener la resolucion minimal y las multiplicidades:
C
Ey, B3 By Es Er Es Ey

Eqq

\EQ [Ekg ElO

con multiplicidades

Ey | Ey | B3 | Ey | Es | Eg | E7 | Eg | By | Eo | B
i | 12 | 18 | 36 | 42 | 45 | 90 | 93 | 96 | 98 | 195 | 294

Con raices aproximadas

r = 1 r = t? r = t!
C() = 01 = . 02 = ) o
y =t y = t*+t° 4+t y = t'+t0 18+t 1%
El proceso de Newton modifica la parametrizacion de la siguiente manera:

Paso NP;:

.fl = T Z%l = t12
T = ~ ~ 18 | 424 | 427 | 430 | 135
Y1 = y—=x Y1 = AT AT 0
7 = x? x = t°
N = ~1 ;, 1 6 | 19 | 112 17
7 = xi(1+y) U1 O+t +t2 4t
Paso N P5:

Ty = t°
Jo = UVt

o3
Il
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Sy R
(V) [\V)
I
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= =
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N
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Paso N P;:

Z1~33 = I3 52'3 = t3
T3 = N 5 8
Ys = Y2 — T2 ys =t
N fg = $g rs3 = t
3 =
S .8 _
gs = a5(1+ys) ys = 0
Como se verd en la siguiente seccion (ver Lema[2.3)), se tiene que
r = u?v . u = x?y!
Ty, = . > Ty, —
y = udv? 1 v o= x73y?
- 22 _ 24 o 46
™ O = Ty <t1:+f§i+t§§+t§3+t§§>2_ (10 +9+£12¢17)
V1 - 2 t t t t t
v o= b= U 96 949 4 12 415 4 21T 4

en un punto infinitamente proximo a p,, .1 que tiene coordenadas (0,1) en la carta (u,v). Ha-
ciendo un cambio de coordenadas tenemos

i = u = 1+ 1047 + 2 417!

0= v—1 = =220+t 4P+ 27 .-
y comparando las caracteristicas podemos observar que (7 C, pi11) es equisingular a (N PyC,0).

O

OBSERVACION 2.7. En este momento es importante observar que un sistema de coordenadas

local de CiQthQHl estd dado por (g1, f1)-

En la siguientes secciones usaremos algunas propiedades del algoritmo de Euclides para dar
descripciones de los nimeros r; y b; para todos los divisores excepcionales que aparecen en la

resolucion de una curva plana irreducible.

4. Algunas propiedades del algoritmo de Euclides y el maximo comiin divisor

El algoritmo de Euclides da un método para calcular el médximo comtn divisor de dos enteros.
Dados p, ¢ € Z~(, supondremos que p < ¢. El maximo comun divisor de p y ¢, que denotaremos

por (p, q), es el dltimo residuo no cero al aplicar dicho algoritmo. Definiendo ay = qy a; = p se

tiene:
agp = ciaj + ag, 0<ay <ag
ay = Ca2 + as, 0<az<as
(20)
a2 = C-1—1 + a, 0<a <a—1
a1 = qaq
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y por tanto (p, ¢) = ;. En este caso decimos que [ es el nimero de lineas del algoritmo. La linea
J — 1-ésimaes aj_» = c¢j_ja;_1 + a; y diremos que es par o impar, dependiendo de que lo sea j.

A los nimeros cy, ..., ¢; los llamaremos cocientes y a los as, ..., a; los llamaremos residuos.

DEFINICION 2.5 (Algoritmo de Euclides inverso truncado, AEIT). Sean p,q € Z, con
p < q con algoritmo de Euclides como Atodokcon0 < k <cy+cy+ -+ ¢ le asociamos
un dnico par (i,j)con 1 <i <[yl < j <¢,demodoquek =c;+ - -+ ¢;_1 + j. Ademas
convenimos ¢y = 0.

Definimos el siguiente algoritmo de Euclides inverso k-truncado, que denotamos AEIT(k),

como
Clifl(k) = j -1
ai—o(k) = ci1a;1(k) +1
2D :
Cll(k) = CQCLQ(k) + ag(k)
ao(k’) = clal(k) + CLQ(]{}),
donde usamos los cocientes cy, . .., c;_; dados por el algoritmo de Euclides de py q. Notese

que el algoritmo inverso k-truncado tiene ¢ lineas. Los a;(k) estdn determinados por los cocientes
C1,...,Ci—1 y por j de la siguiente manera: comenzamos con la ecuacién a;_1(k) = j - 1y nos
regresamos con el algoritmo, i.e., definimos a; (k) := ¢;_1a;_1(k) 4+ 1, a;_3(k) := ¢;_2a;_o(k) +
a;—1(k) e iteramos.

Por construccion (ag(k), aq(k)) = 1.

AFIRMACION 2.1.1. Dados p,q € Zi~ tales que p < qy (p,q) = a; con algoritmo de Euclides
como20| Dado k = ¢+ -+ +¢_y, i. e, (I —1,¢,_1), entonces los miimeros a, (k) = sy ag(k) =t

de la definicion 1.1 cumplen la siguiente propiedad

qs — pt = q, si l es par
qs — pt = —q si l es impar

PRUEBA. Notese que s = a;(k) < t = ag(k) . Sustituyendo s = a1(k) y t = ag(k) se tiene

gs —pt = aps —aqt = (c1a1 + az)ai (k) — ai(cra1(k) + az(k))
= agsay (k) — araz(k) = as(caas(k) + as(k)) — (caaz + ag)as(k)
= asaz(k) — agas(k) — ...
= F[a;2a1-1(k) — ai101-2(k)] = £[(q_r1ai-1 + ar)ai—1 (k) — ai—1(cimrai-1(k))]
= tay,

donde recordando que por AEIT a; (k) = j - 1, definimos a;_ (k) = 1. O
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No es dificil comprobar que s y ¢ son los menores enteros positivos que cumplen la afirmacién

E.L1).

Como consecuencia de esta afirmacion se tiene la siguiente

OBSERVACION 2.8. Sean p,q € Z-q, p < ¢, tales que (p,q) = 1 con algoritmo de Euclides

como anteriormente, y sean

k=ci+-+ci1+]
k’:cl—l—-“—i-ci,l

entonces aplicando AEIT(k) y AEIT(k’) obtenemos aq(k), a1 (k), ag(k') y a1 (k') tales que
Clo(k')a,l(k/) — Gl(k’)ao(k/) = 41.

LEMA 2.2. Sean p,q € Z~q, p < q, con (p,q) = 1 con algoritmo de Euclides como anterior-

mente y k., k' como en la observacion anterior. Entonces

PRUEBA. Necesitamos considerar dos casos, cuando & + 1 pertenece a la misma linea del
algoritmo de Euclides y cuando k£ 4 1 cambia de linea. Comencemos por el primer caso. De los

respectivos AEIT se tiene

ai_l(k) = ] -1
ai_g(k’) = Ci_lai_l(k?) + 1 ai_g(k/) = Cj—1-* 1
ai,g(k) = Ci,QCLi,Q(k) + &Z'fl(k) ai,g(k’) = ci,gai,Q(k’) + 1

a1(k) = coaq(k) + az(k) a1(k') = coas(k') + as(k')
ao(k) = cra(k) + az(k) ap(k') = crai(k') + az(k')

a;—9 k +1 = Ciflaifl(k + 1) +1
ar(k+1 = cay(k+1)+as(k+1
Qo k 1 = clal(/{—i—l)—l—aQ k 1 s



Sumando formalmente AEIT(k) y AEIT(k") donde agregamos en la primera linea de AEIT(K’)

1-1, se tiene

ai_1(k)+1-1 = j-1+1-1 = (j+1)-1
— = ai1(k+1)
a;i_2(k)+a;i oK) = ciqa; (k) +14¢q-1 = c¢i1(ai1(k)+1)+1
= = ¢i1ai1(k+1)+1
— = a;2(k+1)

ai(k) + ay (k) = coas(k) + asz(k) + caa2(K') + as(k') = co(as(k) + ax(k')) + as(k) + as (k')
= = coag(k+1)+as(k+1)
= = ai(k+1)

ao(k) + ao(K') = ca1(k) + ax(k) + crar (k') + ae(K') = ci(a(k) + a1 (k) + az(k) + as(K)
= = qa(k+1)+as(k+1)
— = ap(k+1)

El caso en que k41 pertenece a la linea siguiente del algoritmo significaque k+1 = ¢;+- - -+¢;+1
y por lo tanto k tiene asociado el par (¢, ¢;) y k+ 1 el par (i + 1, 1), asi AEIT(k + 1) tiene una linea
mas que AEIT(k) pero la prueba anterior es facil de arreglar agregando la linea 1 -1 a AEIT(k) y a
AEIT(K') para tener:

1140 = 1.1 = a;(k+1)
aa(k)+1-1 = j-1+1-1 — 141
= ¢-ak+1)+1 = a;1(k+1)
a;i—o(k) +aiok') = ciqa;1(k)+1+¢q-1 = c¢i—1(ai1(k)+1)+1
= ¢a;1(k+1)+1 = c¢ai(k+1)+ai(k+1)
= = aio(k+1)
ar(k) + a1 (k') = cas(k) + az(k) + coan(K') + as(k') = calaa(k) + az(k)) + as(k) + as(k')
= = coas(k+1)+asz(k+1)
— = a(k+1)
ao(k) + ao(K') = ca(k) + ax(k) + crar (') + a(K') = ci(a(k) + ar (k) + az(k) + az (k)
= = ca(k+1)+ax(k+1)
= = aog(k+1)
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5. Resolucion y calculo de los invariantes numéricos ; y b;

5.1. Caso de un so6lo exponente. Sea C' una curva plana con un sélo par de Newton. Como
el grafo dual (Junto con su decoracion) es un invariante de equisingularidad basta considerar una
curva plana irreducible definida por {f = y* — 27 = 0} con p,q € Z-o,p < qy (p,q) = 1. Es
posible calcular la sucesion de multiplicidades de la resolucion minimal aplicando el algoritmo de
Euclidesapy ¢:

Sean ay = gy a; = p. Se tiene:

ay = €101+ a2

aq = (909 + a3
Qs—2 = Cs_105-1 1 Qs
as—1 = Cslg

Recordemos que por hipdtesis (p,q) = 1, entonces a;, = 1. Ademds la resolucion estd dada por
una sucesion de c; + - - - 4 ¢, explosiones en puntos cerrados, es decir, un tinico paquete de Puiseux.
Para las explosiones que corresponden a las lineas impares del algoritmo de Euclides consideramos

la carta U; con coordenadas:

r=1Uu

Yy =uv,

donde la transformada estricta de la curva intersecta al divisor excepcional £ = {u = 0} y la carta

U, con coordenadas

para las lineas pares.

La sucesion de multiplicidades es

(@ ay...a1a2a5...09...05 Q5. ..a5)
N TV 4 TV - VvV 4
Cc1—Veces Cg —Veces Cg—VeECes
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y grafo dual

C
E, E., /
¢ ¢ tte E01+~~-+Cs EUl
Lineas
impares
E. tc, Lineas
pares
Ecl—l—l

donde el divisor de ruptura F,, pertenecera a la linea horizontal o vertical dependiendo de la
paridad de s.
Seak <c;+---+csconk=cy+---+c¢;_1+J,concy = 0ycomo en la definicion del AEIT

consideramos la siguiente notacion
By = Eeytotei+i = Eay)

donde 7 nos dice a qué linea del algoritmo de Euclides corresponde la explosion en la que aparecid
el divisor excepcional y 7 la posicion de dicha explosion en la linea del algoritmo.
Recordemos que en nuestra notacioén tenemos que 7*C' = > r;E; y K, = > b; E;. Procedere-

mos a calcular las multiplicidades 7;, b;:
PROPOSICION 2.1. Sea k < ¢1 + -+ ¢y By = Ec e, _1+j = Elij). Entonces

bk = ao(k) + Cl1(k’) -1

p-aog(k) siiesimpar
. =
‘ q-ay(k) siiespar

donde ao(k) y a1 (k) se obtiene de la k-truncacion del AEIT:

ai-1(k) = j-1,
ai—a(k) = cia;ia(k) +1,

a1(k) = coas(k) + as(k),
CL()(]{J) = clal(k:) + CLQ(k).
PRUEBA. Comenzamos probando un lema que nos dice como son las ecuaciones locales de

la composicién de las primeras k = ¢y + - - - + ¢;_1 + J explosiones:
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LEMA 2.3. La ecuacion local de la composicion de las primeras k = ¢; + -+ 4+ ¢i_1 + J
explosiones es

r = ual(k)vc T = uc,Ual(k)

.. . r
k), b St1esimpar o

siies par
v y = ubpo® P

y = ul

donde ¢ = ay(k') y b = ay (k') se calculan con la K'-truncacion del algoritmo de Euclides de p'y q,

yk' =ci 4+ ¢i_9; es decir
ai—3(k') = ci—9-1,
ai—4(K') = ciza;3(K')+1,
a1 (k') = coas(K') + as(K),
CL()(]{Z/) = Cla1<k/) + CLQ(]{Z/).

PRUEBA.

Observemos que en cada explosion la matriz de exponentes del cambio de coordenadas tiene

r=1u 10

~ det =1
Yy = uv 11
= 11
rew ~> det =1
Y= 01

Por lo que la composicion de explosiones también nos dara una matriz de exponentes con determi-

determinante 1:

nante 1.
Procederemos por induccion.

Caso k = 1 (una tnica explosion (¢, ) = (1, 1)): tenemos que ap(1) = a1(1) =1y c=0,b =

r =T
Yy =1

Luego parael caso k = ¢; + 1 ((i,7) = (2,1))

1y se tienen que en la carta U,

a(k)=j5-1=1-1=1,
ao(k)201'1+1201+1.
yc=1yb=c. Y tenemos
r =1I = T2 = =T = Ley+1Ycr1+1,
y =my =a3yy =0 = aly, =28yl
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donde la dltima igualdad se da porque se considera la carta U; al cambiar de linea en el algoritmo:

Ley = Ley+1Yci+15
Yer = Yer+1-
Para el caso general es suficiente verificar que las féormulas son validas bajo una explosion.

Necesitamos considerar 4 casos: supongamos que k estd en una linea impar y por hipétesis de

induccion se tienen coordenadas

T = le(k)yg,
ao(k
Y= xkO( )yll;-

Aplicando una explosion se tiene que si k + 1 sigue perteneciendo a la linea impar usamos la carta

U, para obtener

_ ay(k)+ec, ¢
T=Tpi1 Ykt1s
_ ao(k)tb b
Y= Trt1 Ykt

si k 4+ 1 cambia a una linea par usamos la carta U, y obtenemos

ao(k) ao(k)+b
y:xki(l)yk(jr(l) :

En ambos casos hay que probar que a;(k + 1) = ay(k) + cy ag(k + 1) = ao(k) + by para el

segundo caso que
al(k)ao(k -+ 1) — ao(k)al(k -+ 1) = :l:l,

pero todo esto se sigue de la observacion 1.1. y el lema 1.1. Lo que prueba la induccion. U
Volviendo a la prueba de la proposicién calculamos primero los b;’s:

Si ¢ es par tenemos

dr = cu o ® dy + ay (k)ucom®)—1dy

~s dx A dy = cte - ubTe po®rar =1 g A dy.
dy = bub" 00 F dy + ag(k)ubvo®-1dy } Y

Como {v = 0} es una ecuacion local de E, = E; ; tenemos que by, = ao(k) + a1 (k) — 1

Si % es impar tenemos

dz = a1 (k)u®®~1vedu + cunr®yeLdy

~s dx A dy = cte - u®®Far k)=l bre=1 g A dy.
dy = ao(k)u®~1pbduy + bu® P~ dy } Y

Como {u = 0} es una ecuacién local de £, = E; ;) tenemos que by, = ag(k) + a1 (k) — 1,y se
tiene lo que se afirmo.

Abhora para el caso de los 7;’s tenemos que en el caso impar:
Waj)q) _ (uaO(k)vb)p _ (ual(k)vc)q — yPook)ybp _ qa1 (k) cq upao(k)ch(vbpfcq _ uqal(k)fpao(k))
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pues pag(k) < qai(k)y cqg < bq al suponer 7 impar. Ademds como la ecuacion local de £, = E;
es {u = 0} tenemos que 7, = p - ag(k) como se afirmé.

Para el caso par

ﬂzﬁi,j)(f) _ (ubva(’(k))p _ (ucvtn(k))q — ytPypao(k) _ 4 ca,,901 (k) — ubpvqtu(k)(Uao(k)p—a1(k)q _ ucq—bp)

pues qa1 (k) < pag(k) y bp < cq. Como en este caso la ecuacion local de Ej, = E; j) es {v = 0}
se tiene que 7, = ¢ - a; (k) como se afirmd. O

En general si consideramos una curva con un par de Puiseux (p, ¢), i.e., equisingular a la curva
que acabamos de analizar, se tiene que su resolucion estdndar o minimal se consigue con el mismo

numero de explosiones y los r;’s no cambian, en este caso tampoco los b;’s.

5.2. Caso general. Para ver como son las multiplicidades en el caso de una curva con mas
pares de Newton observemos que, en coordenadas convenientes, en la explosion v;_1, el pull back

de f es de la forma:
T (D) = agmrees [0, — sl )+ D e, ]
i?j

Consideremos la £ truncacion del algoritmo de Euclides inverso a p; y ¢;. Escribiendo j =

vi—1 + k,con 0 < k < v; — v;_1, las multiplicidades 7; y b; se pueden describir de la siguiente

manera:

22) - Tv,_, - a1(k) + e;piag(k)  linea impar,
7o,y - a1(k) + e;qa1 (k)  linea par,

(23) bj = bvi_lal(k‘) + CLO(]C) + (Il(k?) —1 ;

donde claramente r,, |, = €;_1p;—10;_1.

La férmula anterior junto con los valores ordg, 7*h dados en la siguiente tabla nos permitiran
calcular los 6rdenes de los pull-backs de las coordenadas x, y y de las raices aproximadas f;
para cualquier divisor E; de la resolucién logaritmica de C'. Los valores de la siguiente tabla son
conocidos y pueden calcularse usando, por ejemplo, la igualdad (I7). Alternativamente se pueden
calcular a partir de los diagramas de Eisenbud-Neumann de C'. Vease [EisNeu].
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T Yy bil e I Jo—1 fq
Ey, P1 a1 a1p1 e a1pr - Py coo | oaprt o Pg—1 | Qap1 Py
Ev, | p1p2 a1p2 a3 e Qop2--Pj |t | QP2 Pg—1 | G2P2- Py
Ey, | p1---pj | cap2---p; | aops---pj | -+ a;p; o L ajpj g1 | ajpiccpg
Evg P1-Pg | C1P2- - Pg | Q2P3 - *Pg | *** | Aj41Pj+2 " "Pg | " * Qg QgDg

6. Una formula recursiva para el nimero de Milnor

Terminamos este capitulo con la demostraccion de una férmula recursiva para el nimero de
Milnor.

PROPOSICION 2.2. Sea Cj.1 una curva irreducible con k + 1 pares de Newton {(p;, ¢;)}* !y

sea Cy, su k-esima raiz aproximada. Entonces

,u(Ck+1) = pk+1N(Ck> + M(Cc(zﬁ)z)7

donde C,gﬁ)x es la curva con un tinico par de Newton (py.y1, y+1) definida en

Esta féormula se puede deducir facilmente de [KMcE, Theorem 2.3 (4)] o de [GVKMCcE,
Theorem 1]. Sin embargo daremos una prueba elemental usando las sucesiones de multiplicidades
de las curvas Cj. 1, Cy y C’(Sﬁ)x

PRUEBA. Supongamos que k¥ = 1y denotemos por (m;, ma, ..., m,) la sucesién de multipli-

cidades que se relaciona con el par de Newton (py, ¢;) mediante el siguiente algoritmo de Newton

ag = C1a1 + a9

aq = (909 + a3
(s—2 = Cs-105-1 + Qs
as—1 = CsGg,

donde a9y = ¢1 y a; = p1 Y, por la hipdtesis (p,q) = 1, se tiene que as = 1. Por dltimo r =

Cit- - +Cy
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My—cg+1 = Myp—co42 = - =My = 0g = 1.

La sucesion de multiplicidades de C) es (pa, WPV py.ny,...,n,), donde (ni,...,n;) esla
sucesion de multiplicidades de una curva con un sélo par de Newton (pa, go).
Finalmente, la sucesién de multiplicidades de C5 es (pamy, . .., pamg, Ny, . . . Ny).

Por tanto, usando [Wal, Theorem 6.5.8], la igualdad

w(C) = pop(Ch) + ul(CG)
es equivalente a la igualdad
ZPQmi(mei_ 1)+an(”j pQZmZ m; — 1) + praipa(p2 — 1) —|—an -1
y a la igualdad

Zmi<p2mz’ - 1) Zml m; — 1) + prag(pe — 1).

Esta dltima igualdad se sigue de las ecuacién Y, m? = piqi, que es facilmente deducibles recur-
sivamente del algoritmo de Euclides.

En efecto,

2

@p1 = apar = (c1a1 + az)ay = caj + ajas =
2 2 2 _
147 + (Cgag + CL3)CL2 = C10q + C20y + asaz =
9 2 2 _
-=cC0a] +Ca5 -+ Cs1Q,_ + Q5105 =

2

-=ca1(a; — 1) + caag(as — 1) + - -+ + ¢5az

OBSERVACION 2.9. La ecuacion ), m;(m; —1) = (p1 —1)(q1 — 1) se puede deducir de modo

andlogo a partir del algoritmo de Euclides.
(G1—1)(p1—1) =(ap—1)(a1 —1) = (rar +as—1)(a1 — 1) = cray(a1 — 1)+ (a1 — 1)(az — 1) =

crai(a; — 1) + (czas + a3 — 1)(az — 1) = cras(a; — 1) + coaz(az — 1) + (ag — 1)(ag — 1) =

c=car(a; — 1) + cpag(ag — 1) + - -+ + ¢cs_1(ag)(as — 1).

- =cai(ay — 1) + ceag(ag — 1) + -+ - + c5(as)(as — 1).
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En el caso general £ > 1, la demostraccion es andloga. La sucesion de multiplicidades de Cj,

sera
€1 (1) €1 (1) €2 () €2 (2 Ck—1_ (k—1) Ch-1_ (k—1) , (k) k
(—my ,...,—mfnl),—~~pkm1 ,...,—mg,Q),...,—m1 s, ——mED ,...,mfnk)).
€k €k €k €k €k €k
Las multiplicidades mgj ), . ,mg) corresponden al j-ésimo paquete de Newton y se relacionan

con el j-ésimo par de Newton (p;, ¢;) mediante el algoritmo de Euclides

W = gy
0 = Dyt ad)

@ _ 0 0) )
aS].'—Q - Csj:—laS]'—l + asj
B = b,

donde a((]j) = max{p;,q;} y agj) = min{p;,q;} y, por la hipédtesis (p;,q;) = 1, se tiene que

as; = 1. Pordltimor; = ¢ + -+ ¢, y

mf) = mf) == mld) = ol =,
@ _,0 _ _ ) _ )
mcgj)—l-l B ng)+2 - mcgﬁ-‘rcgj) = 2

() _ G )
J

() —
. =m . = : a 1.
T —c£§.>+1 Ty —cg]) +2 T

S5

La sucesion de multiplicidades de C®) es (D1, CRPE) pryi,na, ..., ny), donde (ny,...,n,)esla
sucesion de multiplicidades de una curva con un sélo par de Newton (py, gx)-
Finalmente, la sucesion de multiplicidades de Cj; es

( €1 (1) €1 (1 €2 Ck—1

—my ... m m!

1 > ry 0 ) )
€k+1 €k+1 €k+1 €k+1

k—1) (k)

(k)
S PR 5y DMy 5 s - Ty

Ahora el enunciado de la Proposicion se sigue ya que

Prap(Ci) + p(CL) = " m(ny — 1) =
€1

€1 k k
pk+1(z amgl)(amgl) — D+t ng )(m§ 1)) + awprpr (rer — 1)

Expandiendo ay, = (((a1pi + q1)pip2 + q2)p2ps + q3) + - - +)pe-1pxk + g y usando que ayp; =
Z(mﬁ”? y que a;q; = Z(mE”)Q tenemos que

e e
= o (D =m () =14+ P - 1))+

Ck (A
e e, N, (2 -
(Z(ekmz ) + Z(ekmz ))pk+1(pk+1 )
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cancelando el término pj,1 (= m( ))2 para cada superindice () tenemos

:—le(Z—m +- +Zm (X CEm? S (i) =

€k

= Y (=m? = =) Sl = eam() =

€k+1 Ck41 Ck41

e e
Z 1 mlgl)( 1 ml(l) — D+ + Zpk+1m§k)<pk+lm§k) —1) =

€k+1 Cr+1
W(Cri1) — E ng(n, — 1),

lo que prueba la proposicion.
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CAPITULO 3

Ideales de multiplicadores de curvas planas irreducibles

Nuevamente consideremos O = O¢:z , €l anillo local de funciones holomorfas de C? en una
vecindad del origen y X = Spec(0). Sea C' C X, una curva irreducible singular definida por
f € O, irreducible, en otras palabras es un divisor primo efectivo reducido en X y f es una
ecuacion local de C, la cual asumimos que estd en su forma de polinomio de Weierstrass.

Sea 7 : X’ — X laresolucion minimal de C' dada por una sucesion de n explosiones 0; : X; —

X,_1 en puntos cerrados:
T X =X,-X,1—= =X - Xo=X

y denotamos por 7; : X; — X la composicion de las primeras i explosiones.
Como ya se menciond en el capitulo anterior le asociamos la sucesion de multiplicidades

(a1, ...,a,), donde a; = mult,, (7", ,C') y p; es el centro de la explosién 6;. Esta sucesion, se

i—1,%
sabe, es un invariante de equisingularidad.

NOTACION. Sea
IN(C) := {nimeros de saltode C' < 1} C QN (0, 1).

0.1. Algunas propiedades del redondeo. La definicién de ideales multiplicadores utiliza la
funcidn parte entera. Vamos a enunciar un par de propiedades de esta funcidén que usaremos en las

pruebas de este capitulo.

AFIRMACION 3.0.2. Para todo m,n € R se tiene que:
(24) lm+n] < |m|+|[n]+1.
Paratodom e Zyce R :

(25) m > |c| + 1 si,ysolosi m>c

1. Caso con un exponente de Puiseux

La propiedad de tener un solo exponente de Puiseux es equivalente a la existencia de un sistema
de coordenadas para el cual la ecuacion de la curva es no degenerada con respecto a su poligono
de Newton (ver Observacién [2.2). Teniendo en cuenta este hecho es posible calcular los ideales
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de multiplicadores y los nimeros de salto (< 1) de cualquier curva irreducible con un solo expo-
nente caracteristico usando los Teoremas y la periodicidad de los nimeros de salto (ver
Observacion [1.1)).

En esta seccion daremos una prueba alternativa del caso con un exponente de Puiseux que
usard las expresiones para los nimeros r; y b; calculadas con ayuda de los algoritmos de Euclides

truncados, dados en la Seccién 5 del Capitulo 2.

PROPOSICION 3.1. Sea C' una curva analitica irreducible singular en el origen con un solo

par de Newton (p, q). Entonces

p(r+1)+q(s+1)
pq

HN(C):{)\: <1c0nr,s€Z20}.

Ademds si \ = prtbtatstl) o IN(C), entonces el monomio z"y* genera el C-espacio vectorial

KA(C). "

PRUEBA. Seaw : X’ — X laresolucién minimal de C' dada por una sucesion de n explosiones

en puntos cerrados:

T X =X,-X,_.1—= =X - X,=X.

Sabemos que n = ¢; +- - - + ¢, obtenido a través del algoritmo de Euclides y por la Proposicion
hemos calculado las multiplicidades r; y b;. Mostraremos que el monomio x"y*® pasa las cotas
C (Ek, /\)

ordg, 7 (2"y®) > | Ari| — by,

para todo k£ # v, donde E), es el tnico divisor de rupturay v; = ¢; + - - - + ¢,. Sin embargo no
pasa C(E,, \):

ordg, T (x"y*) Z | Ary, | — by,

con lo que z"y* ¢ J(A-C). Ademas mostraremos que z"y° € J((A—¢€)-C) para0 < e < 1y con
esto mostramos que A es un ndmero de salto y [z"y*] € K, (C)*.
Para esto usaremos la Proposicion y discutiremos dos casos, los que corresponden a las
lineas pares e impares del algoritmo de Euclides. Pero primero observemos el siguiente hecho:
Caso impar: Por Proposicién[2.1] tenemos que 7, = pag(k) < qai(k)y by, = ao(k)+ai(k)—1.
Ademds por el Lema. 2.3

ordg, 7z = a1 (k) < ordg, m*y = ao(k)
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Asi

ordg, m*z"y® = ay (k)r + ao(k)s > || — by
" > | M) pag (k) | = ag(k) — ar (k) + 1
& ak)(r+1) +ag(k)(s+1) > [2BUED |4 aq(k)(s+1) +1
& ar (k)(r + 1) > | peotllrtl) |

donde en la ultima desigualdad usamos y como qay(k) > pao(k) se tiene que x"y® pasa la
cota C'(Fg, A).

Caso par: nuevamente por la Proposion 2.1} 7 = 7 ;) = qay (k) < pao(k) y b j) = ao(k) +
ai(k) — 1. Y Lema.

ordg, 7"z = a1 (k) < ordg, ™y = ao(k)

Asi
ordg, ma"y® = ar(k)r + ao(k)s > | Arg] — by
v > [PEEEED g, (k) | — ag(k) — ax (k) + 1
& ai(k)(r+1)+ag(k)(s+1) > [“EEE | 4g (k) (r+1) +1
S ag(k)(s + 1) > |eaklet])

P
donde en la ultima desigualdad usamos y como pag(k) > qay(k) se tiene que z"y® pasa la
cota C'(FEg, A).

Por otro lado, los datos numéricos asociados al ultimo divisor, el divisor de ruptura £, son:

Ty =pg  ordg, mx =p

by, =p+q—1 OrdEvlﬂ*y:q
Pero observemos que en este caso x"y® no pasa la cota C(FE,,, \):

OrdEvl 7.‘.>0<a;,7‘y8 — p,r + qS z I‘% . qu — p — q + 1

& pr4+qs # pr+1)+q(s+1)—p—qg+1
& pr+gqs #* pr+gs—+1

p(r+1)+q(s+1)

Observemos que si consideramos A — € = o

—econ0 < e < 1, tenemos
ordg, ma"y* = [(A—¢€)-pg] —p—q+1=pr+gs

y como la condicién en los otros divisores quedaba abierta, se tiene 2"y € J((A —¢€) - C') y por lo

tanto
[2"y°] € KA ()"
Finalmente, es consecuencia de todo el andlisis anterior que para cada A € JN(C') tenemos

que el correspondiente ideal J(A - C') es monomial. Ademas si A\, \' € JN(C) son distintos y
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consecutivos entonces la funcién z"y* que falla la cota C(E,,, \') es un generador del ideal J(\-C).
Se deduce por tanto que dimc K, (C) = 1y que ([z"y*]) = K\(C).

Alternativamente se puede razonar del siguiente modo: como gN(C') tiene exactamente we

2
W elementos distintos, la ecuacion (@) nos dice que dimgc K, (C) = 1 para todo A\ €
IN(C), y por lo tanto ([z"y*]) = K»(O).

O

EJEMPLO 9. Sea C la curva plana irreducible definida por { f = y? —2'* = 0} C X = Spec0,
donde O = O g es el anillo local de C? en el origen. Una resolucién logaritmica de C' se obtiene

por una sucesion de explosiones en puntos cerrados:
T X=X, X, 1= =X —=>X=X

Cond;: X; — X;_1,7=1,...,ny la composicién de las primeras i explosiones 7; : X; — X.

Aplicando el algoritmo de Euclides a 3 y 14:

14 = 4x3+2
1x2+1
= 2x1

obtenemos que la resolucion minimal estd dada por una sucesion de 7 explosiones en puntos cerra-
dos con sucesién de multiplicidades: (aq, ...,a7) = (3,3,3,3,2,1,1) donde a; = multpi(wi__ll’*C)
y p; es el centro de la explosion ;. Como se menciond en el Capitulo 2 se puede calcular el nimero
de Milnor mediante la férmula pw=> ai(a;—1),dedonde pp = 4 x 3 x 2+ 2 = 26. También

observamos que el grafo dual de la resolucién es:

[ ]
]
5

o]

Con C la transformada estricta de C'.

Denotando 7*C' = > r;E; y K, =Y b;E;, se tienen las siguientes multiplicidades:

Ey | Ey | Es | Ey | E5 | Eg | B
ri| 3169 1214|2742
bl 1 123|415 10]16

Recordemos que dada una resolucién log 7 : X’ — (C?,0)de C'y A € Q~o,

I\ - C) =m0y (K, — [Ar*C|) C 0.
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De donde tenemos

I -C) =m0 (ZbE - pzriEij) — w*oX,<Z(bi - L)\riJ)Ei>
asi que
hedA-C) si ordgm*h > |Ar;| —b;, paratodo i.

Como observamos arriba, el nimero de Milnor de la curva es © = 26 y en razén de @, se tiene
que hay 13 nimeros de salto menores a 1. Ahora, por la Proposicion anterior tenemos que los

ndmeros de salto son de la forma:

{A: 3(r+1)+14(s+ 1)

o <1|r,320}

. . C . .
y si consideramos K, (C') = como C-espacio vectorial tenemos que:

- 17 [ 20 [ 23 | 26 | 29 | 3L | 32 | 34 | 35 | 37 | 38 | 40 | 41
NumerodesaltoA | 3 | 55 |55 |1 | & | B |6 |2 | 2| B | 2| 13 |1

Basede Ky(C) | 1 | x |22 |2® |2t |y |2° |2y |20 | 2%y |27 |23y | x

Observemos que efectivamente las funciones fallan en la cota asociada al divisor E7:

Jumping Cota Funcién
Number |Ari ] —b; ordg, m*h que falla
A E\|Ey | Es | Ey|Es | Eg | Ex | By | B | BEs | By | Es | Es | Ex h
2 0/]0/0[0]0]O0 0/]0]O0O[O0O|00]}O0 1
2 Ojo0o |11 ]1]2 1|11 ]1]1]2 x
z O 1|1 2|2 4 212121224 72
s o| 1,23 |3|6)1013 |3 [3|3[3|6]29 z3
2 1123144 |8 |13|4|4]4|4|4)|8]|12 zt
o L {23 (4|5 915112 ,3]4|5]9]|14 Yy
&2 1 {23 |5 |5|10)16|5 (5|5 |5]|5]|10]15 z°
A 1214|516 |11)18)2 |3 |4|5]6/ 11|17 xy
$ 113|466 |12]196 |6 |6 | 6|6 12|18 8
o 1 {346 |7 13)21|3 |4 |5]|6|7]13]20 2y
8 1|3 5|6 |7 |14|2217 |7 |7|7]|7]|14]21 z’
29 1 {357 |8 150244 |5 |6 | 7| 8|15]|23 3y
= 1 {357 |8 |16)25| 8|8 |8 | 8| 8]|16]|24 z®
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Con esto obtenemos los 13 nimeros de salto < 1, junto con sus ideales de multiplicadores que

nos dan la filtracion:

Ocz 2 (5 -C)=(z,y) 2 I3 C) = (a%y) 2 35 -C) = (a%y)
2 3% -0)=(a"y) 2 I5H-0)=(2"y) D I3 .C) = (2, 2y, 9%
2 35 0) =@ ey y?) 2 5 0)=(%2%,y") 2 35 C) =" 2%, 9%
2 5 -C)=(T2%,y%) 2 35 -C)=(a%2%,y") 2 (% C)= (2% 2",
2 (5 -C) = 2"y,y%) 2

2. Caso con dos exponentes de Puiseux

En esta seccion estudiaremos el caso de dos pares de Newton con la intencién mostrar el papel

de las raices aproximadas en el caso general. Comencemos con la siguiente

DEFINICION 3.1. Sean py, p2, @y € Z>q, con p; y c primos entre si, definimos los conjuntos

(r+1pr+ (s+ 1oy

P10

J(p1,01) ::{ |r,seZ20}ﬂ(0,1)

(r+1Dp1 +(s+ 1oy
DP11p2

l
J(p1, a1, 1) ::{ +p—|7°,s€Z>o}ﬂ(O,1),
2

conl €{0,....,p2 — 1}

Ahora demostremos un lema que nos relaciona los ideales de multiplicadores de C'; con algunos

ideales de multiplicadores de C5.

LEMA 3.1. Sea C5 un germen irreducible con dos pares de Newton y C) su primera raiz
aproximada. Si \ es un niimero de salto de Cy, entonces \; = p%()\ +1) € J(p1,a1,l) es un
niimero de salto de la curva Cs, para cualquier ! € {0,1,...,py — 1}, es decir,

p2—1

L J(p1,01,1) € IN(Co).

=0

r+1)p1+(s+1)aq

Mds atin, si A\ = ( , entonces
piraa

2"y fi] € K (Ca)".

PRUEBA. Sea f; (resp. f2) una ecuacién de ' (resp. de C5). La resolucion minimal de
(', consiste en un tnico paquete de Newton que denotaremos por 7, siguiendo la Definicién
La resolucién minimal 7 de (5 consiste en dos paquetes de Newton; es decir, 7 = 72 0 1;. En
otras palabras, el primer paquete de Newton, o equivalentemente, la composicion de las primeras
vy explosiones de la resoluciéon minimal 7 de C y la resolucion minimal 7; de C'; son comunes.
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Por tanto, la resolucion minimal de C'5 es también una resolucion logaritmica de C; (no minimal)
y el grafo dual de la resolucién minimal de '} coincide con el primer paquete de Newton de (5,

1.e., hasta el primer divisor de ruptura (ver [Pop]|):

Ey .Evl e .E7’2 02

[ ] .—>él

Las primeras v; entradas de la sucesiéon de multiplicidades de C5 y de C} estdn relacionadas

del siguiente modo:

p2 - mult,, (m, )  C1) = mult,, (m, ) ,Cy)  parai=1,..,0

-1
1—1,%
En consecuencia, se tiene que si 7;( f1) := ordg, 7*(f1) y ri(f) := ordg,7*(f), entonces

p2-ri(f1) =ri(fo) coni=1,.. 0.

Por otra parte, los nimeros b; coinciden en los divisores excepcionales comunes a la resoluciones

minimales de 5y y de C;. Asi, las cotas

Clm. B ) = N 1)) =i = A 1)) — b= € (wE pi)

asociadas a los divisores excepcionales F;, con ¢ = 1,..., vy, coinciden. Igualmente, coinciden
los 6rdenes ordg, *h, para cualquier i € O, y, en consecuencia, las funciones que satisfacen (o no
satisfacen) las desigualdades asociadas a los divisores excepcionales F;, con: = 1,..., v;.

En particular, f; cumple que ordg,n; fi = r;(f1) para los divisores excepcionales del primer
paquete de Newton, es decir, para i = 1,...,v;. Y, por tanto, f; pasa las cotas C(n;, E;, A).
Ademas por la periodicidad (Obs. tenemos las siguientes equivalencias: Para todo A < 1y
todoh € O,

h pasa la cota C'(n,, E;, A); es decir, ordg, 7*h > | \r;(f1)] — b;,
siy solo si

hfl pasala cota C(n1, E;, A +1); es decir, ordg, w*(hf!) > [(A+ Dri(f1)]| — by,

Estas dos condiciones son, por lo discutido mads arriba, a su vez equivalentes a
hfi pasala cota C(m, B, o-(A +1)); es decir, ordg, 7 (hf{) > [(A+ Dri(f2)] — bi.
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z"y* fl xrysfioQ—l
| ~ | « | | ~ |
[ - [ - [ [ N [
A A'+'1 e o o A'+'p2‘_'1 e o o
0 1 2 p2 —1 D2

Para mostrar que | J?2," J(p1, a1,1) C JN(C,) bastard estudiar las condiciones impuestas por
el segundo paquete de Newton, i.e., las condiciones impuestas por los divisores E; con v; + 1 <
J < v

La Proposici(’)nimplica que si A < 1 esunndmero de salto de (', entonces A = (rtDpr+ (st 1oy

p1a
y que en ese caso K (C}) estd generado por el monomio z”y°. Queremos comprobar que x"y* f}

pasa las cotas C(m, E;, \;):
ordg, m («"y* fi) 2> [N - 7i(fo)] = by,
para0 <1 <py — 1.

Supongamos que j = v;+k, con 0 < k& < vy —v;. Consideremos la k-truncacion del algoritmo

inverso de ps y g2 y sean ag(k) y a1 (k) los nimeros asociados. Podemos escribir

ri(f2) = ar(k)ro, (f2) + (rj(f2) — ar(k)re, (f2))
y, analogamente
bj+1=ay(k)(by, +1)+ ((b; + 1) — ai(k)(by, +1)).
En primer lugar, observamos que Agaq(k)r,, (f2) es entero, ya que 7y, (f2) = porv, (f1) =
P21, € igual a
(r4+1Dp1+(s+1)a)ar (k) = ordg, 7" (2"y*) + a1 (k) (p1 +a1) = ordg, 7" (2"y*) + ay (k) (by, +1),

puesto que ordg, 7z = a1(k)p1, ordg, 7'y = a1(k)a1 y by, + 1 = p1 + .
Por lo tanto, descomponiendo \; como Ay + p% y cancelando a;(k)(b,, + 1), tenemos que
| A 7(f2)] — bj esigual a

* T,,S l
ordg, 7" (z"y") + Lp—rj(fQ) + Ao+ (r(f2) — ar(B)ro, (f2)) ] = ((b; +1) = ar(k) (b, +1)) + 1.
2
En segundo lugar, a continuacion acotaremos p%rj( f2) por ordp,7* f}. Para ello usaremos la
igualdad (22), que nos dice que

ao(k) sik corresponde a linea impar,
() — (R () = § P20olh) stk comesponde a nea imp
q2a1(k)  si k corresponde a linea par,
y el hecho de que ¢2a4 (k) < peag(k). Por tanto, usando que r,, (f2) = pary, (f1), tenemos
ri(f2) < ar(k)ro, (f2) + paao(k) = pa(ai(k)ry, (f1) + ao(k)) = peordg,7*(f1).
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En consecuencia, | \; - 7;(f2) | — b; es menor o igual que

ordg, m (z"y* f{) + [Xo - (r; — ar(k)ro, (f2)) ] = (b + 1) — ar (k) (by, +1)) + 1.

Finalmente, usaremos la igualdad (23)), que afirma que

de donde

para comprobar que

bj +1-— (11(l€)bvl = CLO(]{Z> + al(k),

by +1— ay(k) (b, + 1) = ao(k)

o (r — ar(k)ro, (f2)) ] — ((b; + 1) — ar (k) (by, + 1)) +1 <0.

En efecto, usando de nuevo (22)), tenemos

LAO : (Tj - al(k>rv1 (fQ))J - ((b] + 1) - a1<k)(bv1 + 1)) +1 < L/\O 'p2a0(k” - CL()(/C) + 17

ya que goa; (k) < paao(k). Ademds

yaque \g-py = A < 1.

Asi que

L/\Q . pQCLo(l{?)J — (lo(k’) + 1 S 0,

ordg, ™ (2"y* f1) = [N - r5(f2)| = b,

y por lo tanto z"y* f] pasa las cotas C(m, E;, \;) para j > v; pero no C(m, E,,, \;) y por lo tanto

2"y fi] € K (Ca)".

Graficamente tenemos la siguiente imagen:

T "y fi atys 2
| x | x | | x |
| A ! A+1 ! ! A+ 1 !
O 1 2 ° . ° p2 o D2 p
l mryk l xrysfl l l T ysffzfll
| ] A I S

A A4 1 by p2—1
0 P2 piz pz 1 pa pl * s p;—l w1

2 2
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OBSERVACION 3.1. La prueba anterior nos dice que 3( A Ca) =J(A-Ch), para A € (0,1).
PRUEBA. Claramente 3( A - Co) CI(A-Ch). Ahora, suponemos que existe h € J(ACy) —
3(p2 AC5), e implica que h no pasa la cota C(m, Ej, piQ)\) para algun j > vq; es decir, que

1
OI'dEjﬂ'*h < Lp—>\ . Tj(fg” — b]
2

Como J(AC) es monomial, h se puede expresar como una suma finita > h; - m;, donde m; es un

monomio en J(AC}). Pero eso contradice el Lema anterior ya que
1
OI‘dEjﬂ'*h > OI‘dEjTr*mi > L—>\ . T'j(fg)J — bj.
D2

Concluimos que 3( A Co) =J(A-Ch). O

M( 1)

Con lo anterior hemos encontrado p - ndmeros de salto de (5, sin embargo faltan mas

(recordemos (6) y Prop. [2.2). Para encontrar los restantes relacionaremos los nimeros de salto de
1
Cau:t’

cuenta con un s6lo par de Newton (ps, o) y en razén de la Proposicion [3.1] es muy fécil calcular

definida en con niimeros de salto de C5. Lo préctico de hacer esto es que la curva C},.
sus ideales de multiplicadores.

Para esto usaremos el proceso de Newton y la transformacion auxiliar (I3)), la cual nos da
unas relaciones entre algunas multiplicidades de la resoluciéon minimal de C; y multiplicidades de
resoluciones log de sus transformadas bajo estas transformaciones, i.e., NP;Coy CL

Denotamos por C2 , al plano afin con coordenadas (i, y) y consideramos el siguiente diagrama

(26) & NPCy = 51C, Cue
|
m NPCy = SiCh,. € C3 ¥
CQ g Ciy C;u:v = C2

donde 7, ¢ y 1) son resoluciones log de Cs, de N P{Cy y de C}

aux’

respectivamente, donde N P; es
el primer proceso de Newton, definido en (11)), y S; es la transformacién birracional, dada por

Slz{u = 1

— o
vo= T Y.

Por definicion tenemos (S| Lo N P)*Cy = C!

uz» 12 cual es una curva con un unico par de
Newton (ps, ap), descrita en Definicién
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LEMA 3.2. Los grafos duales de las resoluciones log anteriores 7, ¢ y 1 de la Figura 26|son:

Cl

*
C. ]VP
El v1 2 El 1 vy Epu,\l Ep1Lz1+i—'vl auw
o—o.o o.oo.oo EEY TR = O—— cee ——@—— cec0ece
; v —v1 Ep1a1+vg—zn
~I71P2111
.

Ademds hay las siguientes biyecciones entre subconjuntos de los correspondientes divisores ex-

O—— o0

cepcionales:
B(m,¢): E; <+—  Ei,
B(¢,0): Eiy, +— Epati-w
para vy + 1 < i < vy, tales que r;(T) = 1i—yp, (®) = Tpray+i—vr (V).

)

PRUEBA. Primero consideremos 7 como la composicion 7, o ,,, donde 72 son las explo-
siones que corresponden al segundo paquete de Newton (2.2)) de la resolucién de Cy y 7, es la
composicion de las explosiones del primer paquete de Newton de la resolucion de Cs; es decir, de

las primeras v; explosiones. Se tiene el siguiente diagrama

~ —_—

27) G, NPiC,
2
N X
T O 71':1 Cg NPl*OQ

Por el Lema (75, C, pvy+1) €s equisingular a (NPyC,0), de donde se obtiene la primera
biyeccién B(w,¢) : E; «— FE;_,,conv; +1 < i < vy y ademds se obtiene las igualdades
ri(m) = riv, (@)

Ahora, considerando (S o NP;)*Cy = C}, .y, en vista de la parametrizacién de C},, dada

a aux

1 o :
en (14), tenemos que localmente C;,,, tiene una ecuacion del tipo

P2 blua2 + E bm-ulvj .
Asi, usando que oy = pipoar; 4+ o podemos explotar p; i -veces para obtener que una ecuacion

de definicién de la transformada total de esta curva es
UPPe (VP — b U) + Y e UMV,
lo que nos da la segunda biyeccion B(¢,v) : E;_y, <— Ep 0, +i—0, ¥, ademds, las igualdades

Ti—vy (¢) = Tprar+i—v; (¢)
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LEMA 3.3. Sea M € Clz,y], entonces para i > v,

ordg,m"M = ordg,_, ¢"(NPM)

bi = ordgm*dr Ndy = ordg, , ¢*NP{dx N\ dy
= 01’a’E?.,_U1 ¢*JacN Py + ordg 1¢*dx1 A dyy

1—v

PRUEBA.

Ambas afirmaciones se deducen de las expresiones en coordenadas de m,, y de N M;:

xr = zPry° x =
Ty = nhn N, = )
y = THYn, y = a7 (as +u),
conpic—aq = 1.
Para probar la primera afirmacién, basta comprobarla para M/ un monomio en las coordenadas
x ey, para M = f, ypara M = f5 (ver [Pop, Corollary 5.4]). El dltimo caso se vio en el Lema
anterior mediante la biyeccion B(m, ¢). En los casos restantes bastard comparar 7y My NM; M
y usar que, segun el Lema los gérmenes (N P;C,0) y (7 C, py,+1) son equisingulares.
En efecto, tenemos que 7 2"y® = ]P**% moédulo una unidad en el punto p,,, pues tiene

coordenada y,, no nula, y que N P;a"y® = 2}P* 9 (

ag, + y1)°. Ademds tenemos que 7, fi = Yy,
y que N P} f; = y; médulo una unidad.

A partir de las expresiones de 7,, y de N M, tenemos que

T, dr A dy = (prc— aql)xplﬂl_lygjc_ldwvl A dyy,

v1

y como £, estd dado por z,, = 0 tenemos que b,, (1) = p1+q¢; — 1. Por otra parte, N M, dzAdy =
plm]flﬂl_ldxl A dy,. Recordando que NP, = T5 o Ny o T} donde T} y I3 son isomorfismos,

tenemos, por tanto, que
by, (7) = ordg, NPidx A dy = ordg, JacN P;.

Las igualdades
bi (’ﬂ') = OI'C]E'FU1 (b*JaCNpl -+ OI'dE'Fv1 (b*dl'l N dyl

se siguen del hecho de que (7}, C, py, 1) y (NP Cy,0) son equisingulares y del hecho que p,, 41
tiene coordenada ¥,, no nula.
O
El siguiente Corolario es consecuencia directa de los dos Lemas anteriores.
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COROLARIO 3.1. Sea M € Clz,y|. Entonces, para i > vi, M pasa la cota C(m, E;;\) siy
s6lo si JacN Py - N P M pasa la cota C(¢, E;_y,, \).
Equivalentemente, ordg,m*M > | Ar;(7) | — b;(m) si y sélo si

ordg,_, ¢"(JacNP, - NP M) > | Ari—y, (¢)] — bi—uy ().
PRUEBA. La desigualdad ordp, 7*M > |Ar;(m)| — b;(7) es equivalente por el Lema[3.2] a la
desigualdad ordg,m* M > | Ar;_,, (¢)] — b;(m) y, por el Lema[3.3] a la desigualdad
ordg, , ¢"NPIM > |\ri(@)] — ordg,_, ¢*"JacN Py —b;y, (9).

[l

El Lema y Corolario siguientes son consecuencia directa del hecho de que S, es birracional y

la Proposicion|1.2)

LEMA 3.4. Seam € Clu, v] un monomio. Entonces, ordg,_, ¢*Sym = ordg, , ., , ¥*"my

i—vq

bpray i, (V) = ordp,_, ¢"Sidu A\ dv = ordg,_, ¢*JacS, + ordg,_, ¢*dxy A dy;.

COROLARIO 3.2. Seam € Clu, v| un monomio. Entonces, m pasa la cota C(, X, Ep, g1 +i—v, )
si 'y sélo si Stm - JacSy pasa la cota C(p, N\, E;_,).

OBSERVACION 3.2. En general, ordg, ,,¢*N Pdx A dy # ordg,_, ¢*S*du A dv.
Ahora consideraremos los pesos w(x) = p; y w(y) = ay en Clz, y].

LEMA 3.5. Consideremos los monomios x"y°, con peso w(z"y®) = prag —p1—ai1+aya > 0,
ym = u® L. Entonces,
NP (z"y®) - JacN P, = Stm - JacSh,

modulo una unidad.

PRUEBA. Por un lado, de la definicion de los pesos se tiene w(z"y®) = pyjoy —p1 — g +a =

rp1 + Ssaq, por lo que
(28) (r+ Dp1 + (s + 1)y = pra;g +a.
Por otro lado, JacN P, = plwfﬁo“*l y JacS; = o', asi
NP;(z"y®) -JacNP = 2" (ag, + y1)*praf

— p1x§r+1)p1 +(S+1)a1*1 (aﬁl + yl)s

-1
Stm - JacS; = ot
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y usando (28) se tiene la afirmacién.

PROPOSICION 3.2. Sea Cy = {fi = 0} la primera raiz aproximada de C5, entonces
NP fi = (21" )" = Sio'.

Ademds, si w(x"y®) = p1ovy — p1 — a1 + a tenemos que, para i > vy, las siguentes afirmaciones
son equivalentes.
2" y* fi pasa  C(m, E;, \)
si y solo si
NP/ (2"y*f]) - JacNP, pasa C(¢, Ei_y, \)
siy solo si
St(u* ') - JacS, pasa  C(¢, Ei_y, )
siy solo si
u ' pasa C(U, Epygytiovs \)

PRUEBA. La primera afirmacién es consecuencia directa de la definicion de la transformacion
birracional S; (y recordar Observaciones y[2.7). La primera equivalencia es el Corolario [3.1]
la segunda equivalencia se sigue del Lema|3.4]y de la primera afirmacion de esta Proposicion, y la
tercera equivalencia se sigue del Corolario[3.2] U

Ahora podemos describir los ideales de multiplicadores de la raiz aproximada C, que tiene

dos pares de Newton (p1,q1) y (p2, ¢2). Recordamos la notacién introducida en

ar = q y Qi1 = Pit1Pi% + Gig1,

y los conjuntos J(p1, ay,1) y J(p2, as) introducidos en la Definicién [3.1]

Consideraremos los siguientes sistemas de condiciones lineales con coeficientes enteros (> 0).

e Elsistema S[1](\) consiste en una tnica ecuacién lineal
Aajeg = pra; + ajag + aipil
en las incognitas aq, as, [ sujetas a las restricciones
prar + aras < agpa, ap,az > 1, 0<i<p—1
e Elsistema S[2](\) consiste en 2 ecuaciones lineales

Aager = poas + ol
P11 +as = pia; + aas.
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en las incognitas ay, as, as, [ sujetas a las restricciones
P2a3 + Qoly < e = aopa, a,az,as,ly, > 1, az < p1.

OBSERVACION 3.3.

(a). El sistema S[1](\) es equivalente a
ATy, = pra1 + arag + ordg, (7°f1) -1
y el sistema tiene solucion entera (aq, as, [) (en cuyo caso es unica) si y solo si
A€ J(p1,an,l).
(b). La primera ecuacion del sistema S[2](\) es equivalente a
ATy, = paasz + aoly,

y dada una solucién de ésta (a3, l;), se tiene que la segunda ecuacién tiene solucién ya
que pya; — p1 — a1 + 1 es el conductor del semigrupo (p;, 1) (en cuyo caso, es Gnica
con la condicidn que a; < py).

Asi S[2](\) tiene solucién tnica (aq, az, as, ;) si'y s6lo si

_ paa3 + anly

y18%)

A € J(p2,a2), ax <pi.

PROPOSICION 3.3. Sea Cy una rama con dos pares de Newton {(p1,q1), (p2,q2)} v sea Cy su

primera raiz aproximada. Entonces,

(a). Los niimeros de salto de Cy menores que uno son los elementos del conjunto

p2—1

IN(Cy) = U J(p1, a1, 1) U J(ps, az).

1=0
(b). La dimension del espacio vectorial X, (Cy) es igual al niimero de conjuntos
J(p1,a1,1) y J(p2, aa) que contienen a \. Este niimero coincide con el numero de sis-

temas S[1](X) y S[2](\) que tienen solucion (y de existir la solucion ha de ser iinica) en

Z>. Por tiltimo, el conjunto

(a1, aq,1) es una solucion } U {[xa1_1ya2—1 {1—1]

a1—1, a2—1 pl
{[x VRN e S en 7

de S[2](\) en Z>
es una base de K (C3).
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PRUEBA. Porel Leman se tiene que [ J2," J(p1, a1,1) € IN(Cy), el cual es un conjunto

)

de cardinalidad p- - y por lo tanto ordenado.

Denotemos ,u(Cl) = 111 y escribimos
ZN(Cl) = {/\1 < )\2 < < )\ul/Q},

entonces podemos escribir

p2—1 p2—1

A+
Ut =U 3 nsi< )
=0 =0

D2

Ademads, de la Observacién se tiene que si \ = plrtDtoa(sHl) 5 (p1, 04, 0), es decir, si

a
A es un nimero de salto < 1/p,, entonces ([z"y°]) = K )\(CQ)p.Qpl 1

El Corolario [3.1] que se basa en los Lemas [3.2]y [3.3] y el Corolario [3.2] que es consecuencia
de que S; es birracional y la Proposicién nos permiten identificar las cotas C(7, Fy, 14, A)
asociadas a los divisores excepcionales Ev1+z" con 1 < ¢ < vy — vy de la resoluciéon minimal
de C; con las cotas C(¢, E;_y,, A), C(¢, Ep, g +i—v,» A) asociadas a divisores excepcionales de las
resoluciones de N P;Cy y de C!

auzx*®

Como C!  tiene un solo par de Newton (ps, a2), podemos elegir coordenadas de modo que

auz
es no degenerada con respecto a su poligono de Newton y como consecuencia del Teorema de
Howald (Teorema@o la Proposicion @), podemos calcular sus nimeros de salto e identificarlos
con nimeros de salto de Cs mayores a 1/p, y debidos a las cotas asociadas a los divisores EUDLZ—,
con 1 < i < wy—wy (es decir, al segundo paquete de Newton) con los nlimeros de salto de C'!

aux*

efecto, el Lema [3.2|relaciona el divisor de ruptura de la resolucién de C,,.. (es decir £, o, 4v,— Ul)

aux
con .

Como por el Teorema de Howald los ndimeros de salto JN( estdn provocados por el

aux)
divisor Ej, o, 4v,—v,» €0ntonces estamos seguros de obtener asi los nimeros de salto del segundo
paquete de Newton de C'5. En consecuencia

p2—1

3N(C2) == U J(p17 Qaq, l) U ‘](p27 052),
1=0
con lo que se tiene (a).
Para calcular los ideales de multiplicadores de C5 asociados a A > 1/p, necesitamos identi-
ficar las funciones que causan los nimeros de salto de C! = con elementos del ideal monomial [

generado por los monomios z"y® con

pi(r+1)+ (s+ 1)ag > pray,
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equivalentemente
pir+ a8 =pray —pp — oy +a, cona > 1.

Para esto recordemos que como consecuencia del Teorema de Howald (ver Proposicién [3.1)) se

: . _ poatast 1
tiene que el nimero de salto A = 2222 € J(psy, an) de Oy,

uvtv'~!, luego por el Lema y la Proposicion se tiene que corresponde al monomio gener-

es causado por un monomio

alizado z"y* fi~*, donde
pir + Q18 =pi1y —p1 — aq +a.

Observamos que la existencia de una solucién (r, s) a la ecuacién anterior estd garantizada para
cualquier a > 1 porque (p; — 1)(a1 — 1) = ayp; — oy — p1 + 1 es el conductor del semigrupo
'y = (p1, a1). En particular, "y* € I y lo denotaremos por M.

Asi identificamos las funciones que causan los ndmeros de salto de C}  con elementos de 1.

En la siguiente figura los monomios de la figura izquierda que corresponden a puntos por debajo

de la linea punteada son las funciones que provocan los niimeros de salto < 1/ps.

/Tpl + sap = prag

........... :I;al
xo T
rp1 + say = prag —

Por otro lado, puede pasar que haya mas de un monomio (generalizado) que corresponda a un
nimero de salto A € J(py, ), sin embargo, a continuacién, mostraremos que dichas funciones
son proporcionales en el cociente K (Cy).

Sea A € J(pa,p) y sea x"y® un monomio responsable del nimero de salto A. EI peso del
monomio x"y® es igual a w(x"y*) = pir + aus = pray — pp — a1 + a con a > 1. Es facil

comprobar que si 1 < a < p; 4+ a1, s6lo habra un monomio x"y* tal que
p1ir + 18 = prag —p1 — a1 +a.

En caso contrario queremos entender la relacion entre los distintos monomios con mismo peso.
Sea
s =min{s’ € Zso |3’ € Zso tal que w(z"y*) = proy — p1 — oy +a},
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y notemos que s < p; pues en caso contrario w(x"*1y*~P1) también cumple la ecuacién. Supong-
amos que a > p; + a; y que existen dos monomios z"y* # z” y* con el mismo peso (que por
el Lema tenemos que ambos corresponden a \). Como w(z"y*) = p1r + ays = w(z"y*) =

p1r’ + a8, se tiene que
pi(r—1")+ai(s' —s) =0,
y como r > 1/, existe ly € Z-o tal que (r — ', s — §') = lp(a1, —p1), porlo que ' = r — lpay y

s’ = s+ lpp;. Ademds todos los monomios M ik) 1= g karysther con (0 < k <y corresponderédn

a \, pues w(z"Ferys L) = (r — kay)py + (s + kp1)ay = prag — p1 — ay + a.

e, o o . . . . ] . . ] . .
T 5,8
. x yo . . . . . . . . . . .
. ° oo . . ° . . [ ) () )
.................. o ys+p1
° 2 . . . . . . .

Ahora observemos que podemos tomar una combinacion lineal (con los coeficientes binomiales

del binomio de Newton (y?* — z1)l0 = f}°):

lo i 37 (%) / l -1 l
I = —“1Y'M — s flo  r—loa1, s rlo
§ (2)< ) A "yt fi x Yy
y observemos que

ordg,, (a7l ys floy — ordg, m*(z"~*y*) 4 ordp, m* to
= (r—loaly)pip> + sa1ps + oo
= rpip2 — lopipacy + sagps + lo(pip2ci + go)
> ordg, ™ (2"y°) = rpip2 + saipa,

mientras que ord g, 7 (2" 0%1y® f0) > ordg, 7 (2"y*), para todo i < vy, por lo que
xS f0 € J(ACy)

y por lo tanto
[L] =0e€ :K)\(Cg)

por lo que el conjunto { M S)} es linealmente dependiente en el cociente.
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Ademés observemos que 2"~ yS TP — p"yS = 2" yS 1y w(a" My = w(z"y®) — praq, y

ordg, 7 (2" "y’ f1) = ordg,, 7 (z""y°) + ordg,, 7 fi
= (r—ai)pip2 + saps +
= Tp1p2 — p1p201 + Saipe + (P1P20vy + G2) = TP1P2 + S0P + @
> ordg, ™ (2"y*) = rpip2 + saipa,

mientras que ord g, 7 (2" ~1y* fi°) > ord g, m* (2"y*), para todo i < vs, por lo que
T a1 Sf 6 8(A02)

y, por lo tanto, concluimos que

r—aq

[y TP — 2Tyt = 0 € K (Co).

En consecuencia, M, y M )(\1)

son linealmente dependientes en K, (Cs5) y de manera similar pasa
con dos monomios consecutivos M ik) y M ikﬂ).

Podemos concluir que todos los monomios generalizados relacionados con el numero de salto
A € J(pa, aq) a través de la Proposicion [3.2] son linealmente dependientes dos a dos en K, (Cy).
Sin embargo puede pasar que A € J(po, ap) también pertenezca a | J;2, Y J(py, o4, 1), por lo que en

este caso tendrd dos presentaciones:

)= aps + tag _ A+ 1
D202 P2

pero la funcién responsable de 2 +l por el Lema 3.1} es una funcién que falla la cota C'(FE,,, \)

mientras que la funcién z"y* fi~ Y falla la cota C (EUQ, A) y por lo tanto son linealmente independi-

entes en X, (Cy), en este caso
dimc J{)\(Cb) = 2.

pioa

Para concluir observemos que si A € J}2 7 J(py, aq, 1), es decir, A = pig <M +1 )

entonces el sistema lineal S[1](\):

Aareg = prag + aras + apl
(7" + 1)]71 + (3 + 1)a1 +1l = pray + aras + agpal

tiene solucién dnica (aq, ag,l) = (r+1, s+ 1,1;) (recordando que ey = p1p2 y A < 1). Ahora, hay
dos opciones, la primera es que A ¢ J(pa, ), y como los conjuntos J(py, aq, ) son disjuntos dos
a dos, se tendrd que K, (C>) es de dimensién 1 y la funci(’)n [27y° f1'] serd una base de K (C).

Ahora, si ademds A = 227920 € J(py, ), y 2”y* = M), entonces el sistema lineal S[2](\):

Aager = poas + ol
P11 a3 = pia; + @iag,
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€S

{ P20+ agt = paaz + aoly,
pion +az = piap + 10z
usando que e; = ps, el sistema tiene solucién (a1, as, as,l1) = (1,8, a,t). Ademds [z"'y* fi~"]
es linealmente independiente de [z"y* f{o] en K, (Cy) pues una funcién falla la cota impuesta por

el primer divisor de ruptura y la otra el segundo. Concluimos (b).

]
OBSERVACION 3.4. De la proposicién anterior y de la Proposicion se sigue que la curva
(), tiene @ numeros de salto, contados con multiplicidad, en coincidencia con @

OBSERVACION 3.5. Los monomios % ~1%2~1 que causan los niimeros de salto de C, de la
forma J(ps, o) tienen su peso w(z® 1y~ = pjay — p; + a1 + a acotado por la condicion

a < L%J. Esto es consecuencia de que el monomio correspondiente u%~! ha de cumplir que

apa+a2

aopr. < 1, en virtud del Teorema de Howald aplicado a la curva C'!

aux”®

EJEMPLO 10. (Curva con dos exponentes de caracteristicos) Sea ' la curva definida por
f=W =" +y" =fi+y =0

de donde se observa que (3, 5) es el primer par de Newton, en este caso C' ya estd en coordenadas
convenientes y no es necesario aplicar 77, luego aplicando la primera transformacion de Newton

dadapor z = 23 y y = 27(1 + y; ) tenemos:

Ni(f) = flaf, 2?1+ 1)) = (@ +m)° —2°)” + 2P (L+ )"
= 2[(1+51)° = 1)* + 23(1 + 1))
= 2{°((97 +3) + Zi+5/2j>10 a;, 71y’ ]
De donde observamos que el segundo y ultimo par de Newton es (2,5). Se tiene que a; = 5
y as = 35. Podemos calcular la sucesion de multiplicidades aplicando el algoritmo de Euclides a
los pares de Newton:
5 = 1x3+2
3 = 1x2+1
2 = 2x1
Que nos da la sucesioén de multiplicidades asociada a fi: (3,2, 1, 1). El nimero de Milnor de
C1 es 8,y por @, (', tiene 4 nimeros de salto menores a 1.

Recordemos las multiplicidades de C'y ('} tendran la siguiente relacion:

2 - mult,, (7, ,C1) = mult,, (m; ", ,C)coni=1,...4

i—1,% i—1,%

72



y que corresponde al primer paquete de Newton de f: (6,4, 2,2, ...). El grafo dual de la resolucién

de C] es:

o1 ol ol o

o2

Ahora aplicando el algoritmo de Euclides al segundo par obtenemos el resto de la sucesion de

multiplicidades de f:
5 = 2x2+1

2 = 2x1
y tenemos la sucesion de multiplicidades: (6,4,2,2 | 2,2,1,1). Asi, el nimero de Milnor de C
es i = Zle a;(a; —1) =6 x5 +4 x 344 x 2 =50, por lo que C' tiene 25 nimeros de salto
menores a 1.
Se tiene el grafo dual de la resolucién minimal de C":

&
[}
T
)
[ ]
IS
[}
=
@t
[}
!
)
[}
o]
®
@)

ol ol

Con la siguiente tabla de multiplicidades:

E\ | Ey | Es | Ey | E5 | Eg | E7 | Eg
r;| 6 1018 30|32 |34|35]70
bi| 1 |24 |7 |8]9 1020

Luego, por la Proposicién 3.1} los nimeros de salto de C; son:

{)\:3(7“—1—1)4—5(84—1)

15
. 8 | 11| 13 | 14
Numero de salto A AR

Basede Ky(Cy) |1 |z |y | 2?

Que corresponden a los nimeros de salto {%, %, %, %} de C'. Ahora, recordando la periodi-

8§ 11 13 14}

1 ) > }:{_7_7_7_
<llrs=0 15°15° 15’ 15

cidad de los nimeros de salto:

tenemos que {%, %, %, %} también son nimeros de salto de f; con:

p 8 | 11|13 ] 14 23] 26 28 29
Nimerodesalto A | 7= | 15 | 5 | 55 | 15| I 15 15

Basede K\(C1) |1 | x|y [2® | fila-fily - fr|2® fu
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Para comprobar que efectivamente estas funciones no pasan las cotas observemos la siguiente
tabla:

Numero Cota Funcién
de Salto | [Ar;(f1)] — bs ordg, m*h que falla
A E\|Ey | Es| Es| By | Es | Es | Ey h
% O(0jOJ1]J0]0]|O0 1
3 L1241 ]1]2 x
% 11213 11213 Y
% 1124 2 12| 4 x?

% 3051911613 (5]9]15 fi
% 4 16 |11 |19 4|6 1118} =-fi
3 4 | 7 12|21 4|7 |12|20] y-fi
% 4 | 7 131225 |7 |13|21| 2% f

Asi, los nimeros de salto de C'; (A # 1) que dan nimeros de salto de C' menores a 1 son 8
pero ya hemos observado que C' tiene 25 nimeros de salto (< 1). Ahora observaremos que los 17
ndmeros de salto faltantes se obtienen de C!, . que tiene un tnico par de Newton (ps, az) = (2, 35)

y por lo tanto

2(r + 1) + 35(s + 1) 37 69
1

= > =< — —
IN(C,,..) { =0 <1llnrs 0} {70, o 70}

los cuales son los 17 que faltaban. Que por la Proposicién [3.1|los Ky (C

{11 [ul, [@?], ..., [u™®]}

y para el sistema S[2](37/70) tenemos

) estan generados por

(35 x2) = 2a3+ 35,
(3X5)+(l3 = 3a; + Sas.

porloqueaz =1,ly =1yay-3+4+as-5=15+1= 16, de donde a; = ay = 2, asi que

Ksz/70(C) = ([zy])-
Haciendo lo mismo para los otros casos se tiene

Kz9/70(C) = ([2%]), Karyno(C) = ([y°]), Kaz/0(C) = ([2°y]), Kasyr0(C) = ([2*]
Karyro(C) = ([2°]), Kagyzo(C) = ([2°y]), Ks1/70(C) = ([y°]), Kz /70(C) = ([2°9?])
Kss/70(C) = ([2*y]), Ksz/70(C) = ([2°]), Kso/70(C) = ([2°y?]), Ko1/70(C) = {[°y])
Kea70(C) = ([27]), Kos/70(C) = ([2'y]), Ker/70(C) = {[2%y]), Koo /70(C) = ([2°]).
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Hagamos ahora la tabla de multiplicidades de C' para comprobar que estas funciones generan

los cocientes.

[Ar;] — b, ordg, m*h Falla
AN|E Ey Ey|E(|Es Eg E; |Es|E Ey Es|Ey|Es Es Er|Es h
slojojoj1jojo|-1f2jJ0f[0jO0fJOofjJoOjO|O]oO 1
sty 2433|2511 ]2|3]3|3[3]°6 x
Slrp2(3)6|5|5|s510)1]|2[3]|5]5|5]5]10 y
Slry2(4)7]16|6|6|12]2]|2|4]6]6|6]6]12 2
g1203 5188881723588 |8|8|16] ay
Bl2013161919]9 /91913 [3]6]9]9]9]9]18 a?
Bil2|36]10f10/10/10f21§2|4]|6|10]10|10]10]20 y?
Dl2 4| 723034 71122 2%
Dl2 47|12 12(12]12 25| 4|4 |8 |12]12/12]12]24 a?
Tl 4|8 |1B3|13[13[13|27|3 5|8 |1313[13[13]|26] ay’
P13 |5 8 |14]14]14) 142904 |5 |9 |14]14]14]14]28] aPy
1359 |14|15(15] 1531|359 |15]15/15]15]30]y°—az’
3169 15)015[15]15]30 y?
50510150 15]15|15]30 b
Bl3 5|9 |15|16[16]16 33| 4|6 |[10|16]16|16| 16|32 a2y
B13 |5 1916161716333 |5|9|15]16|17|18]35 fi
B3 51001617 (17|17 |35 5|6 [11|17]17 17|17 |34 =z'y
X136 |10)17|18[18 |18 37| 6| 6 [12| 1818 |18 |18 |36 | % ay®
2146 |11)18)18[19] 19395 |7 [12|19]19|19| 19|38 a3y
1416 |11]19]19[20][20|40| 4 |6 |11 |18|19|20(21 |41l | =-f
Sl 416 |11]19]19(20]20 41| 4|8 [12]20]20 /202040 2°y,y*
B4 )7 1202020 (21|21 |43 7 |7 [14]|21 21|21 |21 |42 a" a%?
B4 |7 12120212222 45) 6 |8 |[14|22]22|22|22|44] a*y?
Zla |7 1221212222454 |7 [12|20]21|22|23)45| y-h
STl 4| 7 13|21 |22(23|23 47| 7|8 |[15|23]23 /23|23 |46 2y
204 |7 1322 22(23|23 47| 5|7 [13|21]22/23|24)47| 2%/
P14 |7 |13]22|23(24]24|49| 8 | 8 |16|24 2424|2448 ®

~
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OBSERVACION 3.6. En algunos nimeros de salto, como el 51/70 y el 57/70, son varias fun-

ciones las que fallan, sin embargo z°, y* y y* — az® son proporcionales en el cociente K7 /70(C1),

pues fi = y® — 2° no falla, y por lo tanto [y* — 2] = 0, asi, [z°] = [y3], luego [y® — ax®] =
(1 —a)ly’] = (1 = a)[2"].

En el caso del nimero de salto 57/70 tenemos que zy> — 2® = x - fi si pasa, por lo que
[25] = [zy?] en el cociente.

3. Caso general

Comenzaremos esta seccion enunciando nuestro resultado principal que describe los ideales
multiplicadores de una singularidad irreducible de curva plana en funcién de sus pares de Newton
{(pi»qi)} y suenlace {(p;, ;) }, i = 1, ..., g. La prueba serd hecha por recursion.

Para ello recordaremos la notacion introducida en (12]):
o = q1 y Qi1 = Pip1Pi% + Gig1-
Ahora hagamos la siguiente definicién, analoga a la Definicién 3.1}

DEFINICION 3.2.

J(pr. o) = {pi(r +1)+ai(s+ 1)

bicy;

|7, s € Z>0} N (0,1),

paral <:<g,y
J(pis iy liy ligay - lg) =

{1 (L(( 1 (A+zi)+zi+1)+...>+zg1) ])\EJ(pi,ai),lj€Z>0}m(0,1)’

DPg \Pg—1 Di+1
paral <i<g—1,y0;€{0,....,pjs1 — 1}

OBSERVACION 3.7.

e Cada uno de los conjuntos J(p;, ;) y J(pi, i, b, . .., l4—1) tiene %(pl —1)(o; — 1) ele-
mentos distintos (sin repeticion).

e Para i fijo, los conjuntos J(p;, v, i, . . ., l;_1) son disjuntos dos a dos.

Por ultimo, consideraremos los siguientes sistemas de condiciones lineales con coeficientes

enteros positivos:

e El sistema S[1](\) consiste en una tnica ecuacién lineal

Aaieg = pray + qrag + aipily + agpipaly + - -+ aipipa - pg—1lg—1
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en las incognitas ay, as, l1, la, . . ., [4—1 sujetas a las restricciones
pray + qraz < aipy, ap,az > 1, 0<1l; <pjy1—1L
e Elsistema S[i|(\) consiste en ¢ ecuaciones lineales

Aaiei1 = Diiy1 + agliog + aipil; + apipigiliva + - -+ Qapipis1 - Pg—1lg—1,

Pic1Qi—1 + Qip1 = Pi—10; + qlig,

)

Paia +ay = poaz+ ol
P10 +az = pia; + Qas.
en las incognitas ai, as, ..., i1, 01, lo, ..., liz1, 1, .. ., [;—1 sujetas a las restricciones
Pitiv1 + oilio < picy;, ai, Ay, ... Qig1, i, loy oo iy 21, 0<1l; <pj1—1

OBSERVACION 3.8.

(a). Elsistema S[i|(\) tiene solucién (aq, as, ..., @iy1, 1, ..., li—1, i, ..., ;1) (en cuyo caso, es
Unica) siy solo si
1 1 1 e + Oéill',
A= — ( ( (p -1 Ly zi) +z,-+1) ---+zg_1) € J(pis i liy oo ly1).
Pg \Pg-1 Pi+1 pic;

(b). Recordando que 7 es la resolucién minimal de C, se tiene que el sistema S[1](\) es

equivalente a

lg—1

* pl * pl *
)\T’Ul = p1a1 + q1a9 + OT'dEUlTF fll + OT'dEvlT(' 22 + -+ OTdEvlﬂ' g—1

y la primera ecuacion del sistema S[i](\) es equivalente a

l; li Iy
Ay, = pitiv1 + ailig + ordEviﬂ*fi + ordpg,, T+ ordp,, o flet

g—1
(c). Consideramos el sistema S[i](\) de C;. Despejando las variables as, . . ., a;1 el sistema
es
A1 = pPilipr + il
iy1 = Pi10; + i_1lig — Py,
= -
ay = poaz+ agly — paciy,
. az = pi1a1 +oay — proyg

Noétese que por tratarse del sistema asociado a la raiz aproximada C; el factor e; ; de la
primera ecuacion es igual a p;.
A continuacién, vamos a eliminar recursivamente las variables ag, ..., a;y1.
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En primer lugar, eliminamos a3 usando las dos dltimas ecuaciones del sistema. Ten-

emos que ag es igual a
prar +aag —pray = pifar — 1) +ai(ag —1) +p1 + ou + pray
= pi(ar —1)+ai(ag — 1)+ by, + 1 + provy
usando . Ahora, ay = peas + asly — pars y sustituyendo ag se tiene
pipa(ar — 1) + aipa(az — 1) + aa(ly — 1) + pa(by, + 1) + g — pr1pacy — paca

= pipa(ar — 1)+ agpa(ag — 1) + as(ly — 1) + pa(by, + 1) + g2 — pacrs
= pipe(a; — 1)+ aapa(as — 1) + as(ly — 1) + (by, + 1) — pacra,

usando y (18); es decir, g2 = ag — p1p2c1 ¥ by, + 1 = pa(by, + 1) + go.
Eliminamos a4 usando las tres tltimas ecuaciones del sistema. Tenemos que as es

igual a
paagtasly—psaz = - - = pipaps(ar—1)+aipaps(az—1)+aops(li—1)as(la—1)+(by, +1) —psas.
Analogamente eliminamos as, . . . , a;, obteniendo que a;,; es igual a

p1-Dici(ar—1)Faaps - - pici(ae—1)Faops - - pi(li—1)+ - -+ i1 (lia—1)+(by,_, +1)—pi—105-1.
Finalmente, eliminamos a;, 1, obteniendo que A\g;e;_1 (que recordamos que es igual a
Aoa;p;) es igual a

pip2 - - pi(a1—1)+aips - - - pi(az—1)+aops - - pi(li—1)+ -+ (li-1—=1)+ps (by,_, +1)+i—pipi—101

=pip2 - pilar—1)+aipy - - - pilag—1)+agpz - pi(li = 1)+ -+ ai(liss — 1) +pi(by,_, +1) +q;

=pip2---pilar — 1) +aapa - piag — 1) + agpz -+ pilly = 1) + - + ai(lioy — 1) + (by, +1).
Lo anterior se puede interpretar en funcién de la resolucién 7, de la curva C;:

R A (S A A ]
Se tiene el siguiente

TEOREMA 3.1. Sea C una curva plana irreducible con g pares de Newton {(p;, ¢;) }9_;-

(a). (Jdrvilehto, Tucker, Naie) Los niimeros de salto de C menores que uno son los elementos

del conjunto

g—1g—1pj+1—1

HN(C) = U U U J(pz, (070 l,;, lz‘+1, “oe 7lg—1) U J(pg, Oég>.

i=1 j=i 1;=0
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(b). La dimension del espacio vectorial X, (C') es igual al niimero de conjuntos
J(pis i, lislivr, .. lg—1) y J(pg, y) que contienen a \. Este niimero coincide con el
niimero de sistemas S[i|(\) que tiene solucion (y de existir la solucion ha de ser vinica)

en 2. Por iiltimo, el conjunto

g—1

U {[x(h—lyag—lf{l—l‘..f?ial—lf?i..-flg_ll] (ala"'aa’i+17l17"'ali—lalia"'alg—l) }
i— i g—

et es una solucion de S[i](\) en Z>

es una base de X, (C).

Para ilustrar el resultado se dan algunos ejemplos en la Seccién[4].

La prueba del Teorema es por induccion generalizando los resultados de la Seccién[2] Asumamos
que el Teorema se cumple para g — 1 pares de Newton usando las Secciones [I]y [2] como primeros
casos.

El siguiente Lema es la generalizacion del Lema |3.1| para mostrar la inclusion

g—1g—1pj+1—1

U U U J(Piy i lis Ly oo lg—1) € IN(O).
i=1 j=i 1;=0
LEMA 3.6. Sea C un germen irreducible con g pares de Newton. Si \ es un niimero de salto
de C,_,, entonces )\1971 = pig()\ + ly_1) es un niimero de salto de la curva C, para cualquier
ly—1€{0,1,...,p, — 1}, ysi [M] € K\(Cy_1)", entonces

M- [y €Ky, (O),

PRUEBA. La prueba es parecida a la del Lema pero la segunda parte es un poco mas
laboriosa.

Sea f,_1 (resp. f,)laecuaciénde C,_; (resp. de C,). La resolucion minimal 7’ = n,_q0- - -on
de C'y_; consiste en g — 1 paquetes de Newton y la resolucion minimal © = 7, o 7’ de C; consiste
en g paquetes de Newton. En otras palabras, la resolucion minimal de C;;_; y C, comparten los
primeros g — 1 paquetes de Newton

_ I
] N

y sus multiplicidades estan relacionadas del siguiente modo:
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Dg muupi(ﬂ-i_—ll,*cg—l) = mUItpi<7T_1

i—1,%

C)parai =1,...,v, 1.

En consecuencia, se tiene que

Py - Ti(fg—1) =ri(f)coni=1,.. v, 1.

Por otra parte los nimeros b; coinciden en los divisores excepcionales comunes a la resoluciones
minimales de Cy y de C,,_;. Asi, las cotas

1
(29) C(’/T,, Ei, )\) = |_>\ . ri(fg—l)J — bl = Lp—)\ . ’I“l(f)J — bz = C(W, EZ', )\)

9
Igualmente, coinciden los érdenes ordg, 7*h = ordg, (7’)*h, para cualquier h € O¢2 y, en conse-
cuencia, las funciones que satisfacen (o no satisfacen) las desigualdades asociadas a estos divisores
excepcionales F;, coni = 1,..., v, ;.

Razonando como en el Lema [3.1] para probar que

g—1g—1pj+1—1

U U U J(piy iy iy ligs - ooy lg—1) € IN(CO),

i=1 j=i 1;=0
bastara comprobar que si el monomio generalizado M € Clx,y, fi, ..., fy—2] es un generador de
KA(Cy—1)*, entonces los monomios generalizados M - f;“:f con(0 < /l,_; < p, — 1 pasan las cotas
C(Ej,N,_,,m) paravy,_; + 1 < j < v, correspondientes a los divisores excepcionales del dtimo

paquete de Newton. Es decir, queremos comprobar que:

(30) ordg, 7 M - flg__f > [Ny, i(f)] = by

g
Asi,sea N, _, € J(pi, i, i, ..., [g—1) y escribimos
i1 li liya

l,—
Ay = + + +o 4+ 2L con Ay € J(pi, o).
DPiv1Piv2 - Pg  Pi+1Pi+2 " Pg  Pi+2Pi4+3 """ Dy Dy

Escribimos el subindice del divisor excepcional £; como j = vy +k,con 0 < k < vg—v,_1.
Consideremos la k-truncacion del algoritmo inverso de p, y ¢, y sean ag(k) y a;(k) los nimeros
asociados a E; por dicho algoritmo. Estos niimeros nos ayudan a expresar los datos niimericos del
divisor £; mediante las siguientes sumas telescopicas con g — 1 sumandos.

ri(f) = ar (k) =1y () + a1 () = (s, (F) = pisar (D) + -+ + (5(F) = ar(k)re, . (£)

€g—1 €g—1

€;

y analogamente

(B 1) a1 () L (B, A1) =i (b 1)+ (b4 1) —a (k) (b, , 1))

€g—1 €g—1

bj"i‘l = a1<k‘)
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En primer lugar vamos a reescribir la cantidad \;,_,7;(f) como una suma de 2(g —i — 1) + 1

sumando segtin la Tabla[3]; es decir,

g—2

A'—1 €; l l -1
Aty i(f) = : ar (k) ——r,,(f)+ : o () +==r;(f)
ot Pi+1Pi+2 """ Pg €g—1 h ; Ps+1Ps+2 """ Pg et Py !
= €41 Ai1 {
t+ i— t
+ ar (k) (Toier (F) = Desaro, (f)) + o+
tzz; €g-1 o " (pz'+1pz‘+2 " 'DPg Pit1Pi+2 Py Pt+1- "Dy
Ai-1 l; lg—2
+(r;(f) = ar(k)ry,_, (f)) + 4
! fot Piv1Pi+2 " *Pg  Pi+1Di+2 """ Pg Pg—1Pg
Ai—1 L lit1 ly—3 lg—2 lg—1
Pi41Pi4+2 " "Pg Pi+1Pi+2 ""Pg Pi4+2Pi+3 " ""Pg Pg—2Pg—1Pg Pg—1Pg Pg
a1 (k) g o (F) (@) .
al (k"):;itll(rvi+1 (f) — Pit+1Tv; (f)) (ci) (bit1)
a1 (k) :;fi (rvigo (f) = Pit2Tv,4, (f)) (Cit1) (bg—3) (by_2)
(bg—1)
a1 (k) ij (rog_o(f) = Pg—27vy_5(f)) (cg—3)
a1(k)(ro,_ (f) —pg—17v,_5(f)) (cg—2)

(rj (f) —a1(k)ro,_, (f))

(cg—1)

Tabla 3t Descomposicion del producto A;,_,7;(f)

La afirmacién (30) serd consecuencia de las tres siguientes hechos, que se probaran més abajo.

@

Pi+1Pi+2"Pg €g—1

OrdEjﬂ_*xalflyazflf?fl L

(b). Parai < s < g—1 tenemos que
Para s = g — 1 tenemos que

OBSERVACION 3.9. Observese que

ar(k)==r,,(f) € Zyesigual a

ls al(k) €s+1

fid T an(k)

€g—1

Pg

Ps+1Ps+2°"Pg

la—1 Tj(f) S ordEj7r* lo—1

usando una expresion telescopica, como

Ls
—_— (al(k)
Ps+1Ps+2 " Pg

€

€g—1

ls
Ps+1Ps+2°"Pg

eg—1

g-1-

€g—1

€;

aq (l{?)

ro(f) 4 -+ ar (k) (r, (F) = posire ()

Toesr (f) € Zyesigual aordg,* flo.

(f) puede escribirse,

y, por tanto, corresponde a las primeras s entradas de la s + 2 — i-ésima columna de la

ly 1

Tabla |3} aquellas denotadas por (bs). Andlogamente, b

rj( f) corresponde, usando una

expresion telescopica de mds arriba, a las primeras g —7 — 1 entradas de la ultima columna

de la Tabla 3} aquellas denotadas por (by_).
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(c). Paras <t < g — 2 tenemos que

Lal(k’)%(mm(f) - ptﬂrvt(f)) (pi+1pi:1' Py * pi-&-lpi-‘,l-iQ Py M pt+1l—tpg
_al(k)z;tll ((bopprs1) = Pega(by, +1)) +1 <0
Parat = g — 1 tenemos que
() = (R () e,

Pit1Dit+2 " Pg  DPi+1Pi+2" " " Py Pg—1Pg
—((b; + 1) — a1 (k) (by,_, 1) + 1 < 0.
Veamos ahora como probar la desigualdad (30). Como consecuencia de (a) y (b), tenemos que

€;

N, ri(f) < ordEvg7r*95‘“_1y“2_1ff1_1 e fl-li__ll_lfili e fég_ff + ay (k) (by, + 1)

€g—1

g—2
€t41 i1 Li Ly
+ > a1(k)—(ro, (f) — Dearo, (f + +o—
tzz; ( >€g—1( () 17 () (pz‘+1pz‘+2 “"Pg  Pi1Pi+2" Py Pt+1- Dy

i1 li —l 2
+TAf_a kTvyﬁ f + ++ g
( ]< ) 1( ) 1( ))(pi+lpi+2.'.pg pi+1pi+2"'p9 pg—lpg

Como los dos primeros sumandos del lado derecho de la desigualdad son enteros, utilizando las

identidades y la suma telescépica para b;+ 1, que permite cancelar a; (k) =~ (b,, +1), tenemos

eg—1

que

[\ ()] = (b +1) + 1 < ordp, wa® ~ty= ot [ SRR iy

3 (LB 2 e () = prar () K

t=i €g-1 Pit1Pi+2 " Pg  Pi+1Pi+2 """ Pg Di+1: " Dy
€t+1
_(Cll(k)e ) ((bvt+1—|—1> - pt+1(bvt + 1)) + 1)—1—
g—
)‘i—l lz l _9
(1050 = ar(k)re, (1) i ey a2
[ ! o (pi+1pi+2 “Pg Pit1Pit2 - Pg Dg—1DPg

(b +1) = (k) (b, 1) + 1).
La desigualdad (30) se sigue, por tanto, de (c). Basta aplicar (c) al sumando formado por los
términos de las lineas udltima y antepenultima a si1 como a cada uno de los g — 2 sumandos que
aparecen en las lineas segunda y tercera de la expresion anterior. observese que los g + 1 términos
“+1” que aparecen en las cuatro ultimas lineas de la expresion anterior proceden de aplicar g — 2
veces la identidad @, lo que da g + 2 términos “+17, y de la expresion telescopica de b; + 1, que
arroja el término “4-1” restante.
Explicamos por dltimo las pruebas de (a), (b) y (c¢).
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Prueba de (a). Usando la Observacion 3.5 (¢) es facil comprobar que multiplicando A\y«;p; por

€i

A i : : :
oy = D - pg—1a1(k) obtenemos pi+1(')"pg al(k)e;lrvi(f), es decir, la cantidad denotada

por (a) en la Tabla (3| Por la igualdad anterior, tenemos por tanto que pi+>1\(')"pg ai(k) e:i'l o, (f) s

igual a
Pit1 - Dg—101(k) (pip2 - - - pi(ar—1)+aips - - - pi(az—1)+aops - - - pi(li—1)+- -+ (lim1—1)+(by, +1))

ordE T = 1ya2 1fl171 e filfllfl + al(k)eeil (bvi + 1)7
g—

como queriamos.
Prueba de (b). La afirmacion (b), en los casos ¢ < s < g — 2, es inmediata y, en el caso s, la cota
se deduce como en el Lema[3.1l
Prueba de (c). La afirmacion (c), en los casos 1 < ¢ < g — 2, se deduce a partir de la igualdad
y de la siguiente desigualdad
a1 Y S SR
Pit1Pi+2 - Pg  Pi+1Di+2 """ Pg Pt41°"Pg  Pt+1° " Pg
Finalmente la desigualdad se prueba recursivamente. Como \; < 1y 0 < [; < p;, —1

. i ) .

se tiene que ——=— - < —L1  Del mismo modo, como 0 < liv1 < piy1 — 1
Pi+1Pi+2Pg Di+1Pi+2"Pg pz+?"'pg 1

tenemos que =L L (S pigp=l _ 1

Pi+1Pi+2°Pg Di4+1Pi+2°"Pg Di4+2Di+3""Pg Di42"Pg Di4+2Pg Dit2Pg
La afirmacion (c) para el caso t = g — 1 se prueba como en el Lema

Ahora consideramos el siguiente diagrama

(32) ¢ NP O = 8;,007 Clu
|
™ NPg*—lc = S* Cguml = Cghyl v
C g C;y Cguxl C C2

aux ’

donde 7, ¢ y ¢ son resoluciones log de C, de NPy ,C'y de . !, respectivamente, donde N P,_;

es el g — 1-ésimo proceso de Newton, definido en (11), y S, es la transformacion birracional,

g L= U = Tg-1
g—1 o Pg—1Qg—1
v = xg—l yg—h

dada por

e introducida previamente en la Definicion
Por definicion tenemos que (S 1oNPF, ) C = (9.1, 1a cual es una curva con un dnico par
de Newton (p,, o), descrita en Definicién
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LEMA 3.7. Los grafos duales de las resoluciones log anteriores 7w, ¢ y v del Diagrama

son.

Cyt

auxr

c NFELC
Eq E, .

g—1 Ez E}/El Ei_'Ug—l Epg—lag—1+7:77}g—l
] N e

Ademads hay las siguientes biyecciones entre subconjuntos de los correspondientes divisores ex-

cepcionales:
B(’T(’, (,b) : E; — Eifvg,1
B(¢7 ’QD) : Ei—vg—l A Epg—lag—l-‘ri—vg_n

para vg_1 + 1 < i < vy, tales que 75(T) = 15—y, (@) = Tp,_1ay_1+i—vy_1 (V)

PRUEBA. Por el Lema (5, CsPu, 1+1) es equisingular a (NFP;_;C,0), de donde se
obtiene la primera biyeccion B(w, ¢) : E; <— E;_,,_,, conv,_; +1 < i < v, y, ademds, se
obtiene las igualdades r;(7) = r;_,,_, ().

Ahora, considerando (S, o NP,_1)*C = C¢.!y, en vista de la parametrizacién de C¥,

aux

dada en (14), tenemos que localmente C,"! tiene una ecuacion del tipo

VP — biu® + E b; ju'v’.

Asi, usando que oy = py_1py0g—1 + g4 podemos explotar p,_;,_1-veces para obtener que una

ecuacion de definicion la transformada total de esta curva es
UPs=1Pott (VP — biU%) + Y e URVY],

lo que nos da la segunda biyeccion B(¢, ) : E;
dades

Cvgy Epgfl%flﬂ-_vgfl y, ademds, las igual-

Ti—vg_1 (¢> = Tpg_1ag—1+i—vg_1 (w)

LEMA 3.8. Sea M € Cz,y], entonces para i > vy_;

ordp,m* M = ordpg

O (N Py M)

T—v
g—

b, = ordg,m*dx Ndy = OI’dEi_Ugil gzﬁ*NP;_ldm A dy
= ordEquflgzﬁ*JacNPg,l + ordEifvgilqb*da:l A dyy

84



PRUEBA. Para probar esta afirmacién, basta comprobarla para M un monomio, y para M =

fi.cont = 1,...,g (ver [Popl Corollary 5.4]). El caso f, = f se mostr6 en el Lema anterior

*

mediante la biyeccién B(7, ¢). En los otros casos basta comparar W:gi My NP,
Lemaque nos dice que (7, C,py, 1)y (NP;_;C,0) son equisingulares.

v

1M y usar el

En efecto, m,,_, puede ser visto como la composicion de g — 1 explosiones toricas del siguiente
tipo (mddulo algunos cambios de coordenadas):

pi

Ty, , = xbiys T = T
’r]i — 1—1 %ycz y ‘Z\[J\4'Z — o
Yooy = ‘/L‘g;yvi Yy = xil(aﬁi + yi)a

con p;c — aq; = 1. Asi, tomando en cuenta que los 7; son isomorfismos y haciendo el calculo se

tiene que
* r s _ pgfl"-m(?"pl-&-sql) -
Tog LY = Tug - unat
—1--p2(rp1+s .
NPr z"y* = ap*) PP it

mientras que 7, Jo-1 = Yu, 1 Y NPj_1f4-1 = yy-1 mbdulo una unidad. Ahora, para f; con
i =1,..,9 — 2 tenemos que 7, f; = y,, Yy NP/ fi = y; médulo una unidad, pero el siguiente
punto a explotar tiene coordenada y,, no nula, por lo que hay que hacer un cambio de coordenadas
para centrar la explosion en el “origen” (en la carta conveniente) y también para el proceso de
Newton hay que hacer un cambio de coordenadas para poner el poligono de Newton en posicion
conveniente, y de esto se sigue la igualdad en los 6érdenes de multiplicidad de dichas funciones a
lo largo de los correspondientes divisores.

Como ya se observé en el Lema [3.3]tenemos que
mdr A dy = (pre — aq ) 0 tys e d, A dy,

y NMjdzAdy = pra? T ey Adyy. Como NPy = Tyo Ny 0Ty, donde T} y T son isomorfismos,
se tiene que
by, (7) = ordp, NPidx A dy = ordg, JacN P,

Ahora, para el siguiente paquete de Newton tenemos

mhde ANdy = n3(unit - 22T day, A dyy,)

. -1 -1
= unit - gD e Ay, N dyy,

NPydx A dy = unit - x’272(p1+Q1_1)+p2+q2_1dx1 A dyq
con lo que podemos observar que de hecho
bi = ordp, , ¢"NPdz N dy

paravy <@ < v yk=1,...,9—1.
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Las igualdades
bi (71') = ordEi_ng(b*JacNPg,l + OI'dE%._Ugi1 ¢*dl’g,1 AN dyg,1

se siguen del hecho de que (m;  C,py, 1)y (NP,_;C,0) son equisingulares y del hecho que

v
Pu,_,+1 tiene coordenada y,,_, no nula.
O

COROLARIO 3.3. Sea M como en el lema anterior. Entonces, M pasa la cota C (7, E;, \) si
y solo si JacNP,_y - NP; | M pasa la cota C(¢, E;_,,_,,\). Equivalentemente, ordp,m*M >
| Ari(m) | — bi(m) siy sdlo si

ords, ., & (JacN P,y - NP} M) > [ Wiy, ,(0)] — by, (9):

PRUEBA. La desigualdad ordg,m*M > |Ar;(m)] — b;(m) es equivalente por el Lema[3.7] a la
desigualdad ordg, M > |Ar;y,_,(¢)] — bi(7) y por el Lema[3.8] a la desigualdad
ord;_y,  @*"NPy_1M > |Ari_y,_,(¢)] — ordEz.fvg_1 ¢*JacNPy_1 — bi—y,_, ().
U

El Lema y Corolario siguientes son consecuencia directa del hecho de que S,_; es birracional.
LEMA 3.9. Sea m € Clu,v] un monomio. Entonces,
ordEifvg_lqb*S;‘_lm = ordEpg_lag_vag_lw*m
y
bpyragrti-vg () = 0rdp,_,  ¢*Sq_yduNdv =ordg,_,  ¢"JacSy_1+ordg,_, ¢ dry Ndy,.

COROLARIO 3.4. Sea m como en el Lema anterior. Entonces, m pasa la cota
CW, N\, Ep,_1ay_y+i—v,_1) Siy 6lo si S*m - JacS pasa la cota C(¢, A, Ei_,,,_,).

. . . 1 an—1 pli— lg—o—1
LEMA 3.10. Consideremos el monomio generalizado x® ~1y*2~! f{l ... I 5 cuyos expo-

nentes satisfacen el siguiente sistema

Pg—10g—1 + Qgp1 = Pg_10g + Qg_1lg_2,
T
p20a +ay = poaz+ aoly,
p1og +ag = pia; + aas.

ym = u%+1"1. Entonces,

NPg*_l(;1,"‘11_134‘”_1]“1[1_1 e flg_rl) ~JacNP, ;= 5, ym-JacSy 1,

g—2
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modulo una unidad.

OBSERVACION 3.10. El sistema que satisfacen los exponentes en el Lema anterior es el sistema

S[g](\) omitiendo la primera ecuacién.

PRUEBA. Procederemos por induccién en g.

El primer paso de induccion (g = 2) es el Lerna donde el peso w en C|x, y] es sustituido
por el sistema del enunciado y los exponentes r y s hacen el papel de a; — 1y as — 1. Los
exponentes del monomio 2" 1y**1 cumplen la ecuacién .

Como hipétesis de induccion asumamos que

NP;z(a:‘“’ly“rlflh_l e fl“’__3371) -JacNP,_y = S;fQuag’l -JacS,_o

g

moédulo una unidad y, de hecho, utilizando las expresiones (13) de S,_, tenemos que
* ag—1 _Pg—20g-—2+ag—1
Sy _ou™ - JacS, o =1,

Para probar el caso general usaremos que para un elemento M € Clz, y| (en particular para un

monomio generalizado como el del enunciado)
NP; M -JacNP; y = NM; (NP, ;M -JacN P, 5)-JacNM, ;.
Asi basta comprobar que

* pg—20g—2+ag—1_(ag—2pg—2)(lg—2—1) lg—2—1 — Q ag+1—1
NM;_ (v, T, Y, s )-JacNM, =S, ju*t"" - JacS, 4,

Qg—2Pg—2
g—1

yaque NPy ,fy 0o =1 Yg-1. Por tanto, al aplicar el N A _,; al monomio se tiene
ag+l+ag—1pg—171

xpg—l(ag*1)+pg—1a9—2pg—219—2+QQ—1 (lg—2—1)+pg—1tqg—1—
g—1 :

1 .
91 ‘unit =

Utilizando la expresién de o, dada en (I2)), simplificamos el exponente del lado izquierdo de la
igualdad anterior y tenemos que

ag+1+04g71pg71_1
9—1 )

pgflag71+agfllgf2_1

91 cunit = x

x
La igualdad de los exponentes en ambos lados de la tltima igualdad se sigue de la ecuacion
Pg—10g + 0g_1lg_2 = pg_10g_1 + ag41
del enunciado. U
PROPOSICION 3.4. Sea Cy_1 = {f,—1 = 0} la raiz aproximada g — 1 de C, entonces

* t o Pg—1Qg—1 t * t
NPg—1fg—1 = (xg—l Yg—1)' = Sg—ﬂ) .
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e a1 an—1 pli— ly_o—1 . . .
Ademds, si x™ 1221 f{l T P 5 es un monomio generalizado como en el Lema anterior
(con la condicion en los exponentes), tenemos que para i > v,_1, las siguentes afirmaciones son

equivalentes

_ 1 pli— lg—2—1
xal lya2 1f11 1. fgi; ;71 pasa C(ﬂ', Eia )\)

siy solo si

NP;fl(xarlyaTlf{rl T ;9—_2271 571) -JacNP; 1 pasa C(o, Ei*’ug717 A)

siy solo si

S*_l(uaﬁl_lvt)-Jach,l pasa  C(¢,Ei_y,_,,\)

g
siy solo si

a -1,
uttt Ty pasa O(qu)?Epgflagfl—i-i—vgfu)‘)

PRUEBA. La primera afirmacion es consecuencia directa de la definicion de la transformacion
birracional S,_;. La primera equivalencia es el Corolario[3.3] la segunda equivalencia se sigue del
Lema y de la primera afirmacién de esta Proposicion. La tercera equivalencia se sigue del
Corolario 3.4l O

Con estos resultados estamos en condiciones de probar el Teorema En primer lugar ten-
emos que (b) implica (a).

PRUEBA. (TEOREMA Se tiene que como consecuencia del Lema3.6]

g—1g—1pj+1—-1

UU U T i bl i) CIN(O).
;=0

i=1 j=i ;=

El Corolario que se basa en los Lemas [3.7] y [3.8] y el Corolario que es consecuencia
de que S;_; es birracional y la Proposicién nos permiten relacionar las cotas C'(m, E;, \)
asociadas a los divisores excepcionales F;, con i > v,_; de la resolucion minimal de C' con las
cotas C(p, Ei_v, 1, A), C(¢, Ep, 1, 1+i-v, ., A) asociadas a los divisores excepcionales de las
resoluciones de NP ,C'y C4..}.

Como CY.! tiene un s6lo par de Newton (pg, ), podemos elegir coordenadas de modo que
es no degenerada respecto a su poligono de Newton y como consecuencia del Teorema de Howald
(Teorema [I.4] o la Proposicion [3.1)), podemos calcular sus niimeros de salto e identificarlos con
nimeros de salto de C' mayores a 1/p, y debidos a las cotas asociadas a los divisores £;, con
i > v, (es decir, del dltimo paquete de Newton) con los niimeros de salto de C%.-!. En efecto, el
Lema [3.7|relaciona las multiplicidades en el divisor de ruptura de la resolucién de C9 !, es decir,

aux *
E

Py 10— 1+vg—v,_, CON las multiplicidades de C' en E,,,.
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Como por el Teorema de Howald los nimeros de salto JN(CY. 1) estdn provocados por el

divisor £, o, 1 +v,—v,_,» €NtONCES estamos seguros de obtener asi los numeros de salto del dltimo

paquete de Newton de C'. En consecuencia

g—1g—1pj+1—1

3N(C) = U U U J(p“ Qg li, li+1, e 7lg—1) U J(pg, O[g),

i=1 j=i 1;=0

y se tiene (a).

t . a -1 ¢
Sea \ = %iPal% o i o),y se tiene que u ' vl ]

" v,y es el monomio responsable del
PgQg g g

. g . 1 4
salto de C¥.!. Luego, por el Lema y la Pr0p051010n se tiene que u;gff vf]_ll corresponde

al monomio generalizado

a1—1, as— — lg—o—1 pp—
M)\(xayafla"'afgfl> =™ 1y ? 1flll 1"'fgg_22 ;_%,
y definimos
M;’Ui = M/\(xvya f17"7fi717 17 "'71)7

) . . _ 1 ao1 pli— ly—2—1
y se tiene que los exponentes del monomio generalizado M, ¢~ = p@—1yo2~! ffl ... I 5

satisfacen el sistema lineal

Pg-10g-1 + Agp1 = Pg_10g + g_1ly 2,
T
P2y +ay = poaz + aoly,
piog +ag = pia; + qas.

Observemos que con los pesos w(x) = p1, w(y) = ay, el monomio M = z®~1y®~! tiene

peso

w(E" YY) = plat+aiae —pr— o
= p1ag —p1r — Qp +as,
donde la segunda igualdad se da por la tdltima ecuacién del sistema, por lo que w(x® ~1y22~1)
es mayor o igual al conductor del semigrupo I'y = (p;,a4), y por el Lema podemos hacer
pullblack del monomio £y~ con N P, multiplicado por JacN P, para obtener S (u%* ') -
JacS;. Claramente puede haber otras soluciones (a), a}), pero por la discusién en la prueba del
caso de dos pares, se tendrd que NP; (2% 'y%~1) - JacNP, = Sf(u$*"') - JacS;, médulo una

unidad. Para tener unicidad pediremos ay, < p;. Y se tiene
NP (M) - JacN P, = S;(uf*™") - JacS,,

modulo una unidad.
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Ahora, dando los pesos w; (u1) = p2, wi(v1) = a9, tenemos que, usando la pendltima ecuacién
del sistema, w (u{* v ~") es mayor al conductor del semigrupo I'y = (p,, a3) y por el Lemam

se tiene la siguiente relacion
NPj(z =1y~ =y Jac NPy = Sjud* ™" - JacS,.

Nuevamente, para tener unicidad pedimos as < p1 y az < po.
Asi, procediendo recursivamente y dando los pesos wy_1(ug—1) = pg. wy—1(v4-1) = g, ten-

ag+1—1 lg_l—l

dremos que wy 1 (u,”}' v~ ) serd mayor al conductor del semigrupo I'y = (py, ag) y

* evg—1 _Q* ag+1—1
NPy ((My,*")-JacNP, 1 = S, ju,”\" - JacS, i,
con unicidad pidiendo que a;+1 < p; parai =1, ..., g.
Sin embargo, nuevamente, A puede tener varias presentaciones. Como los conjuntos

pi+1—1

U J(pi,ai,li7li+1, C. ,lg_l), coni € {1, ey g — 1}
1;=0

son disjuntos dos a dos, A puede tener, a lo mds, g presentaciones distintas:

\ = Zgtipgtiag
Pgg .
- L (_1 ... 1 ( Piy %4110 by —1 . . - . ]
T pg (ngl (Pi1+1 ( Piy @iy + l“) * lzﬁ_l) + lg_l) €SP, in, by lg_l)

— (o a (ryyitey i . o a1
T pg (Pg—l (Piml ( Piy, Xy, + llk + ll’#l + lg*l < J(p““’ i Z““’ Y lgil)’
y para cada presentacion tendremos un monomio generalizado

lij—1=1 i

a1—1,a2—1 fli—1 . lg—1
T ) 1 ij—1 i fg—l

que falla la cota C' (Evij , A), cada una un divisor de ruptura distinto y por lo tanto son linealmente

independientes en K, (C'). En este caso se tendra que

Para concluir, observemos que si A € UZ Zé_l J(piy @iy liy liv1, - - ., ly—1), con presentacion
1 1 1 /piai o+l . /
A= p_g (pg_1 <Pi+1( Dicy; +li> +lz‘+1> “'+lg—1 )
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entonces en el sistema lineal S[i](\):

§
Aaiei1 = piiy1 + ogliog + appil; + apipigilivn + -+ Qipipigr - Pg—1lg—1,
Pi—1Qi—1 + Giy1 = DPi—10; + i_qli_o,
= -
Patiy +ay = paaz + aoly,
\ piog +as = pia; + oagas.
en las incognitas ai, as, . .., @1, b1, lo, ... i1, l;, ..., l4—q sujetas a las restricciones
Pitiv1 + ol < piy, ai, ag, ... Qig1, oy iy 211, 0<1; <pj1— 1L

Tenemos que, considerando que e;_1 = p;pit1 - - - Py, €l lado izquierdo de la primera ecuacién

se convierte en
/ / / / /
Aiei1 = piy g + qili_y + aipily + aipipisalig + -+ qipipicr - pg-1ly g,

: A !/ / / /
y por lo tanto tiene solucién (aj,,,l;_y, 1, ..l; 4

) ya que el lado izquierdo de la igualdad es mayor al conductor de I';_; y asi

), como a;,, > 1 la siguiente ecuacién tendrd

: L !
solucién (aj, li_,

sucesivamente para obtener una solucion al sistema:

/ / / / !/ / !/ /
(N N TR (P VN Y N D B

la cual de hecho es tinica dada por la restricciones dadas en el sistema. Asi, para cada presentacion

de X tendremos una solucion tnica para el sistema S|[i;](\) y concluimos (b).
O

4. Ejemplos

1. Discutamos en primer lugar el ejemplo de Naie con dos pares de Newton (py, q1) = (2, 3)

y (p2, q2) = (5,6). En este caso, iy = 36 y tenemos los siguientes sistemas.

S[l]()\) =230 = 2CL1 + 3(12 + 6[1

A180 = bagz + 3614,
6+a3 = 2a;+ 3as.

%, el sistema S[1](\) tiene la solucién (ay, as,l1) = (1,1,1) y el sistema

S[2](\) tiene la solucion (ay, as, as, 1) = (3,2,6,1).
91
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Teniendo en cuenta los siguientes valores

ordg,m*x | ordg, 7'y | ordg, m* f1 | r; | b;
Es 2 3 6 30 | 4
Ey 10 15 36 180 | 30

es facil comprobar que f; no pasa la cota C'(Es, %) = 11 — 4 = 7 pero si pasa la cota
C(Ey, %) = 66 — 30 = 36; mientras que z*y pasa la cota C'(Es, %) pero falla la cota
C(Ey, 55).

. Sea (' la curva con tres exponentes de Puiseux definida por

{f(-% y) = ((° — 272 +a'y®) + 2Tyl (y? — 2T)t = 0} ,

la cual tiene tres pares de Newton: {(p;, ¢;)}o, = {(3,7),(2,5), (3,4)}, enlace:

{(ai,pi) }oo, = {(7,3), (47,2), (286, 3)} y diagrama de Eisenbud-Neumann:

a1=7 oao=47 a3 =286
s @) O [e)

f

p1=3 p2=2 p3=3

Yy fi Ja

Recordando que aplicando el algoritmo de Euclides a los pares Newton podemos obtener

la sucesion de multiplicidades

= 2x3+1

= 3x1
2x24+1
2x1
1x3+1

= 3x1

W =N Ot Ww

y observando que e; = 6, eo = 3 obtenemos la sucesién de multiplicidades: (18, 18,6,6,6 |
6,6,3,3 | 3,1,1,1) y por lo tanto se tiene que el nimero de Milnor de C' es u(f) =
> ai(a; — 1) = 780, por lo que hay 390 nimeros de salto menores a 1 y se tiene el grafo
de resolucion dual:
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o2 ol o L6 oL Py o0 P K] C’
ol ol ol2
Py ] o1

Con la siguiente tabla de multiplicidades:

Eyv|Ey | Es|Eq| E5 | Eg | Er | Es | Eo | Eno | B | Era | Ens
r; | 18 |36 |42 | 84 | 126 | 132 | 138 | 141 | 282 | 285 | 286 | 572 | 858
bl 112|369 | 10|11 |12 |24 | 25|26 | 52 | 78

Los sistemas S[i](\) tienen la siguiente forma

A282 = 2(13 + 47l1 + 94l2,
S2J(N) =
214+ a3 = 3ay + Tas.
A858 = 3ay + 286l,,
SBIN =S 94+ay = 2as+ 47,
21+as3 = 3a;+ Tas.

Para ningin nimero de salto A € JN(C') tenemos que varios sistemas S[i](\) tengan

solucidn; es decir, todos los espacios vectoriales K (C') son unidimensionales.

Veamos como calcular funciones que producen los saltos 126, 282 y ggg
Para A = 2, el sistema S[1](\) tiene la solucion (ai,as,l1,l) = (3,1,1,1), y los

sistemas S[2](A\) y S[3](A) no tiene solucién. Se puede comprobar en la tablas (ver el
Apéndice 2.) que la funcién 22 f; f» no pasa la cota C'(Es, 126) pero si pasa las cotas
C(Ey, 155) ¥ C(E3, 135)-

Para \ = 25852, el sistema S[2](\) tiene la solucion (aq, ag, as, Uy, ls) = (6,1,4,1,1,0) pero
los sistemas S[1](\) y S[3](\) no tienen la solucién. El monomio generalizado x° falla la
cota C'(Ey, 52) pero pasa las cotas C(E13, 55) ¥ C(E13, 525), como se puede comprobar
en las tablas.

Para A = 213, los sistemas S[1](A) y S[2](A) no tiene solucién pero el sistema S[3]())
tiene la solucion (ay, as,as,aq,ly,ls) = (7,2,14,28,2,1). El monomio generalizado
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correspondiente a esa solucién es 2%y f;. Puede comprobarse con las tablas que %y f;
pasa las cotas C'(Es, 213), ni C(Ey, 32) pero pasa la cota C(Ey3, 353).

Una tabla completa de los nimeros de salto junto que las funciones que provocan los
saltos estd en el Apéndice

. Consideremos ahora una curva con tres pares de Newton (p1,q1) = (3,7), (p2, q2) =
(2,5), (p3,q3) = (5,13). En este caso, ay = 47 y a3 = 483. Los sistemas S[i](\) tienen

la siguiente forma

470 = 2&3 + 47l1 + 94[2,
S[RI(N) =
21 + as = 3&1 + 7@2.
A2415 = bay + 483ls,
S[?)]()\) = 94 +ay = 2a3-+ 4711,
21+as = 3a;+ Tas.
Para A = 2% = T3 el sistema S[1]()) tiene la solucion (as, as, l1,ls) = (2,2,0,1), el

sistema S[2](\) no tiene la solucion y el sistema S[3](\) tiene solucion (aq, as, as, as, iy, 1) =
(3,5,23,46,2, 1).

Teniendo en cuenta los siguientes valores

E5 E9 E15
ri 210 | 470 | 2415
b 9 | 24 | 137

ordg,m*x | 3 6 30
ordg,m*y | 7 | 14 | 70
ordg, 7 f1 | 21 | 47 | 235
ordg,m fo | 42 | 94 | 483

se puede comprobar que zy f» falla la cota C(Es, 2=) = 53 y pasa las cotas C'(Ey, 7o) =
114y C(Ess, 210) = 576. Mientras que x%%y* f; pasa las cotas C'(Fs, 210) = 53, C(Ey, 210)
114 pero no pasa la cota C(Ey5, 2%) = 576.
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CAPITULO 4

APENDICES

1. Algoritmo

Sea C' un germen de curva plana irreducible, con g pares de Newton {(p;,q;)}’_; y enlace
{(pi, i)}y

1. Primero ordenamos los monomios de C|x,y] por los pesos w(x) = p1 y w(y) = .

Luego, por el teorema de Howald se tiene que los monomios M € Clz,y] con peso

w(M) < p1ag —p; — oy provocan los saltos % cJ

-1 -1 . -z
ordenar M, M,,..., M., donde s = w. Estos monomios también provocan los

(p1, 1) de Cy y los podemos

siguientes saltos de C'

g—1pj+1-1

J(pl,Oél,O,...,()) - U U J(pl,Oél,ll,...,lg_1>.

j=1 1,=0
Recordando que el conductor de I'; = (py, ) es pray — p1 — a4 tenemos que para todo
a, existe un monomio tal que w(m) = pyay — p1 — aq + a.

2. Ahora ordenamos los monomios de C|uy, v1]| por los pesos wy(u1) = pa y wy(v1) = g

y se tiene que los monomios con wy (u]vf) < pacra — pa — e provocan los nidmeros de

w1 (ufv])+p2+a . . .
salto % € J(p2, a9) de C! . Sin embargo la latiz de monomios
o2 wg o wdolt wdol? oo ufPol?
vi o wv? uwdv? uweloo- ule?
(%1 U1 u%vl U:I)’Ul cee ui""’vl
1w u? ud o ug?
se transforma en
P2 P2 P2 P2 P2
myfit mafi? mafit mafi? - ma,fi
2 2 2 2 2
myfi mofi  mafi mafi o My fi
myfi mofi msfi omafi o Me,fi
mq ma ms My T May
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donde m; es un monomio en Clz,y| con exponente de y menor que p; y con peso
w(m;) = prag — p1 — a1 + i. Asi, la funcién responsable del salto % < 1, sera
mqfi~'. Estas funciones nos darén los nimeros de salto de C

g— 1P1+1—

J(pg,ag, ,..., U U J pg,ag,lg,.. ,l _ )

j=2 1;=0
Con los monomios de Cluy,v;] ordenados a partir del 6rden w; ordenamos monomios
generalizados de C[z, y, f1] en Oc2y.
Ahora tomando en cuenta que el conductor de I'y = (po, o) €8 paary — pa — ay tendremos
que para todo a, existe un monomio m con wq(m) = peay — P2 — Qg + a.
. Como tercer paso se ordenan los monomios de C|ug, v5] por los pesos wq(uz) = ps,

ws(ve) = a3 y los monomios con peso ws(ubvs) < psas — ps — a3 provocan los nimeros

wa (uhvs)+p3+as 2 : .
de salto ====2722= € J(p3, a3) de Cg,,, pero ahora la latiz de monomios
b g wdvl® wdvh® - ugPol?
2 2 2,2 3.2 as, 2
Vg Ugly  UFVy  URVy e Uy
2 3 Qas
1 Ug uj uy o Ug
se transforma en
P3 P3 DP3 D3 D2
M, fh M2f Mgf M4f o M, fh
2 2 2 2 2
My f5 M2f2 M3f2 M4f2 o Moy f3
Myfa  Myfy  Msfa Myfs -+ Mayfo
My M, M, M, cee My,

donde M; € C|x,y, f1] corresponde a wy(ujvi) = peas — po — ag + i. Ahora estas
funciones provocaran los saltos

g— 1p]+1_

J(pg,Oég, ,..., U U Jpg,Oég,lg,.. l,)

j=3 1,=0

Asi procedemos recursivamente para cada 1

aux *

Otro algoritmo consiste en lo siguiente:

e Por Howald tenemos que los niimeros de salto de la primera raiz aproximada C'; de C' son

J(p1, ) = {A— rt Upt (st Dow 1}.

P10
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Dados los pesos w(x) = p; y w(y) = «; se tiene que un monomio m € Clz,y] con

wm)tpiton o J(pr, o).

peso w(m) < pya; — p1 — g provoca el nimero de salto \; = o

Luego, por el Lema[3.1] se tiene que

1
)\2 = —(/\1 +l1),

D2

conly € {0,...,p2 — 1} es un nimero de salto de Cy y
[mfi'] € K, (Co)".
A su vez, por el Lema[3.6]se tiene que

1
)\3 = — ()\2 + lg) y
Y2

conly € {0,...,p3 — 1} es un nimero de salto de C3 y

[mfi' f2'] € K (Ca)".

Asi, procediendo recursivamente se tendrd que

1/ 1 1
A= > (pg_l <p—2 ()\1 n 11) + 12) - zg_l) € J(p1, o, b, s ly1),

conl; € {0, ...,pir1 — 1} es un nimero de salto de C'y
1 lg— *
[mfi - 3] € KO,

y estos nimeros de salto serdn contribuidos criticamente (usando la terminologia de [ST]
y [Tuc]) por el primer divisor de ruptura FE,,, es decir, la funcién sélo falla la cota
C(Ey,, \).

En general, si \; € J(p;,;), coni € {1,...,g}, entonces \; es un nimero de salto de
C; y de la curva no degenerada C ! con tnico par (p;, o;), el cual es provocado por un

monomio m en las coordenadas (u;_1,v;_1) con peso w;_1(m) < p;a; — p; — «;, donde

el peso w;_; lo definimos por w;_1(u;—1) = p; y wi—1(vi—1) = a4, y

wi—1(m) + pi + a;

y418%;

>\z‘:

Usando el Lemarecursivamente tenemos que % € J(pi, a;,0,...,0) es un nimero de

salto de C'y por el Teorematenemos que si m = ul*' w71, el sistema SJi] (2‘—)
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;\—:Oéiei—1 = Dpiit1 + ayt,
Pi1Qk—1+ Qip1 = Pio10; + Qi1lia,
= .
Paia +ay = poaz+ aoly,
\ p1ovy +as = pia; + aqa;s.

tiene solucidn dnica pidiendo que ax 1 < pg y se tiene que el monomio m corresponde al

monomio generalizado
_ a1—1_a2—1 pl1—1 li—o—1 pt—1
M=z Yy h )2 i—1>

el cudl provoca el salto 2—1 debido a la cota C(E,,, 27)
Como en el inciso anterior usando recursivamente el Lema podemos considerar los
nimeros de salto de C' de la forma
1 1 1
A= o () i) ) € T b ),
Pg \Pg-1 Dit1

los cuales son contribuidos criticamente por el divisor E,,, y

[Mfl--- fil] € Ka ().

)

De esta manera encontramos los niimeros de salto y las funciones que provocan los saltos

debidos a cada divisor de ruptura.

2. Tablas de Ejemplo

En este apéndice detallamos el calculo de los 390 ideales multiplicadores con nimeros de salto

< 1 para la curva con tres pares caracteristicos del Ejemplo 2 de la Seccién

Interpretacion de las filas y columnas de la siguiente Tabla:

e La primera y segunda columna corrresponden al numerador y denominador del niimero
de salto, que se escribe de manera decimal en la tercera columna.

e Las columnas cuarta, quinta y sexta dan la cota correspondiente para el primer, segundo
y tercer divisores de ruptura.

e Las columnas séptima, octava o novena dan una funcién que no pasa alguna de las co-
tas impuestas por el nimero de salto correspondiente a esa fila, pero si todas las cotas
correspondientes a niimeros de salto inferiores.

La funcidn se escribe en la columna séptima, octava o novena dependiendo que la funcién
falle la cota del primer, segundo o tercer divisor de ruptura.
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En el caso de fallar en el primer divisor de ruptura el color de fondo de las celdas de esa
fila es azul, en el caso de fallar en el segundo divisor de ruptura el color de fondo de las
celdas de esa fila es verde y en el caso fallar en el tercer divisor de ruptura el color de
fondo de las celdas de esa fila es blanco.

e [a utima columna muestra una terna que son los ordenes de anulacién de la susodicha

funciodn a lo largo de los divisores de ruptura.
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