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2. INTRODUCCIÓN

2.1. Motivación. El estudio de singularidades ha tenido un papel importante en el estudio de

variedades algebraicas y su clasificación, en particular se ha puesto atención en el comportamiento

de las singularidades bajo transformaciones birracionales.

Durante las últimas dos o tres décadas, los ideales de multiplicadores y los números de salto
se han convertido en una de las principales herramientas en el contexto de la geometrı́a birracional

de las variedades algebraicas complejas.

Estos objetos fueron definidos originalmente de manera analı́tica por Nadel [Nad], en términos

de convergencia local de ciertas integrales. Los ideales de multiplicadores y los números de salto

aparecieron de forma más o menos implı́cita en geometrı́a algebraica en relación con teoremas

de anulamiento de cohomologı́a (ver [EsnVie]); en el marco de la Teorı́a de Singularidades, en

trabajos de Libgober, Loeser-Vaquie y Vaquie; y en el marco del Algebra Conmutativa, en el

trabajo de Lipman [Lip] sobre ideales de adjunción. Desde entonces se han encontrado numerosas

aplicaciones de los ideales de multiplicadores en el estudio de la geometrı́a birracional de los pares

de variedades algebraicas. En particular, las relaciones de los ideales multiplicadores con otros

invariantes como, por ejemplo, el espectro de las estructuras de Hodge mixtas introducido por

Varchenko y Steenbrink y los módulos de Hodge mixtos de Saito, las raı́ces del polinomio de

Bernstein-Sato o los polos de las funciones zeta de Igusa han despertado mucho interés. Estas

relaciones se entienden, por lo general, mejor en el caso de singularidades aisladas.

Ası́ mismo se han desarrollado y estudiado algunos conceptos análogos, como los ideales de

prueba, con métodos de caracterı́stica prima y usando herramientas como el morfismo de Frobe-

nius.

2.2. Objetivos. El objetivo principal de este trabajo es dar un método efectivo para calcular

los ideales de multiplicadores y los números de salto de un germen de curva plana irreducible.

Nuestra motivación última es encontrar una estrategia y unas técnicas que puedan generalizarse

a dimensión superior y permitan calcular los ideales de multiplicadores de singularidades quasi-

ordinarias de hipersuperficies; una clase de singularidades que son, en general, no aisladas pero

comparten muchas propiedades de las curvas planas.

2.3. Ideales de multiplicadores y números de salto. Dada una variedad quasi-proyectiva

compleja lisa X , una gavilla de ideales a ⊆ OX y un número racional positivo λ, le podemos

asociar una gavilla de ideales coherente J(aλ) ⊆ OX , la cual captura, de alguna manera, infor-

mación sobre las singularidades de elementos generales de a. En particular podemos considerar

un divisor efectivo D en X y calcular los ideales de multiplicadores J(λD) de su gavilla asociada

a = OX(−D) para obtener información de las singularidades de D.
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La familia de ideales J(λD) ⊆ OX , dependiente del parámetro λ, será más profunda cuanto

“peores” sean las singularidades del par (X,D). Éste es el contexto de este trabajo.

Los ideales de multiplicadores son definidos a través de convenientes resoluciones de singular-

idades llamadas resoluciones logarı́tmicas (ver Definiciones 1.2 y 1.7). Ası́, dada una resolución

log π : X ′ → X de D, y λ ∈ Q>0 se define

J(λD) := π∗OX′(Kπ − bλπ∗Dc),

donde Kπ es el divisor canónico relativo (1) (este divisor corresponde al haz lineal de top forms en

X ′ que no provienen de formas de X y por lo tanto está soportado en el divisor excepcional). Es

importante mencionar que dichas resoluciones siempre existen gracias al Teorema de Resolución

de Singularidades de Hironaka y que la definición de los ideales es independiente de la resolución

escogida (ver Teorema 1.1). Sin embargo es, en general, complicado encontrar una resolución de

manera efectiva y por lo tanto, también son difı́ciles de calcular los ideales de multiplicadores.

Una excepción importante es la clase de ideales monomiales en espacios afines, cuyos ideales de

multiplicadores son descritos por una fórmula combinatoria muy simple dada por el Teorema de

Howald [How] (ver Sección 1.4).

Ein, Lazarsfeld, Smith y Varolin [ELSV] probaron que hay un número discreto de valores

racionales λi donde el ideal de multiplicador cambia. Estos números son llamados números de
salto de (X,D) y definen una filtración

OX ) J(λ1D) ) J(λ2D) ) · · · ) J(λiD) ) J(λi+1D) ) · · ·

con 0 < λ1 < λ2 < · · ·λi < λi+1 < · · · , y J(λD) = J(λiD) si λ ∈ [λi, λi+1).

Por otro lado observemos que si x ∈ D, y se tiene que Kπ =
∑
biEi y π∗D =

∑
riEi,

entonces

J(λD)x =
(
π∗OX′(Kπ − bλπ∗Dc)

)
x

=
(
π∗OX′

(∑
(bi − bλric)Ei

))
x

=
{
h ∈ OX,x | ordEiπ

∗(h) ≥ ordEi(bλπ∗Dc −Kπ) = bλric − bi para todo i
}

por lo que, localmente, podemos interpretar los ideales multiplicadores como los conjuntos de

funciones que pasan una familia parametrizada de cotas asociadas a las componentes excepcionales

de la resolución logarı́mica.

2.4. Trabajos previos. Los números de salto de singularidades de curvas planas irreducibles

han sido bien entendidos en los trabajos de T. Järvilehto [Jar], K. Tucker [Tuc] y D. Naie [Nai].
Nuestro enfoque está muy inspirado en el trabajo de Tucker, como explicaremos más abajo.
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También cabe mencionar una nueva descripción independiente y más reciente de M. Alberich-

Carramiñana, J. Àlvarez Montaner, F. Dachs-Cadefau [AAD] que conjugada con un algoritmo

para calcular la cerradura integra de cualquier ideal a ⊆ C{x, y}, desarrollado por M. Alberich-

Carramiñana, J. Àlvarez Montaner y G. Blanco en [AAB], también permite obtener descripciones

de los ideales multiplicadores de un germen de curva plana irreducible como ideales generados por

monomios generalizados en las coordenadas x, y y un sistema de elementos de contacto maximal

con el ideal a.

En [Jar] se calculan los números de salto de ideales completos simples en anillos regulares

locales de dimensión dos relacionando ideales simples con valuaciones divisoriales y relaciones de

proximidad entre puntos infinitamente próximos.

Tucker [Tuc] calcula los números de salto de ideales en superficies algebraicas con singular-

idades racionales entendiendo la contribución crı́tica de divisores definida originalmente por K.

Smith y H. Thomson [ST] y extendida por él mismo. Para el caso de curvas irreducibles prueba

que los números de salto están contribuidos crı́ticamente por los divisores de ruptura de su res-

olución minimal y, por tanto, son invariantes del tipo topológico o tipo equisingular; es decir, es

posible expresar los números de salto en función de los pares de Newton de la curva. Además

muestra que hay una relación entre los números de salto de una curva con g − 1 pares de Newton

y otra que tiene esos mismos g − 1 pares de Newton y un par de Newton extra.

Naie [Nai] expresa los números de salto en términos del diagrama de Enriques de la resolución

logarı́mica de la curva usando los generadores del semigrupo de la curva en el punto singular.

M. Alberich-Carramiñana, J. Àlvarez Montaner, F. Dachs-Cadefau [AAD] basan su trabajo

en el hecho de que los ideales multiplicadores son integramente cerrados (ver [Laz, Corolario

9.6.13]). Usando la correspondencia, establecida por Lipman, entre ideales integramente cerrados

y divisores antinef y un procedimiento, llamado de descarga, introducido por Casas-Alvero, para

el cómputo de la cerradura antinef de un divisor, este trabajo da fórmulas que permiten dar secuen-

cialmente los números de salto de una curva. Estas fórmulas generalizan la fórmula del umbral

log canónico. Además describen los ideales multiplicadores con ayuda de unos divisores de salto

mı́nimos que son antinef y únicos. Recientemente, M. Alberich-Carramiñana, J. Àlvarez Mon-

taner y G. Blanco [AAB] han dado un algoritmo para calcular la cerradura integra de cualquier

ideal a ⊆ C{x, y}, cuyos generadores pueden ser presentados como monomios en un conjunto de

elementos de contacto máximo asociados a la resolución log minimal de a. La conjunción de los

trabajos [AAD] y [AAB] permite, por tanto, dar una descripción de los ideales de multiplicadores

asociados a una curva mediantes generadores.

En el contexto de estos resultados es interesante observar que por la teorı́a de Zariski todo

ideal integramente cerrado se factoriza de manera única como producto de ideales integramente
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cerrados simples: I = P1 · · ·Pr (no necesariamente todos distintos), donde los ideales integra-

mente cerrados simples son ideales de valuación, los cuales, en el caso de anillos locales regulares

de dimensión 2, por M. Spivakovsky, están generados por monomios generalizados en las raı́ces

aproximadas de una función generatriz – la cual es una ecuación de curva plana irreducible– (ver

[Spi, Theorem 8.6]).

Independientemente a nuestro trabajo, P. González-Pérez y M. Robredo Buces [GPRB] de la

Universidad Complutense de Madrid están desarrollando una descripción de los ideales multipli-

cadores de una curva plana reducida usando resoluciones tóricas y estudiando la posible general-

ización al caso quasi-ordinario.

Finalmente, nos gustarı́a mencionar el artı́culo [GM], dónde C. Galindo y F. Monserrat cal-

culan lo que llaman la serie de Poincaré de ideales de multiplicadores en anillos locales de di-

mensión dos regulares. Este trabajo ha sido generalizado por M. Alberich-Carramiñana, J. Àlvarez

Montaner, F. Dachs-Cadefau y V. González-Alonso a superficies con singularidades racionales en

[AADG]. Estas series con exponentes fraccionales tienen por coeficientes las multiplicidades de

los números de salto, definidos originalmente por L. Ein, R. Lazarsfeld, K. Smith y D. Varolin

[ELSV], de la siguiente manera

dimC

J
(
(λ− ε)D

)
J(λD)

.

Observemos que estas dimensiones son no cero sólo si λ es un número de salto, y definimos

Kλ(D) :=
J
(
(λ− ε)D

)
J(λD)

.

2.5. Contenidos de esta memoria. El Capı́tulo 1 de este trabajo será dedicado a describir

el panorama general de esta teorı́a bajo el enfoque algebraico siguiendo el texto pionero de R.

Lazarsfeld [Laz, Chapter 9].

El Capı́tulo 2 será dedicado a dar una parcial descripción de las singularidades de curvas planas

irreducibles: consideramos el anillo de funciones holomorfas en el origen de C2 que denotamos

por O y fijamos X = Spec(O). Consideramos C ⊆ X , una curva irreducible singular definida

por f ∈ O (irreducible), en otras palabras es un divisor primo efectivo reducido en X y f es una

ecuación local de C.

El estudio de estas singularidades se remonta a Newton en su Treatise of fluxions and of infinite

series de 1736, donde describe un método recursivo para calcular una serie formal η ∈ C[[t]], tal

que f(x, η(x1/n)) = 0, para algún entero positivo n –asumiendo que el eje y no es una dirección

tangente de la curva–. En 1850 Puiseux prueba que la serie producida por el algoritmo de Newton

es convergente. Además, se tiene que un número finito de exponentes (digamos g) que aparecen
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en η(x1/n), contienen mucha información topológica y geométrica de la curva C cerca de la singu-

laridad, los llamados exponentes de Puiseux, los cuales se pueden obtener a partir de los pares de

Newton {(pi, qi)} a través de su algoritmo. Esta información también está codificada en el enlace

de la singularidad, el cual es descrito por los pares {(pi, αi)} (ver [Dim, Proposition 2.6]) y pueden

ser calculados unos de otros mediante las fórmulas:

α1 = q1, αi+1 = pipi+1αi + qi+1.

Se sabe que aplicando el algoritmo de Euclides a los pares de Newton es posible calcular las

multiplicidades ri de la curva a lo largo de los divisores excepcionales de su resolución estándar

o minimal. En el caso de un sólo par este cálculo es muy sencillo pero para el caso de más pares

el cálculo es un poco más complicado, por lo que en la Sección 2.5 damos un algoritmo para

calcular la multiplicidad ri de cualquier divisor de la resolución dependiendo de a qué paquete

de Newton pertenece (ver Definición 2.2) a partir de lo que llamamos el algoritmo de Euclides

inverso truncado (ver Definición 2.5). En la Sección 6 damos una demostración elemental de una

fórmula recursiva para el número de Milnor de una singularidad irreducible de curva plana. Para

calcular los ideales multiplicadores de una curva irreducible en el Capı́tulo 3 refinaremos este tipo

de recursión.

El Capı́tulo 3 contiene los principales resultados novedosos de esta memoria. Basándonos en

la estrategia de Tucker y usando reiteradamente el Teorema de Howald, recuperamos los números

de salto de una curva irreducible y, al mismo tiempo, encontramos las funciones que provocan

dichos “saltos” a partir de las valuaciones divisoriales que aparecen en la resolución minimal de la

curva (4).

En la primera sección damos una prueba elemental del caso de una curva C1 con un único

par de Newton en la Proposición 3.1. La segunda sección estudia el caso de una curva C2 con

dos exponentes. Por una parte se describe la contribución del primer par de Newton o de C1 a

los ideales multiplicadores de la curva C2. Por otra parte, se desarrolla el paso inductivo que

permitirá el cálculo general, relacionando la contribucción del segundo par de Newton con los

ideales multiplicadores de una curva auxiliar C1
aux con un único par de Newton, al que se puede

aplicar el resultado de Howald. La tercera sección enuncia el resultado general y contiene su

demostracción. Más abajo, en esta misma introducción, se enuncia el resultado y se ofrece un

resumen de la prueba. La cuarta sección contiene algunos ejemplos.

En una quinta sección, por sugerencia de Marı́a Alberich-Carramiñana, nos gustarı́a dar una

descripción de los ideales de multiplicadores por generadores a partir de monomios generalizados

que provocan números de salto, sin embargo esto es trabajo en proceso y no se incluye en esta

versión.
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La tesis concluye con un Apéndice que da un algoritmo para calcular las funciones que provo-

can los saltos de cualquier número de salto, también se muestran unas tablas que describen todos

los números de salto de un ejemplo con tres pares.

2.6. Enunciado del resultado principal. Ahora enunciaremos el resultado principal de esta

memoria. Para esto definimos los siguientes conjuntos

J(pi, αi) :=

{
pi(r + 1) + αi(s+ 1)

piαi
| r, s ∈ Z>0

}
∩ (0, 1),

para 1 ≤ i ≤ g, y

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) :={
1

pg

( 1

pg−1

(
· · ·
( 1

pi+1

(λ+ li) + li+1

)
+ · · ·

)
+ lg−1

)
|λ ∈ J(pi, αi), lj ∈ Z≥0

}
∩ (0, 1),

para 1 ≤ i ≤ g − 1, y lj ∈ {0, ..., pj+1 − 1}.
A cada elemento λ en la unión de los conjuntos J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1), que acabamos de

introducir, le asociamos los siguientes g sistemas lineales.

• El sistema S[1](λ) consiste en una única ecuación lineal

λα1e0 = p1a1 + q1a2 + α1p1l1 + α1p1p2l2 + · · ·+ α1p1p2 · · · pg−1lg−1

en las incognitas a1, a2, l1, l2, . . . , lg−1 sujetas a las restricciones

p1a1 + q1a2 < α1p1, a1, a2 ≥ 1, 0 ≤ lj ≤ pj+1 − 1.

• El sistema S[i](λ) consiste en i ecuaciones lineales

λαiei−1 = piai+1 + αili−1 + αipili + αipipi+1li+1 + · · ·+ αipipi+1 · · · pg−1lg−1,
pi−1αi−1 + ai+1 = pi−1ai + αi−1li−2,

· · · = · · · ,
p2α2 + a4 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.

en las incognitas a1, a2, . . . , ai+1, l1, l2, . . . , li−1, li, . . . , lg−1 sujetas a las restricciones

piai+1 + αili−1 < piαi, a1, a2, . . . ai+1, l1, l2, . . . , li−1 ≥ 1, 0 ≤ lj ≤ pj+1 − 1.

Y el teorema principal de este trabajo puede ser enunciado como sigue

TEOREMA 3.1 Sea C una curva plana irreducible con g pares de Newton {(pi, qi)}gi=1.
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(a). (Järvilehto, Tucker, Naie) Los números de salto de C menores que uno son los elementos

del conjunto

JN(C) =

g−1⋃
i=1

g−1⋃
j=i

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) ∪ J(pg, αg).

(b). La dimensión del espacio vectorial Kλ(C) es igual al número de conjuntos

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) y J(pg, αg) que contienen a λ. Este número coincide con el

número de sistemas S[i](λ) que tienen solución en Z≥0. Por último, el conjunto
g⋃
i=1

{
[xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1

i−1 f lii · · · f
lg−1

g−1 ]

∣∣∣∣∣ (a1, . . . , ai+1, l1, . . . , li−1, li, . . . , lg−1)

es una solución de S[i](λ) en Z≥0

}
es una base de Kλ(C).

2.7. Acerca de la demostracción de los resultados principales. La demostración está inspi-

rada en el trabajo de Tucker [Tuc] y es por recursión sobre el número de pares de Newton. Sin

embargo, para ser capaces de describir los ideales multiplicadores de una curva irreducible C con

g pares de Newton, no sólo sus números de salto, tenemos que refinar la estrategia de Tucker.

Para cada número de salto λ, encontraremos las funciones que provocan el correspondiente salto

(J((λ− ε) · C) \ J(λ · C) 6= ∅) en la familia de ideales multiplicadores de C. Por ello, evitaremos

usar en nuestra prueba el hecho, establecido por Tucker mediante técnicas de geometrı́a local de

superficies, de que los números de salto están criticamente contribuidos por los divisores de rup-

tura de la resolución. Una vez que conozcamos bases de los espacios cocientes Kλ(C) = J((λ−ε)·C)
J(λ·C)

para todo número de salto λ de C, recuperaremos los ideales multiplicadores J(λ · C).

El Teorema de Howald permite calcular ideales multiplicadores de curvas no degeneradas con

respecto de su polı́gono de Newton y, por tanto, soluciona el problema en el caso de una curva

C1 con un único par de Newton. En efecto, si el par de Newton es (p, q), eligiendo un sistema de

coordenadas particular, los números de salto (< 1) son de la forma

λ =
(r + 1)p+ (s+ 1)q

pq
< 1, con r, s ∈ Z>0

y el correspondiente C-espacio vectorial

Kλ(C1) =
J((λ− ε) · C1)

J(λ · C1)

está generado por el monomio xrys. Además el ideal de multiplicadores J(λ · C1) es el ideal

monomial generado por los monomios xayb tales que (a+ 1)p+ (b+ 1)q > λpq.

Nuestra estrategia pretende ir más allá del caso no degenerado, mostrando que, en general, los

saltos en la familia de ideales multiplicadores de una curva irreducible C están provocados por
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monomios generalizados en las coordenadas x, y y las raı́ces aproximadas de la curva y que los

ideales multiplicadores están generados también por monomios generalizados.

Para describir los ideales multiplicadores y números de salto de una curvaC2 con dos pares, que

denotamos por {(p1, q1), (p2, q2)}, demostraremos, que por cada número de salto λ = (r+1)p1+(s+1)q1
p1q1

de C1 habrá p2 números de salto de C2. Estos números de salto serán de la forma 1
p2

(λ + l1) y es-

tarán provocados por las funciones xrysf l11 . Esto se demuestra comparando las resoluciones de C2

y de su raı́z aproximada C1, que comparten el primer paquete de Newton.

Ası́ se calcula la contribución de C1 o del primer paquete de Newton a los ideales multipli-

cadores y números de salto de C2. La contribución a los números de salto es, por tanto, la unión

de los conjuntos J(p1, α1, l1). Hay que entender además la contribucción del segundo paquete de

Newton. En este punto debe observarse que los divisores del segundo paquete de Newton pueden

volver a dar como número de salto algunos de los valores 1
p2

(λ+ l1).

Para describir la contribución del segundo paquete de Newton usaremos el proceso de Newton

(ver Sección 2 del Capı́tulo 2) y un morfismo birracional S1 que nos permite relacionar la curva C2

con una curva auxiliar, que denotamos por C1
aux (ver Definición 2.1), con un sólo par de Newton

(p2, α2). Se tiene el siguiente diagrama:

C̃2

π

��

ÑP ∗1C2 = S̃∗1C
1
aux

φ

��

C̃1
aux

ψ

��

NP ∗1C2 = S∗1C
1
aux

NP1

vv

S1

((

C2 ⊆ C2
x,y C1

aux ⊆ C2
u,v

donde π, φ y ψ representan resoluciones log de C2, NP ∗1C2 y C1
aux respectivamente.

Aunque el proceso de Newton NP1 no es biracional, la comparación de las resoluciones log de

C2 y de NP ∗1C2 permiten relacionar los números de salto de C2 y de NP ∗1C2. Esto nos permite,

aplicando la regla para transformaciones birracionales (ver Proposición 1.2) a S1, reducir el cálculo

de la contribución del segundo paquete a los números de salto de C2 al cálculo de los números de

salto de la curva C1
aux y, por tanto, al Teorema de Howald. En consecuencia, la contribución del

segundo paquete a los números de salto de C2 es el conjunto J(p2, α2).

Para ser capaces de determinar funciones que produzcan los correspondientes saltos hemos de

estudiar el pullback de los monomios generalizados M ∈ C[x, y, f1] por el proceso de Newton

y el pullback de los monomios m ∈ C[u, v] por la aplicación birracional S1. Supongamos que

λ′ = a3p2+l1α2

p2α2
∈ J(p2, α2) es un número de salto de C1

aux, demostraremos que si los exponentes

11



de M = xa1−1ya2−1f l1−11 y de m = ua3−1vl1−1 satisfacen el sistema S(λ′)[2] entonces

NP ∗1M · JacNP1 = S∗1m · JacS1,

salvo una unidad. Por tanto, podemos deducir que M provoca el salto correspondiente a λ′.

El caso general se prueba por recursión en el número de pares de Newton generalizando las

ideas, descritas más arriba, para pasar del caso de uno a dos pares de Newton.

En la imagen siguiente podemos ver dichas relaciones entre los números de salto de cada raı́z

aproximada para el caso de una curva con tres pares de Newton (Ejemplo 2 de la Sección 4).

J(3, 7)

C1

C2

C3

J(3, 7, 0) J(3, 7, 1)

J(3, 7, 0, 0) J(3, 7, 1, 0) J(3, 7, 0, 1) J(3, 7, 1, 1) J(3, 7, 0, 2) J(3, 7, 1, 2)

J(2, 47)

J(2, 47, 0) J(2, 47, 1) J(2, 47, 2)

J(3, 286)
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CAPÍTULO 1

Ideales de multiplicadores

Siguiendo [Laz], sea X una variedad compleja lisa de dimensión n y D un Q-divisor efectivo

en X . El ideal de multiplicadores J(D) ⊆ OX de D es una gavilla de ideales coherente en X .

Podemos pensar que de alguna manera estas gavillas reflejan sutilmente las singularidades de D,

y tienen buenas propiedades formales. Cuando X es proyectiva y L es un divisor entero tal que

L−D es amplio, el teorema de anulamiento de Kawamata-Viehweg-Nadel dice que

H i(X,OX(KX + L)⊗ J(D)) = 0 con i > 0.

Si D es entero entonces J(D) = OX(−D) y esto se reduce al teorema clásico de anulamiento

de Kodaira.

Los ideales de multiplicadores serán definidos a través de convenientes resoluciones, llamadas

logarı́tmicas, y un punto esencial es verificar que son independientes de la resolución usada para

construirlos.

1. Preliminares

DEFINICIÓN 1.1. Un divisor D =
∑
Di tiene cruzamientos normales simples (y D es un

divisor SNC) si cada Di es suave, y si D está definido en una vecindad de cualquier punto por una

ecuación en coordenadas analı́ticas locales del tipo

z1z2 · · · zk = 0

para algún k ≤ n. Un Q-divisor
∑
aiDi tiene soporte a cruzamiento normal si

∑
Di es un divisor

SNC.

Denotamos bDc = b
∑
aiDic =

∑
baicDi, donde para x ∈ Q, bxc es el mayor entero ≤ x.

DEFINICIÓN 1.2. Sea D =
∑
aiDi un Q-divisor efectivo en X . Una resolución log de D (o

del par (X,D)) es un morfismo birracional proyectivo

π : X ′ → X,

con X ′ no singular, tal que el divisor π∗D + Exc(π) tiene soporte a cruzamiento normal (SCN).

13



EJEMPLO 1. Consideremos X = C2 y D = {y2 − x3 = 0}. Una resolución log de D se

obtiene por la familiar sucesión de tres explosiones que ilustramos a continuación:

Dada una resolución log π : X ′ → X , denotamos por

(1) Kπ = KX′ − π∗KX

el divisor canónico relativo de X ′ sobre X . Observemos que esto está naturalmente definido

como un divisor efectivo soportado en el divisor excepcional de π, y no es sólo una clase de equiv-

alencia lineal: el determinante de la derivada de π, det(dπ) nos da una ecuación local. Observando

que π∗OX′(Kπ) = OX , vemos que si N es un divisor entero efectivo en X ′, entonces

π∗OX′(Kπ −N) ⊆ OX

Con esto podemos definir lo que es una gavilla de ideales de multiplicadores. Estas gavillas de

ideales nos reflejan el grado en que la parte fraccional de D falla en tener soporte a cruzamiento

normal.

2. Ideales de multiplicadores

DEFINICIÓN 1.3 (Ideal de multiplicadores de un Q-divisor efectivo). Sea D un Q-divisor

efectivo en una variedad compleja lisa X y λ > 0 un número racional.

Fijemos una resolución log π : X ′ → X de D. Entonces la gavilla de ideales multiplicadores

asociado a D y λ está definida por

J(λD) := π∗OX′(Kπ − bλ · π∗Dc)

Cuando λ = 1 simplemente escribimos J(D).
14



Como X es no singular, π∗OX′(KX′) = OX(KX) para cualquier resolución π. Entonces la

inclusión OX′(Kπ − bλ · π∗Dc) ↪→ OX′(Kπ) va a una inclusión bajo el push forward

J(λD) ↪→ OX .

Alternativamente, dado x ∈ D y una resolución π : X ′ → X , con π∗D =
∑
riEi y Kπ =∑

biEi, entonces la fibra del ideal de multiplicadores J(λD)x en x, es el conjunto de gérmenes

h ∈ OX,x tales que

(2) ordEiπ
∗(h) ≥ ordEi(bλπ∗Dc −Kπ) = bλric − bi,

para todo divisor Ei.

NOTACIÓN 1. Dado un divisor excepcional Ek de una resolución log π de D y λ ∈ Q>0,

llamaremos a bλrkc − bk la cota C(Ek, λ) o C(π,Ek, λ) si queremos especificar la resolución log.

EJEMPLO 2. Sea D un divisor efectivo en X . Entonces J(D) = OX(−D). Esto se tiene pues

si π : X ′ → X es una resolución log de D, entonces π∗D es también un divisor entero y usando la

fórmula de proyección se tiene

J(D) = π∗OX′(Kπ − π∗D)

= π∗(OX′(Kπ)⊗ π∗OX(−D))

= OX ⊗ OX(−D)

EJEMPLO 3. Cúspide. Sea X = C2 con coordenadas (x, y), y D = {y2 − x3 = 0}. Como

se mencionó arriba, una resolución logarı́tmica π : X ′ → X está dada por una sucesión de 3

explosiones.

Tenemos que Kπ − bλπ∗Dc es el divisor

E1 + 2E2 + 4E3 − bλ(E0 + 2E1 + 3E2 + 6E3)c.

Por lo tanto, si λ = 1,

J(D) = π∗OX′(−(E0 + E1 + E2 + 2E3)) = OX(−D) ( OX

Si λ ∈ [5/6, 1),

J(λD) = π∗OX′(−E3)

y se puede mostrar que para estos λ

OX(−D) ( J(λD) = M ( OX

y si λ < 5/6

J(λD) = OX .

15



Observemos que J(λD) = OX si λ < min{ bi+1
ri
}.

En contraste, si B ⊆ C2 es la curva {y2 = x2} con un punto ordinario doble, entonces

J(λB) = OX para 0 < λ < 1.

En otras palabras, el ideal de multiplicadores reconoce que la curva D tiene una singularidad

“peor” que la de B.

Se tiene la siguiente

PROPOSICIÓN 1.1 (Agregando divisores enteros). SeaX una variedad lisa, A un divisor entero

y D cualquier Q-divisor en X . Entonces

J(D + A) = J(D)⊗ OX(−A).

PRUEBA. Sea π : X ′ → X una resolución log de (X,D). Si A es entero, entonces bπ∗D +

π∗Ac = bπ∗Dc+ π∗A para cualquier Q-divisor D. Entonces

π∗OX′(Kπ − bπ∗(D + A)c) = π∗(OX′(Kπ − bπ∗Dc)⊗ OX′(−π∗A))

= π∗(OX′(Kπ − bπ∗Dc))⊗ OX(−A)

= J(D)⊗ OX(−A),

como afirmamos. �

TEOREMA 1.1 (Esnault-Viehweg). En la definición 1.3 la gavilla de ideales multiplicadores

J(D) es independiente de la resolución log utilizada para construirla.

PRUEBA. Consideremos primero una sucesión de aplicaciones

V
g
// X ′

µ
// X ,

donde µ es una resolución log de D, y g es una resolución log de µ∗D + Exc(µ). Asumamos, de

momento, que podemos probar

g∗OV (KV/X′ − bg∗µ∗Dc) = OX′(−bµ∗Dc).

Entonces, definiendo h = µ ◦ g, y usando la fórmula de proyección tenemos:

µ∗OX′(KX′/X − bµ∗Dc) = µ∗
(
OX′(KX′/X)⊗ g∗OV (KV/X′ − bg∗µ∗Dc)

)
= µ∗g∗

(
g∗OX′(KX′/X)⊗ OV (KV/X′ − bg∗µ∗Dc)

)
= h∗OV (KV/X′ − bh∗Dc).

En otras palabras, obtenemos el mismo ideal multiplicador usando h que usando µ. Pero cua-

lesquiera dos resoluciones pueden ser dominadas por una tercera, y entonces el Teorema se sigue.
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Ası́, hemos reducido la cuestión a mostrar que si el divisor subyacente −µ∗D− tiene soporte

a cruzamiento normal, entonces nada se cambia al pasar a la resolución más larga. Esto es el

siguiente lema. �

LEMA 1.1. Sea X una variedad suave de dimensión n, y D un Q-divisor en X con soporte a

cruzamiento normal. Supongamos que µ : X ′ → X es una resolución log de D. Entonces

µ∗OX′
(
KX′/X − bµ∗Dc

)
= OX(−bDc).

PRUEBA. Como consecuencia de la Proposición 1.1 se tiene que si la ecuación es cierta para

un Q-divisor dado D, entonces también es cierta para D + A donde A es un divisor entero. Por

lo tanto es suficiente mostrar el Lema bajo la hipótesis adicional de que bDc = 0, en cuyo caso

necesitamos mostrar que bµ∗Dc 4 KX′/X .

Comencemos fijando algo de notación. Sea E ⊂ X ′ un divisor primo. Necesitamos establecer

que

ordE
(
bµ∗Dc

)
≤ ordE

(
KX′/X

)
.

Como por hipótesis tenemos que bDc = 0 esto es claro si E no es excepcional. Ası́, podemos

suponer que E aparece en el lugar excepcional de µ. Sea

Z = µ(E) ⊆ X , e = codimXZ.

Escojamos un punto general y ∈ E y sea x = µ(y) ∈ Z. Denotamos por D1, . . . , Dl las com-

ponentes primas de D que pasan a través Z. Entonces l ≤ e, y como sólo estas componentes

contribuyen al lado izquierdo de la desigualdad anterior podemos suponer además que

D =
l∑

i=1

aiDi , 0 ≤ ai < 1.

Ahora escogemos coordenadas analı́ticas locales z1, . . . , zn en X ′ centradas en y y w1, . . . , wn en

X centradas en x tales que E está localmente definido por (zi = 0). Ası́ D tiene soporte SCN y

podemos asumir que

Di =localmente div(wi) , (1 ≤ i ≤ l).

Sea ci = ordE(µ∗Di). Ası́

ordE(µ∗D) =
l∑

i=1

aici <

l∑
i=1

ci,

y existen funciones bi ∈ C{z} tales que

wi = zci1 · bi (1 ≤ i ≤ l).

Entonces µ∗dwi = ciz
ci−1
1 bi · dz1 + zci1 · dbi para 1 ≤ i ≤ l y consecuentemente

17



µ∗(dw1 ∧ · · · ∧ dwn) = zγ−11 g · dz1 ∧ · · · ∧ dzn
para alguna g ∈ C{z}, donde γ =

∑l
i=1 ci. Entonces

ordE(KX′/X) ≥
(∑l

i=1 ci
)
− 1

≥ ordE(µ∗D)− 1,

De lo que se sigue la desigualdad. �

PROPOSICIÓN 1.2. Regla para transformaciones birracionales. Sea f : Y → X un morfismo

propio birracional entre variedades lisas, y sea D cualquier Q-divisor en X (no necesariamente

efectivo). Entonces

(3) J(X;D) = f∗(J(Y ; f ∗D)⊗ OY (KY/X)).

PRUEBA. Esto es consecuencia de la fórmula de proyección. Especı́ficamente, sea ν : V → Y

una resolución logaritmica de f ∗D + Exc(f), y denotemos por h : V → X la composición

h = f ◦ ν. Entonces

J(X;D) = h∗(OV (KV/X − bh∗Dc)
= f∗ν∗(OV (KV/Y − bν∗f ∗Dc)⊗ ν∗OY (KY/X))

= f∗(ν∗OV (KV/Y − bν∗f ∗Dc)⊗ OY (KY/X))

= f∗(J(Y ; f ∗D)⊗ OY (KY/X)),

como se afirmó. �

3. Números de salto y umbral log canónico

DEFINICIÓN 1.4. (Umbral log canónico) El umbral log canónico de un Q-divisor efectivo D

en x ∈ X es

lct(D;x) = inf{λ ∈ Q | J(λ ·D)x ⊆Mx},

donde Mx ⊆ OX es la gavilla ideal máximal de x. Más generalmente, dado un subconjunto cerrado

Z ⊆ X , el umbral log canónico de D en Z es el infimo de todos los racionales λ > 0 para los

cuales J(λ ·D)x ⊆Mx para algún x ∈ Z. Cuando Z = X sólo escribimos lct(D).

Si tenemos que π : X ′ → X es una resolución log de D, y escribimos

π∗D =
∑

riEi , Kπ =
∑

biEi

con adecuados ri ∈ Q, bi ∈ N y divisores primos Ei en X ′. Entonces

lct(D;x) = min
{bj + 1

rj

}
,
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donde el mı́nimo se toma sobre todos los ı́ndices j para los cuales π(Ej) pasa por x. Observar que

la igualdad lct(D;x) = min
{
bj+1

rj

}
se verifica cuando los coeficientes de cada Ej son ≥ −1 en

Kπ − bλ · π∗(D)c, ya que los ideales están parametrizados por números positivos, y al menos un

Ej tiene coeficiente = −1.

EJEMPLO 4. En el Ejemplo 3 de la cúspide C ⊆ C2, los cálculos nos dicen que lct(C; 0) =

5/6.

En este caso, como X = C2 es afı́n, para saber cuándo una función h ∈ OX está en J(λD)

uno debe mostrar que para todo E:

(4) ordEπ∗(h) ≥ ordE(bλπ∗Dc −Kπ)

Como X es normal, observemos que la condición (4) es trivial si ordE(bλπ∗Dc −Kπ) ≤ 0.

Ahora analicemos qué pasa cuando variamos λ: haciendo λ un poco más grande, (4) no cam-

bia, pues el lado derecho quedará igual. Ası́ J(λD) = J((λ+ε)D) para ε suficientemente pequeño.

Como sea, haciendo más grande λ hará que el coeficiente de E en bλπ∗Dc −Kπ cambie, precisa-

mente donde ordE(bλπ∗Dc −Kπ) es un entero.

LEMA 1.2 (Ein, Lazarsfeld, Smith & Varolin). Sea D un Q-divisor efectivo en X , y x ∈ X un

punto en el soporte de D. Existe una sucesión creciente

0 = λ0(D; , x) < λ1(D;x) < λ2(D;x) < ...

de números racionales λi = λi(D;x) caracterizados por las propiedades:

J(λ ·D)x = J(λi ·D)x para λ ∈ [λi, λi+1),

mientras J(λi+1 ·D)x ( J(λi ·D)x para todo i.

DEFINICIÓN 1.5 (Números de salto). Los números racionales λi(D;x) son los números de

salto de D en x. Decimos que λ es un número de salto de D en un subconjunto cerrado Z ⊂ X si

es un número de salto de Z en algún punto x ∈ Z.

DEFINICIÓN 1.6. Decimos que λ ∈ Q>0 es un candidato a número de salto para un divisor

primo E que aparece en π∗D si ordE(λπ∗D − Kπ) es un entero. Si G es un divisor reducido en

X ′, un candidato a número de salto de G es un candidato a número de salto común a todos los

divisores primos en su soporte.

Vemos explı́citamente que los candidatos a números de salto no triviales para E son:{ordEKπ +m

ordEπ∗D
: m ∈ Z>0

}
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y por lo tanto dada una resolución π : X ′ → X , con π∗D =
∑
riEi y Kπ =

∑
biEi, todos los

candidatos a números de salto son: {bi +m

ri
: m ∈ Z>0

}
OBSERVACIÓN 1.1 (Periodicidad de los números de salto). Sea A un divisor efectivo entero

en X que pasa por un punto x ∈ X . Entonces λ es un número de salto de A en x si, y sólo si, λ+ 1

es un número de salto. Ası́, todos los números de salto de A están determinados por un número

finito que están en el intervalo (0, 1]. (Esto se sigue de que J((1 + λ) ·A) = J(λ ·A)⊗OX(−A)).

Siguiendo [Bu], dado λ ∈ Q>0, definimos

(5) Kλ(D) = J((λ− ε) ·D)/J(λ ·D),

con 0 < ε � 1. Observemos que como consecuencia del lema de Nakayama estos cocientes son

finitamente generados como C-espacios vectoriales.

OBSERVACIÓN 1.2. Se tiene que λ ∈ Q>0 es un número de salto de (X,D) si Kλ(D) 6= 0.

Para el caso de subesquemas de mayor codimensión definidos por gavillas de ideales a ⊆ OX

no cero en X se tiene la siguiente

DEFINICIÓN 1.7. Dada una resolución log

π : X ′ → X,

con

π−1a =def a · OX′ = OX′(−F ),

donde F es un divisor efectivo en X ′ tal que F + Exc(µ) es SNC.

DEFINICIÓN 1.8. Sea a ⊆ OX una gavilla de ideales no cero, y λ > 0 un número racional.

Fijemos una resolución log π de a, con a · OX′ = OX′(−F ). El ideal de multiplicador J(λ · a) =

J(aλ) asociado a λ y a está definido como

J(λ · a) = J(X;λ · a) = π∗OX′(Kπ − bλ · F c).

Ahora, una resolución π : X ′ → X , es una resolución log de una colección finita de gavillas de

ideales a1, ..., as ⊆ OX , si podemos escribir ai ·OX′ = OX′(−Hi), donde Hi es un divisor efectivo

en X ′ (1 ≤ i ≤ s) tales que ∪iHi ∪ Exc(π) es un divisor SNC.
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DEFINICIÓN 1.9. El ideal de multiplicadores de a1, ..., as ⊆ OX y α1, ..., αs ∈ Q>0 es

J(aα1
1 , ..., a

αs
s ) = π∗OX′(Kπ − bα1H1 + · · ·αsHsc)

para cualquier resolución log π de (a1, ..., as).

Volviendo al caso de divisores, sea x ∈ D un punto, y denotemos por a a la gavilla de ideales

OX(−D) y por Mx la gavilla de ideal del punto x ∈ X . Para α ∈ Q<0, definimos

Kα,x(D) = J(a(1−ε)α)/J(a(1−ε)α ·Mδ
x),

donde 0 < ε � δ � 1. Se prueba que esta definición es independiente de la elección de ε y δ.

También que Kα,x(D) tiene soporte a lo más en {x}. Y se tiene la siguiente definición.

DEFINICIÓN 1.10. Decimos que α ∈ Q<0 es un número de salto interior de (X,D) en x si

Kα,x(D) 6= 0. La salto interior multiplicidad de (X,D) en x es

nα,x(D) = dimC Kα,x(D).

Ahora, si X es de dimensión m, x ∈ X y f es un gérmen de hipersuperficie en x. La teorı́a

de singularidades pone atención en invariantes topológicos como la fibra de Milnor Mf,x y la

monodromı́a. Un importante invariante analı́tico es la estructura de Hodge mixta canónica en la

cohomologı́a de la fibra de Milnor y el espectro de Hodge de una ecuación local f de D en x de

Steenbrink es un polinomio de Puiseux

Sp(f) =
∑
α∈Q>0

nα(f) · tα

donde las multiplicidades espectrales nα(f) ∈ Z están definidas por

nα(f) :=
∑
i∈Z

(−1)m−1−i dimC Grbm−αcF H̃ i(Mf,x,C)e−2πiα

También llamamos a nα(f) la multiplicidad de α en el espectro de Hodge.

Una pregunta natural es: ¿qué reflejan los ideales de multiplicadores J(D) de las construc-

ciones estándar de la teorı́a de singularidades de un germen D en un punto x? Se tiene el siguiente

teorema de N. Budur [Bu].

TEOREMA 1.2. Sea X una variedad quasi-proyectiva lisa de dimensión m. Sea D un divisor

efectivo entero en X y x ∈ D un punto. Sea f cualquier ecuación local de D en x. Entonces para

cualquier α ∈ (0, 1], nα(f) = nα,x(D).

COROLARIO 1.1. Para todo α ∈ (0, 1],
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1. α aparece en el espectro de Hodge de f si y sólo si α es un inner jumping number de

(X,D) en x;

2. (M. Saito) la multiplicidad nα(f) ≥ 0;

3. (Varchenko) si x es una singularidad aislada de D y α 6= 1, entonces, reemplazando X por

una vecindad abierta de x si es necesario, α aparece en el espectro de Hodge si y sólo si

α es un jumping number.

En el caso de singularidades aisladas, el espectro recupera el número de Milnor [Bu2]

µ(f) =
∑
α

nα(f).

Como el espectro también satisface una simetrı́a nα(f) = nm−α(f). Entonces en el caso de curvas

planas irreducibles se tiene la siguiente relación entre el número de Milnor y las multiplicidades

de los números de salto < 1:

(6)
µ(f)

2
=
∑
α<1

nα,x(f)

4. Ideales de multiplicadores de ideales monomiales

Asumamos que X es afı́n, con anillo coordenado A = C[X]. Entonces cualquier ideal a ⊆ A

determina una gavilla en X . Por lo tanto dado λ > 0, su ideal de multiplicadores J(λ · a) está

definido, y por la misma razón podemos ver a J(λ · a) como un ideal en A.

Sea X = Cn con coordenadas x1, ..., xn, y pongamos C[X] = C[x1, ..., xn]. Un ideal mono-

mial a ⊆ C[X] es un ideal generado por monomios en xi. Cualquier monomio está especificado

por su vector de exponentes v ∈ Nn, y dado v podemos escribir xv su monomio correspondiente.

Considerando Nn como un subconjunto de Rn, definimos el poliedro de Newton

Γ+ = Γ+(a) ⊆ Rn

de a a la envolvente convexa en Rn del conjunto de vectores exponentes de monomios en a. Ası́

Γ+(a) es un conjunto cerrado no acotado en el primer octante. Un ejemplo en C2 y

a = 〈y6, xy2, x3y, x7〉
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Dado λ > 0 denotamos por λ · Γ+(a) la región convexa obtenida de escalar Γ+(a) por λ (ası́ que

Γ+(a) ⊆ λ ·Γ+(a), cuando λ ≤ 1 y declaramos Γ+(λ ·a) = λ ·Γ+(a). El interior int(Γ+(λ ·a)) es

el interior topológico de Γ+(λ ·a) respecto a la topologı́a estándar de Rn. Finalmente introducimos

el vector

1 = (1, ..., 1) ∈ Nn,

que corresponde al monomio x1 = x1x2 · ... · xn, y que tendrá un rol especial.

TEOREMA 1.3 (Teorema de Howald.). Dado a ⊆ C[X], un ideal monomial. El ideal de

multiplicadores J(λ · a) es el ideal monomial generado por todos los monomios xv tales que sus

vectores exponente satisfacen la condición

v + 1 ∈ int
(
Γ+(λ · a)

)
.

EJEMPLO 5 (Log canonical thresholds). Sea a ⊆ C[X] un ideal monomial. Entonces el

Teorema 1.3 nos da una manera simple de calcular el log canonical threshold lct(a) de a. De

hecho, sean ζ1, ..., ζn coordenadas naturales de Rn = Zn ⊗R adaptadas a la base estándar de Zn.

El poliedro de Newton Γ+(a) está definido dentro del primer octante {ζ1 ≥ 0, ..., ζn ≥ 0} por

finitas desigualdades de la forma

fα(ζ1, ..., ζn) ≥ 1,

donde fα son formas lineales con coeficientes racionales no negativos. Entonces

lct(a) = min
α
{fα(1, ..., 1)}.

EJEMPLO 6. (Números de salto de ideales monomiales). Con la notación del ejemplo ante-

rior, podemos calcular los números de salto del ideal monomial a. De hecho, cada vector exponente

v ∈ Nn determina un número de salto λv caracterizado como el racional más pequeño λ > 0 tal

que xv /∈ J(λ · a), y cada número de salto es de esta forma (aunque observemos que diferentes
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v ∈ Nn pueden tener el mismo jumping number λ). Como en el ejemplo anterior, el teorema de

Howald implica que

λv = min
α

{
fα(v + 1)

}
.

DEFINICIÓN 1.11 (Polinomios no degenerados). Sea f ∈ C[X] un polinomio con ideal de

términos af , y considera su poliedro de Newton Γ+(f) = Γ+(af ). Dada una cara σ de Γ+(f) –

incluyendo σ = Γ+(f) – denotamos por fσ ∈ C[X] la suma de los términos de f que correspon-

den a puntos en σ. Decimos que f es no degenerado en σ, si la 1-forma dfσ no se anula en (C∗)n.

Decimos que f es no degenerado si f es no degenerado en cada cara de Γ+(f). Finalmente deci-

mos que f tiene parte principal no degenerada si esta condición es cierta en cada cara compacta σ

de Γ+(f). (De hecho esta última noción aparece en Arnold, Gusein-Zade y Varchenko, Singular-

ities of Differentable Maps. Vol II: Monodromy and Asymptotics of Integrals: esto esencialmente

controla el comportamiento local de f cerca del origen.)

TEOREMA 1.4. Asumamos que f ∈ C[X] es no degenerado. Entonces

J(λ · f) = J(λ · af )

para todo 0 < λ < 1. Si f tiene parte principal no degenerada, entonces la misma afirmación es

cierta en una vecindad del origen.

Como consecuencia se tiene la siguiente proposición:

PROPOSICIÓN 1.3. Sea (C, 0) ⊆ (C2, 0), un germen irreducible con un sólo par de Newton

(p, q). Entonces, en coordenadas convenientes

λ =
(r + 1)p+ (s+ 1)q

pq
< 1, con r, s ∈ Z>0

es un número de salto de C y el monomio xrys genera el C-espacio vectorial

Kλ(C) =
J((λ− ε) · C)

J(λ · C)
.
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CAPÍTULO 2

Curvas planas irreducibles

El estudio de singularidades de curvas complejas planas ha sido amplio y se cuenta con mucha

literatura. Sugerimos consultar [Bri], [JoPf], [Tei], [Wal] y [Zar], por poner algunas referencias

importantes.

Siguiendo a B. Teissier [Tei], sea OC2,0 el anillo local de funciones holomorfas en 0, el cual

podemos identificar con el anillo C{x, y} de series de potencias convergentes en el origen de C2.

Sea (C, 0) ⊆ (C2, 0) un germen de curva irreducible (también llamado rama) definido por

{f(x, y) = 0} con f ∈ C{x, y} irreducible. Por el teorema de preparación de Weierstrass pode-

mos suponer que f es un polinomio de Weierstrass f(x, y) = ye0 + a1(x)ye0−1 + · · · an(x) irre-

ducible en C{x}[y], donde e0 = n = mult0(C).

El teorema de Newton nos dice que tal polinomio tiene todas sus raı́ces de la forma

y =
∞∑
i=1

aiω
ixi/n,

donde ω es una raı́z n-ésima de la unidad en C.

Lo cual es equivalente a la afirmación de que una curva analı́tica irreducible como arriba puede

ser parametrizada de la siguiente manera:

x = tn

y =
∑∞

i=1 ait
i.

En particular, esto muestra que f , como polinomio de Weierstrass, determina una extensión de

Galois del campo de fracciones C{{x}} de C{x}, y del campo de fracciones C((x)) de C[[x]],

con grupo de Galois µn.

Una consecuencia directa de esto es el

TEOREMA 2.1 (Teorema de Newton-Puiseux). La cerradura algebraica del campo C{{x}}
(resp. C((x))) es el campo ∪n≥1C{{x

1
n}} (resp. ∪n≥1C((x

1
n ))).

Ası́, posiblemente después de un cambio de coordenadas para que x = 0 sea transversal a C

en el 0, la rama puede ser parametrizada, cerca de 0, como sigue

x = te0

y =
∑∞

i=m ait
i con m ≥ e0.
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Ahora consideremos la siguiente agrupación de los términos de la serie y(t): fijemos β0 =

e0 = n y sea β1 el exponente más pequeño que aparece en y(t) que no es divisible por β0. Si tal

exponente no existe, significa que y es una serie de potencias de x, y nuestra rama es analı́ticamente

isomorfa a C, y por lo tanto no singular. Supongamos que esto no pasa y fijemos e1 = (n, β1), el

máximo común divisor de estos dos enteros. Ahora definamos β2 como el exponente más pequeño

que aparece en y(t) que no es divisible por e1. Definimos e2 = (e1, β2); tenemos que e2 < e1, y

continuamos de esta manera. Habiendo definido ei = (ei−1, βi), definimos βi+1 como el exponente

más pequeño que aparece en y(t) que no es divisible por ei. Como la sucesión de enteros

n = e0 > e1 > e2 > · · · > ei > · · ·

es estrictamente decreciente, existe un entero g tal que eg = 1. En este punto, hemos estructurado

nuestra representación paramétrica como sigue:

(7)

x(t) = te0

y(t) = ae0t
e0 + a2e0t

2e0 + · · ·+ ah0e0t
h0e0+

+aβ1t
β1 + aβ1+e1t

β1+e1 + · · ·+ aβ1+h1e1t
β1+h1e1

+aβ2t
β2 + aβ2+e2t

β2+e2 + · · ·+ aβqt
βq + aβq+eqt

βq+eq + · · ·
+aβgt

βg + aβg+1t
βg+1 + · · ·

donde h0 = bβ1
e0
c, hi = bβi+1−βi

ei
c y, por construcción, los coeficientes de aβi para i ≥ 1, son no

nulos.

Ahora definamos los enteros ni y mi por las igualdades

(8) ei−1 = niei, βi = miei con 1 ≤ i ≤ g,

de donde ei = ni+1 · · ·ng.
Notemos que podemos reescribir la expansión de y en potencias de t por una expansión en x

con potencias fraccionales como sigue:

y(x) = anx+ a2nx
2 + · · ·+ ah0nx

h0+

+aβ1x
m1
n1 + aβ1+e1x

m1+1
n1 + · · ·+ aβ1+h1e1x

m1+h1
n1

+aβ2x
m2
n1n2 + aβ2+e2x

m2+1
n1n2 + · · ·+ aβqx

mq
n1n2···nq + aβq+eq−1x

mq+1

n1n2···nq + · · ·

+aβgx
mg

n1n2···ng + aβg+1x
mg+1

n1n2···ng + · · ·

Los pares de enteros coprimos {(mi, ni)} son llamados pares caracterı́sticos de Puiseux. Su in-

formación es obviamente equivalente a la de los exponentes caracterı́sticos βi.

La sucesión de enteros B(C) = (e0, β1, ..., βg) es llamada la sucesión caracterı́stica de C en

las coordenadas (x, y) y puede ser caracterizada algebraicamente como sigue: sea µn el grupo de
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n-raı́ces de la unidad. Para ω ∈ µn calculemos el orden en t de la serie y(t)− y(ωt). Si escribimos

ω = e
2πik
n , tenemos

y(ωt) = anω
ntn + · · ·+ aβ1ω

β1tβ1 + · · ·

y observamos que multiplicar t por ω no afecta los términos en tjn. El término tβ1 no cambia

si y solo si ωβ1 = 1, esto es si kβ1
n

es un entero, i.e., kβ1 = ln o km1 = ln1 con la notación

introducida arriba. Como n1 y m1 son coprimos, esto significa que k es un múltiplo de n1, que es

equivalente a decir que ω pertenece al semigrupo µ n
n1

de µn que consiste de n
n1

= n2 · · ·ng-raı́ces

de la unidad. Si este es el caso, entonces los coeficientes de todos los términos de la forma tβ1+je1

en la expansión de Puiseux tampoco cambian cuando multiplicamos t por ω, y el primer término

que puede cambiar es aβ2t
β2 . Un argumento similar al previo muestra que si ω ∈ µ n

n1
, entonces

ωβ2 = 1 si y sólo si ω ∈ µ n
n1n2

y ası́ sucesivamente.

Finalmente si denotamos por v el orden en t de un elemento de C{t}, vemos que

v(y(t)− y(ωt)) = βi si y sólo si ω ∈ µ n
n1···ni−1

\ µ n
n1···ni

con 1 ≤ i ≤ g

Esto nos da una caracterización algebraica, y una sucesión de subextensiones cı́clicas

C{x} ⊂ C{x
1
n1 } ⊂ C{x

1
n1n2 } ⊂ · · · ⊂ C{x

1
n1···ni } ⊂ · · · ⊂ C{x

1
n}

que corresponden a los subgrupos anidados µ n
n1···ni

del grupo µn.

Esto prueba que la sucesión (e0, β1, ..., βg) depende sólo de la inclusión C{x} ⊂ OC,0.

OBSERVACIÓN 2.1. Se puede probar que de hecho, la parametrización nos define la normal-

ización de la curva [JoPf]:

i : C{x, y}/(f) ↪→ C{t}
[x] 7→ x(t)

[y] 7→ y(t).

Ahora definamos los números pi, qi por las igualdades pi = ni y

(9)
q1 = m1,

qi+1 = mi+1 −mini+1 con 1 ≤ i < g.

Estos pares coprimos (pi, qi) son llamados pares de Newton.

EJEMPLO 7. Consideremos la curva analı́tica irreducible parametrizada por

x(t) = t4

y(t) = t6 + t9,
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por lo que tiene como sucesión caracterı́stica (e0, β1, β2) = (4, 6, 9) y pares de Puiseux (3, 2) y

(9, 2). Para recuperar una ecuación de la curva simplemente podemos reescribir la serie de y en

potencias de t por potencias fraccionales de x:

y(x) = x
3
2 + x

9
4

y tenemos que si ω ∈ µ4 es una raı́z primitiva de la unidad

f(x, y) =
4∏
j=1

y − y(ωjx) = (y2 − x3)2 − x9 − 4y2x3 − 4yx6.

1. Raı́ces aproximadas

Volviendo a la parametrización (7), para cada k = 0, ..., g− 1, consideremos la curva dada por

la parametrización

x(t) = te0

y(t) = ae0t
e0 + a2e0t

2e0 + · · ·+ ah0e0t
h0e0+

+aβ1t
β1 + aβ1+e1t

β1+e1 + · · ·+ aβ1+h1e1t
β1+h1e1 + · · ·

+aβk−1
tβk−1 + aβk−1+ek−1

tβk−1+ek−1 + · · ·+ aβk−1+hk−1ek−1
tβk−1+hk−1ek−1+

+aβkt
βk + aβk+1t

βk+1 + · · ·+ aβk+hkekt
βk+hkek

Observemos que no es primitiva pues el máximo común divisor de cada potencia de t que

aparece es ek > 1. Ası́, tomando una raı́z ek de t, obtenemos una rama con k pares de Puiseux; a

la que denotaremos por Ck y es parametrizada por

x(t) = te0/ek

y(t) = ae0t
e0/ek + a2e0t

2e0/ek + · · ·+ ah0e0t
h0e0/ek+

+aβ1t
β1/ek + aβ1+e1t

β1+e1
ek + · · ·+ aβ1+h1e1t

β1+h1e1
ek + · · ·

+aβk−1
tβk−1/ek + aβk−1+ek−1

t
βk−1+ek−1

ek + · · ·+ aβk−1+hk−1ek−1
t
βk−1+hk−1ek−1

ek +

+aβkt
βk/ek + aβk+1t

βk+ek
ek + · · ·+ aβk+hkekt

βk+hkek
ek

y es llamada la k-ésima raı́z aproximada de C. Con sucesión caracterı́stica

1

ek
(e0, β1, ..., βk) = (e0/ek, β1/ek, ..., βk/ek)

y pares de Newton {(pi, qi)}ki=1. A un gérmen de definición lo denotaremos por fk.
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2. Proceso de Newton

Dada f(x, y) =
∑
ai,jx

iyj ∈ C{x, y} reducida con f(0, 0) = 0. Llamamos al conjunto

Sop(f) = {(i, j) : ai,j 6= 0}

el soporte de f . A veces identificamos el par (i, j) con el monomio xiyj .

Consideremos la envolvente convexa del conjunto

Γ+(f) :=
⋃

(i,j)∈Sop(f)

{
(i, j) + R2

+

}
.

El polı́gono de Newton de f , en el origen relativo a las coordenadas (x, y) es la frontera de

Γ+(f) y lo denotamos por Γ(f). Los segmentos compactos de Γ(f) son llamados caras y la

pendiente de la lı́nea que pasa por la cara es llamada pendiente de la cara.

Es fácil ver que si f es irreducible, entonces Γ(f) tiene una sola cara compacta, sin embargo

no todas las funciones con una sola cara compacta son irreducibles [JoPf]. Además, en el caso

irreducible, es posible hacer un cambio de coordenadas analı́tico que deje la cara compacta de

Γ(f) con vértices en los ejes coordenados:

Dada una rama (C, 0) ⊆ (C2, 0) con ecuación en su forma normal de Weierstrass

f(x, y) = ye0 + a1(x)ye0−1 + · · · an(x),

con una parametrización como (7). Consideremos el siguiente isomorfismo

T1 : (C2, 0) → (C2, 0)

(x1, y1) 7→
x = x1

y = y1 −
∑h0

i=1 aie0x
i
1,

que cambia la parametrización de C de la siguiente manera

(10)
x1(t) = te0

y1(t) = y(t)− ae0te0 − a2e0t2e0 − · · · − ah0e0th0e0 =
∑

i≥β1 ait
i.

Observemos que esta transformación no cambia la caracterı́stica de la curva y también nos da

una parametrización de C que hace que Γ(T ∗1 f) relativo a las coordenadas (x1, y1) tenga una cara

compacta con vértices (0, e0), (q1e1, 0) = (β1, 0) y pendiente −p1/q1:
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OBSERVACIÓN 2.2. Por lo anterior tenemos que de acuerdo con la definición de no degen-

eración 1.11, en estas coordenadas una ramaC es no degenerada respecto a su polı́gono de Newton,

si y sólo si, g = 1.

Recordemos que los pares de Newton de f están dados por (9) y ahora consideremos una

transformación de Newton:

N1 : (C2, 0) −→ (C2, 0)

(x2, y2) 7→ (x1, y1) = (xp12 , x
q1
2 (aβ1 + y2)),

la cual tiene un efecto en T ∗1C:

x2(t) = te0/p1 = te1

y2(t) = t−e1q1 ·
∑

i≥β1 ait
i − aβ1 = t−β1 ·

∑
i≥β1 ait

i − aβ1
= aβ1+e1t

e1 + · · ·+ aβ1+h1e1t
h1e1

+aβ2t
β2−β1 + · · ·+ aβ2+h2e2t

β2+h2e2−β1 + · · ·
+aβgt

βg−β1 + · · ·
= aβ1+e1t

e1 + · · ·+ aβ1+h1e1t
h1e1

+aβ2t
q2e2 + · · ·+ aβ2+h2e2t

q2e2+h2e2 + · · ·
+aβgt

mg−m1n2···ng−1eg−1 + · · ·

pues β2 − β1 = m2e2 −m1n2e2 = q2e2 y βk − β1 = (mk −m1n2 · · ·nk)ek.

OBSERVACIÓN 2.3. Con lo anterior tenemos que la transformación de Newton disminuye en

uno el número de pares caracterı́sticos de la curva:

(e1, β
′
1, . . . , β

′
g−1) = (e0/p1, β2 − β1, . . . , βg − β1).
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Ahora apliquemos nuevamente un cambio de coordenadas:

T2 : (C2, 0) → (C2, 0)

(x3, y3) 7→
x2 = x3

y2 = y3 −
∑h1

i=1 aβ1+ie1x
i
3,

por lo que

x3(t) = te1

y3(t) = y2(t)− aβ1+e1te1 − aβ1+2e1t
2e1 − · · · − aβ1+h1e1th1e1 =

∑
i≥β2 ait

i

Iterando este proceso tenemos que para k ≤ g definimos la transformación

Tk : (C2, 0) → (C2, 0)

(x2k−1, y2k−1) 7→
{ x2(k−1) = x2k−1

y2(k−1) = y2k−1 −
∑hk−1

i=1 aβk−1+iek−1
xi2k−1,

por lo que

x2k−1(t) = tek−1

y2k−1(t) = yk−1(t)− aβk−1+ek−1
tek−1 − · · · − aβk−1+hk−1ek−1

thk−1ek−1

=
∑

i≥βk ait
i.

Y consideremos una k-ésima transformación de Newton:

Nk : (C2, 0) −→ (C2, 0)

(x2k, y2k) 7→
{ x2k−1 = xpk2k
y2k−1 = xqk2k(aβk + y2k),

se tiene que

x2k(t) = tek−1/pk = tek

y2k(t) = t−ekqk ·
∑

i≥βk ait
i − aβk = t−(βk−βk−1) ·

∑
i≥βk ait

i − aβk
= aβk+ekt

ek + · · ·+ aβk+hkekt
hkek

+aβk+1
tβk+1−βk + · · ·+ aβk+1+hk+1ek+1

tβk+1+hk+1ek+1−βk + · · ·
+aβgt

βg−βk + · · ·
= aβk+ekt

ek + · · ·+ aβk+hkekt
hkek

+aβk+1
tqk+1ek+1 + · · ·+ aβk+1+hk+1ek+1

tqk+1ek+1+hk+1ek+1 + · · ·
+aβgt

mg−mknk+1···ng−1eg−1 + · · ·

A este proceso le llamaremos Proceso de Newton y denotaremos

(11) NPk := Tk+1 ◦ (Nk ◦ Tk) ◦ (Nk−1 ◦ Tk−1) ◦ · · · ◦ (N1 ◦ T1)

y se tiene que el polı́gono de Newton se transforma de la siguiente manera:
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OBSERVACIÓN 2.4. En particularNP ∗kCk es lisa pues tiene caracterı́stica 1 y parametrización:{
x2k+1 = t

y2k+1 = 0.

y NP ∗kCk+1 tiene caracterı́stica (pk+1,
βk+1−βk
ek+1

) = (pk+1, qk+1):{
x2k+1 = tpk+1

y2k+1 = aβk+1
tqk+1 + · · ·+ aβk+1+hk+aek+1

tqk+1+hk+1

En este punto es conveniente introducir unos nuevos invariantes:

(12) α1 = q1, αi+1 = pipi+1αi + qi+1

OBSERVACIÓN 2.5. Es conocido desde Brauner (1928) que el enlace de una singularidad ir-

reducible de curva con g pares de Newton {(pi, qi)}gi=1 puede obtenerse mediante la construcción

iterada del siguiente modo: sea K1 el nudo tórico de tipo (α1, p1) (o equivalentemente un cable

knot de invariante (α1, p1) alrededor de S1). Y para i ∈ {2, ..., g} sea Ki un “cable knot” de in-

variantes (αi, pi) a los largo de Ki−1. Entonces Kg es el enlace de la singularidad. Esto da un

significado topológico a los {(αi, pi)}.

Ahora definiremos una transformación birracional que nos será útil para los resultados del

tercer capı́tulo la cual aplicaremos después del proceso de Newton NPk:

(13)
Sk : (C2, 0) → (C2, 0)

(u, v) 7→
{ x2k+1 = u

y2k+1 = upkαkv,
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la cual es birracional con inversa

S−1k : (C2, 0) → (C2, 0)

(x2k+1, y2k+1) 7→
{ u = x2k+1

v = x−pkαk2k+1 y2k+1.

Sk cambia la parametrización de NP ∗kC de la siguiente manera

u(t) = x2k+1(t) = tek

v(t) = tpkαkeky2k+1(t)

= +aβk+1
tqk+1ek+1+pkαkek + · · ·+ aβk+1+hk+1ek+1

tqk+1ek+1+hk+1ek+1+pkαkek + · · ·
+aβgt

βg−βk+pkαkek + · · ·

Ahora, usando que αk+1 = pkpk+1αk + qk+1 y que pkαkek = pkpk+1αkek+1 se tiene

u(t) = x2k+1(t) = tek

v(t) = aβk+1
tαk+1ek+1 + · · ·+ aβk+1+hk+1ek+1

tαk+1ek+1+hk+1ek+1 + · · ·
+aβgt

βg−βk+pkαkek + · · ·
Más aún, el efecto en NP ∗kCk+1 es

(14)
u(t) = x2k+1(t) = tpk+1

v(t) = aβk+1
tαk+1 + · · ·+ aβk+1+hk+1ek+1

tαk+1+hk+1

DEFINICIÓN 2.1. A esta última curva Sk∗(NP ∗kCk+1), con un único par de Newton (pk+1, αk+1)

la denotaremos por Ck
aux.

3. Resolución minimal y su relación con el proceso de Newton

Consideremos O = OC2,0, el anillo local de funciones holomorfas de C2 en una vecindad del

origen y X = Spec(O). Consideramos a C ⊆ X , una curva irreducible singular definida por

f ∈ O, irreducible.

Recordemos que la explosión en el origen de C2 la podemos definir como la subvariedad Z

de C2 × P1 definida por la ecuación {xv − yu = 0}, donde (x, y, [u : v]) son coordenadas de

C2 × P1. Ésta es una varidad algebraica no singular de dimensión 2 y la primera proyección

induce un morfismo algebraico B0 : Z → C2.

La fibra B−10 (0, 0) es toda la lı́nea proyectiva P1 pues si x = y = 0 la ecuación se anula,

mientras que si (x, y) 6= 0, B−10 ((x, y) es sólo un punto porque x e y determinan únicamente la

razón de u y v.

Ası́, Z es una superficie que puede ser cubierta por dos cartas afines correspondientes a las

cartas de la lı́nea proyectiva. En el abierto U1 donde u 6= 0 podemos tomar como coordenadas
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(x1, y1) = (x, v
u
) y la aplicación inducida por B0 en U1 está descrita en estas coordenadas por

x ◦B0 = x1

y ◦B0 = x1y1.

Similarmente en el conjunto abierto U2 definido por v 6= 0, tomamos coordenadas (x1, y1) = (u
v
, y)

y la aplicación B0 está descrita por
x ◦B0 = x1y1

y ◦B0 = y1.

Observemos que en la primera cartaB−10 (0, 0) está definido por x1 = 0 y en la segunda por y1 = 0.

La curva E = B−10 (0, 0) = {(0, 0)} ×P1 es llamado el divisor excepcional de la explosión.

Consideremos la expansión de f como una suma de polinomios homogéneos

f(x, y) = fm(x, y) + fm+1(x, y) + · · ·+ fm+k(x, y) + · · · ,

donde fj es homogéneo de grado j. En la carta U1, podemos escribir

f ◦B0 = f(x1, x1y1) =

xm1 (fm(1, y1) + x1fm+1(1, y1) + · · ·+ xk1fm+k(1, y1) + · · · )

y hay una expansión similar en la otra carta. Si observamos el conjunto de ceros de f ◦ B0 vemos

que contiene el divisor excepcional contado m veces. Si quitamos este divisor excepcional tantas

veces como sea posible, i.e., dividir f ◦ B0 por xm1 en la primera carta y por ym1 en la segunda,

obtenemos la ecuación de la curva en la superficie Z, ya sea formal o definida cerca de B−10 , que

ya no contiene el divisor excepcional. Esta curva es la transformada estricta de C

C̃ = B−10 (C \ {(0, 0)}).

Por construcción, la transformada estricta corta el divisor excepcional sólo en un número finito

de puntos. Esto nos lleva a una definición equivalente a decir que una curva C es analı́ticamente

irreducible o es una rama si para todo modelo liso π : Y → X , tenemos que π−1∗ (C) ∩ π−1({0})
consiste de un sólo punto.

Notemos que en particular esto implica que el divisor excepcional de explotar el origen de C2

intersecta a la transformada estricta de C en un sólo punto. Ası́, una rama C tiene bien definida

una dirección tangente, i.e., el cono tangente de C en el origen consiste de una sola lı́nea.

OBSERVACIÓN 2.6. El efecto de la explosión en la parametrización (7) es:

i ◦ x ◦B0 = i ◦ x1 = teo

i ◦ y ◦B0 = i ◦ x1y1 = t−e0 ·
∑

i≥e0 ait
i

en la carta U1, donde la transformada estricta intersecta al divisor excepcional. Por lo tanto esto

también cambia la sucesión caracterı́stica de la siguiente manera: si e0 < β1 − e0, se tiene la
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sucesión (e0, β1−e0, ..., βg−e0), en caso contrario se transforma mediante el proceso de inversión

de Abhyankar (ver [JoPf], 5.2.21).

Esto nos sugiere que después de una sucesión de explosiones en puntos cerrados (aquellos

donde la transformada estricta interseca al divisor excepcional) se obtiene una resolución de la

curva, llamada resolución minimal o resolución estándar [Wal].
Ası́, la resolución minimal π : X ′ → X de una curva irreducible C, está dada por una sucesión

finita de explosiones θi : Xi → Xi−1 en puntos cerrados infinitamente próximos a p1 = 0:

π : X ′ = Xn → Xn−1 → · · · → X1 → X0 = X

Nos referimos a las multiplicidades de la transformada estricta de C en los puntos pi’s como la

sucesión de multiplicidades de C. Si πi : Xi → X es la composición de las primeras i explosiones,

la sucesión de enteros positivos es:

multp1(C), multp2(π
−1
1,∗C, ) multp3(π

−1
2,∗C), ..., multpn(π−1n−1,∗C)

que denotaremos (a1, ..., an).

Esta sucesión también recupera el número de Milnor de la curva con la fórmula (ver [Wal,
Teorema 6.5.8]):

(15) µ(C) =
n∑
i=1

ai(ai − 1).

Dada π : X ′ → X la resolución minimal de la singularidad 0 ∈ C ⊆ X . Sea π−1(0) = E =

∪ni=1Ei el divisor excepcional y C̃ la transformada estricta de C. Tenemos que π∗C =
∑n

i=0 riEi,

donde E0 = C̃.

A esta resolución le podemos asociar una gráfica pesada llamada grafo de resolución dual.

Hay un vértice •Ei por cada divisor excepcional de π, y dos vértices correspondientes a Ei y

Ej son adyacentes para i 6= j si y sólo si Ei · Ej = 1 (i.e., Ei intersecta Ej no trivialmente).

Adicionalmente será conveniente incluir un vértice correspondiente a la transformada estricta de

C en X ′:

(16)
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DEFINICIÓN 2.2. Las explosiones que corresponden al “aspa” i-ésima del grafo dual, cuya

composición de explosiones es ηi := θvi ◦ · · · ◦ θvi−1+1

lo llamaremos i-ésimo paquete de Newton.

Del Capı́tulo 1 se tiene la notación Kπ =
∑
biEi y los números ri y bi pueden calcularse

mediante las siguientes fórmulas (ver [Bri]):

ri =

{
ri−1 + ai−1 si pi−1 está en un único divisor excepcional Ei−1
ri−1 + rj + ai−1 si pi−1 es la intersección de Ei−1 y Ej con j < i− 1

bi =

{
bi−1 + 1 si pi−1 está en un único divisor excepcional Ei−1
bi−1 + bj + 1 si pi−1 es la intersección de Ei−1 y Ej con j < i− 1

para i > 1 y r1 = a1, b1 = 1.

DEFINICIÓN 2.3. Los divisores etiquetados con los subı́ndices vi en la figura (16), es decir,

los divisores Evi que intersectan a otros tres divisores primos de la transformada total de C son

llamados divisores de ruptura.

Para estos divisores además se tiene que

rvi+1
= αi+1pi+1ei+1 = αi+1pi+1pi+2 · · · pg

la cual, usando (12) se transforma en la siguiente relación recursiva

(17) rvi+1
= pi+1rvi + qi+1ei

Los números bvi cumplen, asimismo, la siguiente relación recursiva

(18) bvi+1
+ 1 = pi+1(bvi + 1) + qi+1

y combinando las dos relaciones recursivas tenemos que

(19) rvi+1
− pi+1rvi = ei

(
(bvi+1

+ 1)− pi+1(bvi + 1)
)
.
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3.1. Relación entre el proceso de Newton y la resolución minimal. Antes de explicar la

relación entre el proceso de Newton y la resolución minimal daremos la siguiente

DEFINICIÓN 2.4. Dos ramas (C, 0) y (D, 0) tienen el mismo tipo topológico si, C y D son

topológicamente equivalentes como superficies encajadas en C2, es decir, si existe un homeomor-

fismo

φ : U → U ′,

con U y U ′ vecindades abiertas del origen en C2, tales que:

• C está definida en U , D está definida en U ′;

• φ(C ∩ U) = D ∩ U ′.

Dos curvas son equisingulares si tienen la misma sucesión caracterı́stica, y por lo tanto si tienen

los mismos pares de Newton, la misma sucesión de multiplicidades, y el mismo enlace y por lo

tanto si tienen el mismo tipo topológico (ver [Wal] Prop. 4.3.8 y [Dim] Prop. 2.6 pag. 43).

Siguiendo la notación de [Zar] escribiremos C ≡ D si C y D son ramas equisingulares.

Como se observó en 2.1, el proceso de Newton nos define la normalización de la curva y más

aún

LEMA 2.1. Dada una rama (C, 0) ⊆ (C2, 0), se tiene que

(NP ∗i C, 0) ≡ (π∗viC, pvi+1),

donde πvi es la composición de explosiones de los primeros i paquetes de Newton de C y NPi es

el i-ésimo proceso de Newton.

Una manera de entender esto es ver cómo cambia la ecuación de la curva (en coordenadas

“convenientes”) bajo el proceso de Newton y ver que esto produce un monomio excepcional con

multiplicidad rvi y la otra componente es una curva equisingular a la transformada estricta de C

bajo πvi; esto se traduce en comprobar cómo cambia la parametrización de C bajo NPi y πvi

módulo una inversión de Abhyankar y ver que efectivamente tienen la misma caracterı́stica (ver

Observación 2.3).

Otra prueba de este hecho se deduce de [GPGV] sección 9 con métodos tóricos. Nosotros no

daremos una prueba de este hecho pero mostraremos lo que sucede con un ejemplo para que el

lector tenga una idea más clara.

EJEMPLO 8. Consideremos una curva (C, 0) ⊆ (C2, 0) con tres pares de Newton y parametri-

zación

C ≡

{
x = t12

y = t12 + t18 + t24 + t27 + t30 + t35
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Sus exponentes caracterı́sticos están dados por

18

12
=

3

2
,

27

12
=

9

4
=

3

2
+

3

2 · 2
,

35

12
=

9

4
+

8

4 · 3
por lo que sus pares de Newton son

(p1, q1) = (2, 3), (p2, q2) = (2, 3), (p3, q3) = (3, 8)

Aplicando el algoritmo de Euclides a estos pares se obtiene el número de explosiones que hay que

hacer para obtener la resolución minimal y las multiplicidades:

con multiplicidades

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 E11

ri 12 18 36 42 45 90 93 96 98 195 294

bi 1 2 4 5 6 12 13 14 15 30 46

y

α1 = q1 = 3, α2 = 2 · 2 · 3 + 3 = 15, α3 = 2 · 3 · 15 + 8 = 98.

Con raı́ces aproximadas

C0 ≡

{
x = t

y = t
C1 ≡

{
x = t2

y = t2 + t3 + t4
C2 ≡

{
x = t4

y = t4 + t6 + t8 + t9 + t30.

El proceso de Newton modifica la parametrización de la siguiente manera:

Paso NP1:

T1 ≡

{
x̃1 = x

ỹ1 = y − x

{
x̃1 = t12

ỹ1 = t18 + t24 + t27 + t30 + t35

N1 ≡

{
x̃1 = x21

ỹ1 = x31(1 + y1)

{
x1 = t6

y1 = t6 + t9 + t12 + t17

Paso NP2:

T2 ≡

{
x̃2 = x1

ỹ2 = y1 − x1

{
x̃2 = t6

ỹ2 = t9 + t12 + t17

N2 ≡

{
x̃2 = x22

ỹ2 = x32(1 + y2)

{
x2 = t3

y2 = t3 + t8
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Paso NP3:

T3 ≡

{
x̃3 = x2

ỹ3 = y2 − x2

{
x̃3 = t3

ỹ3 = t8

N3 ≡

{
x̃3 = x33

ỹ3 = x83(1 + y3)

{
x3 = t

y3 = 0

Como se verá en la siguiente sección (ver Lema 2.3), se tiene que

πv1 =

{
x = u2v

y = u3v2
, π−1v1 =

{
u = x2y−1

v = x−3y2

π∗v1C ≡

{
u = x2

y
= t24

(t18+t24+t27+t30+t35)
= t6

(1+t6+t9+t12+t17)

v = y2

x3
= (t18+t24+t27+t30+t35)2

t36
= 1− 2t6 − 2t9 + t12 + 4t15 + 2t17 + · · ·

en un punto infinitamente próximo a pvi+1 que tiene coordenadas (0, 1) en la carta (u, v). Ha-

ciendo un cambio de coordenadas tenemos{
ũ = u = t6(1 + t6 + t9 + t12 + t17)−1

ṽ = v − 1 = −2t6 − 2t9 + t12 + 4t15 + 2t17 + · · ·

y comparando las caracterı́sticas podemos observar que (π∗v1C, pi+1) es equisingular a (NP ∗1C, 0).

�

OBSERVACIÓN 2.7. En este momento es importante observar que un sistema de coordenadas

local de C2
x2k+1,y2k+1

está dado por (x2k+1, fk).

En la siguientes secciones usaremos algunas propiedades del algoritmo de Euclides para dar

descripciones de los números ri y bi para todos los divisores excepcionales que aparecen en la

resolución de una curva plana irreducible.

4. Algunas propiedades del algoritmo de Euclides y el máximo común divisor

El algoritmo de Euclides da un método para calcular el máximo común divisor de dos enteros.

Dados p, q ∈ Z>0, supondremos que p < q. El máximo común divisor de p y q, que denotaremos

por (p, q), es el último residuo no cero al aplicar dicho algoritmo. Definiendo a0 = q y a1 = p se

tiene:

(20)

a0 = c1a1 + a2, 0 < a2 < a1

a1 = c2a2 + a3, 0 < a3 < a2
...

al−2 = cl−1al−1 + al, 0 < al < al−1

al−1 = clal
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y por tanto (p, q) = al. En este caso decimos que l es el número de lı́neas del algoritmo. La lı́nea

j − 1-ésima es aj−2 = cj−1aj−1 + aj y diremos que es par o impar, dependiendo de que lo sea j.

A los números c1, ..., cl los llamaremos cocientes y a los a2, ..., al los llamaremos residuos.

DEFINICIÓN 2.5 (Algoritmo de Euclides inverso truncado, AEIT). Sean p, q ∈ Z>0, con

p < q con algoritmo de Euclides como 20. A todo k con 0 < k ≤ c1 + c2 + · · ·+ cl le asociamos

un único par (i, j) con 1 ≤ i ≤ l y 1 ≤ j ≤ ci, de modo que k = c1 + · · · + ci−1 + j. Además

convenimos c0 = 0.

Definimos el siguiente algoritmo de Euclides inverso k-truncado, que denotamos AEIT(k),

como

(21)

ai−1(k) = j · 1
ai−2(k) = ci−1ai−1(k) + 1

...

a1(k) = c2a2(k) + a3(k)

a0(k) = c1a1(k) + a2(k),

donde usamos los cocientes c1, . . . , ci−1 dados por el algoritmo de Euclides 20 de p y q. Nótese

que el algoritmo inverso k-truncado tiene i lı́neas. Los aj(k) están determinados por los cocientes

c1, ..., ci−1 y por j de la siguiente manera: comenzamos con la ecuación ai−1(k) = j · 1 y nos

regresamos con el algoritmo, i.e., definimos ai−2(k) := ci−1ai−1(k) + 1, ai−3(k) := ci−2ai−2(k) +

ai−1(k) e iteramos.

Por construcción (a0(k), a1(k)) = 1.

AFIRMACIÓN 2.1.1. Dados p, q ∈ Z>0 tales que p < q y (p, q) = al con algoritmo de Euclides

como 20. Dado k = c1 + · · ·+ cl−1, i. e., (l− 1, cl−1), entonces los números a1(k) = s y a0(k) = t

de la definición 1.1 cumplen la siguiente propiedad{
qs− pt = al si l es par

qs− pt = −al si l es impar

PRUEBA. Nótese que s = a1(k) < t = a0(k) . Sustituyendo s = a1(k) y t = a0(k) se tiene

qs− pt = a0s− a1t = (c1a1 + a2)a1(k)− a1(c1a1(k) + a2(k))

= a2a1(k)− a1a2(k) = a2(c2a2(k) + a3(k))− (c2a2 + a3)a2(k)

= a2a3(k)− a3a2(k) = · · ·
= ±[al−2al−1(k)− al−1al−2(k)] = ±[(cl−1al−1 + al)al−1(k)− al−1(cl−1al−1(k))]

= ±al,

donde recordando que por AEIT al−2(k) = j · 1, definimos al−1(k) = 1. �
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No es difı́cil comprobar que s y t son los menores enteros positivos que cumplen la afirmación

(2.1.1).

Como consecuencia de esta afirmación se tiene la siguiente

OBSERVACIÓN 2.8. Sean p, q ∈ Z>0, p < q, tales que (p, q) = 1 con algoritmo de Euclides

como anteriormente, y sean

k = c1 + · · ·+ ci−1 + j

k′ = c1 + · · ·+ ci−1

entonces aplicando AEIT(k) y AEIT(k′) obtenemos a0(k), a1(k), a0(k′) y a1(k′) tales que

a0(k)a1(k
′)− a1(k)a0(k

′) = ±1.

LEMA 2.2. Sean p, q ∈ Z>0, p < q, con (p, q) = 1 con algoritmo de Euclides como anterior-

mente y k, k′ como en la observación anterior. Entonces

a0(k + 1) = a0(k) + a0(k
′)

a1(k + 1) = a1(k) + a1(k
′)

PRUEBA. Necesitamos considerar dos casos, cuando k + 1 pertenece a la misma lı́nea del

algoritmo de Euclides y cuando k + 1 cambia de lı́nea. Comencemos por el primer caso. De los

respectivos AEIT se tiene

ai−1(k) = j · 1
ai−2(k) = ci−1ai−1(k) + 1 ai−2(k

′) = ci−1 · 1
ai−3(k) = ci−2ai−2(k) + ai−1(k) ai−3(k

′) = ci−2ai−2(k
′) + 1

...
...

a1(k) = c2a2(k) + a3(k) a1(k
′) = c2a2(k

′) + a3(k
′)

a0(k) = c1a1(k) + a2(k) a0(k
′) = c1a1(k

′) + a2(k
′)

ai−1(k + 1) = (j + 1) · 1
ai−2(k + 1) = ci−1ai−1(k + 1) + 1

...

a1(k + 1) = c2a2(k + 1) + a3(k + 1)

a0(k + 1) = c1a1(k + 1) + a2(k + 1),
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Sumando formalmente AEIT(k) y AEIT(k′) donde agregamos en la primera lı́nea de AEIT(k′)

1 · 1, se tiene

ai−1(k) + 1 · 1 = j · 1 + 1 · 1 = (j + 1) · 1
= = ai−1(k + 1)

ai−2(k) + ai−2(k
′) = ci−1ai−1(k) + 1 + ci−1 · 1 = ci−1(ai−1(k) + 1) + 1

= = ci−1ai−1(k + 1) + 1

= = ai−2(k + 1)
...

...

a1(k) + a1(k
′) = c2a2(k) + a3(k) + c2a2(k

′) + a3(k
′) = c2(a2(k) + a2(k

′)) + a3(k) + a3(k
′)

= = c2a2(k + 1) + a3(k + 1)

= = a1(k + 1)

a0(k) + a0(k
′) = c1a1(k) + a2(k) + c1a1(k

′) + a2(k
′) = c1(a1(k) + a1(k

′)) + a2(k) + a2(k
′)

= = c1a1(k + 1) + a2(k + 1)

= = a0(k + 1)

El caso en que k+1 pertenece a la lı́nea siguiente del algoritmo significa que k+1 = c1+· · ·+ci+1

y por lo tanto k tiene asociado el par (i, ci) y k+ 1 el par (i+ 1, 1), ası́ AEIT(k+ 1) tiene una lı́nea

más que AEIT(k) pero la prueba anterior es fácil de arreglar agregando la lı́nea 1 · 1 a AEIT(k) y a

AEIT(k′) para tener:

1 · 1 + 0 = 1 · 1 = ai(k + 1)

ai−1(k) + 1 · 1 = j · 1 + 1 · 1 = ci · 1 + 1

= ci · ai(k + 1) + 1 = ai−1(k + 1)

ai−2(k) + ai−2(k
′) = ci−1ai−1(k) + 1 + ci−1 · 1 = ci−1(ai−1(k) + 1) + 1

= ci−1ai−1(k + 1) + 1 = ci−1ai−1(k + 1) + ai(k + 1)

= = ai−2(k + 1)
...

...

a1(k) + a1(k
′) = c2a2(k) + a3(k) + c2a2(k

′) + a3(k
′) = c2(a2(k) + a2(k

′)) + a3(k) + a3(k
′)

= = c2a2(k + 1) + a3(k + 1)

= = a1(k + 1)

a0(k) + a0(k
′) = c1a1(k) + a2(k) + c1a1(k

′) + a2(k
′) = c1(a1(k) + a1(k

′)) + a2(k) + a2(k
′)

= = c1a1(k + 1) + a2(k + 1)

= = a0(k + 1)

�
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5. Resolución y cálculo de los invariantes numéricos ri y bi

5.1. Caso de un sólo exponente. Sea C una curva plana con un sólo par de Newton. Como

el grafo dual (junto con su decoración) es un invariante de equisingularidad basta considerar una

curva plana irreducible definida por {f = yp − xq = 0} con p, q ∈ Z>0, p < q y (p, q) = 1. Es

posible calcular la sucesión de multiplicidades de la resolución minimal aplicando el algoritmo de

Euclides a p y q:

Sean a0 = q y a1 = p. Se tiene:

a0 = c1a1 + a2

a1 = c2a2 + a3
...

as−2 = cs−1as−1 + as

as−1 = csas

Recordemos que por hipótesis (p, q) = 1, entonces as = 1. Además la resolución está dada por

una sucesión de c1+ · · ·+cs explosiones en puntos cerrados, es decir, un único paquete de Puiseux.

Para las explosiones que corresponden a las lı́neas impares del algoritmo de Euclides consideramos

la carta U1 con coordenadas:

{
x = u

y = uv,

donde la transformada estricta de la curva intersecta al divisor excepcional E = {u = 0} y la carta

U2 con coordenadas

{
x = uv

y = v,

para las lı́neas pares.

La sucesión de multiplicidades es

(a1 a1 . . . a1︸ ︷︷ ︸
c1−veces

a2 a2 . . . a2︸ ︷︷ ︸
c2−veces

. . . as as . . . as︸ ︷︷ ︸
cs−veces

)
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y grafo dual

donde el divisor de ruptura Ev1 pertenecerá a la lı́nea horizontal o vertical dependiendo de la

paridad de s.

Sea k ≤ c1 + · · ·+ cs con k = c1 + · · ·+ ci−1 + j, con c0 = 0 y como en la definición del AEIT

consideramos la siguiente notación

Ek = Ec1+···+ci−1+j =: E(i,j)

donde i nos dice a qué lı́nea del algoritmo de Euclides corresponde la explosión en la que apareció

el divisor excepcional y j la posición de dicha explosión en la lı́nea del algoritmo.

Recordemos que en nuestra notación tenemos que π∗C =
∑
riEi y Kπ =

∑
biEi. Procedere-

mos a calcular las multiplicidades ri, bi:

PROPOSICIÓN 2.1. Sea k ≤ c1 + · · ·+ cs y Ek = Ec1+···+ci−1+j = E(i,j). Entonces

bk = a0(k) + a1(k)− 1

y

rk =

{
p · a0(k) si i es impar,

q · a1(k) si i es par,

donde a0(k) y a1(k) se obtiene de la k-truncación del AEIT:

ai−1(k) = j · 1,
ai−2(k) = ci−1ai−1(k) + 1,

...

a1(k) = c2a2(k) + a3(k),

a0(k) = c1a1(k) + a2(k).

PRUEBA. Comenzamos probando un lema que nos dice cómo son las ecuaciones locales de

la composición de las primeras k = c1 + · · ·+ ci−1 + j explosiones:
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LEMA 2.3. La ecuación local de la composición de las primeras k = c1 + · · · + ci−1 + j

explosiones es

x = ua1(k)vc

y = ua0(k)vb
si i es impar o

x = ucva1(k)

y = ubva0(k)
si i es par

donde c = a0(k
′) y b = a1(k

′) se calculan con la k′-truncación del algoritmo de Euclides de p y q,

y k′ = c1 + · · ·+ ci−2; es decir

ai−3(k
′) = ci−2 · 1,

ai−4(k
′) = ci−3ai−3(k

′) + 1,
...

a1(k
′) = c2a2(k

′) + a3(k
′),

a0(k
′) = c1a1(k

′) + a2(k
′).

PRUEBA.

Observemos que en cada explosión la matriz de exponentes del cambio de coordenadas tiene

determinante 1: {
x = u

y = uv
; det

(
1 0

1 1

)
= 1

y {
x = uv

y = v
; det

(
1 1

0 1

)
= 1

Por lo que la composición de explosiones también nos dará una matriz de exponentes con determi-

nante 1.

Procederemos por inducción.

Caso k = 1 (una única explosión (i, j) = (1, 1)): tenemos que a0(1) = a1(1) = 1 y c = 0, b =

1 y se tienen que en la carta U1 {
x = x1

y = x1y1

Luego para el caso k = c1 + 1 ((i, j) = (2, 1))

a1(k) = j · 1 = 1 · 1 = 1,

a0(k) = c1 · 1 + 1 = c1 + 1.

y c = 1 y b = c1. Y tenemos

x = x1 = x2 = · · · = xc1 = xc1+1yc1+1,

y = x1y1 = x22y2 = · · · = xc1c1yr1 = xc1c1+1y
c1+1
c1+1,

45



donde la última igualdad se da porque se considera la carta U2 al cambiar de lı́nea en el algoritmo:

xc1 = xc1+1yc1+1,

yc1 = yc1+1.

Para el caso general es suficiente verificar que las fórmulas son válidas bajo una explosión.

Necesitamos considerar 4 casos: supongamos que k está en una lı́nea impar y por hipótesis de

inducción se tienen coordenadas
x = x

a1(k)
k yck,

y = x
a0(k)
k ybk.

Aplicando una explosión se tiene que si k+ 1 sigue perteneciendo a la lı́nea impar usamos la carta

U1 para obtener

x = x
a1(k)+c
k+1 yck+1,

y = x
a0(k)+b
k+1 ybk+1.

si k + 1 cambia a una lı́nea par usamos la carta U2 y obtenemos

x = x
a1(k)
k+1 y

a1(k)+c
k+1 ,

y = x
a0(k)
k+1 y

a0(k)+b
k+1 .

En ambos casos hay que probar que a1(k + 1) = a1(k) + c y a0(k + 1) = a0(k) + b y para el

segundo caso que

a1(k)a0(k + 1)− a0(k)a1(k + 1) = ±1,

pero todo esto se sigue de la observación 1.1. y el lema 1.1. Lo que prueba la inducción. �

Volviendo a la prueba de la proposición calculamos primero los bi’s:

Si i es par tenemos

dx = cuc−1va1(k)du+ a1(k)ucva1(k)−1dv

dy = bub−1va0(k)du+ a0(k)ubva0(k)−1dv

}
; dx ∧ dy = cte · ub+c−1va0(k)+a1(k)−1du ∧ dv.

Como {v = 0} es una ecuación local de Ek = E(i,j) tenemos que bk = a0(k) + a1(k)− 1

Si i es impar tenemos

dx = a1(k)ua1(k)−1vcdu+ cua1(k)vc−1dv

dy = a0(k)ua0(k)−1vbdu+ bua0(k)vb−1dv

}
; dx ∧ dy = cte · ua0(k)+a1(k)−1vb+c−1du ∧ dv.

Como {u = 0} es una ecuación local de Ek = E(i,j) tenemos que bk = a0(k) + a1(k) − 1, y se

tiene lo que se afirmó.

Ahora para el caso de los ri’s tenemos que en el caso impar:

π∗(i,j)(f) = (ua0(k)vb)p − (ua1(k)vc)q = upa0(k)vbp − uqa1(k)vcq = upa0(k)vcq(vbp−cq − uqa1(k)−pa0(k))
46



pues pa0(k) < qa1(k) y cq < bq al suponer i impar. Además como la ecuación local deEk = E(i,j)

es {u = 0} tenemos que rk = p · a0(k) como se afirmó.

Para el caso par

π∗(i,j)(f) = (ubva0(k))p − (ucva1(k))q = ubpvpa0(k) − ucqvqa1(k) = ubpvqa1(k)(va0(k)p−a1(k)q − ucq−bp)

pues qa1(k) < pa0(k) y bp < cq. Como en este caso la ecuación local de Ek = E(i,j) es {v = 0}
se tiene que rk = q · a1(k) como se afirmó. �

En general si consideramos una curva con un par de Puiseux (p, q), i.e., equisingular a la curva

que acabamos de analizar, se tiene que su resolución estándar o minimal se consigue con el mismo

número de explosiones y los ri’s no cambian, en este caso tampoco los bi’s.

5.2. Caso general. Para ver cómo son las multiplicidades en el caso de una curva con más

pares de Newton observemos que, en coordenadas convenientes, en la explosión vi−1, el pull back

de f es de la forma:

π∗vi−1
(f) = xei−1pi−1αi−1

vi−1

[
(ypivi−1

− aixqivi−1
)ei +

∑
i,j

ci,jx
i
vi−1

yjvi−1

]
.

Consideremos la k truncación del algoritmo de Euclides inverso a pi y qi. Escribiendo j =

vi−1 + k, con 0 < k ≤ vi − vi−1, las multiplicidades rj y bj se pueden describir de la siguiente

manera:

(22) rj =

{
rvi−1

· a1(k) + eipia0(k) lı́nea impar,

rvi−1
· a1(k) + eiqia1(k) lı́nea par,

(23) bj = bvi−1
a1(k) + a0(k) + a1(k)− 1 ,

donde claramente rvi−1
= ei−1pi−1αi−1.

La fórmula anterior junto con los valores ordEviπ
∗h dados en la siguiente tabla nos permitirán

calcular los órdenes de los pull-backs de las coordenadas x, y y de las raı́ces aproximadas fi
para cualquier divisor Ej de la resolución logarı́tmica de C. Los valores de la siguiente tabla son

conocidos y pueden calcularse usando, por ejemplo, la igualdad (17). Alternativamente se pueden

calcular a partir de los diagramas de Eisenbud-Neumann de C. Veáse [EisNeu].
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x y f1 · · · fj · · · fg−1 fg

Ev1 p1 α1 α1p1 · · · α1p1 · · · pj · · · α1p1 · · · pg−1 α1p1 · · · pg
Ev2 p1p2 α1p2 α2 · · · α2p2 · · · pj · · · α2p2 · · · pg−1 α2p2 · · · pg
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Evj p1 · · · pj α1p2 · · · pj α2p3 · · · pj · · · αjpj · · · αjpj · · · pg−1 αjpj · · · pg
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Evg p1 · · · pg α1p2 · · · pg α2p3 · · · pg · · · αj+1pj+2 · · · pg · · · αg αgpg

6. Una fórmula recursiva para el número de Milnor

Terminamos este capı́tulo con la demostracción de una fórmula recursiva para el número de

Milnor.

PROPOSICIÓN 2.2. Sea Ck+1 una curva irreducible con k+ 1 pares de Newton {(pi, qi)}k+1
i=1 y

sea Ck su k-esima raı́z aproximada. Entonces

µ(Ck+1) = pk+1µ(Ck) + µ(C(k)
aux),

donde C(k)
aux es la curva con un único par de Newton (pk+1, αk+1) definida en 2.1.

Esta fórmula se puede deducir fácilmente de [KMcE, Theorem 2.3 (4)] o de [GVKMcE,

Theorem 1]. Sin embargo daremos una prueba elemental usando las sucesiones de multiplicidades

de las curvas Ck+1, Ck y C(k)
aux.

PRUEBA. Supongamos que k = 1 y denotemos por (m1,m2, ...,mr) la sucesión de multipli-

cidades que se relaciona con el par de Newton (p1, q1) mediante el siguiente algoritmo de Newton

a0 = c1a1 + a2

a1 = c2a2 + a3
...

as−2 = cs−1as−1 + as

as−1 = csas,

donde a0 = q1 y a1 = p1 y, por la hipótesis (p, q) = 1, se tiene que as = 1. Por último r =

c1 + · · ·+ cs y

m1 = m2 = · · · = mc1 = a1 = p1

mc1+1 = mc1+2 = · · · = mc1+c2 = a2

· · ·
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mr−cs+1 = mr−cs+2 = · · · = mr = as = 1.

La sucesión de multiplicidades de C(1)
aux es (p2,

(α1p1). . . , p2, n1, . . . , nt), donde (n1, . . . , nt) es la

sucesión de multiplicidades de una curva con un sólo par de Newton (p2, q2).

Finalmente, la sucesión de multiplicidades de C2 es (p2m1, . . . , p2ms, n1, . . . nt).

Por tanto, usando [Wal, Theorem 6.5.8], la igualdad

µ(C2) = p2µ(C1) + µ(C(1)
aux)

es equivalente a la igualdad∑
p2mi(p2mi − 1) +

∑
nj(nj − 1) = p2

∑
mi(mi − 1) + p1α1p2(p2 − 1) +

∑
nj(nj − 1)

y a la igualdad ∑
mi(p2mi − 1) =

∑
mi(mi − 1) + p1α1(p2 − 1).

Esta última igualdad se sigue de las ecuación
∑

im
2
i = p1q1, que es fácilmente deducibles recur-

sivamente del algoritmo de Euclides.

En efecto,

q1p1 = a0a1 = (c1a1 + a2)a1 = c1a
2
1 + a1a2 =

c1a
2
1 + (c2a2 + a3)a2 = c1a

2
1 + c2a

2
2 + a2a3 =

· · ·

· · · = c1a
2
1 + c2a

2
2 + · · ·+ cs−1a

2
s−1 + as−1as =

· · · = c1a1(a1 − 1) + c2a2(a2 − 1) + · · ·+ csa
2
s.

OBSERVACIÓN 2.9. La ecuación
∑

imi(mi−1) = (p1−1)(q1−1) se puede deducir de modo

análogo a partir del algoritmo de Euclides.

(q1−1)(p1−1) = (a0−1)(a1−1) = (c1a1 +a2−1)(a1−1) = c1a1(a1−1)+(a1−1)(a2−1) =

c1a1(a1 − 1) + (c2a2 + a3 − 1)(a2 − 1) = c1a1(a1 − 1) + c2a2(a2 − 1) + (a2 − 1)(a3 − 1) =

· · ·

· · · = c1a1(a1 − 1) + c2a2(a2 − 1) + · · ·+ cs−1(as)(as − 1).

· · · = c1a1(a1 − 1) + c2a2(a2 − 1) + · · ·+ cs(as)(as − 1).
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En el caso general k > 1, la demostracción es análoga. La sucesión de multiplicidades de Ck
será

(
e1
ek
m

(1)
1 , . . . ,

e1
ek
m(1)
r1
,
e2
ek
· · · pkm(2)

1 , . . . ,
e2
ek
m(2)
r2
, . . . ,

ek−1
ek

m
(k−1)
1 , . . . ,

ek−1
ek

m(k−1),m
(k)
1 , . . . ,m(k)

rk
).

Las multiplicidades m(j)
1 , . . . ,m

(j)
rj corresponden al j-ésimo paquete de Newton y se relacionan

con el j-ésimo par de Newton (pj, qj) mediante el algoritmo de Euclides

a
(j)
0 = c

(j)
1 a1 + a

(j)
2

a
(j)
1 = c

(j)
2 a2 + a

(j)
3

...

a
(j)
sj−2 = c

(j)
sj−1a

(j)
sj−1 + a

(j)
sj

a
(j)
sj−1 = c

(j)
sj asj ,

donde a(j)0 = max{pj, qj} y a
(j)
1 = min{pj, qj} y, por la hipótesis (pj, qj) = 1, se tiene que

asj = 1. Por último rj = c1 + · · ·+ csj y

m
(j)
1 = m

(j)
2 = · · · = m

(j)

c
(j)
1

= a
(j)
1 = pj

m
(j)

c
(j)
1 +1

= m
(j)

c
(j)
1 +2

= · · · = m
(j)

c
(j)
1 +c

(j)
2

= a
(j)
2

· · ·

m
(j)

rj−c
(j)
sj

+1
= m

(j)

rj−c
(j)
s +2

= · · · = m(j)
rj

= a(j)sj = 1.

La sucesión de multiplicidades de C(k)
aux es (pk+1,

(αkpk). . . , pk+1, n1, . . . , nt), donde (n1, . . . , nt) es la

sucesión de multiplicidades de una curva con un sólo par de Newton (pk, qk).

Finalmente, la sucesión de multiplicidades de Ck+1 es

(
e1
ek+1

m
(1)
1 , . . . ,

e1
ek+1

m(1)
r1
,
e2
ek+1

, . . . ,
ek−1
ek+1

m(k−1), pk+1m
(k)
1 , . . . , pk+1m

(k)
rk
, n1, . . . nt).

Ahora el enunciado de la Proposición se sigue ya que

pk+1µ(Ck) + µ(C(k)
aux)−

∑
nk(nk − 1) =

pk+1

(∑ e1
ek
m

(1)
i (

e1
ek
m

(1)
i − 1) + · · ·+

∑
m

(k)
j (m

(k)
j − 1)

)
+ αkpkpk+1(pk+1 − 1)

Expandiendo αk = (((α1pi + q1)p1p2 + q2)p2p3 + q3) + · · ·+)pk−1pk + qk y usando que α1p1 =∑
(m

(1)
i )2 y que αjqj =

∑
(m

(j)
i )2 tenemos que

= pk+1

(∑ e1
ek
m

(1)
i (

e1
ek
m

(1)
i − 1) + · · ·+

∑
m

(k)
j (m

(k)
j − 1)

)
+

(∑
(
e1
ek
m

(1)
i )2 + · · ·

∑
(
e1
ek
m

(k)
i )2

)
pk+1(pk+1 − 1) =
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cancelando el término pk+1(
ej
ek
m

(j)
i )2 para cada superı́ndice (j) tenemos

= −pk+1

(∑ e1
ek
m

(1)
i + · · ·+

∑
m

(k)
j

)
+
(∑

(
e1
ek
m

(1)
i )2 + · · ·

∑
(
e1
ek
m

(k)
i )2

)
(pk+1)

2 =

=
∑

((
e1
ek+1

m
(1)
i )2 − e1

ek+1

m
(1)
i ) + · · ·

∑
((

e1
ek+1

m
(k)
i )2 − ek+1m

(k)
i

)
=

∑ e1
ek+1

m
(1)
i (

e1
ek+1

m
(1)
i − 1) + · · ·+

∑
pk+1m

(k)
j (pk+1m

(k)
j − 1) =

µ(CK+1)−
∑

nk(nk − 1),

lo que prueba la proposición. �
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CAPÍTULO 3

Ideales de multiplicadores de curvas planas irreducibles

Nuevamente consideremos O = OC2,0, el anillo local de funciones holomorfas de C2 en una

vecindad del origen y X = Spec(O). Sea C ⊆ X , una curva irreducible singular definida por

f ∈ O, irreducible, en otras palabras es un divisor primo efectivo reducido en X y f es una

ecuación local de C, la cual asumimos que está en su forma de polinomio de Weierstrass.

Sea π : X ′ → X la resolución minimal de C dada por una sucesión de n explosiones θi : Xi →
Xi−1 en puntos cerrados:

π : X ′ = Xn → Xn−1 → · · · → X1 → X0 = X

y denotamos por πi : Xi → X la composición de las primeras i explosiones.

Como ya se mencionó en el capı́tulo anterior le asociamos la sucesión de multiplicidades

(a1, ..., an), donde ai = multpi(π
−1
i−1,∗C) y pi es el centro de la explosión θi. Esta sucesión, se

sabe, es un invariante de equisingularidad.

NOTACIÓN. Sea

JN(C) := {números de salto de C < 1} ⊆ Q ∩ (0, 1).

0.1. Algunas propiedades del redondeo. La definición de ideales multiplicadores utiliza la

función parte entera. Vamos a enunciar un par de propiedades de esta función que usaremos en las

pruebas de este capı́tulo.

AFIRMACIÓN 3.0.2. Para todo m,n ∈ R se tiene que:

(24) bm+ nc ≤ bmc+ bnc+ 1.

Para todo m ∈ Z y c ∈ R :

(25) m ≥ bcc+ 1 si, y solo si m > c

1. Caso con un exponente de Puiseux

La propiedad de tener un solo exponente de Puiseux es equivalente a la existencia de un sistema

de coordenadas para el cual la ecuación de la curva es no degenerada con respecto a su polı́gono

de Newton (ver Observación 2.2). Teniendo en cuenta este hecho es posible calcular los ideales
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de multiplicadores y los números de salto (< 1) de cualquier curva irreducible con un solo expo-

nente caracterı́stico usando los Teoremas 1.3, 1.4 y la periodicidad de los números de salto (ver

Observación 1.1).

En esta sección daremos una prueba alternativa del caso con un exponente de Puiseux que

usará las expresiones para los números ri y bi calculadas con ayuda de los algoritmos de Euclides

truncados, dados en la Sección 5 del Capı́tulo 2.

PROPOSICIÓN 3.1. Sea C una curva analı́tica irreducible singular en el origen con un solo

par de Newton (p, q). Entonces

JN(C) =

{
λ =

p(r + 1) + q(s+ 1)

pq
< 1 con r, s ∈ Z≥0

}
.

Además si λ = p(r+1)+q(s+1)
pq

∈ JN(C), entonces el monomio xrys genera el C-espacio vectorial

Kλ(C).

PRUEBA. Sea π : X ′ → X la resolución minimal deC dada por una sucesión de n explosiones

en puntos cerrados:

π : X ′ = Xn → Xn−1 → · · · → X1 → X0 = X.

Sabemos que n = c1+ · · ·+cs obtenido a través del algoritmo de Euclides y por la Proposición

2.1 hemos calculado las multiplicidades ri y bi. Mostraremos que el monomio xrys pasa las cotas

C(Ek, λ):

ordEkπ
∗(xrys) ≥ bλrkc − bk,

para todo k 6= v1, donde Ev1 es el único divisor de ruptura y v1 = c1 + · · · + cs. Sin embargo no

pasa C(Ev1 , λ):

ordEv1π
∗(xrys) � bλrv1c − bv1 ,

con lo que xrys /∈ J(λ ·C). Además mostraremos que xrys ∈ J((λ− ε) ·C) para 0 < ε� 1 y con

esto mostramos que λ es un número de salto y [xrys] ∈ Kλ(C)∗.

Para esto usaremos la Proposición 2.1. y discutiremos dos casos, los que corresponden a las

lı́neas pares e impares del algoritmo de Euclides. Pero primero observemos el siguiente hecho:

Caso impar: Por Proposición 2.1. tenemos que rk = pa0(k) < qa1(k) y bk = a0(k)+a1(k)−1.

Además por el Lema. 2.3

ordEkπ
∗x = a1(k) < ordEkπ

∗y = a0(k)
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Ası́

ordEkπ
∗xrys = a1(k)r + a0(k)s ≥ bλrkc − bk

” ≥ bp(r+1)+q(s+1)
pq

· pa0(k)c − a0(k)− a1(k) + 1

⇔ a1(k)(r + 1) + a0(k)(s+ 1) ≥ bpa0(k)(r+1)
q

c+ a0(k)(s+ 1) + 1

⇔ a1(k)(r + 1) > bpa0(k)(r+1)
q

c

donde en la última desigualdad usamos (25) y como qa1(k) > pa0(k) se tiene que xrys pasa la

cota C(Ek, λ).

Caso par: nuevamente por la Proposión 2.1. rk = r(i,j) = qa1(k) < pa0(k) y b(i,j) = a0(k) +

a1(k)− 1. Y Lema. 2.3

ordEkπ
∗x = a1(k) < ordEkπ

∗y = a0(k)

Ası́

ordEkπ
∗xrys = a1(k)r + a0(k)s ≥ bλrkc − bk

” ≥ bp(r+1)+q(s+1)
pq

· qa1(k)c − a0(k)− a1(k) + 1

⇔ a1(k)(r + 1) + a0(k)(s+ 1) ≥ b qa1(k)(s+1)
p

c+ a1(k)(r + 1) + 1

⇔ a0(k)(s+ 1) > b qa1(k)(s+1)
p

c

donde en la última desigualdad usamos (25) y como pa0(k) > qa1(k) se tiene que xrys pasa la

cota C(Ek, λ).

Por otro lado, los datos numéricos asociados al último divisor, el divisor de ruptura Ev1 son:

rv1 = pq ordEv1π
∗x = p

bv1 = p+ q − 1 ordEv1π
∗y = q

Pero observemos que en este caso xrys no pasa la cota C(Ev1 , λ):

ordEv1π
∗xrys = pr + qs � bp(r+1)+q(s+1)

pq
· pqc − p− q + 1

⇔ pr + qs � p(r + 1) + q(s+ 1)− p− q + 1

⇔ pr + qs � pr + qs+ 1

Observemos que si consideramos λ− ε = p(r+1)+q(s+1)
pq

− ε con 0 < ε� 1, tenemos

ordEv1π
∗xrys = b(λ− ε) · pqc − p− q + 1 = pr + qs

y como la condición en los otros divisores quedaba abierta, se tiene xrys ∈ J((λ− ε) ·C) y por lo

tanto

[xrys] ∈ Kλ(C)∗.

Finalmente, es consecuencia de todo el análisis anterior que para cada λ ∈ JN(C) tenemos

que el correspondiente ideal J(λ · C) es monomial. Además si λ, λ′ ∈ JN(C) son distintos y
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consecutivos entonces la función xrys que falla la cotaC(Ev1 , λ
′) es un generador del ideal J(λ·C).

Se deduce por tanto que dimC Kλ(C) = 1 y que
〈
[xrys]

〉
= Kλ(C).

Alternativamente se puede razonar del siguiente modo: como JN(C) tiene exactamente µ(C)
2

=
(p−1)(q−1)

2
elementos distintos, la ecuación (6) nos dice que dimC Kλ(C) = 1 para todo λ ∈

JN(C), y por lo tanto
〈
[xrys]

〉
= Kλ(C).

�

EJEMPLO 9. Sea C la curva plana irreducible definida por {f = y3−x14 = 0} ⊆ X = SpecO,

donde O = OC2,0 es el anillo local de C2 en el origen. Una resolución logarı́tmica de C se obtiene

por una sucesión de explosiones en puntos cerrados:

π : X ′ = Xn → Xn−1 → · · · → X1 → X0 = X

Con θi : Xi → Xi−1, i = 1, ..., n y la composición de las primeras i explosiones πi : Xi → X .

Aplicando el algoritmo de Euclides a 3 y 14:

14 = 4× 3 + 2

3 = 1× 2 + 1

2 = 2× 1

obtenemos que la resolución minimal está dada por una sucesión de 7 explosiones en puntos cerra-

dos con sucesión de multiplicidades: (a1, ..., a7) = (3, 3, 3, 3, 2, 1, 1) donde ai = multpi(π
−1
i−1,∗C)

y pi es el centro de la explosión θi. Como se mencionó en el Capı́tulo 2 se puede calcular el número

de Milnor mediante la fórmula (15) µ =
∑
ai(ai− 1), de donde µ = 4× 3× 2 + 2 = 26. También

observamos que el grafo dual de la resolución es:

•E1 •E2 •E3 •E4 •E6 •E7 // C̃

•E5

Con C̃ la transformada estricta de C.

Denotando π∗C =
∑
riEi y Kπ =

∑
biEi, se tienen las siguientes multiplicidades:

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7

ri 3 6 9 12 14 27 42

bi 1 2 3 4 5 10 16

Recordemos que dada una resolución log π : X ′ → (C2, 0) de C y λ ∈ Q>0,

J(λ · C) = π∗OX′(Kπ − bλπ∗Cc) ⊆ O.
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De donde tenemos

J(λ · C) = π∗OX′

(∑
biEi −

⌊
λ
∑

riEi
⌋)

= π∗OX′

(∑
(bi − bλric)Ei

)
ası́ que

h ∈ J(λ · C) si ordEiπ
∗h ≥ bλric − bi, para todo i.

Como observamos arriba, el número de Milnor de la curva es µ = 26 y en razón de (6), se tiene

que hay 13 números de salto menores a 1. Ahora, por la Proposición anterior tenemos que los

números de salto son de la forma:{
λ =

3(r + 1) + 14(s+ 1)

42
< 1 | r, s ≥ 0

}
y si consideramos Kλ(C) = J((λ−ε)·C)

J(λ·C)
como C-espacio vectorial tenemos que:

Número de salto λ 17
42

20
42

23
42

26
42

29
42

31
42

32
42

34
42

35
42

37
42

38
42

40
42

41
42

Base de Kλ(C) 1 x x2 x3 x4 y x5 xy x6 x2y x7 x3y x8

Observemos que efectivamente las funciones fallan en la cota asociada al divisor E7:

Jumping Cota Función

Number bλric − bi ordEiπ
∗h que falla

λ E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 h
17
42

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
20
42

0 0 1 1 1 2 4 1 1 1 1 1 2 3 x
23
42

0 1 1 2 2 4 7 2 2 2 2 2 4 6 x2

26
42

0 1 2 3 3 6 10 3 3 3 3 3 6 9 x3

29
42

1 2 3 4 4 8 13 4 4 4 4 4 8 12 x4

31
42

1 2 3 4 5 9 15 1 2 3 4 5 9 14 y
32
42

1 2 3 5 5 10 16 5 5 5 5 5 10 15 x5

34
42

1 2 4 5 6 11 18 2 3 4 5 6 11 17 xy
35
42

1 3 4 6 6 12 19 6 6 6 6 6 12 18 x6

37
42

1 3 4 6 7 13 21 3 4 5 6 7 13 20 x2y
38
42

1 3 5 6 7 14 22 7 7 7 7 7 14 21 x7

40
42

1 3 5 7 8 15 24 4 5 6 7 8 15 23 x3y
41
42

1 3 5 7 8 16 25 8 8 8 8 8 16 24 x8
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Con esto obtenemos los 13 números de salto < 1, junto con sus ideales de multiplicadores que

nos dan la filtración:

OC2 ) J(17
42
· C) = (x, y) ) J(20

42
· C) = (x2, y) ) J(23

42
· C) = (x3, y)

) J(26
42
· C) = (x4, y) ) J(29

42
· C) = (x5, y) ) J(31

42
· C) = (x5, xy, y2)

) J(32
42
· C) = (x6, xy, y2) ) J(34

42
· C) = (x6, x2y, y2) ) J(35

42
· C) = (x7, x2y, y2)

) J(37
42
· C) = (x7, x3y, y2) ) J(38

42
· C) = (x8, x3y, y2) ) J(40

42
· C) = (x8, x4y, y2)

) J(41
42
· C) = (x9, x4y, y2) ) · · ·

2. Caso con dos exponentes de Puiseux

En esta sección estudiaremos el caso de dos pares de Newton con la intención mostrar el papel

de las raı́ces aproximadas en el caso general. Comencemos con la siguiente

DEFINICIÓN 3.1. Sean p1, p2, α1 ∈ Z≥0, con p1 y α1 primos entre si, definimos los conjuntos

J(p1, α1) :=

{
(r + 1)p1 + (s+ 1)α1

p1α1

| r, s ∈ Z≥0

}
∩ (0, 1)

y

J(p1, α1, l) :=

{
(r + 1)p1 + (s+ 1)α1

p1α1p2
+

l

p2
| r, s ∈ Z≥0

}
∩ (0, 1),

con l ∈ {0, ..., p2 − 1}

Ahora demostremos un lema que nos relaciona los ideales de multiplicadores deC1 con algunos

ideales de multiplicadores de C2.

LEMA 3.1. Sea C2 un germen irreducible con dos pares de Newton y C1 su primera raı́z

aproximada. Si λ es un número de salto de C1, entonces λl := 1
p2

(λ + l) ∈ J(p1, α1, l) es un

número de salto de la curva C2, para cualquier l ∈ {0, 1, ..., p2 − 1}, es decir,
p2−1⋃
l=0

J(p1, α1, l) ⊆ JN(C2).

Más aún, si λ = (r+1)p1+(s+1)α1

p1α1
, entonces

[xrysf l1] ∈ Kλl(C2)
∗.

PRUEBA. Sea f1 (resp. f2) una ecuación de C1 (resp. de C2). La resolución minimal de

C1 consiste en un único paquete de Newton que denotaremos por η1, siguiendo la Definición 2.2.

La resolución minimal π de C2 consiste en dos paquetes de Newton; es decir, π = η2 ◦ η1. En

otras palabras, el primer paquete de Newton, o equivalentemente, la composición de las primeras

v1 explosiones de la resolución minimal π de C2 y la resolución minimal η1 de C1 son comunes.
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Por tanto, la resolución minimal de C2 es también una resolución logarı́tmica de C1 (no minimal)

y el grafo dual de la resolución minimal de C1 coincide con el primer paquete de Newton de C2,

i.e., hasta el primer divisor de ruptura (ver [Pop]):

•E1 · · · •Ev1 · · · •Ev2 // C̃2

...
...

• • // C̃1

Las primeras v1 entradas de la sucesión de multiplicidades de C2 y de C1 están relacionadas

del siguiente modo:

p2 ·multpi(π
−1
i−1,∗C1) = multpi(π

−1
i−1,∗C2) para i = 1, ..., v1

En consecuencia, se tiene que si ri(f1) := ordEiπ
∗(f1) y ri(f) := ordEiπ

∗(f), entonces

p2 · ri(f1) = ri(f2) con i = 1, ..., v1.

Por otra parte, los números bi coinciden en los divisores excepcionales comunes a la resoluciones

minimales de C2 y de C1. Ası́, las cotas

C(η1, Ei, λ) = bλ · ri(f1)c − bi = b 1

p2
λ · ri(f2)c − bi = C

(
π,Ei,

λ

p2

)
asociadas a los divisores excepcionales Ei, con i = 1, . . . , v1, coinciden. Igualmente, coinciden

los órdenes ordEiπ
∗h, para cualquier h ∈ O, y, en consecuencia, las funciones que satisfacen (o no

satisfacen) las desigualdades asociadas a los divisores excepcionales Ei, con i = 1, . . . , v1.

En particular, f1 cumple que ordEiη
∗
1f1 = ri(f1) para los divisores excepcionales del primer

paquete de Newton, es decir, para i = 1, . . . , v1. Y, por tanto, f1 pasa las cotas C(η1, Ei, λ).

Además por la periodicidad (Obs. 1.1) tenemos las siguientes equivalencias: Para todo λ < 1 y

todo h ∈ O,

h pasa la cota C(η1, Ei, λ); es decir, ordEiπ
∗h ≥ bλri(f1)c − bi,

si y solo si

hf l1 pasa la cota C(η1, Ei, λ+ l); es decir, ordEiπ
∗(hf l1) ≥ b(λ+ l)ri(f1)c − bi,

Estas dos condiciones son, por lo discutido más arriba, a su vez equivalentes a

hf l1 pasa la cota C(π,Ei,
1
p2

(λ+ l)); es decir, ordEiπ
∗(hf l1) ≥ b(λ+ l)ri(f2)c − bi.
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Para mostrar que
⋃p2−1
l=0 J(p1, α1, l) ⊆ JN(C2) bastará estudiar las condiciones impuestas por

el segundo paquete de Newton, i.e., las condiciones impuestas por los divisores Ej con v1 + 1 ≤
j ≤ v2.

La Proposición 3.1 implica que si λ < 1 es un número de salto deC1, entonces λ = (r+1)p1+(s+1)α1

p1α1

y que en ese caso Kλ(C1) está generado por el monomio xrys. Queremos comprobar que xrysf l1
pasa las cotas C(π,Ej, λl):

ordEjπ
∗(xrysf l1) ≥ bλl · rj(f2)c − bj,

para 0 ≤ l ≤ p2 − 1.

Supongamos que j = v1+k, con 0 < k ≤ v2−v1. Consideremos la k-truncación del algoritmo

inverso de p2 y q2 y sean a0(k) y a1(k) los números asociados. Podemos escribir

rj(f2) = a1(k)rv1(f2) +
(
rj(f2)− a1(k)rv1(f2)

)
y, analogamente

bj + 1 = a1(k)(bv1 + 1) + ((bj + 1)− a1(k)(bv1 + 1)).

En primer lugar, observamos que λ0a1(k)rv1(f2) es entero, ya que rv1(f2) = p2rv1(f1) =

p2α1p1, e igual a

((r+1)p1+(s+1)α1)a1(k) = ordEjπ
∗(xrys)+a1(k)(p1+α1) = ordEjπ

∗(xrys)+a1(k)(bv1 +1),

puesto que ordEjπ
∗x = a1(k)p1, ordEjπ

∗y = a1(k)α1 y bv1 + 1 = p1 + α1.

Por lo tanto, descomponiendo λl como λ0 + l
p2

y cancelando a1(k)(bv1 + 1), tenemos que

bλl · rj(f2)c − bj es igual a

ordEjπ
∗(xrys) + b l

p2
rj(f2) + λ0 ·

(
rj(f2)− a1(k)rv1(f2)

)
c −

(
(bj + 1)− a1(k)(bv1 + 1)

)
+ 1.

En segundo lugar, a continuación acotaremos l
p2
rj(f2) por ordEjπ

∗f l1. Para ello usaremos la

igualdad (22), que nos dice que

rj(f2)− a1(k)rv1(f2) =

{
p2a0(k) si k corresponde a lı́nea impar,

q2a1(k) si k corresponde a lı́nea par,

y el hecho de que q2a1(k) < p2a0(k). Por tanto, usando que rv1(f2) = p2rv1(f1), tenemos

rj(f2) ≤ a1(k)rv1(f2) + p2a0(k) = p2
(
a1(k)rv1(f1) + a0(k)

)
= p2ordEjπ

∗(f1).
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En consecuencia, bλl · rj(f2)c − bj es menor o igual que

ordEjπ
∗(xrysf l1) + bλ0 ·

(
rj − a1(k)rv1(f2)

)
c −

(
(bj + 1)− a1(k)(bv1 + 1)

)
+ 1.

Finalmente, usaremos la igualdad (23), que afirma que

bj + 1− a1(k)bv1 = a0(k) + a1(k),

de donde

bj + 1− a1(k)(bv1 + 1) = a0(k)

para comprobar que

bλ0 ·
(
rj − a1(k)rv1(f2)

)
c −

(
(bj + 1)− a1(k)(bv1 + 1)

)
+ 1 ≤ 0.

En efecto, usando de nuevo (22), tenemos

bλ0 ·
(
rj − a1(k)rv1(f2)

)
c −

(
(bj + 1)− a1(k)(bv1 + 1)

)
+ 1 ≤ bλ0 · p2a0(k)c − a0(k) + 1,

ya que q2a1(k) < p2a0(k). Además

bλ0 · p2a0(k)c − a0(k) + 1 ≤ 0,

ya que λ0 · p2 = λ < 1.

Ası́ que

ordEjπ
∗(xrysf l1) ≥ bλl · rj(f2)c − bj

y por lo tanto xrysf l1 pasa las cotas C(π,Ej, λl) para j > v1 pero no C(π,Ev1 , λl) y por lo tanto

[xrysf l1] ∈ Kλl(C2)
∗.

�

Gráficamente tenemos la siguiente imagen:
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OBSERVACIÓN 3.1. La prueba anterior nos dice que J( 1
p2
λ · C2) = J(λ · C1), para λ ∈ (0, 1).

PRUEBA. Claramente J( 1
p2
λ · C2) ⊆ J(λ · C1). Ahora, suponemos que existe h ∈ J(λC1) −

J( 1
p2
λC2), e implica que h no pasa la cota C(π,Ej,

1
p2
λ) para algún j > v1; es decir, que

ordEjπ
∗h < b 1

p2
λ · rj(f2)c − bj.

Como J(λC1) es monomial, h se puede expresar como una suma finita
∑
hi ·mi, donde mi es un

monomio en J(λC1). Pero eso contradice el Lema anterior ya que

ordEjπ
∗h ≥ ordEjπ

∗mi ≥ b
1

p2
λ · rj(f2)c − bj.

Concluimos que J( 1
p2
λ · C2) = J(λ · C1). �

Con lo anterior hemos encontrado p2 · µ(C1)
2

números de salto de C2, sin embargo faltan más

(recordemos (6) y Prop. 2.2). Para encontrar los restantes relacionaremos los números de salto de

C1
aux, definida en 2.1, con números de salto de C2. Lo práctico de hacer esto es que la curva C1

aux

cuenta con un sólo par de Newton (p2, α2) y en razón de la Proposición 3.1 es muy fácil calcular

sus ideales de multiplicadores.

Para esto usaremos el proceso de Newton y la transformación auxiliar (13), la cual nos da

unas relaciones entre algunas multiplicidades de la resolución minimal de C2 y multiplicidades de

resoluciones log de sus transformadas bajo estas transformaciones, i.e., NP ∗1C2 y C1
aux.

Denotamos por C2
x,y al plano afı́n con coordenadas (x, y) y consideramos el siguiente diagrama

(26) C̃2

π

��

ÑP ∗1C2 = S̃∗1C
1
aux

φ

��

C̃1
aux

ψ

��

NP ∗1C2 = S∗1C
1
aux ⊆ C2

x1,y1

NP1

uu

S1

))

C2 ⊆ C2
x,y C1

aux ⊆ C2
u,v

donde π, φ y ψ son resoluciones log de C2, de NP ∗1C2 y de C1
aux, respectivamente, donde NP1 es

el primer proceso de Newton, definido en (11), y S1 es la transformación birracional, dada por

S1 =
{ u = x1

v = xp1α1

1 y1.

Por definición tenemos (S−11 ◦ NP1)
∗C2 = C1

aux, la cual es una curva con un único par de

Newton (p2, α2), descrita en Definición 2.1.
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LEMA 3.2. Los grafos duales de las resoluciones log anteriores π, φ y ψ de la Figura 26 son:

Además hay las siguientes biyecciones entre subconjuntos de los correspondientes divisores ex-

cepcionales:
B(π, φ) : Ei ←→ Ei−v1

B(φ, ψ) : Ei−v1 ←→ Ep1α1+i−v1
,

para v1 + 1 ≤ i ≤ v2, tales que ri(π) = ri−v1(φ) = rp1α1+i−v1(ψ).

PRUEBA. Primero consideremos π como la composición η2 ◦ πv1 , donde η2 son las explo-

siones que corresponden al segundo paquete de Newton (2.2) de la resolución de C2 y πv1 es la

composición de las explosiones del primer paquete de Newton de la resolución de C2; es decir, de

las primeras v1 explosiones. Se tiene el siguiente diagrama

(27) C̃2

π

��

η2

!!
	

ÑP ∗1C2

φ

��
π∗v1C2

πv1||

NP ∗1C2

NP1

tt
C2

Por el Lema 2.1 (π∗v1C, pv1+1) es equisingular a (NP ∗1C, 0), de donde se obtiene la primera

biyección B(π, φ) : Ei ←→ Ei−v1 , con v1 + 1 ≤ i ≤ v2 y además se obtiene las igualdades

ri(π) = ri−v1(φ).

Ahora, considerando (S−11 ◦ NP1)
∗C2 = C1

aux y, en vista de la parametrización de C1
aux dada

en (14), tenemos que localmente C1
aux tiene una ecuación del tipo

vp2 − b1uα2 +
∑

bi,ju
ivj.

Ası́, usando que α2 = p1p2α1+q2 podemos explotar p1α1-veces para obtener que una ecuación

de definición de la transformada total de esta curva es

Up1p2α1 [(V p2 − b1U q2) +
∑

ck,lU
kV l],

lo que nos da la segunda biyección B(φ, ψ) : Ei−v1 ←→ Ep1α1+i−v1 y, además, las igualdades

ri−v1(φ) = rp1α1+i−vi(ψ).
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LEMA 3.3. Sea M ∈ C[x, y], entonces para i > v1

ordEiπ
∗M = ordEi−v1φ

∗(NP ∗1M)

y

bi = ordEiπ
∗dx ∧ dy = ordEi−v1φ

∗NP ∗1 dx ∧ dy
= ordEi−v1φ

∗JacNP1 + ordEi−v1φ
∗dx1 ∧ dy1

PRUEBA.

Ambas afirmaciones se deducen de las expresiones en coordenadas de πv1 y de NM1:

πv1 =

{
x = xp1v1y

a
v1

y = xq1v1y
c
v1
,

NM1 =

{
x = xp11

y = xq11 (aβ1 + y1),

con p1c− aq1 = 1.

Para probar la primera afirmación, basta comprobarla para M un monomio en las coordenadas

x e y, para M = f1 y para M = f2 (ver [Pop, Corollary 5.4]). El último caso se vio en el Lema

anterior mediante la biyección B(π, φ). En los casos restantes bastará comparar π∗v1M y NM∗
1M

y usar que, según el Lema 2.1, los gérmenes (NP ∗1C, 0) y (π∗v1C, pv1+1) son equisingulares.

En efecto, tenemos que π∗v1x
rys = xrp1+sq1v1

módulo una unidad en el punto pv1 , pues tiene

coordenada yv1 no nula, y que NP ∗1 x
rys = xrp1+sq11 (aβ1 + y1)

s. Además tenemos que π∗v1f1 = yv1

y que NP ∗1 f1 = y1 módulo una unidad.

A partir de las expresiones de πv1 y de NM1, tenemos que

π∗v1dx ∧ dy = (p1c− aq1)xp1+q1−1v1
ya+c−1v1

dxv1 ∧ dyv1

y comoEv1 está dado por xv1 = 0 tenemos que bv1(π) = p1+q1−1. Por otra parte,NM∗
1dx∧dy =

p1x
p1+q1−1
1 dx1 ∧ dy1. Recordando que NP1 = T2 ◦ N1 ◦ T1 donde T1 y T2 son isomorfismos,

tenemos, por tanto, que

bv1(π) = ordEv1NP
∗
1 dx ∧ dy = ordEv1 JacNP1.

Las igualdades

bi(π) = ordEi−v1φ
∗JacNP1 + ordEi−v1φ

∗dx1 ∧ dy1

se siguen del hecho de que (π∗v1C2, pv1+1) y (NP ∗1C2, 0) son equisingulares y del hecho que pv1+1

tiene coordenada yv1 no nula.

�

El siguiente Corolario es consecuencia directa de los dos Lemas anteriores.
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COROLARIO 3.1. Sea M ∈ C[x, y]. Entonces, para i > v1, M pasa la cota C(π,Ei, λ) si y

sólo si JacNP1 ·NP ∗1M pasa la cota C(φ,Ei−v1 , λ).

Equivalentemente, ordEiπ
∗M ≥ bλri(π)c − bi(π) si y sólo si

ordEi−v1φ
∗(JacNP1 ·NP ∗1M) ≥ bλri−v1(φ)c − bi−v1(φ).

PRUEBA. La desigualdad ordEiπ
∗M ≥ bλri(π)c − bi(π) es equivalente por el Lema 3.2, a la

desigualdad ordEiπ
∗M ≥ bλri−v1(φ)c − bi(π) y, por el Lema 3.3, a la desigualdad

ordEi−v1φ
∗NP ∗1M ≥ bλri(φ)c − ordEi−v1φ

∗JacNP1 − bi−v1(φ).

�

El Lema y Corolario siguientes son consecuencia directa del hecho de que S1 es birracional y

la Proposición 1.2.

LEMA 3.4. Sea m ∈ C[u, v] un monomio. Entonces, ordEi−v1φ
∗S∗1m = ordEp1q1+i−v1ψ

∗m y

bp1q1+i−v1(ψ) = ordEi−v1φ
∗S∗1du ∧ dv = ordEi−v1φ

∗JacS1 + ordEi−v1φ
∗dx1 ∧ dy1.

COROLARIO 3.2. Seam ∈ C[u, v] un monomio. Entonces,m pasa la cotaC(ψ, λ,Ep1q1+i−v1)

si y sólo si S∗1m · JacS1 pasa la cota C(φ, λ,Ei−v1).

OBSERVACIÓN 3.2. En general, ordEi−v1φ
∗NP ∗1 dx ∧ dy 6= ordEi−v1φ

∗S∗du ∧ dv.

Ahora consideraremos los pesos w(x) = p1 y w(y) = α1 en C[x, y].

LEMA 3.5. Consideremos los monomios xrys, con peso w(xrys) = p1α1−p1−α1+a y a > 0,

y m = ua−1. Entonces,

NP ∗1 (xrys) · JacNP1 = S∗1m · JacS1,

módulo una unidad.

PRUEBA. Por un lado, de la definición de los pesos se tiene w(xrys) = p1α1− p1− α1 + a =

rp1 + sα1, por lo que

(28) (r + 1)p1 + (s+ 1)α1 = p1α1 + a.

Por otro lado, JacNP1 = p1x
p1+α1−1
1 y JacS1 = xp1α1

1 , ası́

NP ∗1 (xrys) · JacNP1 = xrp1+sα1

1 (aβ1 + y1)
sp1x

p1+α1−1
1

= p1x
(r+1)p1+(s+1)α1−1
1 (aβ1 + y1)

s

y

S∗1m · JacS1 = xp1α1+a−1
1
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y usando (28) se tiene la afirmación.

�

PROPOSICIÓN 3.2. Sea C1 = {f1 = 0} la primera raı́z aproximada de C2, entonces

NP ∗1 f
t
1 = (xp1α1

1 y1)
t = S∗1v

t.

Además, si w(xrys) = p1α1 − p1 − α1 + a tenemos que, para i > v1, las siguentes afirmaciones

son equivalentes.

xrysf t1 pasa C(π,Ei, λ)

si y solo si

NP ∗1 (xrysf t1) · JacNP1 pasa C(φ,Ei−v1 , λ)

si y sólo si

S∗1(ua−1vt) · JacS1 pasa C(φ,Ei−v1 , λ)

si y sólo si

ua−1vt pasa C(ψ,Ep1q1+i−v1 , λ)

PRUEBA. La primera afirmación es consecuencia directa de la definición de la transformación

birracional S1 (y recordar Observaciones 2.4 y 2.7). La primera equivalencia es el Corolario 3.1,

la segunda equivalencia se sigue del Lema 3.4 y de la primera afirmación de esta Proposición, y la

tercera equivalencia se sigue del Corolario 3.2. �

Ahora podemos describir los ideales de multiplicadores de la raı́z aproximada C2, que tiene

dos pares de Newton (p1, q1) y (p2, q2). Recordamos la notación introducida en (12)

α1 = q1 y αi+1 = pi+1piαi + qi+1,

y los conjuntos J(p1, α1, l) y J(p2, α2) introducidos en la Definición 3.1.

Consideraremos los siguientes sistemas de condiciones lineales con coeficientes enteros (> 0).

• El sistema S[1](λ) consiste en una única ecuación lineal

λα1e0 = p1a1 + α1a2 + α1p1l

en las incognitas a1, a2, l sujetas a las restricciones

p1a1 + α1a2 < α1p1, a1, a2 ≥ 1, 0 ≤ l ≤ p2 − 1.

• El sistema S[2](λ) consiste en 2 ecuaciones lineales{
λα2e1 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.
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en las incognitas a1, a2, a3, l1 sujetas a las restricciones

p2a3 + α2l1 < α2e1 = α2p2, a1, a2, a3, l1,≥ 1, a2 < p1.

OBSERVACIÓN 3.3.

(a). El sistema S[1](λ) es equivalente a

λrv1 = p1a1 + α1a2 + ordEv1 (π∗f1) · l

y el sistema tiene solución entera (a1, a2, l) (en cuyo caso es única) si y sólo si

λ ∈ J(p1, α1, l).

(b). La primera ecuación del sistema S[2](λ) es equivalente a

λrv2 = p2a3 + α2l1,

y dada una solución de ésta (a3, l1), se tiene que la segunda ecuación tiene solución ya

que p1α1 − p1 − α1 + 1 es el conductor del semigrupo 〈p1, α1〉 (en cuyo caso, es única

con la condición que a2 < p1).

Ası́ S[2](λ) tiene solución única (a1, a2, a3, l1) si y sólo si

λ =
p2a3 + α2l1

p2α2

∈ J(p2, α2), a2 < p1.

PROPOSICIÓN 3.3. Sea C2 una rama con dos pares de Newton {(p1, q1), (p2, q2)} y sea C1 su

primera raı́z aproximada. Entonces,

(a). Los números de salto de C2 menores que uno son los elementos del conjunto

JN(C2) =

p2−1⋃
l=0

J(p1, α1, l) ∪ J(p2, α2).

(b). La dimensión del espacio vectorial Kλ(C2) es igual al número de conjuntos

J(p1, α1, l) y J(p2, α2) que contienen a λ. Este número coincide con el numero de sis-

temas S[1](λ) y S[2](λ) que tienen solución (y de existir la solución ha de ser única) en

Z≥0. Por último, el conjunto{
[xa1−1ya2−1f l1]

∣∣∣∣∣ (a1, a2, l) es una solución

de S[1](λ) en Z≥0

}⋃{
[xa1−1ya2−1f l1−11 ]

∣∣∣∣∣ (a1, a2, l1) es una solución

de S[2](λ) en Z≥0

}
es una base de Kλ(C2).
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PRUEBA. Por el Lema 3.1 se tiene que
⋃p2−1
l=0 J(p1, α1, l) ⊆ JN(C2), el cual es un conjunto

de cardinalidad p2 · µ(C1)
2

y por lo tanto ordenado.

Denotemos µ(C1) = µ1 y escribimos

JN(C1) = {λ1 < λ2 < · · · < λµ1/2},

entonces podemos escribir

p2−1⋃
l=0

J(p1, α1, l) =

p2−1⋃
l=0

{
λi + l

p2
| 1 ≤ i ≤ µ1

2

}
.

Además, de la Observación 3.1, se tiene que si λ = p1(r+1)+α1(s+1)
p2p1α1

∈ J(p1, α1, 0), es decir, si

λ es un número de salto < 1/p2, entonces 〈[xrys]〉 = Kλ(C2).

El Corolario 3.1, que se basa en los Lemas 3.2 y 3.3, y el Corolario 3.2, que es consecuencia

de que S1 es birracional y la Proposición 1.2, nos permiten identificar las cotas C(π,Ev1+i, λ)

asociadas a los divisores excepcionales Ev1+i, con 1 ≤ i ≤ v2 − v1 de la resolución minimal

de C2 con las cotas C(φ,Ei−v1 , λ), C(ψ,Ep1q1+i−v1 , λ) asociadas a divisores excepcionales de las

resoluciones de NP ∗1C2 y de C1
aux.

Como C1
aux tiene un solo par de Newton (p2, α2), podemos elegir coordenadas de modo que

es no degenerada con respecto a su polı́gono de Newton y como consecuencia del Teorema de

Howald (Teorema 1.4 o la Proposición 3.1), podemos calcular sus números de salto e identificarlos

con números de salto de C2 mayores a 1/p2 y debidos a las cotas asociadas a los divisores Ev1+i,

con 1 ≤ i ≤ v2−v1 (es decir, al segundo paquete de Newton) con los números de salto de C1
aux. En

efecto, el Lema 3.2 relaciona el divisor de ruptura de la resolución de C1
aux (es decir Ep1α1+v2−v1)

con Ev2 .

Como por el Teorema de Howald los números de salto JN(C1
aux) están provocados por el

divisor Ep1α1+v2−v1 , entonces estamos seguros de obtener ası́ los números de salto del segundo

paquete de Newton de C2. En consecuencia

JN(C2) =

p2−1⋃
l=0

J(p1, α1, l) ∪ J(p2, α2),

con lo que se tiene (a).

Para calcular los ideales de multiplicadores de C2 asociados a λ > 1/p2 necesitamos identi-

ficar las funciones que causan los números de salto de C1
aux con elementos del ideal monomial I

generado por los monomios xrys con

p1(r + 1) + (s+ 1)α1 > p1α1,
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equivalentemente

p1r + α1s = p1α1 − p1 − α1 + a, con a ≥ 1.

Para esto recordemos que como consecuencia del Teorema de Howald (ver Proposición 3.1) se

tiene que el número de salto λ = p2a+α2t
p2α2

∈ J(p2, α2) de C1
aux es causado por un monomio

ua−1vt−1, luego por el Lema 3.5 y la Proposición 3.2 se tiene que corresponde al monomio gener-

alizado xrysf t−11 , donde

p1r + α1s = p1α1 − p1 − α1 + a.

Observamos que la existencia de una solución (r, s) a la ecuación anterior está garantizada para

cualquier a ≥ 1 porque (p1 − 1)(α1 − 1) = α1p1 − α1 − p1 + 1 es el conductor del semigrupo

Γ1 = 〈p1, α1〉. En particular, xrys ∈ I y lo denotaremos por Mλ.

Ası́ identificamos las funciones que causan los números de salto de C1
aux con elementos de I .

En la siguiente figura los monomios de la figura izquierda que corresponden a puntos por debajo

de la lı́nea punteada son las funciones que provocan los números de salto < 1/p2.

Por otro lado, puede pasar que haya más de un monomio (generalizado) que corresponda a un

número de salto λ ∈ J(p2, α2), sin embargo, a continuación, mostraremos que dichas funciones

son proporcionales en el cociente Kλ(C2).

Sea λ ∈ J(p2, α2) y sea xrys un monomio responsable del número de salto λ. El peso del

monomio xrys es igual a w(xrys) = p1r + α1s = p1α1 − p1 − α1 + a con a ≥ 1. Es fácil

comprobar que si 1 ≤ a < p1 + α1, sólo habrá un monomio xrys tal que

p1r + α1s = p1α1 − p1 − α1 + a.

En caso contrario queremos entender la relación entre los distintos monomios con mismo peso.

Sea

s = min{s′ ∈ Z≥0 | ∃r′ ∈ Z≥0 tal que w(xr
′
ys
′
) = p1α1 − p1 − α1 + a},
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y notemos que s < p1 pues en caso contrario w(xr+α1ys−p1) también cumple la ecuación. Supong-

amos que a ≥ p1 + α1 y que existen dos monomios xrys 6= xr
′
ys
′ con el mismo peso (que por

el Lema 3.5 tenemos que ambos corresponden a λ). Como w(xrys) = p1r + α1s = w(xr
′
ys
′
) =

p1r
′ + α1s

′, se tiene que

p1(r − r′) + α1(s
′ − s) = 0,

y como r > r′, existe l0 ∈ Z>0 tal que (r − r′, s − s′) = l0(α1,−p1), por lo que r′ = r − l0α1 y

s′ = s+ l0p1. Además todos los monomios M (k)
λ := xr−kα1ys+kp1 con 0 ≤ k ≤ l0 corresponderán

a λ, pues w(xr−kα1ys+kp1) = (r − kα1)p1 + (s+ kp1)α1 = p1α1 − p1 − α1 + a.

Ahora observemos que podemos tomar una combinación lineal (con los coeficientes binomiales

del binomio de Newton (yp1 − xα1)l0 = f l01
)
:

L =
∑(

l0
i

)
(−1)iM

(i)
λ = xr

′
ysf l01 = xr−l0α1ysf l01 ,

y observemos que

ordEv2π
∗(xr−l0α1ysf l01 ) = ordEv2π

∗(xr−l0α1ys) + ordEv2π
∗f l01

= (r − l0al1)p1p2 + sα1p2 + l0α2

= rp1p2 − l0p1p2α1 + sα1p2 + l0(p1p2α1 + q2)

> ordEv2π
∗(xrys) = rp1p2 + sα1p2,

mientras que ordEiπ
∗(xr−l0α1ysf l01 ) ≥ ordEiπ

∗(xrys), para todo i < v2, por lo que

xr−l0α1ysf l01 ∈ J(λC2)

y por lo tanto

[L] = 0 ∈ Kλ(C2)

por lo que el conjunto {M (i)
λ } es linealmente dependiente en el cociente.
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Además observemos que xr−α1ys+p1 − xrys = xr−α1ysf1, y w(xr−α1ys) = w(xrys)− p1α1, y

ordEv2π
∗(xr−α1ysf1) = ordEv2π

∗(xr−α1ys) + ordEv2π
∗f1

= (r − α1)p1p2 + sα1p2 + α2

= rp1p2 − p1p2α1 + sα1p2 + (p1p2α1 + q2) = rp1p2 + sα1p2 + q2

> ordEv2π
∗(xrys) = rp1p2 + sα1p2,

mientras que ordEiπ
∗(xr−α1ysf l01 ) ≥ ordEiπ

∗(xrys), para todo i < v2, por lo que

xr−α1ysf1 ∈ J(λC2)

y, por lo tanto, concluimos que

[xr−α1ys+p1 − xrys] = 0 ∈ Kλ(C2).

En consecuencia, Mλ y M (1)
λ son linealmente dependientes en Kλ(C2) y de manera similar pasa

con dos monomios consecutivos M (k)
λ y M (k+1)

λ .

Podemos concluir que todos los monomios generalizados relacionados con el número de salto

λ ∈ J(p2, α2) a través de la Proposición 3.2 son linealmente dependientes dos a dos en Kλ(C2).

Sin embargo puede pasar que λ ∈ J(p2, α2) también pertenezca a
⋃p2−1
l=0 J(p1, α1, l), por lo que en

este caso tendrá dos presentaciones:

λ =
ap2 + tα2

p2α2

=
λi + l

p2
,

pero la función responsable de λi+l
p2

por el Lema 3.1, es una función que falla la cota C(Ev1 , λ)

mientras que la función xrysf t−11 falla la cota C(Ev2 , λ) y por lo tanto son linealmente independi-

entes en Kλ(C2), en este caso

dimC Kλ(C2) = 2.

Para concluir observemos que si λ ∈
⋃p2−1
l=0 J(p1, α1, l), es decir, λ = 1

p2

(
(r+1)p1+(s+1)α1

p1α1
+ l1

)
,

entonces el sistema lineal S[1](λ):

λα1e0 = p1a1 + α1a2 + α1p1l

(r + 1)p1 + (s+ 1)α1 + l1 = p1a1 + α1a2 + α1p1l

tiene solución única (a1, a2, l) = (r+ 1, s+ 1, l1) (recordando que e0 = p1p2 y λ < 1). Ahora, hay

dos opciones, la primera es que λ /∈ J(p2, α2), y como los conjuntos J(p1, α1, l) son disjuntos dos

a dos, se tendrá que Kλ(C2) es de dimensión 1 y la función [xrysf l11 ] será una base de Kλ(C2).

Ahora, si además λ = p2a+α2t
p2α2

∈ J(p2, α2), y xr′ys′ = Mλ, entonces el sistema lineal S[2](λ):{
λα2e1 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2,
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es {
p2a+ α2t = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2

usando que e1 = p2, el sistema tiene solución (a1, a2, a3, l1) = (r′, s′, a, t). Además [xr
′
ys
′
f t−11 ]

es linealmente independiente de [xrysf l01 ] en Kλ(C2) pues una función falla la cota impuesta por

el primer divisor de ruptura y la otra el segundo. Concluimos (b).

�

OBSERVACIÓN 3.4. De la proposición anterior y de la Proposición 2.2 se sigue que la curva

C2 tiene µ(C2)
2

números de salto, contados con multiplicidad, en coincidencia con (6).

OBSERVACIÓN 3.5. Los monomios xa1−1ya2−1 que causan los números de salto de C2 de la

forma J(p2, α2) tienen su peso w(xa1−1ya2−1) = p1α1 − p1 + α1 + a acotado por la condición

a ≤ bα2p2−α2

p2
c. Esto es consecuencia de que el monomio correspondiente ua−1 ha de cumplir que

ap2+α2

α2p2
< 1, en virtud del Teorema de Howald aplicado a la curva C1

aux.

EJEMPLO 10. (Curva con dos exponentes de caracterı́sticos) Sea C la curva definida por

f = (y3 − x5)2 + y7 = f 2
1 + y7 = 0

de donde se observa que (3, 5) es el primer par de Newton, en este caso C ya está en coordenadas

convenientes y no es necesario aplicar T1, luego aplicando la primera transformación de Newton

dada por x = x31 y y = x51(1 + y1) tenemos:

N∗1 (f) = f(x31, x
5
1(1 + y1)) = (x151 (1 + y1)

3 − x151 )2 + x351 (1 + y1)
7

= x301 [((1 + y1)
3 − 1)2 + x51(1 + y1)

7]

= x301 [(9y21 + x51) +
∑

i+5/2j>10 ai,jx
i
1y
j]

De donde observamos que el segundo y último par de Newton es (2, 5). Se tiene que α1 = 5

y α2 = 35. Podemos calcular la sucesión de multiplicidades aplicando el algoritmo de Euclides a

los pares de Newton:

5 = 1× 3 + 2

3 = 1× 2 + 1

2 = 2× 1

Que nos da la sucesión de multiplicidades asociada a f1: (3, 2, 1, 1). El número de Milnor de

C1 es 8, y por (6), C1 tiene 4 números de salto menores a 1.

Recordemos las multiplicidades de C y C1 tendrán la siguiente relación:

2 ·multpi(π
−1
i−1,∗C1) = multpi(π

−1
i−1,∗C) con i = 1, ..., 4
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y que corresponde al primer paquete de Newton de f : (6, 4, 2, 2, ...). El grafo dual de la resolución

de C1 es:

•E1 •E3 •E4 // C̃1

•E2

Ahora aplicando el algoritmo de Euclides al segundo par obtenemos el resto de la sucesión de

multiplicidades de f :
5 = 2× 2 + 1

2 = 2× 1

y tenemos la sucesión de multiplicidades: (6, 4, 2, 2 | 2, 2, 1, 1). Ası́, el número de Milnor de C

es µ =
∑8

i=1 ai(ai − 1) = 6 × 5 + 4 × 3 + 4 × 2 = 50, por lo que C tiene 25 números de salto

menores a 1.

Se tiene el grafo dual de la resolución minimal de C:

•E1 •E3 •E4 •E5 •E6 •E8 // C̃

•E2 •E7

Con la siguiente tabla de multiplicidades:

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8

ri 6 10 18 30 32 34 35 70

bi 1 2 4 7 8 9 10 20

Luego, por la Proposición 3.1, los números de salto de C1 son:

{
λ =

3(r + 1) + 5(s+ 1)

15
< 1 | r, s ≥ 0

}
=
{ 8

15
,
11

15
,
13

15
,
14

15

}
,

Número de salto λ 8
15

11
15

13
15

14
15

Base de Kλ(C1) 1 x y x2

Que corresponden a los números de salto
{

8
30
, 11
30
, 13
30
, 14
30

}
de C. Ahora, recordando la periodi-

cidad de los números de salto:

J((λ+ 1) · C1) = J(λ · C1)⊗ OC2(−C1)

tenemos que
{

23
15
, 26
15
, 28
15
, 29
15

}
también son números de salto de f1 con:

Número de salto λ 8
15

11
15

13
15

14
15

23
15

26
15

28
15

29
15

Base de Kλ(C1) 1 x y x2 f1 x · f1 y · f1 x2 · f1
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Para comprobar que efectivamente estas funciones no pasan las cotas observemos la siguiente

tabla:
Número Cota Función

de Salto [λri(f1)]− bi ordEiπ
∗h que falla

λ E1 E2 E3 E4 E1 E2 E3 E4 h
8
15

0 0 0 1 0 0 0 0 1
11
15

1 1 2 4 1 1 2 3 x
13
15

1 2 3 6 1 2 3 5 y
14
15

1 2 4 7 2 2 4 6 x2

23
15

3 5 9 16 3 5 9 15 f1
26
15

4 6 11 19 4 6 11 18 x · f1
28
15

4 7 12 21 4 7 12 20 y · f1
29
15

4 7 13 22 5 7 13 21 x2 · f1
Ası́, los números de salto de C1 (λ 6= 1) que dan números de salto de C menores a 1 son 8

pero ya hemos observado que C tiene 25 números de salto (< 1). Ahora observaremos que los 17

números de salto faltantes se obtienen de C1
aux que tiene un único par de Newton (p2, α2) = (2, 35)

y por lo tanto

JN(C1
aux) =

{2(r + 1) + 35(s+ 1)

70
< 1 | r, s ≥ 0

}
=
{37

70
, ...,

69

70

}
los cuales son los 17 que faltaban. Que por la Proposición 3.1 los Kλ(C

1
aux) están generados por

{[1], [u], [u2], ..., [u16]}

y para el sistema S[2](37/70) tenemos{
37
70

(35× 2) = 2a3 + 35l1,

(3× 5) + a3 = 3a1 + 5a2.

por lo que a3 = 1, l1 = 1 y a1 · 3 + a2 · 5 = 15 + 1 = 16, de donde a1 = a2 = 2, ası́ que

K37/70(C) = 〈[xy]〉.

Haciendo lo mismo para los otros casos se tiene

K39/70(C) = 〈[x3]〉,K41/70(C) = 〈[y2]〉,K43/70(C) = 〈[x2y]〉,K45/70(C) = 〈[x4]〉
K47/70(C) = 〈[xy2]〉,K49/70(C) = 〈[x3y]〉,K51/70(C) = 〈[y3]〉,K53/70(C) = 〈[x2y2]〉
K55/70(C) = 〈[x4y]〉,K57/70(C) = 〈[x6]〉,K59/70(C) = 〈[x3y2]〉,K61/70(C) = 〈[x5y]〉
K63/70(C) = 〈[x7]〉,K65/70(C) = 〈[x4y2]〉,K67/70(C) = 〈[x6y]〉,K69/70(C) = 〈[x8]〉.
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Hagamos ahora la tabla de multiplicidades de C para comprobar que estas funciones generan

los cocientes.

[λri]− bi ordEiπ
∗h Falla

λ E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 h
8
30

0 0 0 1 0 0 −1 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 1
11
30

1 1 2 4 3 3 2 5 1 1 2 3 3 3 3 6 x
13
30

1 2 3 6 5 5 5 10 1 2 3 5 5 5 5 10 y
14
30

1 2 4 7 6 6 6 12 2 2 4 6 6 6 6 12 x2

37
70

2 3 5 8 8 8 8 17 2 3 5 8 8 8 8 16 xy
39
70

2 3 6 9 9 9 9 19 3 3 6 9 9 9 9 18 x3

41
70

2 3 6 10 10 10 10 21 2 4 6 10 10 10 10 20 y2

43
70

2 4 7 11 11 11 11 23 3 4 7 11 11 11 11 22 x2y
45
70

2 4 7 12 12 12 12 25 4 4 8 12 12 12 12 24 x4

47
70

3 4 8 13 13 13 13 27 3 5 8 13 13 13 13 26 xy2

49
70

3 5 8 14 14 14 14 29 4 5 9 14 14 14 14 28 x3y
51
70

3 5 9 14 15 15 15 31 3 5 9 15 15 15 15 30 y3 − ax5

3 6 9 15 15 15 15 30 y3

5 5 10 15 15 15 15 30 x5

53
70

3 5 9 15 16 16 16 33 4 6 10 16 16 16 16 32 x2y2

23
30

3 5 9 16 16 17 16 33 3 5 9 15 16 17 18 35 f1
55
70

3 5 10 16 17 17 17 35 5 6 11 17 17 17 17 34 x4y
57
70

3 6 10 17 18 18 18 37 6 6 12 18 18 18 18 36 x6, xy3

59
70

4 6 11 18 18 19 19 39 5 7 12 19 19 19 19 38 x3y2

26
30

4 6 11 19 19 20 20 40 4 6 11 18 19 20 21 41 x · f1
61
70

4 6 11 19 19 20 20 41 4 8 12 20 20 20 20 40 x5y, y4

63
70

4 7 12 20 20 21 21 43 7 7 14 21 21 21 21 42 x7, x2y3

65
70

4 7 12 20 21 22 22 45 6 8 14 22 22 22 22 44 x4y2

28
30

4 7 12 21 21 22 22 45 4 7 12 20 21 22 23 45 y · f1
67
70

4 7 13 21 22 23 23 47 7 8 15 23 23 23 23 46 x6y

29
30

4 7 13 22 22 23 23 47 5 7 13 21 22 23 24 47 x2 · f1
69
70

4 7 13 22 23 24 24 49 8 8 16 24 24 24 24 48 x8
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OBSERVACIÓN 3.6. En algunos números de salto, como el 51/70 y el 57/70, son varias fun-

ciones las que fallan, sin embargo x5, y3 y y3 − ax5 son proporcionales en el cociente K57/70(C1),

pues f1 = y3 − x5 no falla, y por lo tanto [y3 − x5] = 0, ası́, [x5] = [y3], luego [y3 − ax5] =

(1− a)[y3] = (1− a)[x5].

En el caso del número de salto 57/70 tenemos que xy3 − x6 = x · f1 sı́ pasa, por lo que

[x6] = [xy3] en el cociente.

3. Caso general

Comenzaremos esta sección enunciando nuestro resultado principal que describe los ideales

multiplicadores de una singularidad irreducible de curva plana en función de sus pares de Newton

{(pi, qi)} y su enlace {(pi, αi)}, i = 1, ..., g. La prueba será hecha por recursión.

Para ello recordaremos la notación introducida en (12):

α1 = q1 y αi+1 = pi+1piαi + qi+1.

Ahora hagamos la siguiente definición, analoga a la Definición 3.1:

DEFINICIÓN 3.2.

J(pi, αi) :=

{
pi(r + 1) + αi(s+ 1)

piαi
| r, s ∈ Z>0

}
∩ (0, 1),

para 1 ≤ i ≤ g, y

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) :={
1

pg

(
1

pg−1

(
· · ·
( 1

pi+1

(λ+ li) + li+1

)
+ · · ·

)
+ lg−1

)
|λ ∈ J(pi, αi), lj ∈ Z≥0

}
∩ (0, 1),

para 1 ≤ i ≤ g − 1, y lj ∈ {0, ..., pj+1 − 1}.

OBSERVACIÓN 3.7.

• Cada uno de los conjuntos J(pi, αi) y J(pi, αi, li, . . . , lg−1) tiene 1
2
(pi − 1)(αi − 1) ele-

mentos distintos (sin repetición).

• Para i fijo, los conjuntos J(pi, αi, li, . . . , lg−1) son disjuntos dos a dos.

Por último, consideraremos los siguientes sistemas de condiciones lineales con coeficientes

enteros positivos:

• El sistema S[1](λ) consiste en una única ecuación lineal

λα1e0 = p1a1 + q1a2 + α1p1l1 + α1p1p2l2 + · · ·+ α1p1p2 · · · pg−1lg−1
76



en las incognitas a1, a2, l1, l2, . . . , lg−1 sujetas a las restricciones

p1a1 + q1a2 < α1p1, a1, a2 ≥ 1, 0 ≤ lj ≤ pj+1 − 1.

• El sistema S[i](λ) consiste en i ecuaciones lineales

λαiei−1 = piai+1 + αili−1 + αipili + αipipi+1li+1 + · · ·+ αipipi+1 · · · pg−1lg−1,
pi−1αi−1 + ai+1 = pi−1ai + αi−1li−2,

· · · = · · · ,
p2α2 + a4 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.

en las incognitas a1, a2, . . . , ai+1, l1, l2, . . . , li−1, li, . . . , lg−1 sujetas a las restricciones

piai+1 + αili−1 < piαi, a1, a2, . . . ai+1, l1, l2, . . . , li−1 ≥ 1, 0 ≤ lj ≤ pj+1 − 1.

OBSERVACIÓN 3.8.

(a). El sistema S[i](λ) tiene solución (a1, a2, ..., ai+1, l1, ..., li−1, li, ..., lg−1) (en cuyo caso, es

única) si y sólo si

λ =
1

pg

(
1

pg−1
· · ·
( 1

pi+1

(piai+1 + αili−1
piαi

+ li

)
+ li+1

)
· · ·+ lg−1

)
∈ J(pi, αi, li, ..., lg−1).

(b). Recordando que π es la resolución minimal de C, se tiene que el sistema S[1](λ) es

equivalente a

λrv1 = p1a1 + q1a2 + ordEv1π
∗f l11 + ordEv1π

∗f l22 + · · ·+ ordEv1π
∗f

lg−1

g−1

y la primera ecuación del sistema S[i](λ) es equivalente a

λrvi = piai+1 + αili−1 + ordEviπ
∗f lii + ordEviπ

∗f
li+1

i+1 + · · ·+ ordEviπ
∗f

lg−1

g−1

(c). Consideramos el sistema S[i](λ) de Ci. Despejando las variables a3, . . . , ai+1 el sistema

es 

λαiei−1 = piai+1 + αili−1,

ai+1 = pi−1ai + αi−1li−2 − pi−1αi−1,
· · · = · · · ,
a4 = p2a3 + α2l1 − p2α2,

a3 = p1a1 + α1a2 − p1α1

Nótese que por tratarse del sistema asociado a la raı́z aproximada Ci el factor ei−1 de la

primera ecuación es igual a pi.

A continuación, vamos a eliminar recursivamente las variables a3, . . . , ai+1.
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En primer lugar, eliminamos a3 usando las dos últimas ecuaciones del sistema. Ten-

emos que a3 es igual a

p1a1 + α1a2 − p1α1 = p1(a1 − 1) + α1(a2 − 1) + p1 + α1 + p1α1

= p1(a1 − 1) + α1(a2 − 1) + bv1 + 1 + p1α1

usando (18). Ahora, a4 = p2a3 + α2l1 − p2α2 y sustituyendo a3 se tiene

= p1p2(a1 − 1) + α1p2(a2 − 1) + α2(l1 − 1) + p2(bv1 + 1) + α2 − p1p2α1 − p2α2

= p1p2(a1 − 1) + α1p2(a2 − 1) + α2(l1 − 1) + p2(bv1 + 1) + q2 − p2α2

= p1p2(a1 − 1) + α1p2(a2 − 1) + α2(l1 − 1) + (bv2 + 1)− p2α2,

usando (12) y (18); es decir, q2 = α2 − p1p2α1 y bv2 + 1 = p2(bv1 + 1) + q2.

Eliminamos a4 usando las tres últimas ecuaciones del sistema. Tenemos que a5 es

igual a

p3a4+α3l2−p3α3 = · · · = p1p2p3(a1−1)+α1p2p3(a2−1)+α2p3(l1−1)α3(l2−1)+(bv3+1)−p3α3.

Analogamente eliminamos a5, . . . , ai, obteniendo que ai+1 es igual a

p1 · · · pi−1(a1−1)+α1p2 · · · pi−1(a2−1)+α2p3 · · · pi(l1−1)+· · ·+αi−1(li−2−1)+(bvi−1
+1)−pi−1αi−1.

Finalmente, eliminamos ai+1, obteniendo que λ0αiei−1 (que recordamos que es igual a

λ0αipi) es igual a

p1p2 · · · pi(a1−1)+α1p2 · · · pi(a2−1)+α2p3 · · · pi(l1−1)+· · ·+αi(li−1−1)+pi(bvi−1
+1)+αi−pipi−1αi−1

= p1p2 · · · pi(a1−1)+α1p2 · · · pi(a2−1)+α2p3 · · · pi(l1−1)+· · ·+αi(li−1−1)+pi(bvi−1
+1)+qi

= p1p2 · · · pi(a1 − 1) + α1p2 · · · pi(a2 − 1) + α2p3 · · · pi(l1 − 1) + · · ·+ αi(li−1 − 1) + (bvi + 1).

Lo anterior se puede interpretar en función de la resolución πvi de la curva Ci:

ordEviπ
∗
vi
xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1

i−1 + (bvi + 1).

Se tiene el siguiente

TEOREMA 3.1. Sea C una curva plana irreducible con g pares de Newton {(pi, qi)}gi=1.

(a). (Järvilehto, Tucker, Naie) Los números de salto de C menores que uno son los elementos

del conjunto

JN(C) =

g−1⋃
i=1

g−1⋃
j=i

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) ∪ J(pg, αg).
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(b). La dimensión del espacio vectorial Kλ(C) es igual al número de conjuntos

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) y J(pg, αg) que contienen a λ. Este número coincide con el

número de sistemas S[i](λ) que tiene solución (y de existir la solución ha de ser única)

en Z≥0. Por último, el conjunto

g−1⋃
i=1

{
[xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1

i−1 f lii · · · f
lg−1

g−1 ]

∣∣∣∣∣ (a1, . . . , ai+1, l1, . . . , li−1, li, . . . , lg−1)

es una solución de S[i](λ) en Z≥0

}
es una base de Kλ(C).

Para ilustrar el resultado se dan algunos ejemplos en la Sección 4 .

La prueba del Teorema es por inducción generalizando los resultados de la Sección 2. Asumamos

que el Teorema se cumple para g − 1 pares de Newton usando las Secciones 1 y 2 como primeros

casos.

El siguiente Lema es la generalización del Lema 3.1 para mostrar la inclusión

g−1⋃
i=1

g−1⋃
j=i

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) ⊆ JN(C).

LEMA 3.6. Sea C un germen irreducible con g pares de Newton. Si λ es un número de salto

de Cg−1, entonces λlg−1 := 1
pg

(λ + lg−1) es un número de salto de la curva C, para cualquier

lg−1 ∈ {0, 1, ..., pg − 1}, y si [M ] ∈ Kλ(Cg−1)
∗, entonces

[M · f lg−1

g−1 ] ∈ Kλlg−1
(C)∗.

PRUEBA. La prueba es parecida a la del Lema 3.1 pero la segunda parte es un poco más

laboriosa.

Sea fg−1 (resp. fg) la ecuación deCg−1 (resp. deCg). La resolución minimal π′ = ηg−1◦· · ·◦η1
de Cg−1 consiste en g − 1 paquetes de Newton y la resolución minimal π = ηg ◦ π′ de Cg consiste

en g paquetes de Newton. En otras palabras, la resolución minimal de Cg−1 y Cg comparten los

primeros g − 1 paquetes de Newton

y sus multiplicidades están relacionadas del siguiente modo:
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pg ·multpi(π
−1
i−1,∗Cg−1) = multpi(π

−1
i−1,∗C) para i = 1, ..., vg−1.

En consecuencia, se tiene que

pg · ri(fg−1) = ri(f) con i = 1, ..., vg−1.

Por otra parte los números bi coinciden en los divisores excepcionales comunes a la resoluciones

minimales de Cg y de Cg−1. Ası́, las cotas

(29) C(π′, Ei, λ) = bλ · ri(fg−1)c − bi = b 1

pg
λ · ri(f)c − bi = C(π,Ei, λ)

Igualmente, coinciden los órdenes ordEiπ
∗h = ordEi(π

′)∗h, para cualquier h ∈ OC2 y, en conse-

cuencia, las funciones que satisfacen (o no satisfacen) las desigualdades asociadas a estos divisores

excepcionales Ei, con i = 1, . . . , vg−1.

Razonando como en el Lema 3.1, para probar que

g−1⋃
i=1

g−1⋃
j=i

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) ⊆ JN(C),

bastara comprobar que si el monomio generalizado M ∈ C[x, y, f1, ..., fg−2] es un generador de

Kλ(Cg−1)
∗, entonces los monomios generalizados M · f lg−1

g−1 con 0 ≤ lg−1 ≤ pg− 1 pasan las cotas

C(Ej, λlg−1 , π) para vg−1 + 1 ≤ j ≤ vg correspondientes a los divisores excepcionales del útimo

paquete de Newton. Es decir, queremos comprobar que:

(30) ordEjπ
∗M · f lg−1

g−1 ≥ bλlg−1rj(f)c − bj.

Ası́, sea λlg−1 ∈ J(pi, αi, li, ..., lg−1) y escribimos

λlg−1 =
λi−1

pi+1pi+2 · · · pg
+

li
pi+1pi+2 · · · pg

+
li+1

pi+2pi+3 · · · pg
+ · · ·+ lg−1

pg
, con λi−1 ∈ J(pi, αi).

Escribimos el subı́ndice del divisor excepcional Ej como j = vg−1+k, con 0 < k ≤ vg−vg−1.
Consideremos la k-truncación del algoritmo inverso de pg y qg y sean a0(k) y a1(k) los números

asociados a Ej por dicho algoritmo. Estos números nos ayudan a expresar los datos númericos del

divisor Ej mediante las siguientes sumas telescópicas con g − 1 sumandos.

rj(f) = a1(k)
ei
eg−1

rvi(f) + a1(k)
ei+1

eg−1
(rvi+1

(f)− pi+1rvi(f)) + · · ·+ (rj(f)− a1(k)rvg−1(f))

y analogamente

bj+1 = a1(k)
ei
eg−1

(bvi+1)+a1(k)
ei+1

eg−1
((bvi+1

+1)−pi+1(bvi+1))+· · ·+((bj+1)−a1(k)(bvg−1+1)).
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En primer lugar vamos a reescribir la cantidad λlg−1rj(f) como una suma de 2(g − i− 1) + 1

sumando según la Tabla 3; es decir,

λlg−1rj(f) =
λi−1

pi+1pi+2 · · · pg
a1(k)

ei
eg−1

rvi(f)+

g−2∑
s=i

ls
ps+1ps+2 · · · pg

a1(k)
es+1

eg−1
rvs+1(f)+

lg−1
pg

rj(f)

+

g−2∑
t=i

a1(k)
et+1

eg−1
(rvt+1(f)− pt+1rvt(f))

( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lt

pt+1 · · · pg
)

+(rj(f)− a1(k)rvg−1(f))
( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lg−2

pg−1pg

)
λi−1

pi+1pi+2···pg
li

pi+1pi+2···pg
li+1

pi+2pi+3···pg
· · · lg−3

pg−2pg−1pg

lg−2

pg−1pg

lg−1

pg

a1(k)
ei

eg−1
rvi (f) (a)

(bi)
(bi+1)

· · ·

(bg−3) (bg−2)
(bg−1)

a1(k)
ei+1

eg−1
(rvi+1 (f)− pi+1rvi (f)) (ci) · · ·

a1(k)
ei+2

eg−1
(rvi+2 (f)− pi+2rvi+1 (f)) (ci+1) · · ·

· · · · · · · · · · · ·
a1(k)

eg−2

eg−1
(rvg−2 (f)− pg−2rvg−3 (f)) (cg−3)

a1(k)(rvg−1 (f)− pg−1rvg−2 (f)) (cg−2)

(rj(f)− a1(k)rvg−1 (f)) (cg−1)

Tabla 3: Descomposición del producto λlg−1rj(f)

La afirmación (30) será consecuencia de las tres siguientes hechos, que se probarán más abajo.

(a). λi−1

pi+1pi+2···pg a1(k) ei
eg−1

rvi(f) ∈ Z y es igual a

ordEjπ
∗xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1

i−1 + a1(k)
ei
eg−1

(bvi + 1).

(b). Para i ≤ s < g−1 tenemos que ls
ps+1ps+2···pg a1(k) es+1

eg−1
rvs+1(f) ∈ Z y es igual a ordEjπ

∗f lss .

Para s = g − 1 tenemos que lg−1

pg
rj(f) ≤ ordEjπ

∗f
lg−1

g−1 .

OBSERVACIÓN 3.9. Observese que ls
ps+1ps+2···pg a1(k) es+1

eg−1
rvs+1(f) puede escribirse,

usando una expresión telescópica, como

ls
ps+1ps+2 · · · pg

(
a1(k)

ei
eg−1

rvi(f) + · · ·+ a1(k)
es+1

eg−1

(
rvs+1(f)− ps+1rvs(f)

))
y, por tanto, corresponde a las primeras s entradas de la s + 2 − i-ésima columna de la

Tabla 3; aquellas denotadas por (bs). Análogamente, lg−1

pg
rj(f) corresponde, usando una

expresión telescópica de más arriba, a las primeras g−i−1 entradas de la última columna

de la Tabla 3; aquellas denotadas por (bg−1).
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(c). Para i ≤ t ≤ g − 2 tenemos que⌊
a1(k)

et+1

eg−1
(rvt+1(f)− pt+1rvt(f))

( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lt

pt+1 · · · pg
)⌋

−a1(k)
et+1

eg−1

(
(bvt+1+1)− pt+1(bvt + 1)

)
+ 1 ≤ 0

Para t = g − 1 tenemos que

b(rj(f)− a1(k)rvg−1(f))
( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lg−2

pg−1pg

)⌋
−((bj + 1)− a1(k)(bvg−1+1) + 1 ≤ 0.

Veamos ahora como probar la desigualdad (30). Como consecuencia de (a) y (b), tenemos que

λlg−1rj(f) ≤ ordEvgπ
∗xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1

i−1 f lii · · · f
lg−1

g−1 + a1(k)
ei
eg−1

(bvi + 1)

+

g−2∑
t=i

a1(k)
et+1

eg−1
(rvt+1(f)− pt+1rvt(f))

( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lt

pt+1 · · · pg
)

+(rj(f)− a1(k)rvg−1(f))
( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lg−2

pg−1pg

)
Como los dos primeros sumandos del lado derecho de la desigualdad son enteros, utilizando las

identidades (24) y la suma telescópica para bj+1, que permite cancelar a1(k) ei
eg−1

(bvi+1), tenemos

que

bλlg−1rj(f)c − (bj + 1) + 1 ≤ ordEvgπ
∗xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1

i−1 f lii · · · f
lg−1

g−1

+

g−2∑
t=i

(⌊
a1(k)

et+1

eg−1
(rvt+1(f)− pt+1rvt(f))

( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lt

pt+1 · · · pg
)⌋

−(a1(k)
et+1

eg−1

(
(bvt+1+1)− pt+1(bvt + 1)

)
+ 1
)

+

+
(⌊

(rj(f)− a1(k)rvg−1(f))
( λi−1
pi+1pi+2 · · · pg

+
li

pi+1pi+2 · · · pg
+ · · ·+ lg−2

pg−1pg

)⌋
−((bj + 1)− a1(k)(bvg−1+1) + 1

)
.

La desigualdad (30) se sigue, por tanto, de (c). Basta aplicar (c) al sumando formado por los

términos de las lı́neas última y antepenúltima a sı́ı como a cada uno de los g − 2 sumandos que

aparecen en las lı́neas segunda y tercera de la expresión anterior. observese que los g + 1 términos

“+1” que aparecen en las cuatro últimas lı́neas de la expresión anterior proceden de aplicar g − 2

veces la identidad (24), lo que da g+ 2 términos “+1”, y de la expresión telescópica de bj + 1, que

arroja el término “+1” restante.

Explicamos por último las pruebas de (a), (b) y (c).
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Prueba de (a). Usando la Observación 3.5 (c) es fácil comprobar que multiplicando λ0αipi por
ei

eg−1a1(k)
= pi+1 · · · pg−1a1(k) obtenemos λ0

pi+1···pg a1(k) ei
eg−1

rvi(f); es decir, la cantidad denotada

por (a) en la Tabla 3. Por la igualdad anterior, tenemos por tanto que λ0
pi+1···pg a1(k) ei

eg−1
rvi(f) es

igual a

pi+1 · · · pg−1a1(k)
(
p1p2 · · · pi(a1−1)+α1p2 · · · pi(a2−1)+α2p3 · · · pi(l1−1)+· · ·+αi(li−1−1)+(bvi+1)

)
ordEjπ

∗xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−1−1
i−1 + a1(k)

ei
eg−1

(bvi + 1),

como querı́amos.

Prueba de (b). La afirmación (b), en los casos i ≤ s ≤ g − 2, es inmediata y, en el caso s, la cota

se deduce como en el Lema 3.1.

Prueba de (c). La afirmación (c), en los casos i ≤ t ≤ g− 2, se deduce a partir de la igualdad (19)

y de la siguiente desigualdad

(31)
λi−1

pi+1pi+2 · · · pg
+

li
pi+1pi+2 · · · pg

+ · · ·+ lt
pt+1 · · · pg

<
1

pt+1 · · · pg
Finalmente la desigualdad (31) se prueba recursivamente. Como λi < 1 y 0 ≤ li ≤ pi − 1

se tiene que λi−1

pi+1pi+2···pg + li
pi+1pi+2···pg <

1
pi+2···pg . Del mismo modo, como 0 ≤ li+1 ≤ pi+1 − 1

tenemos que λi−1

pi+1pi+2···pg + li
pi+1pi+2···pg + li+1

pi+2pi+3···pg <
1

pi+2···pg + pi+2−1
pi+2···pg <

1
pi+2···pg . . .

La afirmación (c) para el caso t = g − 1 se prueba como en el Lema 3.1.

�

Ahora consideramos el siguiente diagrama

(32) C̃

π

��

ÑP ∗g−1C = ˜S∗g−1Cg−1
aux

φ

��

C̃g−1
aux

ψ

��

NP ∗g−1C = S∗g−1C
g−1
aux ⊆ C2

x1,y1
NPg−1

uu

Sg−1

**

C ⊆ C2
x,y Cg−1

aux ⊆ C2
u,v

donde π, φ y ψ son resoluciones log de C, de NP ∗g−1C y de Cg−1
aux , respectivamente, donde NPg−1

es el g − 1-ésimo proceso de Newton, definido en (11), y Sg−1 es la transformación birracional,

dada por

Sg−1 =

{
u = xg−1

v = x
pg−1αg−1

g−1 yg−1,

e introducida previamente en la Definición 2.1.

Por definición tenemos que (S−1g−1 ◦NPg−1)∗C = Cg−1
aux , la cual es una curva con un único par

de Newton (pg, αg), descrita en Definición 14.
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LEMA 3.7. Los grafos duales de las resoluciones log anteriores π, φ y ψ del Diagrama (32)

son:

Además hay las siguientes biyecciones entre subconjuntos de los correspondientes divisores ex-

cepcionales:
B(π, φ) : Ei ←→ Ei−vg−1

B(φ, ψ) : Ei−vg−1 ←→ Epg−1αg−1+i−vg−1 ,

para vg−1 + 1 ≤ i ≤ vg, tales que ri(π) = ri−vg−1(φ) = rpg−1αg−1+i−vg−1(ψ).

PRUEBA. Por el Lema 2.1 (π∗vg−1
C, pvg−1+1) es equisingular a (NP ∗g−1C, 0), de donde se

obtiene la primera biyección B(π, φ) : Ei ←→ Ei−vg−1 , con vg−1 + 1 ≤ i ≤ vg y, además, se

obtiene las igualdades ri(π) = ri−vg−1(φ).

Ahora, considerando (S−1g−1 ◦ NPg−1)∗C = Cg−1
aux y, en vista de la parametrización de Cg−1

aux

dada en (14), tenemos que localmente Cg−1
aux tiene una ecuación del tipo

vpg − b1uαg +
∑

bi,ju
ivj.

Ası́, usando que αg = pg−1pgαg−1+qg podemos explotar pg−1αg−1-veces para obtener que una

ecuación de definición la transformada total de esta curva es

Upg−1pgαg−1 [(V pg − b1U qg) +
∑

ck,lU
kV l],

lo que nos da la segunda biyección B(φ, ψ) : Ei−vg−1 ←→ Epg−1αg−1+i−vg−1 y, además, las igual-

dades

ri−vg−1(φ) = rpg−1αg−1+i−vg−1(ψ).

�

LEMA 3.8. Sea M ∈ C[x, y], entonces para i > vg−1

ordEiπ
∗M = ordEi−vg−1

φ∗(NP ∗g−1M)

y
bi = ordEiπ

∗dx ∧ dy = ordEi−vg−1
φ∗NP ∗g−1dx ∧ dy

= ordEi−vg−1
φ∗JacNPg−1 + ordEi−vg−1

φ∗dx1 ∧ dy1
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PRUEBA. Para probar esta afirmación, basta comprobarla para M un monomio, y para M =

fi, con i = 1, ..., g (ver [Pop, Corollary 5.4]). El caso fg = f se mostró en el Lema anterior

mediante la biyección B(π, φ). En los otros casos basta comparar π∗vg−1
M y NP ∗g−1M y usar el

Lema 2.1 que nos dice que (π∗vg−1
C, pvg−1+1) y (NP ∗g−1C, 0) son equisingulares.

En efecto, πvg−1 puede ser visto como la composición de g−1 explosiones tóricas del siguiente

tipo (módulo algunos cambios de coordenadas):

ηi =

{
xvi−1

= xpiviy
a
vi

yvi−1
= xqiviy

c
vi

y NMi =

{
x = xpii

y = xqii (aβi + yi),

con pic − aqi = 1. Ası́, tomando en cuenta que los Ti son isomorfismos y haciendo el calculo se

tiene que
π∗vg−1

xrys = x
pg−1···p2(rp1+sq1)
vg−1 · unit

NP ∗g−1x
rys = x

pg−1···p2(rp1+sq1)
g−1 · unit

mientras que π∗vg−1
fg−1 = yvg−1 y NP ∗g−1fg−1 = yg−1 módulo una unidad. Ahora, para fi con

i = 1, ..., g − 2 tenemos que π∗vifi = yvi y NP ∗i fi = yi módulo una unidad, pero el siguiente

punto a explotar tiene coordenada yvi no nula, por lo que hay que hacer un cambio de coordenadas

para centrar la explosión en el “origen” (en la carta conveniente) y también para el proceso de

Newton hay que hacer un cambio de coordenadas para poner el polı́gono de Newton en posición

conveniente, y de esto se sigue la igualdad en los órdenes de multiplicidad de dichas funciones a

lo largo de los correspondientes divisores.

Como ya se observó en el Lema 3.3 tenemos que

π∗v1dx ∧ dy = (p1c− aq1)xp1+q1−1v1
ya+c−1v1

dxv1 ∧ dyv1

yNM∗
1dx∧dy = p1x

p1+q1−1
1 dx1∧dy1. ComoNP1 = T2◦N1◦T1, donde T1 y T2 son isomorfismos,

se tiene que

bv1(π) = ordEv1NP
∗
1 dx ∧ dy = ordEv1 JacNP1

Ahora, para el siguiente paquete de Newton tenemos

π∗v2dx ∧ dy = η∗2(unit · xp1+q1−1v1
dxv1 ∧ dyv1)

= unit · xp2(p1+q1−1)+p2+q2−1v2 dxv2 ∧ dyv2
y

NP ∗2 dx ∧ dy = unit · xp2(p1+q1−1)+p2+q2−12 dx1 ∧ dy1

con lo que podemos observar que de hecho

bi = ordEi−vkφ
∗NP ∗k dx ∧ dy

para vk < i ≤ vk+1 y k = 1, ..., g − 1.
85



Las igualdades

bi(π) = ordEi−vg−1
φ∗JacNPg−1 + ordEi−vg−1

φ∗dxg−1 ∧ dyg−1

se siguen del hecho de que (π∗vg−1
C, pvg−1+1) y (NP ∗g−1C, 0) son equisingulares y del hecho que

pvg−1+1 tiene coordenada yvg−1 no nula.

�

COROLARIO 3.3. Sea M como en el lema anterior. Entonces, M pasa la cota C(π,Ei, λ) si

y sólo si JacNPg−1 · NP ∗g−1M pasa la cota C(φ,Ei−vg−1 , λ). Equivalentemente, ordEiπ
∗M ≥

bλri(π)c − bi(π) si y sólo si

ordEi−vg−1
φ∗(JacNPg−1 ·NP ∗g−1M) ≥ bλri−vg−1(φ)c − bi−vg−1(φ).

PRUEBA. La desigualdad ordEiπ
∗M ≥ bλri(π)c − bi(π) es equivalente por el Lema 3.7, a la

desigualdad ordEiπ
∗M ≥ bλri−vg−1(φ)c − bi(π) y por el Lema 3.8, a la desigualdad

ordi−vg−1φ
∗NPg−1M ≥ bλri−vg−1(φ)c − ordEi−vg−1

φ∗JacNPg−1 − bi−vg−1(φ).

�

El Lema y Corolario siguientes son consecuencia directa del hecho de que Sg−1 es birracional.

LEMA 3.9. Sea m ∈ C[u, v] un monomio. Entonces,

ordEi−vg−1
φ∗S∗g−1m = ordEpg−1αg−1+i−vg−1

ψ∗m

y

bpg−1αg−1+i−vg−1(ψ) = ordEi−vg−1
φ∗S∗g−1du∧dv = ordEi−vg−1

φ∗JacSg−1 + ordEi−vg−1
φ∗dxg ∧dyg.

COROLARIO 3.4. Sea m como en el Lema anterior. Entonces, m pasa la cota

C(ψ, λ,Epg−1αg−1+i−vg−1) si y sólo si S∗m · JacS pasa la cota C(φ, λ,Ei−vg−1).

LEMA 3.10. Consideremos el monomio generalizado xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1
g−2 cuyos expo-

nentes satisfacen el siguiente sistema

pg−1αg−1 + ag+1 = pg−1ag + αg−1lg−2,

· · · = · · · ,
p2α2 + a4 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.

y m = uag+1−1. Entonces,

NP ∗g−1(x
a1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1

g−2 ) · JacNPg−1 = S∗g−1m · JacSg−1,
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módulo una unidad.

OBSERVACIÓN 3.10. El sistema que satisfacen los exponentes en el Lema anterior es el sistema

S[g](λ) omitiendo la primera ecuación.

PRUEBA. Procederemos por inducción en g.

El primer paso de inducción (g = 2) es el Lema 3.5, donde el peso w en C[x, y] es sustituido

por el sistema del enunciado y los exponentes r y s hacen el papel de a1 − 1 y a2 − 1. Los

exponentes del monomio xr+1ys+1 cumplen la ecuación (28).

Como hipótesis de inducción asumamos que

NP ∗g−2(x
a1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−3−1

g−3 ) · JacNPg−2 = S∗g−2u
ag−1 · JacSg−2

módulo una unidad y, de hecho, utilizando las expresiones (13) de Sg−2 tenemos que

S∗g−2u
ag−1 · JacSg−2 = x

pg−2αg−2+ag−1
g−2

Para probar el caso general usaremos que para un elemento M ∈ C[x, y] (en particular para un

monomio generalizado como el del enunciado)

NP ∗g−1M · JacNPg−1 = NM∗
g−1(NP

∗
g−2M · JacNPg−2) · JacNMg−1.

Ası́ basta comprobar que

NM∗
g−1(x

pg−2αg−2+ag−1
g−2 x

(αg−2pg−2)(lg−2−1)
g−2 y

lg−2−1
g−2 ) · JacNMg−1 = S∗g−1u

ag+1−1 · JacSg−1,

ya que NP ∗g−2fg−2 = x
αg−2pg−2

g−1 yg−1. Por tanto, al aplicar el NM∗
g−1 al monomio se tiene

x
pg−1(ag−1)+pg−1αg−2pg−2lg−2+qg−1(lg−2−1)+pg−1+qg−1−1
g−1 · unit = x

ag+1+αg−1pg−1−1
g−1 .

Utilizando la expresión de αg dada en (12), simplificamos el exponente del lado izquierdo de la

igualdad anterior y tenemos que

x
pg−1ag−1+αg−1lg−2−1
g−1 · unit = x

ag+1+αg−1pg−1−1
g−1 .

La igualdad de los exponentes en ambos lados de la última igualdad se sigue de la ecuación

pg−1ag + αg−1lg−2 = pg−1αg−1 + ag+1

del enunciado. �

PROPOSICIÓN 3.4. Sea Cg−1 = {fg−1 = 0} la raı́z aproximada g − 1 de C, entonces

NP ∗g−1f
t
g−1 = (x

pg−1αg−1

g−1 yg−1)
t = S∗g−1v

t.
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Además, si xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1
g−2 es un monomio generalizado como en el Lema anterior

(con la condición en los exponentes), tenemos que para i > vg−1, las siguentes afirmaciones son

equivalentes

xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1
g−2 f tg−1 pasa C(π,Ei, λ)

si y solo si

NP ∗g−1(x
a1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1

g−2 f tg−1) · JacNPg−1 pasa C(φ,Ei−vg−1 , λ)

si y sólo si

S∗g−1(u
ag+1−1vt) · JacSg−1 pasa C(φ,Ei−vg−1 , λ)

si y sólo si

uag+1−1vt pasa C(ψ,Epg−1αg−1+i−vg−1 , λ)

PRUEBA. La primera afirmación es consecuencia directa de la definición de la transformación

birracional Sg−1. La primera equivalencia es el Corolario 3.3, la segunda equivalencia se sigue del

Lema 3.10 y de la primera afirmación de esta Proposición. La tercera equivalencia se sigue del

Corolario 3.4. �

Con estos resultados estamos en condiciones de probar el Teorema 3.1. En primer lugar ten-

emos que (b) implica (a).

PRUEBA. (TEOREMA 3.1) Se tiene que como consecuencia del Lema 3.6

g−1⋃
i=1

g−1⋃
j=i

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) ⊆ JN(C).

El Corolario 3.3, que se basa en los Lemas 3.7 y 3.8 y el Corolario 3.4, que es consecuencia

de que Sg−1 es birracional y la Proposición 1.2, nos permiten relacionar las cotas C(π,Ei, λ)

asociadas a los divisores excepcionales Ei, con i > vg−1 de la resolución minimal de C con las

cotas C(φ,Ei−vg−1 , λ), C(ψ,Epg−1αg−1+i−vg−1 , λ) asociadas a los divisores excepcionales de las

resoluciones de NP ∗g−1C y Cg−1
aux .

Como Cg−1
aux tiene un sólo par de Newton (pg, αg), podemos elegir coordenadas de modo que

es no degenerada respecto a su polı́gono de Newton y como consecuencia del Teorema de Howald

(Teorema 1.4 o la Proposición 3.1), podemos calcular sus números de salto e identificarlos con

números de salto de C mayores a 1/pg y debidos a las cotas asociadas a los divisores Ei, con

i > vg−1 (es decir, del último paquete de Newton) con los números de salto de Cg−1
aux . En efecto, el

Lema 3.7 relaciona las multiplicidades en el divisor de ruptura de la resolución de Cg−1
aux , es decir,

Epg−1αg−1+vg−vg−1 con las multiplicidades de C en Evg .
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Como por el Teorema de Howald los números de salto JN(Cg−1
aux ) están provocados por el

divisor Epg−1αg−1+vg−vg−1 , entonces estamos seguros de obtener ası́ los números de salto del último

paquete de Newton de C. En consecuencia

JN(C) =

g−1⋃
i=1

g−1⋃
j=i

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1) ∪ J(pg, αg),

y se tiene (a).

Sea λ = ag+1pg+tαg
pgαg

∈ J(pg, αg), y se tiene que uag+1−1
g−1 vt−1g−1 es el monomio responsable del

salto de Cg−1
aux . Luego, por el Lema 3.10 y la Proposición 3.4 se tiene que uag+1−1

g−1 vt−1g−1 corresponde

al monomio generalizado

Mλ(x, y, f1, . . . , fg−1) := xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1
g−2 f t−1g−1,

y definimos

M evi
λ := Mλ(x, y, f1, .., fi−1, 1, ..., 1),

y se tiene que los exponentes del monomio generalizado M evg−1

λ = xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f lg−2−1
g−2

satisfacen el sistema lineal

pg−1αg−1 + ag+1 = pg−1ag + αg−1lg−2,

· · · = · · · ,
p2α2 + a4 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.

Observemos que con los pesos w(x) = p1, w(y) = α1, el monomio M ev1
λ = xa1−1ya2−1 tiene

peso

w(xa1−1ya2−1) = p1a1 + α1a2 − p1 − α1

= p1α1 − p1 − α1 + a3,

donde la segunda igualdad se da por la última ecuación del sistema, por lo que w(xa1−1ya2−1)

es mayor o igual al conductor del semigrupo Γ1 = 〈p1, α1〉, y por el Lema 3.5 podemos hacer

pullblack del monomio xa1−1ya2−1 con NP1 multiplicado por JacNP1 para obtener S∗1(ua3−11 ) ·
JacS1. Claramente puede haber otras soluciones (a′1, a

′
2), pero por la discusión en la prueba del

caso de dos pares, se tendrá que NP ∗1 (xa
′
1−1ya

′
2−1) · JacNP1 = S∗1(ua3−11 ) · JacS1, módulo una

unidad. Para tener unicidad pediremos a2 < p1. Y se tiene

NP ∗1 (M ev1
λ ) · JacNP1 = S∗1(ua3−11 ) · JacS1,

módulo una unidad.
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Ahora, dando los pesos w1(u1) = p2, w1(v1) = α2, tenemos que, usando la penúltima ecuación

del sistema, w1(u
a3−1
1 vl1−11 ) es mayor al conductor del semigrupo Γ2 = 〈p2, α2〉 y por el Lema 3.10

se tiene la siguiente relación

NP ∗2 (xa1−1ya2−1f l1−11 ) · JacNP2 = S∗2u
a4−1
2 · JacS2.

Nuevamente, para tener unicidad pedimos a2 < p1 y a3 < p2.

Ası́, procediendo recursivamente y dando los pesos wg−1(ug−1) = pg, wg−1(vg−1) = αg, ten-

dremos que wg−1(u
ag+1−1
g−1 v

lg−1−1
g−1 ) será mayor al conductor del semigrupo Γg = 〈pg, αg〉 y

NP ∗g−1(M
evg−1

λ ) · JacNPg−1 = S∗g−1u
ag+1−1
g−1 · JacSg−1,

con unicidad pidiendo que ai+1 < pi para i = 1, ..., g.

Sin embargo, nuevamente, λ puede tener varias presentaciones. Como los conjuntos

pj+1−1⋃
lj=0

J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1), con i ∈ {1, ..., g − 1}

son disjuntos dos a dos, λ puede tener, a lo más, g presentaciones distintas:

λ = ag+1pg+tαg
pgαg

= 1
pg

(
1

pg−1
· · ·
(

1
pi1+1

(
pi1ai1+1+αi1 li1−1

pi1αi1
+ li1

)
+ li1+1

)
· · ·+ lg−1

)
∈ J(pi1 , αi1 , li1 , ..., lg−1)

...

= 1
pg

(
1

pg−1
· · ·
(

1
pik+1

(
pikaik+1+αik lik−1

pikαik
+ lik

)
+ lik+1

)
· · ·+ lg−1

)
∈ J(pik , αik , lik , ..., lg−1),

y para cada presentación tendremos un monomio generalizado

xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f
lij−1−1
ij−1 f

lij
ij
· · · f lg−1

g−1

que falla la cota C(Evij , λ), cada una un divisor de ruptura distinto y por lo tanto son linealmente

independientes en Kλ(C). En este caso se tendrá que

dimC Kλ(C) = k + 1.

Para concluir, observemos que si λ ∈
⋃pj+1−1
lj=0 J(pi, αi, li, li+1, . . . , lg−1), con presentación

λ =
1

pg

(
1

pg−1
· · ·
( 1

pi+1

(pia′i+1 + αil
′
i−1

piαi
+ l′i

)
+ l′i+1

)
· · ·+ l′g−1

)
,
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entonces en el sistema lineal S[i](λ):

λαiei−1 = piai+1 + αili−1 + αipili + αipipi+1li+1 + · · ·+ αipipi+1 · · · pg−1lg−1,
pi−1αi−1 + ai+1 = pi−1ai + αi−1li−2,

· · · = · · · ,
p2α2 + a4 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.

en las incognitas a1, a2, . . . , ai+1, l1, l2, . . . , li−1, li, . . . , lg−1 sujetas a las restricciones

piai+1 + αili−1 < piαi, a1, a2, . . . ai+1, l1, l2, . . . , li−1 ≥ 1, 0 ≤ lj ≤ pj+1 − 1.

Tenemos que, considerando que ei−1 = pipi+1 · · · pg, el lado izquierdo de la primera ecuación

se convierte en

λαiei−1 = pia
′
i+1 + αil

′
i−1 + αipil

′
i + αipipi+1l

′
i+1 + · · ·+ αipipi+1 · · · pg−1l′g−1,

y por lo tanto tiene solución (a′i+1, l
′
i−1, l

′
i, ...l

′
g−1), como a′i+1 ≥ 1 la siguiente ecuación tendrá

solución (a′i, l
′
i−1) ya que el lado izquierdo de la igualdad es mayor al conductor de Γi−1 y ası́

sucesivamente para obtener una solución al sistema:

(a′1, a
′
2, . . . , a

′
i+1, l

′
1, l
′
2, . . . , l

′
i−1, l

′
i, . . . , l

′
g−1),

la cual de hecho es única dada por la restricciones dadas en el sistema. Ası́, para cada presentación

de λ tendremos una solución única para el sistema S[ij](λ) y concluimos (b).

�

4. Ejemplos

1. Discutamos en primer lugar el ejemplo de Naie con dos pares de Newton (p1, q1) = (2, 3)

y (p2, q2) = (5, 6). En este caso, α2 = 36 y tenemos los siguientes sistemas.

S[1](λ) ≡ λ30 = 2a1 + 3a2 + 6l1.

S[2](λ) ≡

{
λ180 = 5a3 + 36l1,

6 + a3 = 2a1 + 3a2.

Para λ = 11
30

= 66
180

, el sistema S[1](λ) tiene la solución (a1, a2, l1) = (1, 1, 1) y el sistema

S[2](λ) tiene la solución (a1, a2, a3, l1) = (3, 2, 6, 1).
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Teniendo en cuenta los siguientes valores

ordEiπ
∗x ordEiπ

∗y ordEiπ
∗f1 ri bi

E3 2 3 6 30 4

E9 10 15 36 180 30

es fácil comprobar que f1 no pasa la cota C(E3,
11
30

) = 11 − 4 = 7 pero sı́ pasa la cota

C(E9,
11
30

) = 66 − 30 = 36; mientras que x2y pasa la cota C(E3,
11
30

) pero falla la cota

C(E9,
11
30

).

2. Sea C la curva con tres exponentes de Puiseux definida por

{
f(x, y) =

(
(y3 − x7)2 + x4y5

)3
+ x7y4(y3 − x7)4 = 0

}
,

la cual tiene tres pares de Newton: {(pi, qi)}3i=1 = {(3, 7), (2, 5), (3, 4)}, enlace:

{(αi, pi)}3i=1 = {(7, 3), (47, 2), (286, 3)} y diagrama de Eisenbud-Neumann:

x
α1=7
◦

α2=47

p1=3
◦

α3=286

p2=2
◦
p3=3

// f

y f1 f2

Recordando que aplicando el algoritmo de Euclides a los pares Newton podemos obtener

la sucesión de multiplicidades

7 = 2× 3 + 1

3 = 3× 1

5 = 2× 2 + 1

2 = 2× 1

4 = 1× 3 + 1

3 = 3× 1

y observando que e1 = 6, e2 = 3 obtenemos la sucesión de multiplicidades: (18, 18, 6, 6, 6 |
6, 6, 3, 3 | 3, 1, 1, 1) y por lo tanto se tiene que el número de Milnor de C es µ(f) =∑
ai(ai − 1) = 780, por lo que hay 390 números de salto menores a 1 y se tiene el grafo

de resolución dual:
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•E1 •E2 •E5 •E6 •E7 •E9 •E10 •E13 // C̃

•E4 •E8 •E12

•E3 •E11

Con la siguiente tabla de multiplicidades:

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 E11 E12 E13

ri 18 36 42 84 126 132 138 141 282 285 286 572 858

bi 1 2 3 6 9 10 11 12 24 25 26 52 78

Los sistemas S[i](λ) tienen la siguiente forma

S[1](λ) ≡ λ126 = 3a1 + 7a2 + 21l1 + 42l2.

S[2](λ) ≡

{
λ282 = 2a3 + 47l1 + 94l2,

21 + a3 = 3a1 + 7a2.

S[3](λ) ≡


λ858 = 3a4 + 286l2,

94 + a4 = 2a3 + 47l1,

21 + a3 = 3a1 + 7a2.

Para ningún número de salto λ ∈ JN(C) tenemos que varios sistemas S[i](λ) tengan

solución; es decir, todos los espacios vectoriales Kλ(C) son unidimensionales.

Veamos como calcular funciones que producen los saltos 79
126

, 55
282

y 370
858

.

Para λ = 79
126

, el sistema S[1](λ) tiene la solución (a1, a2, l1, l2) = (3, 1, 1, 1), y los

sistemas S[2](λ) y S[3](λ) no tiene solución. Se puede comprobar en la tablas (ver el

Apéndice 2.) que la función x2f1f2 no pasa la cota C(E5,
79
126

) pero si pasa las cotas

C(E9,
79
126

) y C(E13,
79
126

).

Para λ = 55
282

, el sistema S[2](λ) tiene la solución (a1, a2, a3, l1, l2) = (6, 1, 4, 1, 1, 0) pero

los sistemas S[1](λ) y S[3](λ) no tienen la solución. El monomio generalizado x5 falla la

cota C(E9,
55
282

) pero pasa las cotas C(E13,
55
282

) y C(E13,
55
282

), como se puede comprobar

en las tablas.

Para λ = 370
858

, los sistemas S[1](λ) y S[2](λ) no tiene solución pero el sistema S[3](λ)

tiene la solución (a1, a2, a3, a4, l1, l2) = (7, 2, 14, 28, 2, 1). El monomio generalizado
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correspondiente a esa solución es x6yf1. Puede comprobarse con las tablas que x6yf1
pasa las cotas C(E5,

370
858

), ni C(E9,
370
858

) pero pasa la cota C(E13,
370
858

).

Una tabla completa de los números de salto junto que las funciones que provocan los

saltos está en el Apéndice 2.

3. Consideremos ahora una curva con tres pares de Newton (p1, q1) = (3, 7), (p2, q2) =

(2, 5), (p3, q3) = (5, 13). En este caso, α2 = 47 y α3 = 483. Los sistemas S[i](λ) tienen

la siguiente forma

S[1](λ) ≡ λ210 = 3a1 + 7a2 + 21l1 + 42l2.

S[2](λ) ≡

{
λ470 = 2a3 + 47l1 + 94l2,

21 + a3 = 3a1 + 7a2.

S[3](λ) ≡


λ2415 = 5a4 + 483l2,

94 + a4 = 2a3 + 47l1,

21 + a3 = 3a1 + 7a2.

Para λ = 62
210

= 713
2415

, el sistema S[1](λ) tiene la solución (a1, a2, l1, l2) = (2, 2, 0, 1), el

sistema S[2](λ) no tiene la solución y el sistema S[3](λ) tiene solución (a1, a2, a3, a4, l1, l2) =

(3, 5, 23, 46, 2, 1).

Teniendo en cuenta los siguientes valores

E5 E9 E15

ri 210 470 2415

bi 9 24 137

ordEiπ
∗x 3 6 30

ordEiπ
∗y 7 14 70

ordEiπ
∗f1 21 47 235

ordEiπ
∗f2 42 94 483

se puede comprobar que xyf2 falla la cota C(E5,
62
210

) = 53 y pasa las cotas C(E9,
62
210

) =

114 yC(E15,
62
210

) = 576. Mientras que x62y4f1 pasa las cotasC(E5,
62
210

) = 53,C(E9,
62
210

) =

114 pero no pasa la cota C(E15,
62
210

) = 576.
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CAPÍTULO 4

APÉNDICES

1. Algoritmo

Sea C un germen de curva plana irreducible, con g pares de Newton {(pi, qi)}gi=1 y enlace

{(pi, αi)}gi=1.

1. Primero ordenamos los monomios de C[x, y] por los pesos w(x) = p1 y w(y) = α1.

Luego, por el teorema de Howald se tiene que los monomios M ∈ C[x, y] con peso

w(M) < p1α1−p1−α1 provocan los saltos w(M)+p1+α1

p1α1
∈ J(p1, α1) de C1 y los podemos

ordenar M1, M2,..., Ms, donde s = (p1−1)(α1−1)
2

. Estos monomios también provocan los

siguientes saltos de C

J(p1, α1, 0, ..., 0) ⊆
g−1⋃
j=1

pj+1−1⋃
lj=0

J(p1, α1, l1, ..., lg−1).

Recordando que el conductor de Γ1 = 〈p1, α1〉 es p1α1 − p1 − α1 tenemos que para todo

a, existe un monomio tal que w(m) = p1α1 − p1 − α1 + a.

2. Ahora ordenamos los monomios de C[u1, v1] por los pesos w1(u1) = p2 y w1(v1) = α2

y se tiene que los monomios con w1(u
r
1v
s
1) < p2α2 − p2 − α2 provocan los números de

salto w1(ur1v
s
1)+p2+α2

p2α2
∈ J(p2, α2) de C1

aux. Sin embargo la latiz de monomios

vp21 u1v
p2
1 u21v

p1
1 u31v

p2
1 · · · uα2

1 v
p2
1 · · ·

...
...

...
... . .

. ...

v21 u1v
2
1 u21v

2
1 u31v

2
1 · · · uα2

1 v
2
1 · · ·

v1 u1v1 u21v1 u31v1 · · · uα2
1 v1 · · ·

1 u1 u21 u31 · · · uα2
1 · · ·

se transforma en

m1f
p2
1 m2f

p2
1 m3f

p2
1 m4f

p2
1 · · · mα2f

p2
1 · · ·

...
...

...
... . .

. ...

m1f
2
1 m2f

2
1 m3f

2
1 m4f

2
1 · · · mα2f

2
1 · · ·

m1f1 m2f1 m3f1 m4f1 · · · mα2f1 · · ·
m1 m2 m3 m4 · · · mα2 · · ·
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donde mi es un monomio en C[x, y] con exponente de y menor que p1 y con peso

w(mi) = p1α1 − p1 − α1 + i. Ası́, la función responsable del salto ap2+tα2

p2α2
< 1, será

maf
t−1
1 . Estas funciones nos darán los números de salto de C

J(p2, α2, 0, ..., 0) ⊆
g−1⋃
j=2

pj+1−1⋃
lj=0

J(p2, α2, l2, ..., lg−1).

Con los monomios de C[u1, v1] ordenados a partir del órden w1 ordenamos monomios

generalizados de C[x, y, f1] en OC2,0.

Ahora tomando en cuenta que el conductor de Γ2 = 〈p2, α2〉 es p2α2−p2−α2 tendremos

que para todo a, existe un monomio m con w1(m) = p2α2 − p2 − α2 + a.

3. Como tercer paso se ordenan los monomios de C[u2, v2] por los pesos w2(u2) = p3,

w2(v2) = α3 y los monomios con peso w2(u
r
2v
s
2) < p3α3−p3−α3 provocan los números

de salto w2(ur2v
s
2)+p3+α3

p3α3
∈ J(p3, α3) de C2

aux pero ahora la latiz de monomios

vp32 u2v
p3
2 u22v

p3
2 u32v

p3
2 · · · uα3

2 v
p3
2 · · ·

...
...

...
... . .

. ...

v22 u2v
2
2 u22v

2
2 u32v

2
2 · · · uα3

2 v
2
2 · · ·

v2 u2v2 u22v2 u32v2 · · · uα3
2 v2 · · ·

1 u2 u22 u32 · · · uα3
2 · · ·

se transforma en

M1f
p3
2 M2f

p3
2 M3f

p3
2 M4f

p3
2 · · · Mα3f

p2
2 · · ·

...
...

...
... . .

. ...

M1f
2
2 M2f

2
2 M3f

2
2 M4f

2
2 · · · Mα3f

2
2 · · ·

M1f2 M2f2 M3f2 M4f2 · · · Mα3f2 · · ·
M1 M2 M3 M4 · · · Mα3 · · ·

donde Mi ∈ C[x, y, f1] corresponde a w1(u
r
1v
s
1) = p2α2 − p2 − α2 + i. Ahora estas

funciones provocarán los saltos

J(p3, α3, 0, ..., 0) ⊆
g−1⋃
j=3

pj+1−1⋃
lj=0

J(p3, α3, l3, ..., lg−1).

Ası́ procedemos recursivamente para cada Cj−1
aux .

Otro algoritmo consiste en lo siguiente:

• Por Howald tenemos que los números de salto de la primera raı́z aproximada C1 de C son

J(p1, α1) =

{
λ =

(r + 1)p1 + (s+ 1)α1

p1α1

< 1

}
.
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Dados los pesos w(x) = p1 y w(y) = α1 se tiene que un monomio m ∈ C[x, y] con

peso w(m) < p1α1 − p1 − α1 provoca el número de salto λ1 = w(m)+p1+α1

p1α1
∈ J(p1, α1).

Luego, por el Lema 3.1 se tiene que

λ2 :=
1

p2
(λ1 + l1) ,

con l1 ∈ {0, ..., p2 − 1} es un número de salto de C2 y

[mf l11 ] ∈ Kλ2(C2)
∗.

A su vez, por el Lema 3.6 se tiene que

λ3 :=
1

p3
(λ2 + l2) ,

con l2 ∈ {0, ..., p3 − 1} es un número de salto de C3 y

[mf l11 f
l2
2 ] ∈ Kλ3(C3)

∗.

Ası́, procediendo recursivamente se tendrá que

λ :=
1

pg

(
1

pg−1
· · ·
( 1

p2

(
λ1 + l1

)
+ l2

)
· · ·+ lg−1

)
∈ J(p1, α1, l1, ..., lg−1),

con li ∈ {0, ..., pi+1 − 1} es un número de salto de C y

[mf l11 · · · f
lg−1

g−1 ] ∈ Kλ(C)∗,

y estos números de salto serán contribuidos crı́ticamente (usando la terminologı́a de [ST]

y [Tuc]) por el primer divisor de ruptura Ev1 , es decir, la función sólo falla la cota

C(Ev1 , λ).

• En general, si λi ∈ J(pi, αi), con i ∈ {1, ..., g}, entonces λi es un número de salto de

Ci y de la curva no degenerada Ci−1
aux con único par (pi, αi), el cual es provocado por un

monomio m en las coordenadas (ui−1, vi−1) con peso wi−1(m) < piαi − pi − αi, donde

el peso wi−1 lo definimos por wi−1(ui−1) = pi y wi−1(vi−1) = αi, y

λi =
wi−1(m) + pi + αi

piαi
.

Usando el Lema 3.6 recursivamente tenemos que λi
ei
∈ J(pi, αi, 0, ..., 0) es un número de

salto de C y por el Teorema 3.1 tenemos que si m = u
ai+1−1
i−1 vt−1i−1 , el sistema S[i]

(
λi
ei

)
:

97





λi
ei
αiei−1 = piai+1 + αit,

pi−1αk−1 + ai+1 = pi−1ai + αi−1li−2,

· · · = · · · ,
p2α2 + a4 = p2a3 + α2l1,

p1α1 + a3 = p1a1 + α1a2.

tiene solución única pidiendo que ak+1 < pk y se tiene que el monomio m corresponde al

monomio generalizado

M = xa1−1ya2−1f l1−11 · · · f li−2−1
i−2 f t−1i−1 ,

el cuál provoca el salto λi
ei

debido a la cota C(Evi ,
λi
ei

).

Como en el inciso anterior usando recursivamente el Lema 3.6 podemos considerar los

números de salto de C de la forma

λ =
1

pg

(
1

pg−1
· · ·
( 1

pi+1

(
λi + li

)
+ li+1

)
· · ·+ lg−1

)
∈ J(pi, αi, li, ..., lg−1),

los cuales son contribuidos crı́ticamente por el divisor Evi y

[Mf lii · · · f
lg−1

g−1 ] ∈ Kλ(C)∗.

De esta manera encontramos los números de salto y las funciones que provocan los saltos

debidos a cada divisor de ruptura.

2. Tablas de Ejemplo

En este apéndice detallamos el calculo de los 390 ideales multiplicadores con números de salto

< 1 para la curva con tres pares caracterı́sticos del Ejemplo 2 de la Sección 4.

Interpretación de las filas y columnas de la siguiente Tabla:

• La primera y segunda columna corrresponden al numerador y denominador del número

de salto, que se escribe de manera decimal en la tercera columna.

• Las columnas cuarta, quinta y sexta dan la cota correspondiente para el primer, segundo

y tercer divisores de ruptura.

• Las columnas séptima, octava o novena dan una función que no pasa alguna de las co-

tas impuestas por el número de salto correspondiente a esa fila, pero sı́ todas las cotas

correspondientes a números de salto inferiores.

La función se escribe en la columna séptima, octava o novena dependiendo que la función

falle la cota del primer, segundo o tercer divisor de ruptura.
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En el caso de fallar en el primer divisor de ruptura el color de fondo de las celdas de esa

fila es azul, en el caso de fallar en el segundo divisor de ruptura el color de fondo de las

celdas de esa fila es verde y en el caso fallar en el tercer divisor de ruptura el color de

fondo de las celdas de esa fila es blanco.

• La útima columna muestra una terna que son los ordenes de anulación de la susodicha

función a lo largo de los divisores de ruptura.
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