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N en cohomoloǵıa evanescente

Tesis
que para obtener el grado de

Doctor en Ciencias
con orientación en
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Introducción

Sea f : (Cn+1, 0) → (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie con punto cŕıtico aislado en

0 ∈ Cn+1. Definimos los siguientes términos:

i) La bola de radio ε: Bε :=
{
z ∈ Cn+1

∣∣ ||z|| ≤ ε}.

ii) El disco de radio δ: S :=
{
t ∈ C

∣∣ |t| < δ
}

.

iii) X := Bε ∩ f−1(S).

iv) S′ := S \ 0

v) Las fibras Xt := f−1(t) ∩Bε, para cada t ∈ S′.

vi) La fibra singular X0 := f−1(0) ∩Bε.

vii) X ′ := X \X0

viii) La restricción f ′ := f : X ′ −→ S′.

Teorema (J.Milnor [39], AVG [16]). Existen constantes 0 < ε, δ << 1 tales que

1. X ′
f ′ // S′ es una fibración C∞ localmente trivial.

2. Xt tiene tipo de homotoṕıa de un bouquet de µ n-esferas.

3. Las fibras Xt son variedades complejas suaves (n− 1)-dimensionales con frontera regular.

La aplicación f : X −→ S con estas propiedades se llama la fibración de Milnor. La fibración f : X ′ −→

S′ define un fibrado vectorial en cohomoloǵıa H =
⋃
t∈S′

Hn(Xt,C), (inducido por las fibras no singulares

Xt, t ∈ S′):

H

f∗

��

Hn(Xt,C)

��
S′ t

(0.0.1)

iv



Introducción

el cual tiene rango µ := dimCH
n(Xt,C), el número de Milnor de la singularidad f . Consideramos la

gavilla de secciones holomorfasHn := H⊗CS′OS′ del fibrado H y denotamos por∇ su conexión(conexión

topológica de Gauss-Manin ) asociada, con ker∇ = H, cuya derivada covariante a lo largo del campo

vectorial d
dt será denotada por ∂t.

Consideremos lo siguiente:

1. El cubriente universal

S∞
u // S′

τ � // t = exp(2πiτ).

2. La fibra canónica de Milnor definida por el pullback

X∞ := X ′ ×S′ S∞

��

// X ′

f

��
S∞

u // S′

3. Las equivalencias de homotoṕıa

Xu(τ) ' (X∞)τ
� � // X∞. (0.0.2)

4. Los isomorfismos inducidos

Hn(X∞,C)
' // Hn

(
(X∞)τ ,C

) j∗τ
'

// H(Xu(τ),C).

5. La transformación de monodromı́a

M : Hn(X∞,C) −→ Hn(X∞,C)

con descomposición M = MsMu = MuMs es sus partes semi-simple y unipotente.

Con respecto a la parte semi-simple Ms, tenemos la descomposición en espacios propios generalizados

Hn(X∞,C) =
⊕
λ

Hλ ,

con Hλ := ker

(
Ms − λ : Hn(X∞,C) → Hn(X∞,C)

)
. Por el teorema de monodromı́a, los valores

propios son ráıces de la unidad, y el tamaño de los bloques de Jordan de M tienen tamaño a lo más

n+ 1× n+ 1; para el valor propio λ = 1, el tamaño de los bloques es a lo más n× n. Sea

N :=
− logMu

2πi
: Hn(X∞,C) −→ Hn(X∞,C)

la parte nilpotente de la transformación de monodromı́a. El teorema de monodromı́a implica también

que el operador N es nilpotente. Más aún:

v



Introducción

1. El operador N tiene grado de nilpotencia menor o igual a n+ 1, i.e. Nn+1 ≡ 0.

2. La restricción N∣∣Hn(X∞,C)1
tiene grado de nilpotencia menor o igual que n, i.e. Nn∣∣Hn(X∞,C)1

≡ 0.

Proposición (Hertling [11]). Existe una forma bilineal (inducida por la forma de intersección en Homo-

loǵıa Hn(X∞,C))

S : Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C) −→ C (0.0.3)

la cual satisface las siguientes propiedades:

i) Es no-degenerada e invariante bajo la acción de la transformación de monodromı́a.

ii) Es (−1)n-simétrica en el espacio Hn(X∞,C) 6=1.

iii) Es (−1)n+1-simétrica en el espacio Hn(X∞,C)1.

iv) La descomposición

Hn(X∞,C) = H1 ⊕H−1

⊕
Im(λ)>0

(
Hλ ⊕Hλ

)
es una descomposición ortogonal con respecto al apareamiento S.

Para cada α ∈ (−1, 0] y cada entero k ≥ 0, definimos operadores Lkα : Hλα → Hλα :

L0
α := id,

y

Lkα :=

k∏
j=1

(α+ j +N)∀k ≥ 1.

El espacio de cohomoloǵıa Hn(X∞,C) se puede identificar con la gavilla de secciones holomorfas

Hn de tal manera que para A ∈ Hn(X∞,C) se tiene que A(t) ∈ Hn(Xt,C). Ahora bien, sea A ∈ Hλ y

α ∈ Q tales que e−2πiα = λ. Entonces se tiene que

s(A,α)(t) = tα · tNA(t),

con tN := exp
(

log t · N
)
A(t), es una sección holomorfa monovaluada de H, ya que lo multivaluado

de la sección plana A(t) se cancela con tN ; observamos que tN es un polinomio en log t, ya que N es

nilpotente. Por otra parte, existen isomorfismos

Hλα

ψα // Cα ⊂ G0

A � // ψα(A) := s(A,α)0

con Cα = ker(t∂t − β · id)n+1, donde

vi



Introducción

• G0 es el C{t}[t−1]-espacio vectorial µ-dimensional, generado por el conjunto de gérmenes{
s(A,α)0 ∈ (i∗Hn)0 : λα = exp(−2πiα) es valor propio de M

}
de secciones s(A,α)(t).

• i : S′ −→ S es el mapeo inclusión y µ el número de Milnor de la singularidad f .

• ∂t : (i∗Hn)0 −→ (i∗Hn)0 es el operador extensión inducido por la derivada covariante de la

conexión de Gauss-Manin.

En G0 tenemos los operadores

• Multiplicación por t: Cα
t // Cα+1 , el cual es un isomorfismo para cada α.

• El operador inducido Cα
∂t // Cα−1 , el cual es un isomorfismo siempre que α 6= 0.

Los isomorfismos ψα guardan una relación con el endomorfismo N de acuerdo con el diagrama conmu-

tativo:

Hλα

ψα

��

N // Hλα

ψα

��
Cα

t∂t−α·id // Cα.

Equivalentemente,

t∂t − α · id =
(
ψα ◦N ◦ ψ−1

α

)
.

Obtenemos por tanto, un operador nilpotente en cada espacio Cα:

Ñα :=
(
ψα ◦N ◦ ψ−1

α

)
: Cα −→ Cα.

Los espacios Cα inducen la llamada V•-filtración
(
Vα
)
α∈Q ⊂ G0, en la cual,

i) Vα =
⊕

α≤β<α+1

C{t}Cβ

ii) V>α =
⊕

α<β≤α+1

C{t}Cβ

iii)
Vα

V>α
' Cα

Observamos que se tienen los operadores inducidos:

1. La multiplicación por t, V>−1 t // V>0 , el cual es un isomorfismo.

2. La derivada covariante V>−1 ∂t // V>−2 , cuya restricción V>0 ∂t // V>−1 es biyectivo.

3. El operador nilpotente inducido por N , V>−1 Ñ // V>−1 con Ñ|Cα = Ñα.
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Consideremos ahora el anillo de operadores micro-diferenciales con coeficientes constantes

R := C

{{
∂−1
t

}}
=

{ ∞∑
j=0

aj∂
−j
t

∣∣∣∣ ∞∑
j=0

ajt
j ∈ C{t}

}
.

Lema (Hertling [11]).

a) C{t}Cα es un R-módulo de rango dimCCα para α /∈ Z<0.

b)Vα, V>α son R-módulos libres de rango µ.

Denotaremos por H′′0 :=
Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ dΩn−1
Cn+1,0

la ret́ıcula de Brieskorn. Definimos el mapeo

s : Ωn+1
Cn+1,0

// Hn

ω � //
(
s[ω] : t � //

[
LerayRes

(
ω

f − t

)]
∈ Hn(Xt,C)

)
,

(0.0.4)

inducido por el residuo de Leray LerayRes

(
ω

f − t

)
:=

[
ω

df

∣∣∣∣
Xt

]
.

El siguiente teorema es una herramienta fundamental, del cual nosotros hemos hecho uso para

nuestros resultados.

Teorema(Varchenko [17, 22, 24]). Para ω ∈ Ωn+1
X,0 , se tiene una descomposición

s[ω](t) =
∑
α>−1

s(Aωα, α),

para cada t ∈ S′.

Para ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

, definimos el orden de ω como α(ω) := mı́n
{
α | s(Aωα, α) 6= 0

}
. Se tiene el mapeo

inducido en gérmenes,

s : Ωn+1
Cn+1,0

// G0

ω � // s[ω]0,

donde, s[ω]0 es el germen en 0 ∈ C de la sección s[ω](t), para cada t ∈ S′; el kernel de este mapeo

es el espacio df ∧ dΩn−1
Cn+1,0

. La imagen de este mapeo es llamada la ret́ıcula micro-diferencial de

Brieskorn y es denotada por H ′′0 . Observamos que se tiene un isomorfismo

H′′0
s
'

// H ′′0 .

Proposición (Brieskorn [37], Malgrange [33], Hertling [11]). Se satisfacen las siguientes propiedades
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i) Vn−1 ⊂ H ′′0 ⊂ V>−1

iii) t ·H ′′0 ⊂ H ′′0

iv) H ′′0 es un C{t}-módulo libre de rango µ.

v) ∂−1
t ·H ′′0 ⊂ H ′′0

vi) H ′′0 es un R-módulo libre de rango µ.

Un resultado de gran importancia que también hemos usado en los resultados de esta tesis es el

siguiente:

Proposición(Brieskorn [37]). Para cada η ∈ Ωn
Cn+1,0 se satisface la ecuación

s[dη]0 = ∂ts[df ∧ η]0.

En particular, para cada ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

, existe η tal que dη = ω y s[ω]0 = ∂ts[df ∧ η]0.

Tenemos los siguientes ingredientes:

• El apareamiento en cohomoloǵıa, S : Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C) −→ C.

• Los isomorfismos en cada espacio propio, ψα : Hn(X∞,C)e−2πiα −→ Cα.

• La estructura de R-módulo del espacio V>−1.

Estos datos permiten definir apareamientos

PS : R · Cα ×R · Cβ // R · ∂−1
t ,

para cada −1 < α, β ≤ 0, lo cual determina un apareamiento

PS :=
∑
P

(−j)
S (•, •) : V>−1 × V>−1 // R · ∂−1

t ,

tal que P
(−j)
S (•, •) es la parte en C · ∂−jt de PS(•, •). El apareamiento PS es llamado el apareamiento de

orden superior de K. Saito.

Ahora bien, sean (z0, z1, . . . , zn) coordenadas holomorfas de Cn+1, centradas en 0 ∈ Cn+1; sea tam-

bién OCn+1,0 el espacio de gérmenes de funciones holomorfas en 0 ∈ Cn+1, y dz := dz0 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

Definimos la función lineal

L : OCn+1,0
// C

g � // L(g)

con

L(g) :=

(
1

2πi

)n+1 ∫
Γε

(
g(z)∏n
j=0

∂f
∂zj

dz

)
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donde

Γε =

{
z ∈ Cn+1 : |fj(z)| = ε , 0 ≤ i ≤ n

}
es un (n+ 1) ciclo real (con ε suficientemente pequeño) orientado de tal manera que

d(arg f0) ∧ d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fn) ≥ 0.

Sea Jf :=

(
∂f

∂z0
, . . . ,

∂f

∂zn

)
⊂ OCn+1,0 el ideal jacobiano de f . Entonces para cada g ∈ Jf se tiene que

L(g) = 0, lo cual permite definir el apareamiento de Grothendieck

Ωf × Ωf
resf,0 // C

([ω1], [ω2]) � // L(g1g2)

donde:

• Ωf :=
Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ Ωn
Cn+1,0

con Ωn+1
Cn+1,0

el espacio de gérmenes de (n+ 1)-formas holomorfas en 0 ∈ Cn+1.

• Las clases [ω1], [ω2] ∈ Ωf tienen representantes ω1 = g1 dz, ω2 = g2 dz, respectivamente.

Teorema de dualidad local (A. Grothendieck). El apareamiento resf,0
(
•, •
)

es no degenerado.

En [17], A. Varchenko establece una fórmula que conecta el apareamiento de Grothendieck resf,0(•, •)

con la forma de intersección en cohomoloǵıa evanescente. Recientemente, C. Hertling en [11], ha puesto

algunos de los resultados de A. Varchenko en un lenguaje más cómodo y sofisticado. Los resultados de

C. Hertling están basados en trabajos de M. Saito [15], los cuales usan el concepto de apareamiento

de orden superior de K. Saito en la ret́ıcula de Brieskorn; el siguiente teorema muestra el teorema de

Varchenko en el nuevo lenguaje.

Teorema(A. Varchenko[17], M. Saito[15], C. Hertling[11])

i) La restricción del residuo superior de Saito PS a la ret́ıcula microdiferencial de Brieskorn

toma valores en R · ∂−n−1
t . Esto es,

PS(H ′′0 , H
′′
0 ) ⊂ R · ∂−n−1

t .

Consecuentemente, para 1 ≤ l ≤ n, se tiene la igualdad

P
(−l)
S (H ′′0 , H

′′
0 ) = 0.

ii) Para cada ω, η ∈ Ωn+1
Cn+1,0

, se tiene que

P
(−n−1)
S (s[ω]0, s[η]0) = resf,0(ω, η) · ∂−n−1

t .
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Consideremos el álgebra jacobiana(con respecto a f), la cual esta definida como el espacio cociente

Af :=
OCn+1,0

Jf
,

con dimCAf = µ. Entonces tenemos la siguiente información:

• El isomorfismo canónico:

Af
' // Ωf

g � // gdz

• El operador de multiplicación por f

Af
{f} // Af

g � // f · g

se comporta bien bajo este isomorfismo.

• El operador {f} es nilpotente, ya que fn+1 ∈ Jf .

• El mapeo dado por Ec. 0.0.4 induce un isomorfismo:

Ωf ' H ′′0
∂−1
t H ′′0

(0.0.5)

Observamos finalmente que las tripletas(
Hn(X∞,C), N,S(•, •)

)
y (

Ωf , {f}, resf,0(•, •)
)

comparten las siguientes propiedades:

1. Como C- espacios vectoriales, dimCH
n(X∞,C) = µ = dimC Ωf .

2. Los operadores N y {f} son nilpotentes, más aún, Nn+1 = 0 y {f}n+1 = 0.

3. Los apareamientos S(•, •), resf,0(•, •) son no-degenerados.

4. El apareamiento resf,0(•, •) es simétrico, mientras que S(•, •) es (−1)n-simétrico en Hn(X∞,C)6=1

y (−1)n+1-simétrico en H1.

El objetivo de esta tesis es resolver lo siguiente:

¿Qué relación existe entre el apareamiento(con descripción algebraica)

resf,0

(
f •, •

)
: Ωf × Ωf −→ C
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y el apareamiento(con interpretación geométrica)

S
(
N •, •

)
: Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C) −→ C,

inducido por el producto cup en cohomoloǵıa evanescente?.

Antes de enunciar los resultados originales de esta tesis, describiremos el marco de nuestra respuesta

a tal cuestión. Consideremos la filtración de Hodge F • ⊂ Hn(X∞,C) (versión de J. Steenbrink [19])

definida como sigue:

1. Para cada −1 < α ≤ 0,

GrαVH
′′
0 :=

Vα ∩H ′′0 + V>α

V>α
⊂ Cα.

2. Para cada −1 < α ≤ 0,

F pCα := ∂n−pt Grα+n−p
V H ′′0 .

3. F pHn
λα := ψ−1

α

(
F pCα

)
con λα := exp(−2πiα).

4. Finalmente, F pHn(X∞,C) :=
⊕
λα

F pHn
λα .

Definimos Hn(X∞,C) 6=1 :=
⊕
λ 6=1

Hn(X∞,C)λ.

Por otra parte, el operador nilpotente N define filtraciones crecientes W 6=1
• ⊂ Hn(X∞,C) 6=1 y W 1

• ⊂

Hn(X∞,C)1 (definidas sobre Q),( ver por ejemplo [17] [22] y [34]) determinadas por las condiciones:

a) N(W 6=1
j ) ⊂W 6=1

j−2 para cada j ≥ 2.

b) N(W 1
j ) ⊂W 1

j−2 para cada j ≥ 2.

c) Los mapeos inducidos

GrW
1

n+1+l
N l
// GrW

1

n+1−l,

GrW
6=1

n+l
N l

// GrW
6=1

n−l

son isomorfismos para cada l ≥ 0.

Se tiene por tanto una filtración por peso W• ⊂ Hn(X∞,C) definida de la siguiente manera

W• := W 1
• [−n− 1]Hn(X∞,Q)1

⊕
W 6=1
• [−n]Hn(X∞,Q) 6=1,

donde el ı́ndice esta dado por

W•[l] := W•+l
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con l = −n o bien l = −(n+ 1).

Las filtraciones F •, W• son invariantes con respecto a Ms, la parte semi-simple de la monodromı́a.

Teorema (C. Hertling) [11]:

i) La tripleta

(
Hn(X∞,C) 6=1, F

•Hn(X∞,C)6=1,W
6=1
• [n]

)
define una Estructura de Hodge Mixta Pola-

rizada1(PMHS) de peso n, con respecto al apareamiento S de Ec. 0.0.3.

ii) Asimismo, con respecto a S, la tripleta

(
Hn(X∞,C)1, F

•Hn(X∞,C)1,W
1
• [n+ 1]

)
define una Es-

tructura de Hodge Mixta Polarizada de peso n+ 1.

iii) Sea H el espacio Hn(X∞,C)6=1 o bien el espacio Hn(X∞,C)1. Existe una descomposición (descom-

posición de Deligne, ver [18]) mutua de las filtraciones F • y W•:

Wl =
⊕
k≤l

⊕
p

Ip,k−p, y

F p =
⊕
l

⊕
p≤q

Iq,l−q. (0.0.6)

tal que:

• N satisface la condición:

N(Ip,q) ⊂ Ip−1,q−1

para cada p, q.

• S(Ip,q, Ir,s) = 0 para (r, s) 6= (m− p,m− q).

• Ip,q = ⊕j≥0N
jIp+j,q+j0 .

• S(N iIp,q0 , N jIr,s0 ) = 0 para (r, s, i+ j) 6= (q, p, p+ q −m).

con m = n o m = n+ 1.

Una implicación trascendente de este teorema radica en la construcción de una C-base (con condiciones

de ortogonalidad heredadas de S) {wi}1≤i≤µ para la cohomoloǵıa Hn(X∞,C); esta base, induce de

manera no trivial una C-base {s̃i}1≤i≤µ en el espacio
H ′′0

∂−1
t H ′′0

. Las propiedades que poseen estas bases

serán reflejadas como veremos en breve en el Corolario 7.4.2.

Consideramos ahora la filtración de Hodge asintótica (versión A. Varchenko [22]) definida por:

• Para −1 ≤ α ≤ 0, F̃ pCα := t−(n−p) ·Grα+n−p
V H ′′0 .

1ver Definición 4.3.3
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• Para −1 ≤ α ≤ 0 con λα := exp(−2πiα),

F̃ pHn
λα := ψ−1

α+(n−p)

(
Grα+n−p
V H ′′0

)
= ψ−1

α ◦ t−(n−p) ·Grα+n−p
V H ′′0

= ψ−1
α

(
F̃ pCα

)
. (0.0.7)

• Finalmente, F̃ pHn(X∞,C) :=
⊕
λα

F̃ pHn
λα .

La relación entre la filtración de Hodge de J. Steenbrink y la de A. Varchenko se ve en el siguiente

resultado:

Lema. [3, Pág., 115]

i) Fn+1 = F̃n+1 = 0.

ii) Para p tal que n− p ≥ 0 se satisface la siguiente ecuación:

F pHn(X∞,C)λα = Ln−pα

(
F̃ pHn(X∞,C)λα

)
,

con λ = exp(−2πiα) y −1 < α ≤ 0.

A partir del isomorfismo 0.0.5 podemos graduar a Ωf con respecto a la V•-filtración, de tal manera que

tenemos un isomorfismo de espacios graduados

Ωf '
⊕

−1<β<n

GrβVΩf '
⊕

−1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

' H ′′0
∂−1
t H ′′0

.

El siguiente resultado establece una relación entre los operadores {f} y N .

Teorema(A. Varchenko [24, Teorema 2. Pág., 251]). El operador de multiplicación por f ,

{f} :
⊕

−1<β<n

GrβVΩf −→
⊕

−1<β<n

GrβVΩf

posee la misma forma canónica de Jordan que el endomorfismo N .

La demostración de este teorema, proporcionada por Varchenko, esta basada en la Estructura de Hodge

Mixta Asintótica (F̃ •,W•) para Hn(X∞,C). El argumento principal para demostrar este resultado fue

considerar el operador inducido en el graduado respecto a la filtración por peso

GrWl
GrWN // GrWl−2

(u) � // (Nu)

donde (u), (Nu) denotan las clases en los graduados de los elementos u ∈ Wl y Nu ∈ Wl−2, respec-

tivamente. Además consideró el hecho de que los operadores GrWN y N poseen la misma forma de
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Jordan. Por tanto, concluye la demostración estableciendo el resultado en el graduado GrW =
⊕

lGr
W
l .

Observamos que considerar la filtración F̃ • implica usar el operador t = (β∂−1
t + Ñβ∂

−1
t ); de modo que

al tomar el graduado GrW , Varchenko se deshace de la acción del operador N .

Por otra parte, tiempo después, J. Scherk y J. Steenbrink[19, Sección 7.1. Pág., 656] proporcionarón

una demostración sin usar el graduado respecto a la filtración por peso. Su argumento se basa en observar

que para cada −1 < α ≤ 0 y n− p ≥ 0, el siguiente diagrama es conmutativo:

Gr
α+(n−p)
V Ωf

s'

��

f // Gr
α+(n−p)+1
V Ωf

s'

��

Gr
α+(n−p)
V H ′′0

Gr
α+(n−p)
V ∂−1

t H ′′0

'∂n−pt

��

t // Gr
α+(n−p)+1
V H ′′0

Gr
α+(n−p)+1
V ∂−1

t H ′′0

'∂n−p+1
t

��
GrpF •Cα

t∂t // Grp−1
F • Cα

como también el hecho de que GrF •N : GrF •H
n(X∞,C) −→ GrF •H

n(X∞,C) posee la misma forma de

Jordan que el operador N . Por tanto, esta demostración usa sólo la filtración de Hodge (de J. Steenbrink)

definida a partir de la ret́ıcula de Brieskorn mediante el operador ∂t = t−1(β+Ñβ), sin cancelar la acción

de N . En virtud de esta demostración, el trabajo de esta tesis propone una respuesta positiva al pro-

blema planteado anteriormente, utilizando la filtración de Steenbrink F • y no la de Varchenko; en otras

palabras, esta elección de la filtración de Hodge nos permite hacer uso de la 2PMHS en Hn(X∞,C) y la

descomposición de Deligne asociada, para establecer una relación entre los apareamientos resf,0(f•, •)

y S(N•, •), como puede verse en el Teorema 7.4.1 y el Corolario 7.4.2.

Ahora enunciamos los resultados originales que hemos obtenido:

Proposición 7.1.1(Lema Principal): Supongamos que ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

y η ∈ Ωn
Cn+1,0 son tales que

dη = ω. Sea también α(ω) ∈ Q el orden de ω tal que λα(ω) = exp(−2πiα(ω)). Entonces

s[f · ω]0 − (α(ω) + 1)s[df ∧ η]0 = ∂−1
t · Ñs[ω]0 +

[ ∑
β>−1

∂−1
t (β − α(ω))s(Aωβ , β)

]
0
,

donde s[ω](t) =
∑
β>−1

s(Aωβ , β).

2ver Definición 4.4.6
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Corolario 7.1.1: Supongamos válidas las condiciones de la Proposición 7.1.1. Entonces

s[f · ω]0 ≡ ∂−1
t · Ñs[ω]0 +

[ ∑
β>−1

∂−1
t (β − α(ω))s(Aωβ , β)

]
0

(mód ∂−1
t H ′′0 ).

Proposición 7.1.2: Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

con expansiones en V>−1:

s[ω1]0 =
[ ∑
−1<α1

s(Aω1
α1
, α1)

]
0

y s[ω2]0 =
[ ∑
−1<α2

s(Aω2
α2
, α2)

]
0
. (0.0.8)

Entonces, módulo ∂−1
t H ′′0 , se tiene la equivalencia

PS
(
s[f · ω1]0 , s[ω2]0

)
≡

∑
−1<α1,α2<n

(−1)k2 · cn,l ·

{
S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}
· ∂−k1−k2−l−1

t ,

con α1 − k1, α2 − k2 ∈ (−1, 0] y 0 ≤ k1, k2 ≤ n− 1; las contantes

cn,l =


(

1
2πi

)n
si l = 1(

1
2πi

)n+1
si l = 2,

dependen de α1, α2, de acuerdo con la Definición 5.2.1 de PS .

Teorema 7.1.2: Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

con expansiones como en Ec. 0.0.8. Entonces,

resf,0
(
f · ω1, ω2

)
=

∑
−1<α1,α2<n

−k1−k2−l−1=−n−1

(−1)k2 · cn,l ·

{
S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}
.

El siguiente Teorema es el resultado principal de esta tesis, el cual refina el Teorema 7.1.2.

Teorema 7.4.1: Consideremos la Estructura de Hodge Mixta Polarizada en Hn(X∞,C) 6=1 y

Hn(X∞,C)1, con respecto a la filtración de Hodge F •, respectivamente. Se satisfacen las siguientes

afirmaciones:
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i) Existe una C-base {wk}1≤k≤µ para Hn(X∞,C), la cual induce una C-base
{
s̃i
}

1≤i≤µ para

⊕
−1<β≤n

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

' H ′′0
∂−1
t H ′′0

ii) Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

.Con respecto al inciso i) consideramos expansiones

s[ω1]0 ≡
µ∑
i=1

ai s̃i y s[ω2]0 ≡
µ∑
j=1

bj s̃j (mód ∂−1
t H ′′0 )

Entonces,

resf,0

(
f ω1, ω2

)
=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj)

donde:

• lj es el nivel de s̃j de acuerdo con la Definición 5.1.4.

• Los lij toman únicamente el valor 1 o bien 2, de acuerdo con la Definición 5.2.1.

• Las constantes cn,lij son tales que:

cn,lij =



(
1

2πi

)n
si lij = 1

(
1

2πi

)n+1

si lij = 2

Teorema 7.4.2 :

Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

i) Para i = 1, . . . , µ, existen formas diferenciales ω̃i ∈ Ωn+1
Cn+1,0

, las cuales se proyectan en una

base para Ωf , elementos de la cual también se denotarán por ω̃i.

ii) Para cada i, j ∈ {1, . . . , µ} se tiene que

a)

resf,0

(
ω̃i, ω̃j

)
= (−1)ljcn,lij · S

(
wi, wj

)
b)

resf,0

(
f · ω̃i, ω̃j

)
= (−1)ljcn,lij · S

(
Nwi, wj

)
donde w = (wi)1≤i≤µ es la C-base para Hn(X∞,C) del Teorema 7.4.1.
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iii) Definimos la matriz Q :=

(
Qij

)
: Cµ −→ Cµ con Qij = resf,0

(
ω̃i, ω̃j

)
. Denótese por [N ]

la w-matriz del operador N . Entonces, la matriz asociada al apareamiento resf,0
(
f•, •

)
con

respecto a la base (ω̃i)1≤i≤µ esta dada por el producto de matrices:(
resf,0(fω̃i, ω̃j)

)
= [N ]T ·Q,

donde [N ]T es la matriz transpuesta de [N ].

iv) Existen una involución κ : {1, . . . , µ} → {1, . . . , µ}, y una aplicación ν : {1, . . . , µ} →

{1, . . . , µ, µ+ 1}, tales que:

resf,0

(
ω̃i, ω̃j

)
= δκ(i)j

resf,0

(
f · ω̃i, ω̃j

)
= δκ◦ν(i)j ,

para cada i, j ∈ {1, . . . , µ}; δij denota la delta de Kronecker.

Los Teoremas 7.4.1 y 7.1.2, y el Teorema 7.4.2 resuelven el problema planteado.

Esta tesis esta distribuida en 7 caṕıtulos y 4 apéndices.

El Caṕıtulo 1 posee el material que describe la conexión meromorfa de Gauss-Manin asociada a una

singularidad aislada de hipersuperficie f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0), en este apartado, usamos las referencias

[37], [13], [6],[20] y [39].

En el Caṕıtulo 2 se desarrollan los conceptos de residuo de Leray y residuo de Grothendieck para una

singularidad aislada de hipersuperficie f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0); también se presenta el Teorema 2.1.1

(del residuo de Leray), y el Teorema 2.3.1 (de dualidad local) para el apareamiento de Grothendieck

resf,0(•, •), para este tema tomamos en cuenta las referencias [40], [28] y [4].

En el Caṕıtulo 3 hacemos una descripción de la filtración de Hodge ĺımite en el sentido de W.

Schmid [34].

En el Caṕıtulo 4 nos basamos en [11], [3, Sec. 10.5, pág.,183] y [18] para presentar el concepto de

Estructura de Hodge Mixta Polarizada (PMHS) y la descomposición de Deligne asociada; asimismo,

establecemos el Teorema 4.4.7 ([11, Teorema 3.5. Pág., 14]) referente a la PMHS para una singularidad

aislada de hipersuperficie f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0).

En el Caṕıtulo 5 definimos el apareamiento de orden superior de K. Saito PS , usando la V•-filtración

asociada a la conexión de Gauss Manin (local); también presentaremos el Teorema 5.4.1 [11, Proposi-

ción 4.4. Pág., 18] que establece una relación entre el apareamiento de Grothendieck resf,0(•, •) y el

apareamiento superior de K. Saito PS , una muy buena referencia es [3, Sec. 10.6].
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El Caṕıtulo 6 contiene una descripción (modificada) de la Estructura de Hodge Mixta(MHS) pa-

ra una singularidad aislada de hipersuperficie (considerando la filtración de J. Steenbrink [19]); en

este caṕıtulo, también definimos el espectro, sp(f), para la singularidad f ; las referencias usadas

son [10], [22] [17], [26], [19] y [15].

El Caṕıtulo 7 esta dedicado para demostrar los resultados originales dados por: Proposición 7.1.1,

Corolario 7.1.1, Proposición 7.1.2, Teorema 7.1.2, Teorema 7.4.1, Teorema 7.4.2.

El Apéndice A se dedica para explicar la noción de Cohomoloǵıa de De Rham relativa.

En el Apéndice B damos la definición de operadores micro-diferenciales con coeficientes constantes.

En el Apéndice C probamos un resultado elemental de álgebra lineal que es esencial para la formu-

lación del Teorema 7.4.2.

Finalmente, el Apéndice D contiene un ejemplo sustancial, el cual reúne las ideas que describen los

teoremas 7.4.1 y 7.4.2; para esto hacemos uso del sistema computacional de álgebra SINGULAR [6, 5].
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Capı́tulo 1
Fibración de Milnor y Conexión

meromorfa de Gauss-Manin

1.1. Conexiones

1.1.1. Definición usual de conexión

En cada uno de los resultados que se presentarán en esta sección S ⊂ Cn denotará una vecindad

compleja adecuada del punto 0.

Definición 1.1.1. Sea E una gavilla casi-coherente de OS-módulos. Una conexión en E es un homo-

morfismo C-lineal

∇ : E → Ω1
S ⊗OS E := Ω1

S(E)

el cual satisface la identidad de Leibnitz

∇(gs) = dg ⊗ s+ g∇s

donde g y s son secciones locales de las gavillas OS y E respectivamente. El homomorfismo ∇ es llamado

diferenciación covariante.

Definición 1.1.2. Sean w un campo vectorial en S, es decir, una sección de la gavilla ΘS := HomOS (Ω1
S ,OS).

Sea también s una sección de la gavilla E. La derivada covariante de s a lo largo de w está definida

por

∇w(s) = 〈∇s, w〉

1



1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

donde 〈, 〉 es inducido por el apareamiento

Ω1
S ×ΘS → OS

Nota 1.1.1. Se tiene que ∇w define on C-homomorfismo lineal

∇w : E → E

el cual cumple la identidad de Leibnitz dada por

∇w(gs) = w(g)s+ g∇w(s)

Para tener una descripción más de una conexión en la gavilla casi-coherente E , basta considerar la

nota anterior para tener la conexión como un O-homomorfismo lineal:

DerC = (ΘS)→ EndC(E) , w 7→ ∇w

donde ∇w satisface la identidad de Leibnitz.

Nota 1.1.2. Si dimS = 1 y w = d
dt define una base para los campos vectoriales en S, entonces

proporcionar una conexión en E es equivalente a proporcionar un operador D := ∇w : E → E que

satisface la identidad de Leibnitz.

1.1.2. Sistemas locales y conexiones

Proposición 1.1.1. Sean E un sistema local en una variedad compleja S. Supóngase además que la

gavilla de secciones holomorfas de E, E := OS ⊗C E, es localmente libre de rango µ . Entonces existe

una conexión canónica ∇ en E para la cual la gavilla de secciones horizontales coincide con E, es decir,

ker∇ = E.

Demostración. Basta definir ∇ de tal manera que ∇(gs) = dg ⊗ s para g y s secciones de OS y E ,

respectivamente.

Rećıprocamente,

Teorema 1.1.1. Sea S una variedad compleja y E una gavilla localmente libre de rango µ sobre S. Sea

también ∇ una conexión en E . Sea E = ker∇, esto es, E = {s ∈ E : ∇(s) = 0}. En estas condiciones

se tiene que si ∇ es integrable, entonces E es un sistema local en S y se cumple que E = OS ⊗C E.

Demostración. Para una demostración de éste teorema ver [35].

2



1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

1.1.3. Conexiones meromorfas

Sean O = OS,0 = C{t} y A = O(t) = O[t−1] el campo de gérmenes de funciones meromorfas en el

punto 0 ∈ S ⊂ C, más aún, A es el campo de fracciones del anillo O. Sea también M = ⊕µ0Aej un

espacio vectorial sobre A, con dimAM = µ.

Definición 1.1.3. Una conexión meromorfa en M es un mapeo C-lineal

∇ :M→ Ω1
S,0 ⊗OS,0M

tal que el mapeo

D = ∇ d
dt

:M→M

satisface la identidad de Leibnitz

D(gm) =
dg

dt
m+ gD(m)

Nota 1.1.3. Se tiene que D esta determinada por una matriz Γ(t) = (Γij(t)) respecto a la base e1, · · · , eµ

del A-espacio vectorial M, es decir, D(ej) =
∑µ

i=1 Γij(t)ei. Asimismo, la condición de horizontalidad

s = ey ∈ kerD esta dada por un sistema de ecuaciones diferenciales lineales

y′ = −Γ(t)y

el cual posee una singularidad en el punto 0 ∈ S, y las funciones componente Γij(t) son funciones

meromorfas.

1.1.3.1. Conexión meromorfa asociada a un par (E,F )

Definición 1.1.4. Sean E,F OS,0-módulos tales que E ⊂ F . Supongamos además que D : E −→ F es

un mapeo C-lineal, el cual satisface la regla de Leibnitz

D(gv) =
dg

dt
v + gD(v),

para cada v ∈ E y g ∈ OS,0. Entonces (D,E, F ) es llamada la conexión asociada al par (E,F ).

Lema 1.1.1 (B. Malgrange [33]). Sea (D,E, F ) es una conexión del par (E,F ). Supóngase que E,F

poseen rango finito sobre OS,0, y que el cociente
F

E
, es libre de torsión (o bien, de rango finito sobre C).

Entonces

i) Se satisface la igualdad

E ⊗OS,0 A = F ⊗OS,0 A.

3



1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

ii) Se tiene definida una conexión meromorfa

D :M // Ω1
S,0 ⊗OS,0M ,

con M := F ⊗OS,0 A.

Demostración. Para una demostración ver [33, pág.,408].

Definición 1.1.5. Sea M un espacio vectorial sobre un campo A tal que dimAM = µ <∞. Supóngase

que E ⊂M es un OS,0-submódulo de rango µ, es decir, E es un OS,0-submódulo finitamente generado

tal que

AE =M

Con estas hipótesis se dice que E es una ret́ıcula en el espacio vectorial M.

1.2. Fibración de Milnor

Sea f : (Cn+1, 0)→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie.

Notación. Definimos lo siguiente:

i) La bola de radio ε: Bε :=
{
z ∈ Cn+1

∣∣ ||z|| ≤ ε}.

ii) El disco de radio δ: S :=
{
t ∈ C

∣∣ |t| < δ
}

.

iii) X := Bε ∩ f−1(S).

iv) S′ := S \ 0

v) Las fibras Xt := f−1(t) ∩Bε, para cada t ∈ S′.

vi) La fibra singular X0 := f−1(0) ∩Bε.

vii) X ′ := X \X0

viii) La restricción f ′ := f : X ′ −→ S′.

Definición 1.2.1. Definimos el número de Milnor de f como

µ := dimC
OCn+1,0(
f0, . . . , fn

) <∞
donde fj =

∂f

∂zj
respecto a un sistema de coordenadas complejas (z0, . . . , zn) de (Cn+1, 0).

Proposición 1.2.1. Existen constantes 0 < ε, δ << 1 tales que :
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1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

i) f : X ′ → S′ es una fibración C∞ localmente trivial.

ii) Las fibras Xt tienen tipo de homotoṕıa de un bouquet de µ n-esferas.

iii) Las fibras Xt son variedades complejas (n− 1)-dimensionales con frontera regular.

Demostración. Para una demostración de i) véase [20]. Aśı mismo, para una demostración de ii) ver

[39]. Para una demostración de iii) ver [16].

Definición 1.2.2. La aplicación f : X −→ S que satisface la Proposición 1.2.1 la llamaremos la

fibración de Milnor.

De la Proposición 1.2.1 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.1. Sea f : X −→ S la fibración de Milnor de una singularidad aislada f. Tenemos las

siguientes afirmaciones:

1. La cohomoloǵıa reducida de las fibras Xt esta dada por el isomorfismo inducido

H̃k(Xt)
∼−→ δk,nZµ,

con δk,n el śımbolo de Kronecker.

2. Los espacios de cohomoloǵıa H(U) := Hn(XU ) con XU := f−1(U), con U ⊂ S′, forman una

Z-gavilla localmente libre de rango µ.

3. El espacio H := H ⊗Z C es un sistema local complejo de dimensión µ.

4. La gavilla de secciones holomorfas de H,

H := H ⊗C OS′ ,

es una OS′-gavilla de rango µ.

5. Existe una conexión definida de manera natural, (Conexión de Gauss Manin)

∇ : H −→ H⊗OS′ Ω1
S′ ,

la cual es plana, y cuya gavilla de secciones planas esta dada por ker(∇) = H.
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1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

1.3. Conexión de Gauss-Manin de una singularidad aislada de

hipersuperficie

Sea f : (Cn+1, 0) → (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie con fibración de Milnor

f : X −→ S.

1.3.1. Ret́ıculas de Brieskorn

En esta sección definiremos las ret́ıculas de Brieskorn siguiendo [37].

Consideremos el sistema local definido sobre S′:

H = Rnf ′∗CX′

=
⋃
t∈S′

Hp(Xt,C)

el cual induce la gavilla,

H = H ⊗CS′ OS′ .

Consideremos HnDR(X/S) (con respecto a la singularidad f) como en la Definición A.2.3. El Corola-

rio A.2.1 y el Teorema A.2.1 permiten la

Definición 1.3.1. Definimos las ret́ıculas de Brieskorn como los OS-módulos siguientes:

a) La gavilla de Hipercohomoloǵıa del complejo de De Rham relativo:

H(−2) := HnDR(X/S)

:= Hn
(
f∗Ω

•
X/S

)
(1.3.1)

b) La gavilla inducida por el funtor imagen directa f∗:

H(−1) := H′

:=
f∗Ω

n
X/S

d(f∗Ω
n−1
X/S)

(1.3.2)

c) La gavilla inducida por el functor imagen directa:

H(0) := H′′

:=
f∗Ω

n+1
X

df ∧ d(f∗Ω
n−1
X )

(1.3.3)
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1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

Proposición 1.3.1. Se tienen las siguientes afirmaciones:

i) Las ret́ıculas de Brieskorn H(−2),H′,H′′ son OS-módulos localmente libres de rango µ, donde µ es el

número de Milnor de la singularidad f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0).

ii) Las fibras, de las ret́ıculas de Brieskorn, en el punto 0 ∈ S están dadas como sigue:

H(−2)
0 ' Hn

(
Ω•X,0

df ∧ Ω•−1
X,0

)
(1.3.4)

H′0 '
Ωn
X,0

d
(
Ωn−1
X,0

)
+ df ∧ Ωn−1

X,0

(1.3.5)

H′′0 '
Ωn+1
X,0

df ∧ dΩn−1
X,0

(1.3.6)

iii) Se tienen OS-inclusiones

H(−2) � � id // H′ �
� df∧• // H′′ , (1.3.7)

dadas por el mapeo identidad y la multiplicación exterior por df , respectivamente.

iv) Las restricciones de Ec. 1.3.7 son OS′-isomorfismos

H H(−2)
∣∣
S′

id
'

//
'

oo H′
∣∣
S′

df∧•
'

// H′′
∣∣
S′
, (1.3.8)

donde el primer isomorfismo esta dado por el Corolario A.2.1.

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [6, Thm 1.4.5. Pág.,29]

Lema 1.3.1. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. El mapeo identidad induce un OS-isomorfismo

H′′/H′ ' // f∗Ω
n+1
X /df ∧ f∗Ωn

X

2. La derivada exterior d, induce un OS-isomorfismo

H′/H(−2) ' // f∗Ω
n+1
X /df ∧ f∗Ωn

X

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [6, Prop.1.4.6, pág.,29]

Del Lema 1.3.1 se sigue el
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Corolario 1.3.1. El cociente

H′′/H′,

tiene dimension finita sobre C igual a µ, el numero de Milnor de la singularidad aislada f : (Cn+1, 0) −→

(C, 0).

1.3.2. Conexión de Gauss-Manin v́ıa las ret́ıculas de Brieskorn

1.3.2.1. Conexión de Gauss-Manin topológica

Consideremos la conexión asociada al sistema local H = Rnf∗CX′ =
⋃
t∈S′ H

n(Xt,C),

H ∇ // Ω1
S′ ⊗OS′ H

g · v � // ∇(g · v) := dg ⊗ v

(1.3.9)

Definición 1.3.2. La conexión canónica dada por Ec. 1.3.9 es llamada la conexión topológica de

Gauss-Manin. Denotaremos por

∂t := ∇ ∂
∂t

a la derivada covariante a lo largo del campo vectorial ∂
∂t , con respecto a una carta coordenada t en

S ⊂ C.

Corolario 1.3.2. La conexión topológica de Gauss-Manin 1.3.9 se extiende a una conexión meromorfa

asociada al par (H′0,H′′0),

M ∇ // Ω1
S,0 ⊗OS,0M

donde M := H′′0 ⊗OS,0 C{t}[t−1].

Demostración. De la Proposición 1.3.1 se tiene que las ret́ıculas H′,H′′ son OS-módulos localmente

libres de rango µ. Por otra parte, del Corolario 1.3.1 H′′/H′ es finito dimensional sobre C. Por tanto,

del Lema 1.1.1 se sigue el resultado.

Proposición 1.3.2. La derivada covariante ∂t actúa como un isomorfismo en las ret́ıculas de Brieskorn

como indica el siguiente diagrama

H(−2)
0

∂t
'

// H′0
∂t
'

// H′′0

[η] � // [dηdf ]

[df ∧ η] � // [dη]

8



1. Fibración de Milnor y Conexión meromorfa de Gauss-Manin

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [6, Prop.1.4.8, pág.,30]
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Capı́tulo 2
Residuo de Leray y Residuo de

Grothendieck

Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie con fibración de Milnor

f : X −→ S. En este caṕıtulo se desarrollarán los conceptos de residuo de Leray y apareamiento de

Grothendieck asociados a la singularidad f ; también se enuncia los teorema del residuo de Leray y el

teorema de dualidad local de Grothendieck. El material presentado puede ser encontrado en [4], [28], [27]

y [40].

2.1. Residuo de Leray

Definiremos en esta sección el residuo de Leray (residuo de Poinaré), y presentaremos algunas de sus

propiedades, para ello seguimos [40] y [4].

Sea K una hipersuperficie no singular de una variedad compleja M de dimensión compleja dimCM =

n+1. Supongamos queK esta dada localmente por una ecuación h = 0, donde h es una función holomorfa

y su derivada para cada x ∈ K es tal que dhx 6= 0.

Sea ω ∈ Ωk+1(M \K) una forma C∞ complejo valuada, la cual posee un polo de a lo más orden 1

en K, equivalentemente, la forma que se obtiene de multiplicar f por ω, fω, se extiende a una forma

suave (global) en M .

Con las condiciones anteriores tenemos el siguiente resultado.
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Lema 2.1.1. (i) Si ω es cerrada entonces tenemos una representación local en coordenadas dada por

ω =
dh

h
∧ r + θ, (2.1.1)

donde r y θ son formas C∞ en K que no contienen factor dh.

(ii) La k-forma r|K no depende de las coordenadas ni de la ecuación que define la hipersuperficie K.

(iii) La k-forma r|K esta definida globalmente, es decir, r|K ∈ Ωk(K).

Sea ω como en el Lema 2.1.1.

Definición 2.1.1. Definimos el Residuo de Leray de ω como la k-forma

Res(ω) = r|K .

Lema 2.1.2. La clase de Res(ω) en el grupo de cohomoloǵıa Hk(K) depende únicamente de la clase

de ω en Hk+1(M \K).

Nota 2.1.1. Denotaremos el Residuo de Leray por Res(ω) :=
ω

dh
.

2.1.1. Teorema del Residuo de Leray

Usaremos la notación y resultados anteriores para enunciar el siguiente resultado.

Operador co-frontera de Leray:

Ahora bien, sea Tε ⊂M un entorno tubular de la subvariedad K en M , de tal manera que Tε fibra

en discos.

Entonces, la frontera ∂Tε de la cerradura de Tε es una fibración en ćırculos sobre K.

Por otra parte, K ⊂ M es una subvariedad de codimensión compleja 1, y por tanto, codimensión

real 2.

Entonces cada (k− 2)-ciclo σ en K, induce un k-cadena σ̃ en Tε. Por tanto, tomando la frontera ∂σ̃

en ∂Tε tenemos la asignación:

[σt]
δ7−→ [∂σ̃] ∈ Hk+1(M \K)

Definición 2.1.2. Definimos la aplicación

δ : Hk(K)→ Hk+1(M \K)

como el operador co-frontera de Leray.
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Teorema 2.1.1 (Teorema del Residuo de Leray). Sea [σ] ∈ Hp(K) una clase de homoloǵıa. Sea también

ω una (p+1)-forma d-cerrada definida en M \K, la cual posee singularidades polares de a lo más orden

1 en K. Entonces ∫
δ[σ]

ω = 2πi

∫
σ
Res(ω)

2.1.2. Residuo de Leray para (n+ 1)-formas holomorfas

Manteniendo la notación previa, supóngase que M := U ⊂ Cn+1 es un conjunto abierto, y por tanto

una subvariedad compleja; asimismo, centraremos nuestra atención al caso de (n+1)-formas holomorfas

con a lo más un polo simple en K.

Sin perder generalidad, supóngase que U ⊂ Cn+1 es algún abierto (adecuado) de z = 0. Sea ω ∈

Ωn+1
Cn+1(U \K). Supóngase además que ω tiene la siguiente representación en coordenadas locales:

ω =
g

h
dz0 ∧ · · · ∧ dzn

Como dhz 6= 0 para cada z ∈ K, entonces, ∂h
∂zk
6= 0 en algún entorno de K = {h = 0}.

Por tanto, en algún entorno de U \K, tenemos que se satisfacen las siguientes ecuaciones:

ω =
g

h
dz0 ∧ · · · ∧ dzn

= (−1)k−1 g

h
dzk ∧ dz0 ∧ · · · ∧ d̂zk ∧ · · · ∧ dzn

= (−1)k−1 g
∂h
∂zk

1

h

∂h

∂zk
dzk ∧ dz0 ∧ · · · ∧ d̂zk ∧ · · · ∧ dzn

= (−1)k−1 g
∂h
∂zk

1

h

(
∂h

∂z0
dz0 + · · ·+ ∂h

∂zk
dzk + · · ·+ ∂h

∂zk
dzn

)
∧ dz0 ∧ · · · ∧ d̂zk ∧ · · · ∧ dzn

= (−1)k−1 g
∂h
∂zk

dh

h
∧ dz0 ∧ · · · ∧ d̂zk ∧ · · · ∧ dzn

Entonces de acuerdo con la Definición 2.1.1 tenemos que el Residuo de Leray de ω esta dado por:

Res(ω) : = ResK(ω)

= (−1)k−1 g
∂h
∂zk

∧ dz0 ∧ · · · ∧ d̂zk ∧ · · · ∧ dzn
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2. Residuo de Leray y Residuo de Grothendieck

2.2. Residuo de Leray para una singularidad aislada de hipersuperficie

Sea f : X → S la fibración de Milnor de una singularidad aislada de hipersuperficie f : (Cn+1, 0)→

(C, 0).

Consideremos el sistema local H =
⋃
t∈S′

Hn(Xt,C) con gavilla de secciones holomorfas Hn.

Lema 2.2.1. Cada forma holomorfa ω ∈ Ωn+1
X,0 induce una sección holomorfa

H

S′

s[ω]

OO

tal que

s[ω](t) ∈ Hn(Xt,C) (2.2.1)

para cada t ∈ S′.

Demostración. Para cada t ∈ S′, se tiene que Xt es una variedad compleja no singular de codimensión

1. Sea ω ∈ Ωn+1
X,0 = Ωn+1

Cn+1,0
. Consideremos la (n+ 1)-forma diferencial

ω

f − t
∈ Ωn+1(Cn+1 \Xt),

la cual posee un polo de orden 1 a lo largo de la variedad Xt ⊂ X. Del Lema 2.1.2 se tiene que

Res

(
ω

f − t

)
∈ Ωn

Xt

determina una clase de cohomoloǵıa [
Res

(
ω

f − t

)]
∈ Hn(XtC),

la cual depende únicamente de la clase de cohomoloǵıa

[
ω

f − t

]
∈ Hn+1(X \Xt). Entonces definimos la

sección

S′
s[ω] // H

t � //
(
s[ω](t) :=

[
Res

(
ω

f − t

)]
∈ Hn(Xt,C)

)
.

Definición 2.2.1. Definimos s[ω](t) :=

[
ω

df

∣∣∣∣
Xt

]
.
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2. Residuo de Leray y Residuo de Grothendieck

2.3. Residuo de Grothendieck y teorema de dualidad local

En este apartado usaremos [28] para definir residuo (apareamiento) de Grothendieck, como también

algunas de sus propiedades.

2.3.1. Residuo de Grothendieck

Supondremos válidas las siguientes condiciones:

• Bε(0) = {z ∈ Cn+1 : ||z|| < ε} es una bola centrada en z = 0, en la cual el radio ε sera

arbitrariamente pequeño según convenga en las afirmaciones subsecuentes.

• f0, . . . , fn : (Cn+1, 0)→ (C, 0) son gérmenes de funciones holomorfas en algún entorno abierto de

la cerradura Bε(0), de Bε(0).

• El sistema de ecuaciones: f0 = 0 = · · · = fn posee una solución aislada en z = 0.

Nota 2.3.1. Notación:

• Dj = {z ∈ Cn+1 : fj(z) = 0} para cada j = 0, . . . , n.

• D = D0 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn

• Uj = Bε \Dj

• B?
ε := Bε \ {0} =

⋃n
j=0 Uj.

Observamos además que U = {Uj} proporciona una cubierta abierta de U? := B?
ε .

Sea ~ε = (ε0, . . . , εn) con εj suficientemente pequeño para 0 ≤ i ≤ n. Consideremos el conjunto

Γ~ε =

{
z ∈ Cn+1 : |fj(z)| = εj , 0 ≤ j ≤ n

}
,

el cual es una subvariedad diferenciable compacta de Bε(0) \D. Por tanto, Γ~ε es un (n + 1)-ciclo real,

el cual orientamos de tal manera que

d(arg f0) ∧ d(arg f1) ∧ · · · ∧ d(arg fn) ≥ 0.

Lema 2.3.1. Tenemos que Γ~ε determina un elemento en homoloǵıa

[Γ~ε] ∈ Hn+1(Bε \D),

el cual es independiente de los εi.
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2. Residuo de Leray y Residuo de Grothendieck

Por otra parte, sea β ∈ Ωn+1
Cn+1(U) con U algún entorno del origen z = 0.

Consideremos la (n+ 1)-forma

ω =
β

f0 · . . . · fn
(2.3.1)

Entonces,

ω =
g

f0 · . . . · fn
dz0 ∧ dz1 ∧ dzn

para alguna función holomorfa g ∈ OCn+1(U).

Nota 2.3.2. Observamos que para ε suficientemente pequeño, ω es una n + 1-forma meromorfa en

Bε(0) tal que ω|Bε\D es holomorfa. Entonces, por razones de dimensión tenemos que ∂(ω|Bε\D) = 0.

Como ω|(Bε\D) es holomorfa, entonces ∂(ω|Bε\D) = 0. Por tanto, en Bε \D,

dω = (∂ + ∂)ω

= 0

Luego, ω|Bε\D es cerrada. En consecuencia, ω determina un elemento en cohomoloǵıa

[ω|Bε\D] ∈ Hn+1
DR (Bε \D).

En base a las condiciones establecidas previamente, tenemos la siguiente definición.

Definición 2.3.1. El residuo de Grothendieck de la forma ω (dada por Ec. 2.3.1) en z = 0 ∈ Cn+1,

se define como

Res0(ω) :=

(
1

2πi

)n+1 ∫
Γ~ε

ω

Sea If = OCn+1,0(f0 . . . , fn) ⊂ OCn+1,0 el ideal generado por las funciones f0 . . . , fn.

Lema 2.3.2. Sea

ω =
g

f0 · . . . · fn
dz0 ∧ dz1 ∧ dzn.

Entonces,

g ∈ If ⇒ Res0(ω) = 0.

2.3.2. Apareamiento de Grothendieck para singularidades aisladas de hipersuperficie

Sea f : (Cn+1, 0) → (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie, con fibración de milnor

f : X → S.

Supongamos que z0, . . . , zn es un sistema de coordenadas holomorfas para (Cn+1, 0).

Definimos:
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2. Residuo de Leray y Residuo de Grothendieck

• fj := ∂f
∂zj

para j = 0, . . . , n,

• dz := dz0 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1 formas con coordenadas locales,

ω1 = g1(z) dz,

ω2 = g2(z) dz.

Definición 2.3.2. El residuo de las formas ω1, ω2 en la singularidad z = 0 (con respecto a la singula-

ridad f , se define por

Resf,0(ω1, ω2) := Res0

(
g1(z)g2(z) dz∏n

j=0
∂f
∂zj

)
(2.3.2)

Donde Res0(−) denota el residuo de Grothendieck de la Definición 2.3.1 con respecto a fj = ∂f
∂zj

.

Lema 2.3.3. El residuo de dos formas meromorfas dado por la Ec. 2.3.2 no depende del el sistema de

coordenadas locales.

2.3.2.1. El apareamiento de Grothendieck

Definimos el siguiente apareamiento:

Resf,0 : Ωn+1
Cn+1,0

× Ωn+1
Cn+1,0

// C

(ω1, ω2) � // Resf,0(ω1, ω1)

Del Lema 2.3.2, tenemos una forma bilineal inducida:

Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ Ωn
Cn+1,0

×
Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ Ωn
Cn+1,0

resf,0(•,•)
// C

([ω1], [ω2]) � // Resf,0(ω1, ω1)

(2.3.3)

donde

Ωf := Hn+1(f)

=
Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ Ωn
Cn+1,0

'
OCn+1,0(
f0, . . . , fn

)
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2. Residuo de Leray y Residuo de Grothendieck

es al álgebra de Milnor (ver Definición A.3.1).

Definición 2.3.3. El apareamiento resf,0(•, •) dado por Ec. 2.3.3, será llamado el apareamiento de

Grothendieck.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Dualidad Local). El apareamiento de Grothendieck es no degenerado.
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Capı́tulo 3
Filtración de Hodge ĺımite de W.

Schmid

En este caṕıtulo presentaremos la construcción de la filtración de Hodge limite F •∞ de a cuerdo con

W. Schmid [34, pág., 255]; se usará el teorema de extension canónica de deligne [35] para interpretar

F •∞. Para los resultados presentados en este caṕıtulo usaremos en gran parte V. Kulikov [13, pág., 67]

y [9].

3.1. Fibra canónica de Milnor

Consideremos un morfismo proyectivo

π : Y → S. (3.1.1)

Supongamos que π es liso sobre S′. Sea H = Rnπ∗CY ′ . Sea ∇ la conexión de Gauss-Manin asociada

a la gavilla H = H ⊗CS′ OS′ . Sea también

ht : Yt → Yt (3.1.2)

la transformación de monodromı́a de Picard-Lefschetz, el cual es un difeomorfismo. Se tienen transfor-

maciones de monodromı́a inducidas

Mt = (ht)∗ : Hn(Yt,C)→ Hn(Yt,C) (3.1.3)

y

Tt = (h∗t )
−1 : Hn(Yt,C)→ Hn(Yt,C) (3.1.4)
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

en homoloǵıa y cohomoloǵıa respectivamente.

Lema 3.1.1. Sea U = {u ∈ C : imu > 0} el semiplano superior en C. Entonces U es el espacio

cubriente universal de S′ con transformación cubriente

e : U → S′, u 7→ t = e2πiu (3.1.5)

Sea Y ′ := π−1(S′). Hacemos

Y∞ := Y ′ ×S′ U. (3.1.6)

Asimismo, para cada u ∈ U consideramos el encajamiento

ju : Yt → Y∞, y 7→ ju(y) = (y, u) (3.1.7)

con t = e(u).

Consideremos la fibración localmente trivial

Y∞

��

(y, u)
_

��
U u

con fibras difeomorfas a Yt. Al ser U contractible, tenemos que los encajamientos ju son equivalencias

de homotoṕıa, lo que nos permite obtener el siguiente resultado.

Corolario 3.1.1. Tenemos las identificaciones:

Hn(Yt,C)
(ju)∗−−−−→
'

Hn(Y∞,C) (3.1.8)

y

Hn(Y∞,C)
(ju)∗−−−−→
'

Hn(Yt,C) (3.1.9)

para cada t ∈ S′.

Definición 3.1.1. Llamaremos al espacio fijo Y∞ la fibra canónica de Milnor de la familia π; y el

espacio fijo H := Hn(Y∞) le llamaremos la fibra canónica del fibrado vectorial H.
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

3.1.1. Trivialización canónica

Bajo las hipótesis de la sección 3.1 tenemos el diagrama de fibrados vectoriales

HU

��

// H

��
U

exp(2πi •) // S′

donde HU = H ×S′ U ; y para cada t ∈ S′ se tiene la inclusión

Hn(Yt,C) = Ht
� � ju // HU

u � // ju(ω) = (ω, u).

Sea A : U → HU una sección de HU . Entonces A(u) ∈ (HU )u = Ht × {u} para cada u ∈ U y

t = e(u). Entonces, de Ec. 3.1.9 definimos

At := (ju)∗(A(u)) ∈ Ht (3.1.10)

Rećıprocamente, dada una sección ω : S′ −→ H, tenemos que ωt ∈ Hn(Yt,C) para cada t ∈ S′.

Entonces definimos

A(u) := ((ju)∗)−1(ωt) ∈ H (3.1.11)

donde e(u) = t.

Por tanto, tenemos una trivialización canónica dada por

HU
' // H × U

((ω, u)t)
� // ((j∗u)−1ωt, u)

donde j∗u esta dado por Ec. 3.1.9 y t = e(u).

20



3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

3.1.2. Transformación de Monodroḿıa en la fibra canónica H

Consideremos la transformación u 7→ u+ 1 definida en el semiplano superior U . Tenemos, por tanto,

un difeomorfismo inducido

HU
h // HU ,

(ω, u) � // (ω, u+ 1)

Asimismo, tenemos un isomorfismo inducido

h∗ : H −→ H,

tal que: dada una sección A de H con

A(u+ 1) = A0,

entonces

h∗A

es una sección de H tal que h∗A(u) = A0.

Lema 3.1.2. Sea u ∈ U . El isomorfismo (3.1.9), implica que la transformación de monodromı́a

Ht
Tt // Ht

se corresponde con la trasformación h∗, en otras palabras, se tiene el diagrama conmutativo:

H

j∗u
��

h∗ // H

j∗u
��

Ht
Tt // Ht

(3.1.12)

Definición 3.1.2. De acuerdo con el Lema 3.1.2, definimos

T := h∗ : H → H

y la llamaremos la transformación de monodromı́a de la fibra canónica H.

3.2. Teorema de la Órbita Nilpotente: filtración de Hodge Ĺımite

Bajo las hipótesis de la sección 3.1, consideremos el fibrado vectorial (de filtraciones de Hodge) en

H = H ⊗CS′ OS′
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

F• =

{
F •t : t ∈ S′

}

��

� � // H

S′

(3.2.1)

tal que

F pt := F pHn(Yt,C) ⊂ Ht = Hn(Yt,C)

para cada t ∈ S′.

Sea z ∈ U y t = e(z). Usando el isomorfismo (3.1.9), definimos

F •z := (j∗z )−1F •t ⊂ H.

Por tanto, obtenemos un mapeo de periodos

U → D, z 7→ φ̃(z) := F •z (3.2.2)

Lema 3.2.1. Sea z ∈ U y T la transfornación de monodromı́a de H. Entonces

φ̃(z + 1) = T−1φ̃(z) (3.2.3)

A nivel de coordenadas, consideremos una matriz R tal que

T = e2πiR. (3.2.4)

Sea también φ̃ el mapeo de periodos dado por la ecuación (3.2.2). Entonces tenemos un nuevo mapeo

de periodos

ψ̃ : U → Ď, z 7→ ψ̃(z) := e2πizR · φ̃(z) (3.2.5)

Nota 3.2.1. Es importante notar que en la ecuación (3.2.4) R no esta definida de manera única, ya

que su parte semi-simple Rs no es única. Ahora bien, dada una descomposición

R = −Rs −N (3.2.6)

con −Rs una parte semi-simple y −N una parte nilpotente de R, se tiene que
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

T = e−2πiR

= e−2πi(−Rs−N)

= TsTu

donde Ts = e−2πiRs y Tu = e−2πiN . Entonces T = TsTu con Ts semi-simple y Tu unipotente.

Lema 3.2.2. El mapeo de periodos ψ̃ es periódico, i.e. ψ̃(z) = ψ̃(z + 1) para cada z ∈ U .

Demostración. Sea z ∈ U . Entonces,

ψ̃(z + 1) = e2πi(z+1)R · φ̃(z + 1)

= e2πizR · e2πiR · T−1φ̃(z)

= e2πizR · T · T−1φ̃(z)

= e2πizR · φ̃(z)

= ψ̃(z)

Usando el Lema 3.2.2 definimos el mapeo de periodos:

ψ : S′ → Ď, ψ(t) := ψ̃(u) (3.2.7)

con e(u) = t.

Lema 3.2.3. Los valores propios de la transformación de monodromı́a T , definida en la fibra canónica

H, son ráıces de la unidad.

Corolario 3.2.1. Existe m entero positivo tal que Tms = 1

Demostración. Es una consecuencia del Lema 3.2.3.

Lema 3.2.4. El operador nilpotente

N = − 1

2πi
log Tu (3.2.8)

esta definido de manera única por la transformación T .
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

Finalmente, en el siguiente resultado enunciamos el Teorema de la Órbita Nilpotente de W.

Schmid [34].

Teorema 3.2.1 (Caso de una variable compleja). El mapeo de periodos dado por la ecuación (3.2.7)

puede ser continuado, sobre el punto 0 ∈ S, a un mapeo holomorfo. Además el punto ψ(0) ∈ Ď es un

punto fijo de Ts.

Demostración. Una demostración alternativa de este resultado la proporciona la regularidad de la cone-

xión de Gauss-Manin. En efecto, si nos restringimos a S′, entonces dψ(z) = ∇ ∂
∂t

(σz) para cada z ∈ S′,

con σz una sección de Ď. Entonces como ∇ es regular se tiene que el mapeo ψ es meromorfo. La prueba

concluye al observar que Ď esta contenido en un producto de Grasmanianas.

Definición 3.2.1. La filtración ψ(0) ∈ Ď sera llamada una filtración de Hodge limite, y la denota-

remos por F •∞

3.3. Extensión canónica de Deligne: una variable compleja

Siguiendo Deligne [35, Pág., 93], procedemos a dar una descripción expĺıcita de H̃, la extensión del

fibrado H, al disco completo S.

Sea ω1, · · · , ωµ un sistema local de secciones planas para H, el cual esta definido sobre S′.

Las fibras de la extension canónica H̃ están dadas de la siguiente manera:

1. Para cada t ∈ S′ consideremos el C-espacio vectorial

H̃t := OS′
〈
tN · ω1(t), . . . , tN · ωµ(t)

〉
(3.3.1)

donde tN · ωj(t) es una sección monovaluada respecto a la monodromı́a T para cada j = 1, . . . , µ.

Entonces

H̃t = Ht ⊗C OS′

2. Para t = 0 ∈ S consideremos el C-espacio vectorial

H̃0 := OS,0〈ω1(t), . . . , ωµ(t)〉 (3.3.2)

Equivalentemente, si tomamos el limite directo sobre los abiertos que contienen a t = 0 entonces

H̃0 = ĺım
S⊃V 30

H̃V (3.3.3)
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

Definición 3.3.1. Sea sj : S → H̃ la sección definida por

sj(t) :=


tN · ωj(t) si t ∈ S′

∑µ
j=1 ĺımt→0 t

N · ωj(t) si t = 0 ∈ S

para cada j = 1, . . . , µ; donde N es el automorfismo de la fibra canónica H dado por la ecuación (3.2.8).

Proposición 3.3.1. Tenemos la trivialización H ⊗C OS ' H̃.

Demostración. Sea A1, . . . , Aµ una base de secciones locales de H. Consideremos el diagrama conmu-

tativo (3.1.12). Entonces el isomorfismo deseado esta determinado por la aplicación tal que

Aj(u) 7→ tN · j∗u(Aj(u)) = tN · ωj(t) (3.3.4)

para cada j = 1, . . . , µ. Esto completa la prueba.

Corolario 3.3.1. Respecto a la Proposición 3.3.1, tenemos los siguientes resultados.

1. H ' H ⊗C OS′.

2. H̃0 ' H.

3.4. La filtración de Hodge ĺımite en términos de la extensión de Deligne

Los resultados presentados en esta sección estan basados en [9], [8] y [13].

Proposición 3.4.1 (C. Schnell [9]). Las secciones ω de H → S′ estan en correspondencia con mapeos

holomorfos

s : U → Cµ

tales que

s(u+ 1) = T · s(u) (3.4.1)

para cada u ∈ U , y viceversa; donde U ⊂ C es el semiplano superior y T es la transformación de

monodromı́a en la fibra canónica H de la Definición 3.1.2.

Ahora bien, sea v ∈ Cµ. Definimos el mapeo

s̃v : U → Cµ, u 7→ s̃v(u) = e−2πiuNv (3.4.2)
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

Lema 3.4.1. Para cada v ∈ Cµ, la aplicación s̃v : U → Cµ dada por la ecuación (3.4.2) define una

sección de H.

Demostración. Sin perder generalidad supongamos que T = Tu. Del Lema 3.4.1 basta probar que s̃v

satisface la ecuación (3.4.1). En efecto, sea v ∈ Cµ, entonces

s̃v(u+ 1) = e−2πi(u+1)Nv

= e−2πiuN · e−2πiN · v

= e−2πiN · e−2πiuN · v

= e−2πiN · s̃v(u)

= Tu · s̃v(u)

Lo cual completa la prueba.

Nota 3.4.1. El fibrado vectorial H̃ esta generado por las secciones correspondientes a las aplicaciones

s̃v. Más aún, a nivel de fibrados vectoriales, tenemos el isomorfismo

H̃ ' S × Cµ, s̃v(u) 7→ (t, v) (3.4.3)

donde S × Cµ es el fibrado trivial al proyectar al primer factor y t = exp(2πiu).

Una base de secciones locales para H̃ esta dada por los vectores canónicos de Cµ, es decir, para cada

t ∈ S

H̃t = C
〈
s̃e1(u), . . . , s̃eµ(u)

〉
(3.4.4)

como C-espacio vectorial, con t = exp(2πiu).

Por otra parte, la parte imaginaria de u es positiva. Entonces la ecuación

t = e2πiu

= e2πiReu · e2πi2Imu

= e−2πImu · e2πiReu

implica que

t→ 0⇔ Imu→∞ (3.4.5)
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3. Filtración de Hodge ĺımite de W. Schmid

Ahora bien, tenemos particular interés en H̃0, la fibra sobre t = 0. De acuerdo con las ecuaciones

(3.4.4) y (3.4.5), tenemos una base para H̃0. Expĺıcitamente,

H̃0 =

〈
ĺım
t→0

s̃e1(u), . . . , ĺım
t→0

s̃eµ(u)

〉
(3.4.6)

Asimismo, de la ecuación (3.4.2) tenemos que para cada j = 1, . . . , µ

ĺım
t→0

s̃ej (u) = ĺım
t→0

e−2πiuNej (3.4.7)

Finalmente podemos concluir el resultado siguiente.

Teorema 3.4.1. Consideremos el fibrado vectorial filtración sobre el disco agujerado S′ dado por la

ecuación 3.2.1. Entonces

i) La filtración F• en H se extiende a una filtración :

F̃•

��
S

,

en la extensión canónica de Deligne H̃ .

ii) La filtración fibra F•0 ⊂ H̃0 en t = 0, es precisamente la filtración limite de W. Schmid, i.e.

F •∞ = F•0

:= ĺım
t7→0

F •t

Demostración. Para una demostración completa ver [13, Pág. 69]
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Capı́tulo 4
Estructuras de Hodge Mixtas

Polarizadas

En este caṕıtulo supondremos que f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) es una singularidad aislada de hiper-

superficie con fibración de Milnor f : (X, 0) −→ (S, 0). Describiremos la Estructura de Hodge Mixta

Polarizada (PMHS) que posee la cohomoloǵıa evanescente asociada a la singularidad f . Los resultados

aqúı presentados son clásicos y pueden ser encontrados en [17], [18], [34], [10],[11], [13], [6] y [19], además

daremos una cita concreta según sea necesario.

4.1. Categoŕıa de MHS

Definición 4.1.1. Sean V1, V2 espacios vectoriales filtrados, y φ : V1 −→ V2 una transformación lineal.

i) φ es un morfismo de espacios filtrados si φ(F pV1) ⊂ F pV2, para cada p.

ii) φ es un morfismo estricto si φ(F pV1) = imφ ∩ F pV2, para cada p.

iii) Si V1, V2 son espacios vectoriales graduados, entonces φ es un morfismo graduado si φ(V p
1 ) ⊂ V p

2 ,

para cada p.

Definición 4.1.2. Sea V un Q-espacio vectorial de dimensión finita con complexificación VC := V ⊗QC.

Una estructura de Hodge pura (HS) de peso k, es una descomposición

VC =
⊕
p+q=k

V p,q,
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

en la cual, para cada p, q, se satisface la condición

V p,q = V p,q.

Aqúı, el śımbolo − denota el operador de conjugación compleja.

Nota 4.1.1. 1. El operador de conjugación compleja en la Definición 4.1.2 esta bien definido. En

efecto, sea e1, . . . , em una Q-base del espacio V ⊂ VC. Entonces para vectores en VC, la conjugación

esta definida por ∑
cjej =

∑
cj ej .

2. Supongamos válida la Definición 4.1.2. Entonces se tiene la filtración de Hodge asociada:

F pV :=
⊕
r≥p

V r,s.

Rećıprocamente, sea F • una filtración (de hodge) decreciente en VC :

VC ⊃ · · · ⊃ F pV ⊃ F p+1V ⊃ · · ·

Supongamos además que

F p ∩ F q = 0,

siempre que p+ q = k + 1; o equivalentemente,

VC = F p ⊕ F k−p+1.

Entonces, si definimos V p,q = F p ∩ F q, se tiene una Estructura de Hodge Pura de peso k en VC

como en la Definición 4.1.2. Concluimos que podemos definir una HS de peso k en VC dando su

descomposición en espacios (p, q), o bien, proporcionando una filtración de Hodge.

Esto nos permite denotar una HS de peso k por el par (V, F ).

Definición 4.1.3. Sean (Vi, Fi), i = 1, 2 dos espacios con estructuras de Hodge puras y r un entero.

Un morfismo de Estructuras de Hodge puras de grado r es una aplicación lineal φ : V1 −→ V2 tal que:

1. Para cada v ∈ V1, φ(v) = φ(v).

2. Para cada p, F p1 V1 ⊂ F p+r2 V2.

Un morfismo de HS será definido como un morfismo de HS de grado r = 0.

Nota 4.1.2. De las condiciones de la Definición 4.1.3 se sigue que, para cada p,

F pV1 ⊂ F p+rV2.
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

Definición 4.1.4. Sea HQ un Q-espacio vectorial de dimensión finita. Sea HC := HQ ⊗Q C. Una

estructura de Hodge mixta (MHS) en HQ consiste de la siguiente información:

(i) Una filtración creciente WQ
• en HQ:

0 ⊂ · · · ⊂WQ
j ⊂W

Q
j+1 ⊂ · · · ⊂ HQ.

Definimos Wj := WQ
j ⊗Q C.

(ii) Una filtración decreciente F • en HC:

HC ⊃ F 0 ⊃ F 1 · · · ⊃ F j ⊃ F j+1 ⊃ · · · ⊃ 0.

(iii) Definimos los espacios graduados

GrWj := GrWj H

:=
Wj

Wj−1
.

Entonces la filtración F • induce una filtración F •GrWk en GrWk :

F pGrWk =
F p ∩Wk +Wk−1

Wk−1
.

(iv) Para cada k, los espacios GrWk poseen una estructura de Hodge pura de peso k, es decir, se satisface

la condición:

GrWk H = F pGrWk ⊕ F k−p+1GrWk ,

para cada p, donde − denota la conjugación compleja.

La filtración F • es llamada filtración de Hodge, y W• es llamada filtración por peso. Denotaremos

tal MHS como la tripleta (HQ,W
•, F •).

Definición 4.1.5. Sean H1, H2 espacios vectoriales, cada uno de los cuales posee una Estructura de

Hodge Mixta. Una transformación lineal φ : H1 → H2 es llamada un morfismo de MHS si se cumplen

las siguientes propiedades:

1. φ(ω) = φ(ω)

2. φ es un morfismo de espacios filtrados con respecto a las filtraciones W•Hi y F •Hi para i = 1, 2,

esto es,

φ(WjH1) ⊂ WjH2 (4.1.1)

φ(F jH1) ⊂ F jH2. (4.1.2)
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

En otras palabras, φ es compatible con ambas filtraciones W• y F • ( y por ende, compatible con

F
•
).

Definición 4.1.6. El graduado asociado a la filtración W• será denotado por GrW = ⊕lGrWl .

Nota 4.1.3. Un morfismo φ de MHS induce morfismos

GrWl φ : Gr
W (H1)
l −→ Gr

W (H2)
l

de Estructuras de Hodge puras de peso l.

Teorema 4.1.1. (P. Deligne [36, Thm 2.3.5])

• La categoŕıa de Estructuras de Hodge Mixtas es abeliana; kernels y cokernels de morfismos de

MHS son dotados con las filtraciones inducidas.

• Cada morfismo de MHS

φ : H1 −→ H2,

es estrictamente compatible con ambas filtraciones W • y F •.

4.2. Descomposición tipo Lefschetz

Lema 4.2.1 (Lema de Jacobson-Morozov). Sea N : V → V un endomorfismo nilpotente sobre un

espacio vectorial finito dimensional V . Entonces existe una única filtración creciente de V :

W =

(
Wj(N, k)

)
,

caracterizada por las siguientes propiedades:

• N : Wj →Wj−2 j ≥ 2,

• Los mapeos inducidos

N l : GrWk+l(V )→ GrWk−l(V )

son isomorfismos para cada l ≥ 0.

• Mas aún, se tiene una descomposición de tipo Lefschetz:

GrWV =
k⊕
l=0

l⊕
j=0

N j PVk+l

donde, PVk+l := Ker(N l+1 : GrWk+lV → GrWk−l−2V ).
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

• El operador N tiene un numero dim[PV ]k+l de bloques de Jordan de tamaño l+1 para l = 0 . . . k.

Demostración. Una demostración es dada por W. Schmid [34].

Un resultado más fuerte esta dado por el

Lema 4.2.2 (W. Schmid [34]). Supongamos que:

i) m ∈ N

ii) HQ un Q-espacio vectorial de dimensión finita.

iii) S : HQ ×HQ → Q es una forma bilineal no-degenerada, la cual es (−1)m-simétrica, i.e.

S es simétrica para m par, y antisimétrica si m es impar.

iv) N : HQ → HQ es un endomorfismo nilpotente con Nm+1 = 0, el cual es una isometŕıa infinitesi-

mal, i.e.

S(Na, b) + S(a,Nb) = 0, ∀a, b ∈ HQ.

Entonces tenemos los siguientes resultados:

a) Existe una única filtración creciente (que depende de N)

W• : {0} = W−1 ⊂W0 ⊂W1 ⊂ . . .W2k−1 ⊂W2k = HQ,

la cual satisface las siguientes propiedades:

• N(Wl) ⊂Wl−2

• El operador inducido

N l : GrWm+l → GrWm−l

es un isomorfismo para cada l ≥ 0 con GrWj = Wj/Wj−1.

b) S(Wl,Wl′) = 0 siempre que l + l′ < 2m.

c) La filtración W• es auto-dual en el sentido de que cada Wl es el complemento ortogonal de W2k−l−1

respecto a la forma bilineal S.

d) Para cada l ≥ 0 los espacios GrWm+l poseen formas bilineales (−1)m+l-simétricas y no-degeneradas

Sl : GrWm+l ⊗GrWm+l → Q

las cuales estan determinadas de forma única por las siguientes condiciones:
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

• Si l ≥ 0, y u, v son elementos en GrWm+l con representantes u y v en Wm+l, respectivamente,

entonces

Sl(u, v) = S(u,N lv).

• Si l < 0, entonces N−l : GrWm−l → GrWm+l es una isometŕıa.

e) Definimos los espacios primitivos Pm+l(HQ) de GrWm+l de la siguiente manera:

• Pm+l = ker(N l+1 : GrWm+l → GrWm−l−2) siempre que l ≥ 0,

• Pm+l = 0 para l < 0.

Entonces tenemos la descomposición

GrWm+lHQ =
⊕
i≥0

N i(Pm+l+2i) (4.2.1)

f) La descomposición dada por (4.2.1) es una descomposición ortogonal con respecto a Sl para l ≥ 0.

Definición 4.2.1. La descomposición dada por la ecuación (4.2.1) será llamada descomposición de

tipo Lefschetz.

4.3. Descomposición de una estructura de Hodge Mixta polarizada

Definición 4.3.1 (E. Cattani, A. Kaplan y W. Schmid [18]). Una descomposición de una estructura

de Hodge Mixta (HZ,W•, F
•) es una bigraduación en HC

HC =
⊕
p,q

Jp,q

tal que,

Wl =
⊕
k≤l

⊕
p

Jp,k−p, y

F p =
⊕
l

⊕
p≤q

Jq,l−q. (4.3.1)

Esta descomposición la denotaremos por {Jp,q}.

Definición 4.3.2. Sea {Jp,q} una descomposición de una MHS. Un (r, r)-morfismo N de (W•, F
•) es

compatible con la descomposición {Jp,q} si N (Jp,q) ⊂ Jp+r,q+r.
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Lema 4.3.1. Cualquier descomposición {Jp,q} de una MHS satisface la ecuación

Jp,q = Jq,p mód Wp+q−1

Demostración. Para una demostración, ver [18, Pág., 470]

Definición 4.3.3 (C. Hertilng, [11]). Una estructura de Hodge Mixta polarizada (PMHS) esta dada por

la siguiente información:

1. Contamos con los datos siguientes:

a) Una reticula HZ con HZ ⊂ HQ ⊂ HR ⊂ HC = HZ ⊗ C.

b) Una forma bilineal

S : HQ ×HQ → Q.

c) Un endomorfismo

N : HQ → HQ.

2. Existe m ∈ N de tal manera que (m,HQ, S,N,W•, Sl, Pm+l) cumplen las las propiedades del Le-

ma 4.2.2.

3. Existe una filtración decreciente (filtración de Hodge) F • ⊂ HC.

4. La filtración F • satisface las siguientes propiedades:

(i) La filtración F •GrWk , inducida en el cociente GrWk , proporciona una estructura de Hodge

pura de peso k, i.e.1

GrWk = F pGrWk ⊕ F k+1−pGrWk .

(ii) El endomorfismo N es un (−1,−1)-morfismo de estructuras de Hodge mixtas, i.e.

N(F p) ⊂ F p−1.

(iii) La forma bilineal S satisface la relación:

S(F p, Fm+1−p) = 0.

(iv) La estructura de Hodge pura de peso m+ l en Pm+l esta polarizada por Sl, es decir, se cumple

lo siguiente2:

1Notamos que en esta definición la tripleta (HZ,W•, F
•) es una MHS.

2De acuerdo con la definición de Pm+l, tenemos una filtración F •Pm+l, la cual también proporciona una estructura de

Hodge pura de peso m+ l, pues Nm+l : GrWm+l → GrWm−l−2 es un morfismo de estructuras de Hodge puras
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(iv.1) Sl(F
pPm+l, F

m+l+1−pPm+l) = 0, y

(iv.2) i2p−m−lSl(u, u) ≥ 0 siempre que u ∈ F pPm+l ∩ Fm+l−pPm+l, u 6= 0.

Definición 4.3.4 (E. Cattani, A. Kaplan, W. Schmid, [18]). Una descomposición de una PMHS

es una descomposición {Jp,q} de la MHS (HZ,W•, F
•), dada por Ec. 4.3.1 y que ademas cumple las

siguientes propiedades:

1. La descomposición {Jp,q} es compatible con el endomorfismo N , es decir N(Jp,q) ⊂ Jp−1,q−1.

2. Consideremos la filtración corrimiento W [m] = Wm+• y su graduación

Hl =
⊕

p+q=m+l

Jp,q

Entonces S(Hi, Hj) = 0 a menos que i+ j = −1.

Definición 4.3.5. Sea (HZ,W•, F
•, S,N) una PMHS. Definimos los espacios

Ip,q = (F p ∩Wp+q) ∩ (F q ∩Wp+q +
∑
j≥1

F q−j ∩Wp+q−j−1) (4.3.2)

Aśımismo, para p+ q ≥ m definimos el subespacio primitivo de Ip,q

Ip,q0 = ker(Np+q−m+1 : Ip,q → Im−q−1,m−p−1) (4.3.3)

Proposición 4.3.1. Cualquier MHS admite una descomposición compatible con cada uno de sus mor-

fismos. Mas aún, una de estas descomposiciones esta dada por {Ip,q} de Ec. 4.3.2.

Demostración. Para una demostración, ver [18]

Proposición 4.3.2. Sea (HZ,W•, F
•, S,N) una PMHS, y consideremos los espacios Ip,q, Ip,q0 dados

por la Definición 4.3.5. Entonces tenemos los siguientes resultados:

1. Tenemos las descomposiciones en suma directa:

F p = ⊕(i,q)I
i,q = ⊕i≥p(⊕qIi,q) (4.3.4)

y

Wl = ⊕p+q≤lIp,q (4.3.5)

2. N satisface la condición:

N(Ip,q) ⊂ Ip−1,q−1 (4.3.6)

para cada p, q.
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3. S(Ip,q, Ir,s) = 0 para (r, s) 6= (m− p,m− q).

4. Ip,q = ⊕j≥0N
jIp+j,q+j0 .

5. S(N iIp,q0 , N jIr,s0 ) = 0 para (r, s, i+ j) 6= (q, p, p+ q −m).

Demostración. Una demostración de este resultado lo podemos encontrar en [11, pág.,6 Lem.2.3].

Definición 4.3.6. La decomposición
{
Ip,q
}

de una PMHS dada por la Proposición 4.3.2 sera llamada

la descomposición de Deligne.

4.4. PMHS de una singularidad aislada de hipersuperficie

Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie con fibración de Milnor

f : X −→ S. En esta sección se describe la Estructura de Hodge Mixta Polarizada asociada a la

singularidad f .

4.4.1. Fibra canónica de Milnor (local)

En este apartado estableceremos resultados análogos a los de la Sección 3.1.

1. Comenzaremos por considerar el cubriente universal

S∞
u // S′

τ � // t = exp(2πiτ).

2. Consideremos la fibra canónica de Milnor definida por el pullback

X∞ := X ′ ×S′ S∞

��

// X ′

f

��
S∞

u // S′

3. Tenemos equivalencias de homotoṕıa

Xu(τ) ' (X∞)τ
� � // X∞. (4.4.1)

Definición 4.4.1. Definimos la ret́ıcula de Milnor por Hn(X∞,Z).

Nota 4.4.1. Para cada t ∈ S′,

Hn(Xt,C) ' Cµ.
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Corolario 4.4.1. Se tienen isomorfismos

Hn(X∞,C)
' // Hn

(
(X∞)τ ,C

) j∗τ
'

// H(Xu(τ),C).

Definición 4.4.2. El espacio Hn(X∞,C) es llamado la fibra canónica de Milnor en cohomoloǵıa.

Un lazo alrededor de 0 ∈ S, orientado de manera positiva, induce una transformación de monodromı́a

en cada fibra

Hn(Xt,C)
Mt

// Hn(Xt,C).

Esta transformación de monodromı́a determina de manera única el fibrado vectorial H salvo isomor-

fismo, pues las fibras son difeomorfas y por tanto se tiene el diagrama conmutativo

Hn(Xt,C)

'
��

Mt
// Hn(Xt,C)

'
��

Hn(Xt1 ,C)
Mt1 // Hn(Xt1 ,C).

Teorema 4.4.1 (Teorema de Monodromı́a). 1. Cada valor propio λ de Mt0 es una ráız de la unidad.

En otras palabras, la transformación de Monodromı́a Mt0 es casi-unipotente, es decir, existe un

entero positivo m tal que Mm
t0 es unipotente.

2. El tamaño de los bloques de la forma canónica de Jordan para Mt0 es a lo mas de n+ 1× n+ 1,

i.e. el ı́ndice de casi-unipotencia de Mt0 es menor o igual que n+1,; en otras palabras, el entero k

mas pequeño tal que

(Mm
t0 − id)k = 0,

es menor o igual a n+ 1.

3. El tamaño de los bloques de Jordan para Mt0 asociados al valor propio 1 son de tamaño a lo más

n× n.

Demostración. Para una demostración ver [37]

Lema 4.4.1 (J. Briançon, H. Skoda [32]). Supongamos que f ∈ C{z0, . . . , zn} y f(0) = 0. Entonces

fn+1 ∈ (f0, . . . , fn), donde fj = ∂f
∂zj

para cada j = 0, 1, . . . , n.

En el teorema de Monodromı́a se puede decir un poco más de acuerdo al

Teorema 4.4.2 (J. Sherk [23]). Sea fj = ∂f
∂zj

para cada j = 0, 1, . . . , n. Supongamos que f r+1 ∈

(f0, . . . , fn) ⊂ C{z0, . . . , zn} para algún r ≤ n, entonces el tamaño de los bloques de Mt0 en su forma de

Jordan es a lo mas de r + 1× r + 1.

37



4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

Lema 4.4.2. Para cada t ∈ S′, se tiene una descomposición M t = M t
sM

t
u es sus partes semi-simple y

unipotente, respectivamente. Asimismo, se tiene una descomposición en subespacios propios generaliza-

dos en cada fibra

Hn(Xt,C) =
⊕
λ

Ht,λ ,

donde Ht,λ := ker

(
M t
s − λ : Hn(Xt,C)→ Hn(Xt,C)

)
.

Corolario 4.4.2. Tenemos una aplicación de monodromı́a inducida

Hn(X∞,C)

j∗τ'
��

M // Hn(X∞,C)

j∗τ'
��

Hn(Xt,C)
Mt

// Hn(Xt,C).

(4.4.2)

M actúa en Hn(X∞,C) con descomposición en subespacios generalizados

Hn(X∞,C) =
⊕
λ

Hλ ,

con Hλ := ker

(
Ms − λ : Hn(X∞,C)→ Hn(X∞,C)

)
.

Nota 4.4.2. Consideremos el fibrado vectorial en cohomoloǵıa asociado a la fibración de Milnor f :

X −→ S

H = Rnf∗CX′ // S′.

Por tanto, tenemos un fibrado vectorial (inducido por el pullback del mapeo u : S∞ −→ S′)

u∗H // S∞.

Las secciones holomorfas multivaluadas de estos fibrados vectoriales se relacionan de acuerdo al siguiente

diagrama

A(τ) ∈ Hn
(
(X∞)τ ,C

)
��

� � // u∗H

��

pr // H

��

Hn(Xt,C) 3 ωt_?
oo

��
{τ}

exp(2πi •)

66
� � // S∞

A

88

u // S′

ω=pr◦A

gg

{t}_?oo

donde A es una sección holomorfa multivaluada de u∗H, y ω es una sección holomorfa multivaluada de

H.

38



4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

Definición 4.4.3. Denotaremos por Hn := H⊗CS′OS′ la gavilla de secciones holomorfas multivaluadas.

Lema 4.4.3. El espacio de cohomoloǵıa Hn(X∞,C) se identifica con Hn := H ⊗CS′ OS′.

Demostración. Una demostración de este resultado se encuentra en [3].

Por otra parte, del Lema 4.4.1 y siguiendo [16], tenemos objetos canónicos definidos en el espacio de

homoloǵıa entera Hn(X∞,Z):

• Un operador de monodromı́a inducida: M∗ : Hn(X∞,Z)→ Hn(X∞,Z).

• La Forma de intersección de ciclos: q : Hn(X∞,Z)×Hn(X∞,Z)→ Z

• La Forma de Seifert: L : Hn(X∞,Z)×Hn(X∞,Z)→ Z

• El homomorfismo variación: V arf : Hn(X∞, ∂X∞) // Hn(X∞,Z)

A � //M∗A−A
Teorema 4.4.3. Se satisfacen los siguientes resultados:

1. La forma de intersección q : Hn(X∞,Z)×Hn(X∞,Z)→ Z es (−1)n-simétrica.

2. Si A,B son dos ciclos relativos (con intessección vaćıa en la frontera ∂X∞) entonces

q

(
M∗A,M∗B

)
= q
(
A,B

)
.

3. El mapeo variación V arf es un isomorfismo.

4. Si A,B ∈ Hn(X∞,Z), entonces L(A,B) = q

(
V ar−1

f A,B

)
.

5. La forma de Seifert determina la monodromı́a M :

L(M∗A,B) = (−1)n+1L(A,B)

6. La forma de Seifert determina la forma de intersección:

q(A,B) = −L(A,B) + (−1)n+1L(B,A)

7. Considérese la inclusión X∞
� � i // (X∞, ∂X∞) . Entonces

M∗ − id = V arf ◦ i∗,

donde i∗ : Hn(X∞,Z) −→ Hn(X∞, ∂X∞) es el homomorfismo inducido.

Demostración. Una demostración de ese resultado puede ser consultada en [2, Sec 4.2, pág., 65].

Nota 4.4.3. Denotaremos por q∗ : Hn(X∞,C) −→ Hn(X∞,C) la forma bilineal (dual) inducida por la

forma de intersección q.
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4.4.2. La Filtración por peso para una singularidad aislada de Hipersuperficie: caso local

Del teorema de monodromı́a se tiene el

Corolario 4.4.3. El operador N := − logMu

2πi : Hn(X∞,C) −→ Hn(X∞,C) es nilpotente. Mas aún,

tenemos los siguientes casos:

1. El operador N tiene grado de nilpotencia menor o igual a n+ 1, es decir, Nn+1 ≡ 0.

2. La restricción N∣∣Hn(X∞,C)1
tiene grado de nilpotencia menor o igual que n, i.e. Nn∣∣Hn(X∞,C)1

≡ 0.

Del Lema 4.2.1 y del Corolario 4.4.3, se tiene el

Lema 4.4.4 ([29, 15, 19, 17]). existen dos filtraciones crecientes

W 6=1
• ⊂ Hn(X∞,C) 6=1

y

W 1
• ⊂ Hn(X∞,C)1.

definidas sobre Q.

Además, la filtración por peso W•H
n(X∞,C) es la filtración creciente dada por la suma

W 1
• [−n− 1]Hn(X∞,Q)1

⊕
W 6=1
• [−n]Hn(X∞,Q) 6=1,

donde el corrimiento en el ı́ndice esta dado por

W•[l] := W•+l

con l = −n o bien l = −(n+ 1).

4.4.3. MHS de W. Schmid vs MHS J. Steenbrink

4.4.3.1. Compactificación de las fibras Xt

Lema 4.4.5 (Brieskorn [37]). Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie

con fibración de Milnor f : X −→ S. Entonces existe un cambio de coordenadas tal que:

i) f es un polinomio de grado deg(f) := d suficientemente grande.

ii) 0 es el único punto singular de la cerradura Y0 := f−1(0) ⊂ Pn+1C.

iii) La cerradura Yt := f−1(t) ⊂ Pn+1C es lisa para cada t ∈ ∆′ := ∆′ε para ε suficientemente pequeño.
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

iv) Tenemos una fibración C∞ localmente trivial

πf : Y ′ −→ ∆′ (4.4.3)

definida de la siguiente manera:

• Definimos el polinomio homogéneo

F (z0, . . . , zn+1) = zdn+1 · f
(

z0

zn+1
, . . . ,

zn
zn+1

)
∈ C

[
z0, . . . , zn+1

]
,

• Consideramos la variedad

Y :=
{

(z, t) ∈ Pn+1C×∆
∣∣F (z)− t · zdn+1 = 0

}
=

{
(z, t)

∣∣z ∈ Yt, t ∈ ∆
}

• Finalmente, tenemos la aplicación proyección en el segundo factor

πf : Y // ∆

(z, t) � // t

con Y ′ = π−1
f (∆′)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ∆ = S.

4.4.3.2. Forma de intersección en Pn(Y∞,C): aplicación de los resultados de W. Schmid

Aplicando los resultados de la Sección 3.1 a la familia proyectiva π : Y −→ S, tenemos los siguientes

objetos canónicos:

• La fibra canónica de Milnor, Y∞ := Y ′ ×S′ S∞.

• La transformación de monodromı́a en cohomoloǵıa primitiva, MY : Pn(Y∞,C) −→ Pn(Y∞,C).

• La descomposición de MY = MY,sMY,u en sus partes semi-simple y unipotente, respectivamente.

• El logaritmo de la parte unipotente, NY := −
logMY,u

2πi
; el cual es nilpotente con Nn+1

Y = 0.

Lema 4.4.6 (Dualidad de Poincaré). Con respecto a cada fibra compacta Yt existe una forma de inter-

sección

q∗t : Pn(Yt,C)× Pn(Yt,C) −→ C ,
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

la cual es no degenerada y (−1)n-simétrica. Mas aún, estas formas de intersección inducen una forma

bilineal

q∗Y : Pn(Y∞,C)× Pn(Y∞,C) −→ C ,

la cual es no-degenerada, (−1)n-simétrica y no depende de los isomorfismos dados por el Corolario 3.1.1.

Demostración. Para una demostración ver [29, Sección 2.17. Pág.,540].

Nota 4.4.4. De la Sección 3.2 tenemos que existe una filtración (de Hodge ĺımite) F •∞ del espacio

Pn(Y∞,C).

Definición 4.4.4. Definimos la forma bilineal

SY := (−1)
n(n−1)

2 · q∗Y

Teorema 4.4.4. Se tiene que SY , NY ,W•, y F •∞ dotan a la cohomoloǵıa primitiva Pn(Y∞,C) de una

PMHS de peso m = n, la cual es invariante respecto a MY,s.

Demostración. Para una demostarción ver [34, Teorema 6.16, pág., 255].

Nota 4.4.5. La filtración por peso W• del Teorema 4.4.4 es la filtración determinada por el operador

nilpotente NY , con un corrimiento por n, esto es

W• := W (N)•[−n]

= W (N)•−n

Teorema 4.4.5 (J. Scherck [23]). Supóngase que f es un polinomio de grado suficientemente grande

con las propiedades ii)-iv) como en el Lema 4.4.5. La inclusión canónica

X∞
� � i // Y∞

induce una aplicación sobreyectiva

Pn(Y∞,C) �
� i∗ // Hn(X∞,C)

cuyo kernel esta dado por

ker i∗ = ker(MY − id).
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

Teorema 4.4.6 (J. Steenbrink). Sea f como en el Teorema 4.4.5. Entonces la sucesión

0 // ker(MY − id) �
� // Pn(Y∞,C)

i∗ // Hn(X∞,C) // 0

es una sucesión exacta de estructuras de Hodge Mixtas. Donde

• Pn(Y∞,C) esta dotado con la MHS de W. Schmid
(
W•, F

•
∞
)
.

• Hn(X∞,C) posee la MHS de Steenbrink (usando una resolución de singularidades)
(
W•, F

•
st

)
.

Estas MHS son invariantes con respecto a las partes semi-simples MY,s y Ms, respectivamente.

Demostración. Para una demostración ver [29, Sección 3.3. Pág., 543]

4.4.4. PMHS en Hn(X∞,C)

Del Teorema 4.4.6, dado (A,B) ∈ Hn(X∞,C) × Hn(X∞,C), existen a, b ∈ Pn(Y∞,C) tales que

i∗(a) = A y i∗(b) = B. Definimos

Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C)
S // C,

por

S
(
A,B

)
=


SY
(
a, b
)

siempre que (A,B) ∈ Hn(X∞,C)6=1 ×Hn(X∞,C) 6=1

SY
(
a,NY b

)
para (A,B) ∈ Hn(X∞,C)1 ×Hn(X∞,C)1

(4.4.4)

Lema 4.4.7. El apareamiento S : Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C) −→ C esta bien definido.

Demostración. Para una demostración, ver [11, pág., 13].

Definición 4.4.5. Consideremos el mapeo

Hn(X∞,C)
ϑ // Hn(X∞,C) ,

definido por las condiciones:

ϑ =


(M − id)−1 en Hn(X∞,C)6=1

∑
k≥1

1

k
(−1)k−1(M − id)k−1 en Hn(X∞,C)1.

Nota 4.4.6. Notemos que ϑ es un isomorfismo invariante bajo monodromı́a.
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4. Estructuras de Hodge Mixtas Polarizadas

Proposición 4.4.1. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. El apareamiento S : Hn(X∞,Q)×Hn(X∞,Q) −→ Q es no degenerado e invariante bajo la acción

de la transformación de monodromı́a.

2. El endomorfismo N es una isometŕıa infinitesimal, i.e. S(Nu, v) + S(u,Nv) = 0, ∀u, v ∈

Hn(X∞,C).

3. Para cada (A,B) ∈ Hn(X∞,Q)×Hn(X∞,Q):

S(A,B) = (−1)
n(n−1)

2 q∗
(
A, V ar ◦ ϑ(B)

)
4. La forma bilineal S es independiente de la fibración proyectiva Y ′ −→ S′.

5. La restricción de S a Hn(X∞,Q)6=1 es (−1)n-simétrica, y esta dada por

S(•, •) = (−1)
n(n−1)

2 q∗(•, •) (4.4.5)

6. La restricción de S a Hn(X∞,Q)1 es (−1)n+1-simétrica.

7. La descomposición

Hn(X∞,C) = H1 ⊕H−1

⊕
Im(λ)>0

(
Hλ ⊕Hλ

)
es una descomposición ortogonal con respecto al apareamiento S.

Demostración. Este es un resultado de Hertling, para su demostración ver [11, Lema 3.4, pág., 13].

Teorema 4.4.7 (Hertling [11]). La estructura de Hodge Mixta de Steenbrink y el apareamiento S

permiten concluir los siguientes resultados:

1. Tenemos una PMHS en Hn(X∞,C)6=1 de peso m = n.

2. Tenemos una PMHS en Hn(X∞,C)1 de peso m = n+ 1.

Nota 4.4.7. El Teorema de W. Schmid [34] es un resultado clave, ta que establece que en el caso

compacto la PMHS en Pn(Y∞C) tiene peso global m = n, lo cual no ocurre en el caso local, pues el

Teorema 4.4.7 implica hacer una distinción entre los valores propios λ = 1 y λ 6= 1, en virtud de que

los pesos son m = n+ 1, m = n, respectivamente.

Definición 4.4.6. La suma de las dos PMHS en el Teorema 4.4.7 sera llamada una PMHS en Hn(X∞,C).

Nota 4.4.8. La PMHS en Hn(X∞,C) dada por el Teorema 4.4.7 es invariante respecto la parte semi-

simple, Ms, de la transformación de monodromı́a.
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Capı́tulo 5
La V•-filtración y el apareamiento de

orden superior de K. Saito

En este caṕıtulo consideraremos una singularidad aislada de hipersuperficie f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0)

con fibración de Milnor f : X −→ S. Con respeto a f , introducimos el conceptos de V•-filtración y

conección de Gauss Manin local. Asimismo, definimos el apareamiento de orden superior de K. Saito,

el cual denotamos por PS en virtud de que esta definido a partir de la forma bilineal no degenerada en

cohomoloǵıa evanescente,

S : Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C)→ C

caracterizada por la Proposición 4.4.1.

También establecemos un resultado (descubierto inicialmente por A. Varchenko [17]) que conecta el

apareamiento PS con el apareamiento de Grothendieck resf,0(•, •) (dado por Ec. 2.3.3), v́ıa la ret́ıcula

de Brieskorn; para esto utilizamos los trabajos de Hertling [11] y [12], como también parte del material

presentado en [13, Part II. Sec. 6, pág., 95], [3, Cap. 10, pág., 165] y [6].

Consideremos la transformación de Monodromı́a dada por Ec. 4.4.2

Hn(X∞,C)
M // Hn(X∞,C).

En este caṕıtulo N := − logMu

2πi
, la parte nilpotente de M .
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

5.1. La noción de V•-filtración y la fibra canónica de Milnor

Nota 5.1.1. Los valores propios de M , λ = e−2πiβ, son ráıces de la unidad, y por tanto, las sucesiones

aritméticas

β = − 1

2πi
log λ ,

son números racionales ordenados de manera natural.

Lema 5.1.1. Para A ∈ Hn(X∞,C)λ y α ∈ Q tales que e−2πiα = λ, se tiene que

s(A,α)(t) = tα · tNA(t)

es una sección holomorfa monovaluada de H, con

tN := exp
(

log t ·N
)

=
n∑
k=0

(N log t)k

k!

Demostración. Para una demostración ver [6, Lemma.1.3.1,pág.,21].

Definición 5.1.1. Las secciones s(A,α) serán llamadas secciones elementales.

Lema 5.1.2. El conjunto de gérmenes{
s(A,α)0 ∈ (i∗Hn)0 : λα = exp(−2πiα) es valor propio de M

}
de secciones s(A,α)(t) genera un C{t}[t−1]-espacio vectorial G0, de dimensión µ; donde µ es el número

de Milnor de la singularidad f .

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [13, Parte II. Pág.,95]

Proposición 5.1.1. El C{t}[t−1]-espacio vectorial G0 satisface las siguientes propiedades:

• Es invariante con respecto al operador diferencial

∂t : (i∗H)0 → (i∗H)0,

el cual es inducido por la derivada covariante ∇ d
dt

de la conexión de Gauss-Manin en H.

• Es un C{t}[t−1]- módulo singular regular.

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [13, Parte II. Pág.,95]
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

Consideremos los espacios generalizados

Hλα := Hn(X∞,C)λα .

Definición 5.1.2. Elegimos logaritmos α ∈ (−1, 0] de los valores propios de la transformación de

Monodromı́a M .

i) Para cada λα = e−2πiα, definimos el mapeo

Hλα

ψα // G0

A � // ψα(A) := s(A,α)0

ii) Para cada k ∈ N y cada α ∈ (−1, 0] definimos

ψα+k = tk ◦ ψα

Definición 5.1.3. Sea β ∈ Q tal que λβ es un valor propio de M . Definimos los subespacios

Cβ := ker(t∂t − β · id)n+1 ⊂ G0

Definición 5.1.4. Para cada β ∈ Q ∩ (−1,∞), definimos el nivel de s(A, β)0 ∈ Cβ como el entero

k := kβ no negativo tal que

β − k ∈ (−1, 0].

Lema 5.1.3. Sea α ∈ Q tal que λα es un valor propio de la monodromı́a en la fibra canónica Hn(X∞,C).

Entonces,

• El operador multiplicación por t, Cα
t // Cα+1 es un isomorfismo.

• El operador inducido por la conexión de Gauss Manin, Cα
∂t // Cα−1 , es un isomorfismo siempre

que α 6= 0.

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [13, Parte II. Pág.,97]

Lema 5.1.4. 1. Los mapeos ψα son inyectivos para cada α ∈ Q.

2. La imagen ψα(Hλα) es igual a Cα, es decir,

ψα : Hn(X∞,C)λα
// Cα,

es un isomorfismo, para cada α ∈ (−1, 0].
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

Demostración. Para una demostración de este resultado ver [13, Parte II. Pág.,99]

Nota 5.1.2. Observamos que los lemas 5.1.2, 5.1.4 y 5.1.3, junto con la Definición 5.1.2 implican que

G0 =
∑
α∈Q

C{t}[t−1]Cα. Además, G0 es un C{t}[∂t]-módulo regular.

Definición 5.1.5. El espacio G0 es llamado la conexión de Gauss Manin local.

Lema 5.1.5. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Para cada α ∈ (−1, 0] y cada k ≥ 1,

ψ−1
α+k = ψ−1

α+k−1 ◦ t
−1 (5.1.1)

2. Para cada α ∈ (−1, 0] y cada k ≥ 0,

(t∂t − (α+ k) · id) ◦ ψα+k = ψα+k ◦N,

Hλα+k

ψα+k

��

N // Hλα+k

ψα+k

��
Cα+k

t∂t−(α+k)id // Cα+k.

Equivalentemente,

∂t = t−1 ◦
(

(α+ k) · id+ ψα+k ◦N ◦ ψ−1
α+k

)
. (5.1.2)

3. ∂t ◦ ψα = ψα−1(α · id+N)

Demostración. Estos resultados siguen directamente de la definición de los mapeos ψα. Ver también [6,

Lemma1.3.4, pág.,21].

Definición 5.1.6. Para cada α ∈ (−1, 0] y cada entero k ≥ 0, definimos operadores Lkα : Hλα → Hλα:

L0
α := id

Lkα :=

k∏
j=1

(α+ j +N)∀k ≥ 1

Corolario 5.1.1. Para cada α ∈ (−1, 0] y cada entero k ≥ 1 se satisface la siguiente identidad:

∂kt ◦ ψα+k = ψα ◦ (α+ 1 +N) ◦ (α+ 2 +N) ◦ · · · ◦ (α+ k +N)

=: ψα ◦ Lkα,

48
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Demostración. El resultado se sigue de la parte 3) del Lema 5.1.5 por inducción.

Nota 5.1.3. Observemos que para cada k ≥ 1:

1. Lkα ◦N = N ◦ Lkα.

2. Lkα = Lk−1
α ◦ (α+ k +N)

Lema 5.1.6. Para cada α ∈ (−1, 0] y cada k ≥ 1,

(α+ k +N) ◦ ψ−1
α+k =

(
ψ−1
α+k−1 ◦ t

−1
)
◦
(
α+ k + ψα+k ◦N ◦ ψ−1

α+k

)
Demostración. Por una parte se tiene que,

(α+ k +N) ◦ ψ−1
α+k = (α+ k)ψ−1

α+k +N ◦ ψ−1
α+k).

Y por tanto, de Ec. 5.1.1,

(α+ k +N) ◦ ψ−1
α+k = (α+ k)ψ−1

α+k−1 ◦ t
−1 +N ◦ ψ−1

α+k.

Entonces,

(α+ k +N) ◦ ψ−1
α+k = (α+ k)ψ−1

α+k−1 ◦ t
−1 + ψ−1

α+k ◦ ψα+k ◦N ◦ ψ−1
α+k,

y por tanto,

(α+ k +N) ◦ ψ−1
α+k = (α+ k)ψ−1

α+k−1 ◦ t
−1 + ψ−1

α+k−1 ◦ t
−1 ◦ ψα+k ◦N ◦ ψ−1

α+k

=
(
ψ−1
α+k−1 ◦ t

−1
)
◦
(
α+ k + ψα+k ◦N ◦ ψ−1

α+k

)
Esto completa la demostración.

Corolario 5.1.2. Tenemos un isomorfismo

ψ : Hn(X∞,C) =
⊕
λ

Hn(X∞,C)λα −→
⊕

−1<α≤0

Cα (5.1.3)

tal que, ψ|Hn(X∞,C)λα
= ψα para cada −1 < α ≤ 0.

Demostración. Se sigue del Lema 5.1.4.
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5.1.1. La V•-filtración en G0

De la Nota 5.1.2 tenemos la descomposición G0 =
⊕
α∈Q

C{t}[t−1]Cα. Entonces para cada ω ∈ G0,

ω =
∑
α∈Q

ωα

con ωα ∈ C{t}[t−1]Cα. Tenemos la siguiente definición.

Definición 5.1.7. Sea ω ∈ G0.

i) El orden de ω es el número racional

α(ω) := mı́n
{
α |ωα 6= 0

}
.

ii) La parte principal de ω es definida como el primer termino ω1 := ωα(ω) no cero.

Definición 5.1.8. La V•-filtración, denotada por V•G0, estará definida por los espacios

i) VαG0 :=
{
ω ∈ G0

∣∣α(ω) ≥ α
}

ii) V>αG0 :=
{
ω ∈ G0

∣∣α(ω) > α
}

Lema 5.1.7. Tenemos los siguientes resultados:

• VαG0 =
⊕

α≤β<α+1

C{t}Cβ

• V>αG0 =
⊕

α<β≤α+1

C{t}Cβ

• V
αG0

V>αG0
' Cα

• Los espacios Vα,V>α son C{t}-módulos de rango µ.

Demostración. Para una demostración consultar [6, Prop 1.3.8, pág.,24].

Nota 5.1.4. Observamos que del Lema 5.1.3 se tienen los siguientes operadores inducidos:

1. La multiplicación por t, V>−1 t // V>0 , el cual es un isomorfismo.

2. El inducido por la derivada covariante de la conexión de Gauss-Manin, V>−1 ∂t // V>−2 cuya

restricción V>0 ∂t // V>−1 es biyectiva.

50



5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

5.1.2. Operadores Microdiferenciales y la V•-filtración

De acuerdo con el Lema B.3.1, consideremos el conjunto de operadores microdiferenciales con coefi-

cientes constantes

R := C
{{

∂−1
t

}}
respecto al operador diferencial ∂t, el cual es anillo de valuación discreta.

Nota 5.1.5. De la Sección B.2 tenemos una acción

◦ : R× C{t}Cα // C{t}Cα, (5.1.4)

inducida por

(∂−1
t , s(A,α)0) // ∂−1

t · s(A,α)

Lema 5.1.8. 1. Los subespacios C{t} · Cα son R-módulos libres de rango dimCCα, siempre que

α /∈ Z<0.

2. El subespacio V>−1 es un R-módulo libre de rango µ, y por tanto,

V>−1 =
⊕

−1<α≤0

C{t} · Cα

=
⊕

−1<α≤0

R ◦ Cα

donde R ◦ Cα denota la acción inducida por ecuación 5.1.4.

Demostración. Una demostración de estos resultados puede ser consultada en [6, Prop 1.3.11, pág.,

24].

5.2. El residuo superior de K. Saito en V>−1

Recordemos los siguientes resultados:

• De la Proposición 4.4.1 se tiene la forma bilineal S : Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C)→ C inducida por

el producto cup.

• Del Lema 5.1.8 se tiene que V>−1 =
⊕

−1<α≤0

R ◦ Cα es un R-módulo de rango µ.

• Del Corolario 5.1.3 tenemos el isomorfismo ψ : Hn(X∞,C)→
⊕

−1<α≤0

Cα.
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Nota 5.2.1. Consideremos el subanillo de R definido por

R · ∂−1
t :=

{
g · ∂−1

t

∣∣∣g = g(∂−1
t ) ∈ R

}
. (5.2.1)

Como V>−1 =
⊕

−1<α≤0

R · Cα es un R-módulo, definiremos un apareamiento

PS : R · Cα ×R · Cβ // R · ∂−1
t ,

para cada −1 < α, β ≤ 0, lo cual determinará un apareamiento

PS : V>−1 × V>−1 // R · ∂−1
t , (5.2.2)

inducido por la forma bilineal S.

Siguiendo [11], establecemos la siguiente definición.

Definición 5.2.1. Sean α, β ∈ (−1, 0]. Sean también, (a, b) ∈ Cα × Cβ. Para definir PS consideramos

los siguientes casos:

i) Si α+ β /∈ Z hacemos Pα,βS (a, b) = 0.

ii) Si α+ β = −1 definimos

Pα,βS (a, b) :=
1

(2πi)n
S(ψ−1(a), ψ−1(b)) · ∂−1

t , (5.2.3)

es decir, tenemos el diagrama conmutativo

H(X∞,C)λ ×H(X∞,C)λ

(ψα,ψβ)

��

// C

• 1
(2πi)n

∂−1
t

��
Cα × Cβ

Pα,βS // R · ∂t

con λ 6= 1.

iii) Si α = β = 0, definimos

Pα,βS (a, b) :=
1

(2πi)n+1
S(ψ−1(a), ψ−1(b)) · ∂−2

t , (5.2.4)

es decir, se tiene el diagrama conmutativo

H(X∞,C)1 ×H(X∞,C)1

(ψα,ψβ)

��

// C
• 1
(2πi)n+1 ∂

−2
t

��
C0 × C0

Pα,βS // R · ∂t
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

iv) Sean g1(∂−1
t ), g2(∂−1

t ) ∈ R. De los incisos i)− iii), definimos

PS : R · Cα ×R · Cβ // R · ∂−1
t (5.2.5)

por la regla de asignación

PS(g1(∂−1
t )a, g2(∂−1

t )b) := g1(∂−1
t )g2(−∂−1

t ) · Pα,βS (a, b) (5.2.6)

donde g1(∂−1
t )g2(−∂−1

t ) es el producto formal de series.

v) Finalmente, para cada (a,b) ∈ V>−1 × V>−1, definimos

PS(a,b) :=
∑
−1<α,β

PS
(
gαaα, gβbβ

)
(5.2.7)

donde,

a =
∑
−1<α

gαbα

y

b =
∑
−1<β

gβbβ

con gα, gβ ∈ R para cada α, β ∈ Q ∩ (−1,∞).

Definición 5.2.2. El apareamiento PS será llamado el residuo (apareamiento) de orden superior

de Saito en V>−1.

Nota 5.2.2. Observamos que dados g1

(
∂−1
t

)
, g2

(
∂−1
t

)
∈ R, tenemos que

g1 =
∑
j≥0

ai · ∂−jt

y

g2 =
∑
l≥0

bl · ∂−lt

con ai, bl ∈ C para cada i, l ≥ 0. Entonces

g1

(
∂−1
t

)
· g2

(
− ∂−1

t

)
=
∑
i,l

(−1)laibl · ∂−i−lt ,

de lo cual tenemos que

PS(g1(∂−1
t )a, g2(∂−1

t )b) =

(∑
i,l

(−1)laibl · ∂−i−lt

)
· cn · S

(
ψ−1
α (a), ψ−1

β (b)
)
· ∂−k0t

=
∑
i,l

(
(−1)l

(
aibl · cn,k0 · S

(
ψ−1
α (a), ψ−1

β (b)
))
· ∂−i−l−k0t

)
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

con k0 = 1 y cn,k0 = ( 1
2πi)

n, o bien k0 = 2 y cn,k0 = ( 1
2πi)

n+1. Entonces, para cada (a,b) ∈ V−1×V−1,

denotaremos por

P
(−j)
S (a,b)

a la parte en C · ∂−jt de PS(a,b).

5.2.1. Descripción del residuo superior de Saito

En este apartado dare una explicación más profunda de la definición del apareamiento PS . Para ello,

trataremos los siguientes casos:

• CASO I. Para a, b ∈ Cα×Cβ con α, β ∈ (−1, 0], solo recordamos las partes i)-iii) de la Definición

5.2.1.

• CASO II. Sea (a, b) ∈ Cα × Cβ con (α, β) ∈ (−1, 0]× (0, 1]. Notamos que, por el Corolario 5.1.3

Cβ = ∂−1
t Cβ−1.

Por tanto, (a, ∂tb) ∈ Cα × Cβ−1 y β − 1 ∈ (−1, 0]. Luego, del inciso iv) de la Definición 5.2.1,

tenemos que

PS(a, b) = −∂−1
t · P

α,β−1
S (a, ∂tb) (5.2.8)

• CASO III. Sea (a, b) ∈ Cα × Cβ con (α, β) ∈ (0, 1] × (0, 1]. En forma análoga al caso anterior,

vemos que

Cα = ∂−1
t Cα−1, Cβ = ∂−1

t Cβ−1

con (α− 1, β − 1) ∈ (−1, 0]× (−1, 0]. Aśı, el inciso iv) de la Definición 5.2.1 nos permite concluir

que:

PS(a, b) = ∂−1
t · (−∂

−1
t ) · Pα−1,β−1

S (∂ta, ∂tb) (5.2.9)

• CASO IV. Sea (a, b) ∈ Cα × Cβ con (α, β) ∈ (0, 1] × (1, 2]. En forma análoga al caso anterior,

vemos que

Cα = ∂−1
t Cα−1, Cβ = ∂−2

t Cβ−2
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

con (α− 1, β − 2) ∈ (−1, 0]× (−1, 0].

Por tanto, nuevamente de la Definición 5.2.1 se tiene que:

PS(a, b) = ∂−1
t · ((−1)2∂−2

t ) · Pα−1,β−2
S (∂ta, ∂

2
t b) (5.2.10)

• CASO V. Aqúı generalizamos las ideas dadas en los casos previos. Sean (a, b) ∈ Cα × Cβ y

p, q ∈ N tales que (α, β) ∈ (p − 1, p] × (q − 1, q]. En forma análoga a los casos anteriores, vemos

que

Cα = ∂−pt Cα−p, Cβ = ∂−qt Cβ−q

con (α− p, β − q) ∈ (−1, 0]× (−1, 0]. De lo cual obtenemos que:

PS(a, b) = ∂−pt · ((−1)q∂−qt ) · Pα−p,β−qS (∂pt a, ∂
q
t b) (5.2.11)

Lo anterior lo formularemos como un corolario, a fin de citarlo mas adelante.

Corolario 5.2.1. Sean (a, b) ∈ Cα × Cβ y p, q ∈ N tales que (α, β) ∈ (p− 1, p]× (q − 1, q]. Entonces,

PS(a, b) = ∂−pt · ((−1)q∂−qt ) · Pα−p,β−qS (∂pt a, ∂
q
t b)

5.3. La ret́ıcula de Brieskorn y la V•-filtración

Consideremos una (n + 1)-forma holomorfa ω ∈ Ωn+1
X . Tenemos del apartado 2.2 una sección holo-

morfa

H

S′

s[ω]

OO

tal que

s[ω](t) =
[ ω
df

∣∣∣
Xt

]
∈ Hn(Xt,C), t ∈ S′. (5.3.1)

Por otra parte, a nivel de gérmenes, tenemos el

Lema 5.3.1 (E. Brieskorn [37]). Si ω ∈ Ωn+1
X,0 , entonces el germen s[ω]0 ∈ (i∗H)0 correspondiente a

s[ω](t) es un elemento de G0.
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Lema 5.3.2 (A. Varchenko [25], B. Malgrange [33]). Sea ω ∈ Ωn+1
X,0 , tenemos la descomposición

s[ω](t) =
∑
α>−1

s(Aωα, α), (5.3.2)

donde

• Los coeficientes Aωα son secciones planas que dependen de ω.

• Los números α son números racionales.

• La serie converge en cada sector finito θ1 < arg t < θ2 siempre que el módulo de t, |t|, sea

suficientemente pequeño.

Aśı mismo, de Malgrange [33], tenemos el

Lema 5.3.3. Sea ω ∈ Ωn+1
X,0 . Entonces:

• El germen s[ω]0 ∈ (i∗H)0 correspondiente a s[ω](t) es un elemento de V>−1.

• Más aún, respecto la aplicación

k : Ωn+1
X,0 −→ V

>−1, ω 7→ s[ω]0,

se satisface la ecuación:

ker(k) = df ∧ dΩn−1
X,0

Del Lema 5.3.3, tenemos un encajamiento de la ret́ıcula de Brieskorn

H′′0 '
Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ dΩn−1
Cn+1,0

,

en V>−1.

Por tanto, tenemos un isomorfismo

H′′0 ' k(H′′0).

Definición 5.3.1. Definiremos H ′′0 := k(H′′0) y le llamaremos la ret́ıcula microdiferencial de Bries-

korn.

La definición anterior esta motivada por los resultados de la siguiente proposición.

Proposición 5.3.1. Sea µ el número de Milnor de la singularidad aislada f : (Cn+1, 0) → (C, 0). Se

satisfacen las siguientes afirmaciones:

(i) H ′′0 ⊂ V>−1
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(ii) La condición de reticula en G0:

K ·H ′′0 = G0,

con K = C{t}[t−1] el campo de series de Laurent en t.

(iii) Invariancia respecto a la acción de multiplicación por t:

t ·H ′′0 ⊂ H ′′0 .

(iv) Se satisface la siguiente ecuación

s[dη]0 = ∂ts[df ∧ η]0, (5.3.3)

para cada η ∈ Ωn
Cn+1,0.

(v) H ′′0 es un C{t}-módulo libre de rango µ.

(vi) Invariancia con respecto a la acción de ∂−1
t :

∂−1
t ·H ′′0 ⊂ H ′′0 .

(vii) H ′′0 es un R-módulo libre de rango µ.

Demostración. Para una demostración ver [11].

Lema 5.3.4. La aplicación

k : Ωn+1
X,0 � H ′′0 ⊂ V>−1, ω 7→ s[ω]0,

induce un isomorfismo

s : Ωf −→ H ′′0
∂−1
t H ′′0

, (5.3.4)

donde Ωf es el álgebra de Milnor.

Demostración. De la proposición anterior tenemos que ∂−1
t ·H ′′0 ⊂ H ′′0 . Por otra parte, de la Proposición

5.3.1 (iv), se tiene que

s[dη] = ∂ts[df ∧ η],

para cada η ∈ Ωn
Cn+1,0.

Ahora bien, el complejo de De Rham (Ω•Cn+1 , d) es exacto, de donde se tiene que d(Ωn
Cn+1,0) = Ωn+1

Cn+1,0
.

Entonces tenemos un morfismo inducido

s : Ωf � H ′′0

tal que s[df ∧ Ωn
Cn,0] = ∂−1

t H ′′0 . El cual evidentemente es un isomorfismo. Esto completa la prueba.
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5.4. Relacion entre el apareamiento de Grothendieck y el apareamiento

superior de K. Saito

Mantendremos fijas la hipótesis de los apartados anteriores de este caṕıtulo para proporcionar una

relación entre el apareamiento de Grothendieck, el residuo de Leray del Caṕıtulo 2 y el apareamiento

de orden superior de K. Saito.

De la Definición 2.3.3, se tiene el apareamiento de Grothendieck

resf,0 : Ωf × Ωf // C

([ω1], [ω2]) � // Resf,0(ω1, ω1),

donde [ω1], [ω2] denotan clases en Ωf .

Asimismo, se tiene del Lema 5.3.4 una aplicación

s : Ωn+1
Cn+1,0

// Hn

ω � //
(
s[ω] : t � //

[
LerayRes

(
ω

f − t

)]
:=

[
ω/(f − t)

df

]
∈ Hn(Xt,C)

)
,

(5.4.1)

inducido por el residuo de Leray.

Lema 5.4.1 (C. Hertling [11]). Sean α, β ∈ Q, tales que λα = exp(−2πiα) y λβ = exp(−2πiβ) son

valores propios de la Monodromı́a. Entonces,

i) Si α, β > −1 y α+ β /∈ Z, entonces PS(Cα, Cβ) = 0.

ii) Si α, β > −1 y α = −β + k con k ∈ Z, entonces el apareamiento inducido

PS : Cα × Cβ // C · ∂−α−β−2
t

es un apareamiento perfecto.

iii) Para l ≥ 1, los apareamientos indicidos

P
(−l)
S : V>−1 × V>−1 // C · ∂−kt

son (−1)n+1+l-simétricos. En particular P
(−n−1)
S es simétrico.

Teorema 5.4.1 (A. Varchenko [17], M. Saito [15], C. Hertling [11]). Se satisfacen las siguientes

afirmaciones:
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5. Dualidad de Grothendieck y Residuo superior de K. Saito

Ωn+1
Cn+1,0

× Ωn+1
Cn+1,0� _

��

� � // H′′0 ×H′′0
(s,s)

'
// H ′′0 ×H ′′0� _

��
P−n−1
S

**

� � / V>−1 × V>−1 PS // R · ∂−1
t

��
Ωf × Ωf (s,s)

'
//

resf,0

))

H ′′0
∂−1
t H ′′0

× H ′′0
∂−1
t H ′′0

P−n−1
S // C · ∂−n−1

t

([ω1], [ω2]) 00C '
�

44

P
(−n−1)
S (s[ω1]0, s[ω2]0)

Figura 5.1.: Relación entre resf,0(•, •), s[•] y P
(−n−1)
S en el álgebra de Milnor

i) La restricción del residuo superior de saito PS a la ret́ıcula microdiferencial de Brieskorn toma

valores en R · ∂−n−1
t . Esto es,

PS(H ′′0 , H
′′
0 ) ⊂ R · ∂−n−1

t . (5.4.2)

Consecuentemente, para 1 ≤ l ≤ n, se tiene la igualdad

P
(−l)
S (H ′′0 , H

′′
0 ) = 0.

ii) Para cada ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

, se tiene que

P
(−n−1)
S (s[ω]0, s[ω2]0) = resf,0(ω1, ω2) · ∂−n−1

t

Corolario 5.4.1 (C. Hertling, C. Stahlke [12]). Se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. P
(−n−1)
S

(
H ′′0 , ∂

−1
t H ′′0

)
= P

(−n−1)
S

(
H ′′0 , ∂

−1
t H ′′0

)
=0

2. El apareamiento inducido

P
(−n−1)
S :

H ′′0
∂−1
t H ′′0

× H ′′0
∂−1
t H ′′0

// C · ∂−n−1
t

(s[ω]0, s[ω2]0) � // resf,0(ω1, ω2) · ∂−n−1
t

es no-degenerado.
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Capı́tulo 6
Estructura de Hodge Mixta Asintótica

de Varchenko

Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie con fibracion de Milnor

f : X −→ S. Históricamente, J. Steenbrink [31] dotó a Hn(X∞,C) de una MHS usando resolución

de singularidades; posteriormente, A. Varchenko [25] usó la conexión de Gauss-Manin y la ret́ıcula de

Brieskorn para construir la llamada Estructura de Hodge Mixta asintótica. Las filtraciones por peso de

estas MHS corresponden en cierto sentido a los bloques de Jordan de la transformación de monodromı́a

y son en esencia iguales; sin embargo, la filtración de Hodge asintótica de A. Varchenko, denotada por

F̃ •, no coincide en general con la filtración de Hodge de J. Steenbrink denotada por F •st. Poco después,

F. Pham [21], J. Scherk y J. Steenbrink [19], y M. Saito [15] hicierón una notable modificación de las

ideas de Varchenko, con el fin de obtener la igualdad de estas filtraciones de Hodge. En este caṕıtulo

consideraremos esta modificación, y presentamos la filtración de Hodge correcta que dotará a la fibra

canónica Hn(X∞,C) de una MHS ( más aún, de una PMHS); esta modificación es necesaria, pues

permitirá combinar los resultados del apartado 4.4 con resultados del Caṕıtulo 5 como se verá en breve.

Asimismo, desarrollaremos propiedades del invariante discreto asociado a la singularidad f , llamado

espectro y denotado por sp(f).

De acuerdo con el Caṕıtulo 5, sea ∂t : (i∗H)0 → (i∗H)0 como en la Proposición 5.1.1.

Asimismo, consideremos el isomorfismo

ψ : Hn(X∞,C)
' //

⊕
−1<α≤0

Cα
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6. MHS de Varchenko

dado por Ec. 5.1.3.

Consideremos también, la ret́ıcula de Brieskorn H′′0 , y su identificación H ′′0 = k(H′′0) ⊂ V>−1.

6.1. Filtración Asintótica de Varchenko: vesión modificada

Lema 6.1.1 (A. Varchenko [22, 25], J. Scherk y J. Steenbrink[19]). Los subespacios Cα '
VαG0

V>αG0
son

generados por las partes principales de secciones geométricas s[ω] =
∑

β>−1 s(ω, β) ∈ H ′′0 de orden α.

Definición 6.1.1 (Filtración de Steenbrink). Tenemos la filtración F • ⊂ V>−1:

1. Para cada −1 < β ≤ 0,

GrβVH
′′
0 :=

Vβ ∩H ′′0 + V>β

V>β
⊂ Cβ (6.1.1)

2. Para cada −1 < α ≤ 0

F pCα := ∂n−pt Grα+n−p
V H ′′0 (6.1.2)

3. Finalmente tenemos una filtración en V>−1:

F p(V>−1) :=
⊕

−1<α≤0

F pCα (6.1.3)

Nota 6.1.1. Como H ′′0 ⊂ V>−1 entonces GrβVH
′′
0 = 0 para cada β < −1. Consecuentemente, para cada

p > n tenemos que F pCα = 0 y F pV>−1 = 0.

Nota 6.1.2. Para β > −1, el isomorfismo ∂−1
t : Cβ −→ Cβ+1 induce el morfismo inclusión

GrβVH
′′
0

∂−1
t // Grβ+1

V H ′′0 .

Más aún, ∂−1
t GrβVH

′′
0 = Grβ+1

V ∂−1
t H ′′0 .

6.2. PMHS asintótica en la Fibra canónica de Milnor

Proposición 6.2.1. Existe una filtración decreciente F • ⊂ Hn(X∞,C).

Demostración. Consideremos el isomorfismo

ψ : Hn(X∞,C)
' //

⊕
−1<α≤0

Cα
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Sea α ∈ (−1, 0] tal que exp(−2πiα) = λ es un valor propio de la monodromı́a M . Para cada p ≥ 0,

definimos

F pHn
λ := ψ−1

α

(
F pCα

)
con F pCα dado por (6.1.2). Por otra parte, definimos

F pHn(X∞,C) :=
⊕
λ

F pHn
λ (6.2.1)

Lema 6.2.1 (J. Scherk y J. Steenbrink[19]). La filtración F •Hn(X∞,C) ⊂ Hn(X∞,C) es invariante

con respecto a la parte semi-simple, Ms, de la transformación de monodromı́a M : Hn(X∞,C) →

Hn(X∞,C).

Definición 6.2.1. La filtración de la Proposición 6.2.1 será denotada por F •H′′0
y la llamaremos la

Filtración de Hodge (modificada).

Teorema 6.2.1 (F. Pham [21], J. Sherk y J. Steenbrink [19], M. Saito [15]). Sea F •st la filtración como

en el Teorema 4.4.6. Entonces, la filtración de Hodge F •H′′0
coincide con la filtración de Steenbrink F •st.

Demostración. Una demostración completa y muy técnica es dada por F. Pham [21, pág., 278].

Corolario 6.2.1. Respecto a la estructura de Hodge Mixta

(
Hn(X∞,Z), F •H′′0

,W•H
n(X∞,C)

)
definida

en Hn(X∞,C), y la definición del apareamiento S, tenemos las siguientes afirmaciones:

1. Hn(X∞,C)6=1 posee una PMHS de peso m = n.

2. Hn(X∞,C)1 posee una PMHS de peso m = n+ 1.

Demostración. Del Teorema 6.2.1 tenemos que F •H′′0
= F •st. Por tanto, del Teorema 4.4.7 se tiene la

conclusion deseada. Esto completa la demostración.

6.3. Filtración de Hodge de Steenbrink vs Filtración de Hodge de

Varchenko

A continuación, definimos la filtración de Hodge asintótica de A. Varchenko [22], y establecemos una

relación con la filtración de Steenbrink dada por la Definición 6.1.1.

Definición 6.3.1 (Filtración de Varchenko). Definimos la filtración F̃ • ⊂ Hn(X∞,C):
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6. MHS de Varchenko

1. Para −1 ≤ α ≤ 0, F̃ pCα := t−(n−p) ·Grα+n−p
V H ′′0 .

2. Para −1 ≤ α ≤ 0 con λα := exp(−2πiα),

F̃ pHλα := ψ−1
α+(n−p)

(
Grα+n−p
V H ′′0

)
= ψ−1

α ◦ t−(n−p) ·Grα+n−p
V H ′′0

= ψ−1
α

(
F̃ pCα

)
. (6.3.1)

3. Finalmente, F̃ pHn(X∞,C) :=
⊕
λα

F̃ pHλα.

La relación entre las filtraciones F •H′′0
y F̃ • se ve en el

Lema 6.3.1.

i) Fn+1
H′′0

= F̃n+1 = 0.

ii) Para p tal que n− p ≥ 0 se satisface la siguiente ecuación:

F p
H′′0
Hλα = Ln−pα

(
F̃ pHλα

)
,

con λ = exp(−2πiα) y −1 < α ≤ 0.

Demostración. La primera afirmación se sigue de la Nota 6.1.1 para p = n+ 1, es decir, n− p = −1 y

Grα−1
V H ′′0 = 0. Del Corolario 5.1.1 se tiene que

∂n−pt ◦ ψα+(n−p) = ψα ◦ Ln−pα .

Entonces,

∂n−pt = ∂n−pt ◦ ψα+(n−p) ◦ ψ−1
α+(n−p)

= ψα ◦ Ln−pα ◦ ψ−1
α+(n−p)

Aśı,

F p
H′′0
Hλα = ψ−1

α ◦ ∂
n−p
t

(
Grα+n−p
V H ′′0

)
= Ln−pα ◦ ψ−1

α+(n−p)

(
Grα+n−p
V H ′′0

)
= Ln−pα F̃ pHλα
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6.4. La filtración de Hodge y el espectro de una singularidad aislada

Definición 6.4.1. • Sea β ∈ Q. La multiplicidad de β sera definida como

dβ := dimC

( GrβH ′′0
Grβ∂−1

t ·H ′′0

)
• Definimos el espetro de la singularidad f como

sp(f) :=
∑
β∈Q

dβ(β) ∈ Z[Q]

Lema 6.4.1. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si dβ 6= 0 entonces −1 < β < n.

2. Tenemos la propiedad de simetŕıa dn−1−β = dβ

Demostración. Para una demostración ver [19, 7.3(i). Pág., 657].

Corolario 6.4.1. Para cada ω ∈ Ωn+1
X,0 tenemos una expansión

s[ω]0 =
[ ∑
−1<β<n

s(Aωβ , β)
]

0
(mód ∂−1

t H ′′0 )

Demostración. De Ec. 5.3.2, para cada ω ∈ Ωn+1
X,0 tenemos una expansión

s[ω]0 =
[ ∑
−1<β

s(Aωα, β)
]

0
∈ V>−1

Del Lema 6.4.1 se tiene que dβ = 0 para β ≥ n. Entonces Vn ⊂ ∂−1
t H ′′0 . Esto completa la demostración.

Lema 6.4.2. Para cada entero p tal que n− p ≥ 0, se tiene el isomorfismo inducido

GrpF •Cα
Gr

α+(n−p)
V H ′′0

Gr
α+(n−p)
V ∂−1

t H ′′0
∂n−pt

'oo ' // Gr
α+(n−p)
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
.

El segundo isomorfismo es el canónico con respecto a la V•-filtración inducida en el cociente
H ′′0

∂−1
t H ′′0

.

Demostración. Sabemos que,

∂−1
t Grβ−1

V H ′′0 = GrβV∂
−1
t H ′′0 .
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6. MHS de Varchenko

Entonces,

GrpF •Cα =
F pCβ
F p+1Cβ

=
∂n−pt Gr

α+(n−p)
V H ′′0

∂
n−(p+1)
t Gr

α+(n−(p+1))
V H ′′0

=
∂n−pt Gr

α+(n−p)
V H ′′0

∂n−p−1
t Gr

α+(n−p−1)
V H ′′0

=
∂n−pt Gr

α+(n−p)
V H ′′0

∂n−pt ∂−1
t Gr

α+(n−p−1)
V H ′′0

=
∂n−pt Gr

α+(n−p)
V H ′′0

∂n−pt Gr
α+(n−p)
V ∂−1

t H ′′0

Esto completa la demostración.

Lema 6.4.3. Sea α ∈ (−1, 0] y p un entero tal que n− p ≥ 0. Sea también β = α+ (n− p). Entonces

GrβVH
′′
0

' //
n−p⊕
j=0

Grα+j
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
.

Demostración. Como ∂−1
t : Cα+j−1 −→ Cα+j es un isomorfismo,

Grα+j
V H ′′0

'−→ Grα+j
V ∂−1

t H ′′0
⊕ Grα+j

V H ′′0

Grα+j
V ∂−1

t H ′′0

= ∂−1
t Grα+j−1

V H ′′0
⊕ Grα+j

V H ′′0

Grα+j
V ∂−1

t H ′′0

'−→ ∂−1
t Grα+j−1

V H ′′0
⊕

Grα+j
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
'−→ Grα+j−1

V H ′′0
⊕

Grα+j
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
(6.4.1)

Aplicando Ec. 6.4.1,

GrβVH
′′
0

'−→
(
Grα+n−p−1
V H ′′0

)⊕
Grα+n−p
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
'−→

(
Grα+n−p−2
V H ′′0

⊕
Grα+n−p−1
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

))⊕
Grα+n−p
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
=

(
Grβ−2
V H ′′0

⊕
Grβ−1
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

))⊕
GrβV

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
... (por inducción)

= GrαVH
′′
0

⊕
Grα+1
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)⊕
· · ·
⊕

Grβ−1
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)⊕
GrβV

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
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6. MHS de Varchenko

Observamos que GrαV ∂−1
t H ′′0 = 0, ya que α ∈ (−1, 0], ∂−1

t H ′′0 ⊂ H ′′0 y H ′′0 ⊂ V>−1. Por tanto,
GrαVH

′′
0

GrαV ∂
−1
t H ′′0

' GrαVH ′′0 . Esto completa la demostración.

Corolario 6.4.2. Sea α ∈ (−1, 0] y p un entero tal que n − p ≥ 0. Sea también β = α + (n − p).

Entonces

i) dimC GrβVH
′′
0 = dα + dα+1 + · · ·+ dα+(n−p)

ii) dimC F
pHλα =

n−p∑
j=0

dα+j

iii) dimC

(
F pHλα

F p+1Hλα

)
= dα+(n−p)

Demostración. El inciso i) se sigue directamente del Lema 6.4.3. El inciso ii) se sigue del inciso i) y de

notar que

dimC GrβVH
′′
0 = dimC ∂n−pt GrβVH

′′
0 (∂n−pt es un isomorfismo)

= dimC F
pCα ( por definición)

= dimC F
pHλα ( por definición)

Finalmente, el inciso iii) se sigue del Lema 6.4.2. Esto completa la demostración.

Nota 6.4.1. La Definición 6.4.1, el Lema 6.4.1 y el Corolario 6.4.2 permiten definir el espectro como

µ números racionales (ordenados)

−1 < α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ αµ < n,

con multiplicidades

dα = dimC

(
F pHλα

F p+1Hλα

)
,

donde los λαj = exp(−2πiαj) son valores propios de la transformación de Monodromı́a, y µ el

numero de Milnor de la singularidad aislada de hipersuperficie f .

Una propiedad importante del espectro esta dada por el

Lema 6.4.4. ([3, Pág., 108]) Los números espectrales −1 < α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ αµ < n satisfacen

la propiedad

αi + αµ+1−i = n− 1.
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6. MHS de Varchenko

Figura 6.1.: Filtración de Hodge F •

F 0

Fn−2

Fn−1

Fn

−1 0 1 2 n− p n− 1 n

Cα Cα+1 Cα+2 Cβ Cβ+1 Cα+n Cα+n+1

α α+ 1 α+ 2 β β + 1

∂−1
t∂−1

t

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

∂−1
t

∂t∂t ∂t

GrαVH
′′
0

Grα+1
V H ′′0

Grα+1
V ∂−1

t H ′′0
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Capı́tulo 7
Dualidad de Grothendieck vs el

producto cup en cohomoloǵıa

evanescente

Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie. De acuerdo con A. Var-

chenko [24], en el álgebra de Milnor existe una transformación nilpotente denotada por {f}, llamada

la multiplicación por f , con ı́ndice de nilpotencia menor o igual a n + 1. Por otra parte, el Teorema

de Monodromı́a 4.4.1 implica que el operador − logMu

2πi
es nilpotente con grado de nilpotencia menor o

igual a n+ 1, el cual actúa en la cohomoloǵıa evanescente Hn(X∞,C). A. Varchenko demuestra que las

transformaciones GrV{f} y − logMu

2πi
poseen la misma forma canónica de Jordan, donde GrV{f} es el

morfismo (graduado) inducido por la V•-filtración en el álgebra de Milnor.

En este caṕıtulo demostraremos los resultados originales de esta tesis; el principal resultado que

proporcionamos, establece una relación entre el apareamiento inducido por dualidad de Grothendieck

(con descripción algebraica)

resf,0

(
GrV{f} •, •

)
: Ωf × Ωf −→ C (7.0.1)

con Ωf el álgebra de Milnor, de acuerdo con A.3.1; y el apareamiento inducido por el producto cup

(con interpretación geométrica) en cohomoloǵıa evanescente

S
(−1

2πi
logMu •, •

)
: Hn(X∞,C)×Hn(X∞,C) −→ C.

68



7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

En este caṕıtulo el śımbolo N tendrá dos connotaciones, la primera denotará al operador nilpotente

− logMu

2πi
, y la segunda únicamente el operador logMu, lo que será especificado al inicio de la sección

correspondiente .

Por cuestiones de notación denotaremos Ec. 7.0.1 simplemente por

resf,0

(
f •, •

)
: Ωf × Ωf −→ C.

7.1. Cálculo del apareamiento resf,0

(
f •, •

)
v́ıa el producto cup en

cohomoloǵıa

En esta sección establecemos una formula que permite calcular el apareamiento resf,0

(
f •, •

)
, en

términos del apareamiento S dado por Ec. 4.4.4; para este resultado utilizamos las propiedades del

Teorema 5.4.1 sobre el apareamiento de orden superior de K. Saito. En esta sección N := − logMu

2πi
.

7.1.1. Un buen representante en el Álgebra de Milnor

En este apartado presentamos uno de nuestros resultados, el Lema principal, el cual esta inspirado

en ideas originales de A. Varchenko [24]; para ello usamos el lenguaje de C. Hertling [11].

Definición 7.1.1. De acuerdo con el Lema 5.1.5, para cada β ∈ Q con λβ = exp(−2πiβ), definimos

Ñα := ψβ ◦N ◦ ψ−1
β .

De lo cual tenemos una aplicación

Ñ : V>−1 −→ V>−1,

tal que Ñ|Cβ = Ñβ para cada β ∈ Q.

Lema 7.1.1. Se satisfacen las siguientes igualdades:

Ñβs(A
ω
β , β)0 :=

[
Ñβs(A

ω
β , β)

]
0

= s(NAωβ , β)0

Demostración. Por definición,

Ñβs(A
ω
β , β) = (ψβ ◦N ◦ ψ−1

β ) ◦ ψβ(Aωβ )

= ψβ ◦N(Aωβ )

= s(NAωβ , β)
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Luego, se tiene la igualdad deseada en gérmenes.

Proposición 7.1.1 (Lema Principal). Supongamos que ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

y η ∈ Ωn
Cn+1,0 son tales que

dη = ω. Sea también α(ω) ∈ Q el orden de ω tal que λα(ω) = exp(−2πiα(ω)). Entonces

s[f · ω]0 − (α(ω) + 1)s[df ∧ η]0 = ∂−1
t · Ñs[ω]0 +

[ ∑
β>−1,
β 6=α(ω)

∂−1
t (β − α(ω))s(Aωβ , β)

]
0

(7.1.1)

Demostración. Sea ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

. Consideremos η ∈ Ωn
Cn+1,0 tal que ω = dη. Entonces de Ec. 5.3.3 se

sigue que

∂ts[df ∧ η]0 = s[dη]0 = s[ω]0

Por otra parte, t · s[ω]0 = s[f · ω]0; y ∂t satisface Leibnitz

∂tt = id+ t∂t.

Consideremos la expansión del representante s[ω](t) =
∑

β>−1 s(A
ω
β , β) del germen s[ω]0. Sea A :=

∂t
(
s[f · ω]0 − (α(ω) + 1) s[df ∧ η]0

)
. Entonces tenemos las siguientes igualdades a nivel de gérmenes:

A = ∂ts[f · ω]0 − (α(ω) + 1) ∂ts[df ∧ η]0

=
(
s[ω]0 + t∂ts[ω]0

)
− (α(ω) + 1) s[ω]0

= t∂ts[ω]0 − α(ω)s[ω]0

= t∂t

[ ∑
β>−1

s(Aωβ , β)
]

0
− α(ω)

[ ∑
β>−1

s(Aωβ , β)
]

0

=
[
t∂ts(A

ω
α(ω), α(ω))− α(ω)s(Aωα(ω), α(ω))

]
0

+

+
[
(t∂t − α(ω))

∑
β>−1
β 6=α(ω)

s(Aωβ , β)
]

0

=
[
(t∂t − α(ω) · id)s(Aωα(ω), α(ω))

]
0

+
[ ∑
β>−1
β 6=α(ω)

(
t∂t − α(ω)

)
s(Aωβ , β)

]
0

= Ñα(ω)s(A
ω
α(ω), α(ω))0 +

[ ∑
β>−1
β 6=α(ω)

(Ñβ + β − α(ω))s(Aωβ , β)
]

0

=
(
Ñα(ω)s(A

ω
α(ω), α(ω))0 +

[ ∑
β>−1
β 6=α(ω)

Ñβs(A
ω
β , β)

]
0

)
+

+
[ ∑
β>−1
β 6=α(ω)

(β − α(ω))s(Aωβ , β)
]

0
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Entonces,

A =
[ ∑
β>−1

Ñβs(A
ω
β , β)

]
0

+
[ ∑
β>−1
β 6=α(ω)

(β − α(ω))s(Aωβ , β)
]

0

= Ñ
[ ∑
β>−1

s(Aωβ , β)
]

0
+
[ ∑
β>−1,β 6=α(ω)

(β − α(ω))s(Aωβ , β)
]

0

= Ñs[ω]0 +
[ ∑
β>−1
β 6=α(ω)

(β − α(ω))s(Aωβ , β)
]

0

Aplicamos el isomorfismo ∂−1
t a la última igualdad para obtener lo deseado. Esto completa la demos-

tración.

Corolario 7.1.1. Supongamos válidas las condiciones de la Proposición 7.1.1. Entonces

s[f · ω]0 ≡ ∂−1
t · Ñs[ω]0 +

[ ∑
β>−1, β 6=α

∂−1
t (β − α)s(Aωβ , β)

]
0

mód ∂−1
t H ′′0

Demostración. Es suficiente observar que de Ec. 5.3.3 se tiene que

∂−1
t s[dη]0 = s[df ∧ η]0 ∈ ∂−1

t H ′′0

Con lo que se prueba lo deseado.

Definición 7.1.2. En virtud del Corolario 7.1.1, el isomorfismo dado por el Lema 5.3.4, y las propie-

dades subsecuentes, le llamaremos a

s[f · ω]0 ≡ ∂−1
t · Ñs[ω]0 +

[ ∑
β>−1, β 6=α

∂−1
t (β − α)s(Aωβ , β)

]
0

mód ∂−1
t H ′′0

un buen representante en el álgebra de Milnor.

7.1.2. Propiedades inducidas por producto cup v́ıa el Lema principal

Lema 7.1.2. Sea α ∈ (−1, 0] con λα un valor propio de la monodromı́a M : Hn(X∞,C)→ Hn(X∞,C).

Entonces, para cada entero k ≥ 0 se satisfacen la siguientes ecuaciones:

Ñα+k = ∂−kt ◦ ψα ◦ Lkα ◦N ◦ ψ
−1
α+k

= ∂−kt ◦ ψα ◦ Lkα ◦N ◦ ψ−1
α ◦ t−k (7.1.2)

Ñα+k = ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ ψ−1
α ◦ ∂kt

= ∂−kt ◦ Ñα ◦ ∂kt (7.1.3)
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Demostración. Sea a ∈ Cα+k, k ≥ 1. Entonces por definición,

Ñα+k(a) = ψα+k ◦N ◦ ψ−1
α+k(a).

Aplicando el operador ∂kt tenemos la igualdad:

∂kt ◦ Ñα+k(a) = ∂kt ◦ ψα+k ◦N ◦ ψ−1
α+k(a).

Por otra parte, del Corolario 5.1.1 obtenemos que

∂kt ◦ Ñα+k(a) = ψα ◦ Lkα ◦N ◦ ψ−1
α+k(a)

Finalmente, aplicamos el operador ∂−kt para concluir que

Ñα+k(a) = ∂−kt ◦ ψα ◦ Lkα ◦N ◦ ψ
−1
α+k(a).

Esto prueba Ec. 7.1.2.

Ahora bien, de i) y la Nota 5.1.3 tenemos que

Ñα+k(a) = ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lkα ◦ ψ
−1
α+k(a).

De la Nota 5.1.3, se tiene que

Ñα+k(a) = ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−1
α ◦

(
(α+ k +N) ◦ ψ−1

α+k

)
(a) (7.1.4)

Del Lema 5.1.6 se tiene la igualdad

Ñα+k(a) = ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−1
α ◦

(
ψ−1
α+k−1 ◦ t

−1
)
◦
(
α+ k + ψα+k ◦N ◦ ψ−1

α+k

)
(a)

Luego,

Ñα+k(a) = ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−1
α ◦

(
ψ−1
α+k−1 ◦ t

−1
)
◦
(
α+ k + ψα+k ◦N ◦ ψ−1

α+k

)
(a)

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−1
α ◦

(
ψ−1
α+k−1

)
◦ t−1

(
α+ k + ψα+k ◦N ◦ ψ−1

α+k

)
(a)

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−1
α ◦

(
ψ−1
α+k−1

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a) (por ec. (5.1.2))

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−2
α ◦

(
(α+ k − 1 +N) ◦ ψ−1

α+k−1

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)
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Nuevamente, del Lema 5.1.6 se sigue que

Ñα+k(a) = ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−2
α ◦

(
ψ−1
α+k−2 ◦ t

−1
)
◦
(
α+ k − 1 + ψα+k−1 ◦N ◦ ψ−1

α+k−1

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−2
α ◦

(
ψ−1
α+k−2

)
◦ t−1

(
α+ k − 1 + Ñα+k−1

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−2
α ◦

(
ψ−1
α+k−2

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+k−1

◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a) (por ec. (5.1.2))

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−3
α ◦

(
(α+ k − 2 +N)ψ−1

α+k−2

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+k−1

◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ Lk−3
α ◦ ψ−1

α+k−3 ◦ ∂t∣∣∣Cα+k−2

◦ ∂t∣∣∣Cα+k−1

◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)

...

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦
(

(α+ 1 +N)ψ−1
α+1

)
◦ ∂t∣∣∣Cα+2

◦ · · · ◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)

= ∂−kt ◦ ψα ◦N ◦ ψ−1
α ◦ ∂t∣∣∣Cα+1

◦ ∂t∣∣∣Cα+2

◦ · · · ◦ ∂t∣∣∣Cα+k(a)

= ∂−kt ◦ Ñα ◦ ∂kt (a)

Lo cual prueba Ec 7.1.3; lo cual completa la demostración.

Corolario 7.1.2. Sean α ∈ (−1, 0] ∩Q y k ≥ 0. Entonces,

i) Ñα+k+1 ◦ ∂−1
t = ∂−1

t ◦ Ñα+k

ii) ∂kt ◦ Ñα+k = Ñα ◦ ∂kt

Demostración. Primero demostraremos i). Observamos que es suficiente demostrar que

∂t ◦ Ñα+k+1 = Ñα+k ◦ ∂t (7.1.5)

En efecto, primeramente tenemos de Ec. 7.1.3 que

∂t ◦ Ñα+k+1 = ∂t ◦ ∂−k−1
t ◦ Ñα ◦ ∂k+1

t

= ∂−kt ◦ Ñα ◦ ∂k+1
t

= ∂−kt ◦ Ñα ◦ ∂kt ◦ ∂t

=
(
∂−kt ◦ Ñα ◦ ∂kt

)
◦ ∂t

= Ñα+k ◦ ∂t
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Ahora demostramos ii). En efecto, de Ec. 7.1.5,

∂kt ◦ Ñα+k = ∂k−1
t ∂t ◦ Ñα+k

= ∂k−1
t ◦ Ñα+k−1 ◦ ∂t

= ∂k−2
t ◦ ∂t ◦ Ñα+k−1 ◦ ∂t

= ∂k−2
t ◦ Ñα+k−2 ◦ ∂t ◦ ∂t

= ∂k−3
t ∂t ◦ Ñα+k−2 ◦ ∂t ◦ ∂t

= ∂k−3
t ◦ Ñα+k−3 ◦ ∂t ◦ ∂t ◦ ∂t

... (por inducción)

= ∂k−kt ◦ Ñα+k−k ◦ ∂kt

= Ñα ◦ ∂kt

Hemos completado la demostración.

Nota 7.1.1. Observamos que los Corolarios 7.1.2 y 7.1.1 muestran que multiplicar por f la forma ω

implica aplicar el operador N en cohomoloǵıa, de acuerdo con el Lema 7.1.1, ya que se satisface la

ecuación

s[f · ω]0 ≡ Ñ∂−1
t s[ω]0 +

[ ∑
β>−1,
β 6=α(ω)

∂−1
t (β − α(ω))s(Aωβ , β)

]
0

(mód ∂−1
t H ′′0 ) (7.1.6)

7.1.3. El operador de multiplicación por f en Ωf

En este apartado definiremos el operador de multiplicación por f , {f} en Ωf . También establece-

remos un resultado de A. Varchenko [24], el cual relaciona la parte nilpotente de la transformación de

monodromı́a N =
− log Mu

2πi
, con el operador {f}; para esto utilizaremos los resultados de J. Scherk y

J. Steenbrink [19], como se verá en seguida.

Definición 7.1.3. El operador de multiplicación por f se define como

Ωf {f} // Ωf

g � // f · g
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Hλα

ψα // Cα
t

//
∂−1
t //

∂−kt

��
Cα+1

t
//

∂−1
t //

Cα+2
t

//

∂−1
t // · · ·

t
//

∂−1
t //

Cα+k
∂−1
t //

t−k

yy
Cα+k+1

Hλα

Lkα

OO

ψα //

ψα+k=tk◦ψα

??
Cα

tk

66

Ñα

OO

t
// Cα+1

Ñα+1

OO

t
//

∂too
Cα+2

Ñα+2

OO

t
//

∂too · · ·
t

//
∂too

Cα+k

Ñα+k

OO

∂too

∂−1
t

//

∂kt

dd Cα+k+1

Ñα+k+1

OO

Figura 7.1.: Interacción entre ψα, ψα+k, L
k
α, Ñα+k, ∂

−k
t , tk, ∂kt y t−k, para α ∈ (−1, 0]
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Lema 7.1.3. Sea −1 < α ≤ 0 tal que λα = exp(−2πiα) es un valor propio de la transformación de

Monodromı́a. Entonces, se tiene la igualdad de transformaciones

Ñα ≡ t∂t : GrpF •Cα −→ Grp−1
F • Cα.

Demostración. Por definición,

Ñα ◦ (∂n−pt ◦ ψα+(n−p)) = (t∂t − α) ◦ (∂n−pt ◦ ψα+(n−p))

= t∂t ◦ (∂n−pt ◦ ψα+(n−p)) + ∂n−pt ◦ ψα+(n−p)(−α id).

Entonces, el mapeo inducido Ñα : GrpF •Cα −→ Grp−1
F • Cα es tal que

Ñα ◦ (∂n−pt ◦ ψα+(n−p)) ≡ t∂t ◦ (∂n−pt ◦ ψα+(n−p)),

ya que

∂n−pt ◦ ψα+(n−p)(−αA) ∈ ∂n−pt Gr
α+(n−p)
V H ′′0 = F pCα ⊂ Cα

para cada A ∈ Hλα . Luego,

Ñα ≡ t∂t : GrpF •Cα −→ Grp−1
F • Cα.

Nota 7.1.2. El isomorfismo (dado por Ec. 5.3.4)

Ωf s
'
// H ′′0
∂−1
t H ′′0

' //
⊕

−1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

induce una graduación para Ωf con respecto a la V-filtración:

Ωf '
⊕

−1<β<n

GrβVΩf ,

donde

GrβVΩf ' // GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

El operador de multiplicación por {f} : Ωf −→ Ωf induce un operador GrV{f} de acuerdo con el

Lema 7.1.4. El operador graduado inducido por {f}:

GrV{f} :
⊕
−1<β<nGr

β
VΩf //

⊕
−1<β<nGr

β
VΩf ,
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

esta definido de tal manera que, para cada entero p con n− p ≥ 0, el diagrama

Gr
α+(n−p)
V Ωf

s'

��

GrV{f} // Gr
α+(n−p)+1
V Ωf

s'

��

Gr
α+(n−p)
V H ′′0

Gr
α+(n−p)
V ∂−1

t H ′′0

'∂n−pt

��

t // Gr
α+(n−p)+1
V H ′′0

Gr
α+(n−p)+1
V ∂−1

t H ′′0

'∂n−p+1
t

��
GrpF •Cα

Ñα // Grp−1
F • Cα

es conmutativo, donde s es inducido por el isomorfismo del Lema 5.3.4.

Demostración. El diagrama

Gr
α+(n−p)
V Ωf

s'

��

GrV{f} // Gr
α+(n−p)+1
V Ωf

s'

��

Gr
α+(n−p)
V H ′′0

Gr
α+(n−p)
V ∂−1

t H ′′0

t // Gr
α+(n−p)+1
V H ′′0

Gr
α+(n−p)+1
V ∂−1

t H ′′0

conmuta en virtud de la ecuación s[f ω]0 = t · s[ω]0 para cada ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

. Ahora bien, del Corola-

rio 7.1.2:

Ñα ◦ ∂n−pt = ∂n−pt ◦ Ñα+(n−p) (7.1.7)

Además, como s[fω] = t · s[ω] para cada ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

, se sigue del Corolario 7.1.1 que

t ≡ ∂−1
t Ñα+(n−p) (mód ∂−1

t H ′′0 ).

Entonces, mód ∂−1
t H ′′0 , de Ec. 7.1.7 se tiene que

∂
(n−p)+1
t ◦ t ≡ ∂

(n−p)+1
t ◦ (∂−1

t Ñα+(n−p))

≡ ∂n−pt ◦ Ñα+(n−p)

= Ñα ◦ ∂n−pt .

Esto completa la demostración.
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Teorema 7.1.1. Las transformaciones GrV{f} y N poseen la misma forma canónica de Jordan.

Demostración. Se sigue del Lema 7.1.3. Para una demostración completa ver [19, 7.1. Pág., 656] y

[24].

7.1.4. Cálculo de resf,0(f •, •) en el álgebra de Milnor v́ıa expansiones en V>−1

En este apartado presentaremos una fórmula que pone relación estrecha entre el álgebra jacobiana,

y la cohomoloǵıa evanescente.

Lema 7.1.5. Sean α1, α2 ∈ (−1, 0]. Supongamos además que a = ψα1+k1(Aα1+k1) y b = ψα2+k2(Aα2+k2),

con niveles k1 y k2 respectivamente. Entonces,

PS(a,b) = (−1)k1∂−k1−k2−lt · cn,l · S
(
Lk1α1

(Aα1+k1), Lk2α2
(Aα2+k2)

)
.

con

cn,l =


(

1
2πi

)n
si l = 1(

1
2πi

)n+1
si l = 2

Demostración. Sean a = ψα+k1(Aα1+k1) y b = ψβ+k2(Aα2+k2), con niveles k1 y k2 respectivamente. Del

Corolario 5.2.1,

PS(a,b) = (−1)k2∂−k1−k2t PS
(
∂k1t ◦ ψα1+k1(Aα1+k1), ∂k1t ◦ ψα2+k2(Aα2+k2)

)
Aśı, del Corolario 5.1.1 y la Definición 5.2.1,

PS(a,b) = (−1)k2∂−k1−k2t PS
(
∂k1t ◦ ψα1+k1(Aα1+k1), ∂k1t ◦ ψα2+k2(Aα2+k2)

)
= (−1)k2∂−k1−k2t PS

(
ψα1 ◦ Lk1α1

(Aα1+k1), ψα2 ◦ Lk2α2
(Aα2+k2)

)
= (−1)k2∂−k1−k2−lt · cn,l · S

(
ψ−1
α1
◦ ψα1 ◦ Lk1α1

(Aα1+k1), ψ−1
α1
◦ ψα2 ◦ Lk2α2

(Aα2+k2)
)

= (−1)k2∂−k1−k2−lt · cn,l · S
(
Lk1α1

(Aα1+k1), Lk2α2
(Aα2+k2)

)
con l = 1 y cn,l = ( 1

2πi)
n, o bien l = 2 y cn,l = ( 1

2πi)
n+1. Esto completa la demostración.

Lema 7.1.6. Sea (a,b) ∈ Cα1+k1 × Cα2+k2 con α1, α2 ∈ (−1, 0], donde k1, k2 son los niveles de a y b

respectivamente. Además, supongamos que

a = ψα1+k1(Aα1+k1) y b = ψα2+k2(Bα2+k2)
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7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Entonces

PS
(
∂−1
t Ñα1+k1a,b

)
= (−1)k2∂−k1−k2−l−1

t · cn,l · S
(
NLk1α1

(Aα1+k1), Lk2α2
(Bα2+k2)

)
con l = 1 y cn,l = ( 1

2πi)
n, o bien l = 2 y cn,l = ( 1

2πi)
n+1.

Demostración. Sea A = PS
(
∂−1
t Ñα1+k1a,b

)
. Entonces,

A = (−1)k2∂−k1−k2−1
t PS

(
∂k1+1
t ∂−1

t Ñα1+k1a, ∂
k2
t b
)

( por Lema 5.2.1)

= (−1)k2∂−k1−k2−1
t PS

(
∂k1t Ñα1+k1a, ∂

k2
t b
)

( por Lema 5.2.1)

= (−1)k2∂−k1−k2−1
t PS

(
∂k1t ◦ ∂

−k1
t ◦ ψα1 ◦ Lk1α1

◦N ◦ ψ−1
α1+k1

a, ∂k2t b
)

( por Lema 7.1.2)

= (−1)k2∂−k1−k2−1
t PS

(
ψα1 ◦ Lk1α1

◦N ◦ ψ−1
α1+k1

a, ∂k2t b
)

= (−1)k2∂−k1−k2−l−1
t · cn,l · S

(
Lk1α1
◦N ◦ ψ−1

α1+k1
a, ψ−1

α1
◦ ∂k2t b

)
( por Definición 5.2.1)

= (−1)k2∂−k1−k2−l−1
t · cn,l · S

(
Lk1α1
◦N ◦ ψ−1

α1+k1
ψα1+k1(Aα1+k1), ψ−1

α1
◦ ∂k2t ψα2+k2(Bα2+k2)

)
= (−1)k2∂−k1−k2−l−1

t · cn,l · S
(
Lk1α1
◦N ◦ (Aα1+k1), ψ−1

α1
◦ ∂k2t ◦ ψα2+k2(Bα2+k2)

)
= (−1)k2∂−k1−k2−l−1

t · cn,l · S
(
Lk1α1
◦N ◦ (Aα1+k1), ψ−1

α2
ψα2 ◦ Lk2α2

(Bα2+k2)
)
( por Cor 5.1.1)

= (−1)k2∂−k1−k2−l−1
t · cn,l · S

(
Lk1α1
◦N ◦ (Aα1+k1), Lk2α2

(Bα2+k2)
)

= (−1)k2∂−k1−k2−l−1
t · cn,l · S

(
NLk1α1

◦ (Aα1+k1), Lk2α2
(Bα2+k2)

)
( por Nota 5.1.3)

con l = 1 y cn,l = ( 1
2πi)

n, o bien l = 2 y cn,l = ( 1
2πi)

n+1. Esto completa la demostración.

Lema 7.1.7. Sea (a,b) ∈ Cα1+k1 × Cα2+k2 con α1, α2 ∈ (−1, 0], donde k1, k2 son los niveles de a y b

respectivamente. Además, supongamos que

a = ψα1+k1(Aα1+k1) y b = ψα2+k2(Bα2+k2)

Entonces

PS
(
∂−1
t a,b

)
= (−1)k2∂−k1−k2−l−1

t · cn,l · S
(
Lk1α1

(Aα1+k1), Lk2α2
(Bα2+k2)

)
con l = 1 y cn,l = ( 1

2πi)
n, o bien l = 2 y cn,l = ( 1

2πi)
n+1.

Demostración. Del Corolario 5.2.1 tenemos que

PS
(
∂−1
t a,b

)
= (−1)k2∂−k1−k2−1

t PS
(
∂k1+1
t · ∂−1

t · ψα1+k1(Aα1+k1), ∂k1t · ψα2+k2(Aα2+k2)
)

= (−1)k2∂−k1−k2−1
t PS

(
∂k1t · ψα1+k1(Aα1+k1), ∂k2t · ψα2+k2(Aα2+k2)

)
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Por lo tanto, del Corolario 5.1.1, y de la Definición 5.2.1,

PS
(
∂−1
t a,b

)
= (−1)k2∂−k1−k2−1

t PS
(
∂k1t · ψα1+k1(Aα1+k1), ∂k2t · ψα2+k2(Aα2+k2)

)
= (−1)k2∂−k1−k2−1

t PS
(
ψα1 ◦ Lk1α1

(Aα1+k1), ψα2 ◦ Lk2α2
(Aα2+k2)

)
= (−1)k2∂−k1−k2−l−1

t · cn,l · S
(
Lk1α1

(Aα1+k1) , Lk2α2
(Aα2+k2)

)
con l = 1 y cn,l = ( 1

2πi)
n, o bien l = 2 y cn,l = ( 1

2πi)
n+1. Esto completa la demostración.

Proposición 7.1.2. Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

con expansiones en V>−1:

s[ω1]0 =
[ ∑
−1<α1

s(Aω1
α1
, α1)

]
0

y s[ω2]0 =
[ ∑
−1<α2

s(Aω2
α2
, α2)

]
0
. (7.1.8)

Entonces, módulo ∂−1
t H ′′0 , se tiene la equivalencia

PS
(
s[f · ω1]0 , s[ω2]0

)
≡

∑
−1<α1,α2<n

(−1)k2 · cn,l ·

{
S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}
· ∂−k1−k2−l−1

t ,(7.1.9)

con α1 − k1, α2 − k2 ∈ (−1, 0] y 0 ≤ k1, k2 ≤ n − 1; además, cn,l =
( 1

2πi

)n
si l = 1, o bien, cn,l =( 1

2πi

)n+1
si l = 2, cuya elección depende de α1, α2 según la Definición 5.2.1 de PS .

Demostración. Consideremos la expansiones

s[ω1]0 =
[ ∑
−1<α1

s(Aω1
α1
, α1)

]
0

(mód ∂−1
t H ′′0 ) y s[ω2]0 =

[ ∑
−1<α2

s(Aω2
α2
, α2)

]
0

(mód ∂−1
t H ′′0 ).

como en el Corolario 6.4.1. Del Corolario 7.1.1 se tiene que

s[f · ω1]0 ≡ ∂−1
t · Ñs[ω1]0 +

[ ∑
−1<α1<n
α1 6=α1(ω1)

∂−1
t (α1 − α1(ω1))s(Aω1

α1
, α1)

]
0

(mód ∂−1
t H ′′0 )

=
[ ∑
−1<α1<n

∂−1
t · Ñs(Aω1

α1
, α1)

]
0

+
[ ∑
−1<α1<n
α1 6=α1(ω1)

(α1 − α1(ω1))∂−1
t s(Aω1

α1
, α1)

]
0

=
∑

−1<α1<n

∂−1
t · Ñs(Aω1

α1
, α1)0 +

∑
−1<α1<n
α1 6=α1(ω1)

(α1 − α1(ω1))∂−1
t s(Aω1

α1
, α1)0

80
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Por lo tanto, módulo ∂−1
t H ′′0 , se tienen las siguientes igualdades

PS
(
s[f · ω1]0, s[ω2]0

)
= PS

( ∑
−1<α1<n

∂−1
t Ñs(Aω1

α1
, α1)0 ,

∑
−1<α2<n

s(Aω2
α2
, α2)0

)
+

+ PS

( ∑
−1<α1<n
α1 6=α1(ω1)

∂−1
t (α1 − α1(ω1))s(Aω1

α1
, α1)0 ,

∑
−1<α2<n

s(Aω2
α2
, α2)0

)

=
∑

−1<α1<n

( ∑
−1<α2<n

PS

(
∂−1
t Ñs(Aω1

α1
, α1)0 , s(A

ω2
α2
, α2)0

))
+

+
∑

−1<α1<n
α1 6=α1(ω1)

( ∑
−1<α2<n

(α1 − α1(ω1))PS

(
∂−1
t s(Aω1

α1
, α1)0 , s(A

ω2
α2
, α2)0

))

=
∑

−1<α2<n

PS

(
∂−1
t Ñs

(
Aω1

α1(ω1), α1(ω1)
)

0
, s(Aω2

α2
, α2)0

)
+

+
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

PS

(
∂−1
t Ñs(Aω1

α1
, α1)0, s(A

ω2
α2
, α2)0

)
+

+
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

(α1 − α1(ω1))PS

(
∂−1
t s(Aω1

α1
, α1)0, s(A

ω2
α2
, α2)0

)

=
∑

−1<α2<n

PS

(
∂−1
t Ñs

(
Aω1

α1(ω1), α1(ω1)
)

0
, s(Aω2

α2
, α2)0

)
+

+
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

{
PS

(
∂−1
t Ñs(Aω1

α1
, α1)0, s(A

ω2
α2
, α2)0

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
PS

(
∂−1
t s(Aω1

α1
, α1)0, s(A

ω2
α2
, α2)0

)}
Sean k, k1, k2 los niveles de s

(
Aω1

α1(ω1), α1(ω1)
)

0
, s(Aω1

α1
, α1)0 y s(Aω2

α2
, α2)0 respectivamente. Definimos∑

1

:=
∑

−1<α2<n

PS

(
∂−1
t Ñs

(
Aω1

α1(ω1), α1(ω1)
)

0
, s(Aω2

α2
, α2)0

)
.

Entonces, del Lema 7.1.6 se sigue que∑
1

=
∑

−1<α2<n

(−1)k2∂−k−k2−l−1
t · cn,l · S

(
NLkα1(ω1)−k(A

ω1

α1(ω1)), L
k2
α2−k2(Aω2

α2
)

)
,

donde α1(ω1)− k, α2 − k2 ∈ (−1, 0] con 0 ≤ k, k2 ≤ n− 1. Asimismo, definimos∑
2

:=
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

{
PS

(
∂−1
t Ñs(Aω1

α1
, α1)0, s(A

ω2
α2
, α2)0

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
PS

(
∂−1
t s(Aω1

α1
, α1)0, s(A

ω2
α2
, α2)0

)}
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Análogamente, aplicando los lemas 7.1.6 y 7.1.7, respectivamente, obtenemos que∑
2

=
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

{
(−1)k2∂−k1−k2−l−1

t · cn,l · S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+ (−1)k2∂−k1−k2−l−1
t · cn,l ·

(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}

=
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

(−1)k2∂−k1−k2−l−1
t · cn,l ·

{
S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}
,

donde α1 − k1, α2 − k2 ∈ (−1, 0] con 0 ≤ k1, k2 ≤ n− 1. Por tanto,

PS
(
s[f · ω1]0 , s[ω2]0

)
=

∑
1

+
∑
2

(mód ∂−1
t H ′′0 ),

lo que completa la demostración.

Los resultados anteriores implican de manera canónica y más expĺıcita la acción del apareamiento

resf,0(f •, •). Esto lo establecemos con el siguiente resultado.

Teorema 7.1.2. Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

con expansiones como en Proposición 7.1.2. Entonces

resf,0

(
f · ω1, ω2

)
=

∑
−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

−k1−k2−l−1=−n−1

(−1)k2 · cn,l ·

{
S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}

(7.1.10)

Demostración. Del Teorema 5.4.1 se tiene que

P
(−n−1)
S (s[f · ω1]0, s[ω2]0) = resf,0(f · ω1, ω2) · ∂−n−1

t (7.1.11)

Por otra parte, de Ec. 7.1.9,

P
(−n−1)
S

(
s[f · ω1]0 , s[ω2]0

)
=

{ ∑
−1<α2<n

−k−k2−l−1=−n−1

(−1)k2 · cn,l · S
(
NLkα1(ω1)−k(A

ω1

α1(ω1)), L
k2
α2−k2(Aω2

α2
)

)

=
∑

−1<α1,α2<n
α1 6=α1(ω1)

−k1−k2−l−1=−n−1

(−1)k2 · cn,l ·

{
S
(
NLk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)

)
+

+
(
α1 − α1(ω1)

)
S
(
Lk1α1−k1(Aω1

α1
), Lk2α2−k2(Aω2

α2
)
)}}

· ∂−n−1
t (7.1.12)

82



7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Finalmente, igualando Ec. 7.1.11 y Ec. 7.1.12, y aplicando el operador ∂n+1
t completamos la demostra-

ción.

7.2. Condiciones de ortogonalidad en cohomoloǵıa v́ıa el apareamiento

de orden superior de Saito

Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie. En consistencia con la

Sección 6.4, en esta sección denotaremos por

α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ · · · ≤ αµ

los números espectrales asociados a f , a menos que se especifique lo contrario. También consideremos

N := −1
2πi logMu.

Lema 7.2.1 (C. Hertling,C. Stahlke [12]). Los apareamientos inducidos

P
(−n−1)
S :

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

×
Grn−1−β
V H ′′0

Grn−1−β
V ∂−1

t H ′′0

// C · ∂−n−1
t

son no degenerados para −1 < β < n.

Proposición 7.2.1 (Hertling [11]). Para i = 1, 2, . . . , µ, existen elementos si ∈ Cαi, los cuales satisfacen

las siguientes propiedades:

1. El conjunto {s1, s2, . . . , sµ} se proyecta sobre una C-base para

⊕
−1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV ∂
−1
t H ′′0

2. Definimos sµ+1 := 0. Entonces existe una aplicación

ν : {1, . . . , µ} −→ {1, . . . , µ, µ+ 1}

tal que (
t− (αi + 1)∂−1

t

)
si = sν(i) (7.2.1)

para cada i = 1, . . . , µ.

3. Existe una involución

κ : {1, . . . , µ} −→ {1, . . . , µ}
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k(i) =


µ+ 1− i si αi 6= 1

2(n− 1)

µ+ 1− i ó i si αi = 1
2(n− 1)

tal que

PS(si, sj) = δκ(i),j · ∂−n−1
t (7.2.2)

donde δl,k denota la delta de Kronecker.

Lema 7.2.2. Sean si, i = 1, . . . , µ, como en la Proposición 7.2.1. Entonces para cada i ∈ {1, . . . , µ} se

tiene que la intersección (
si +

∑
j,p
p≥1

αi<αj−p

C · ∂pt sj

)⋂
H ′′0

consiste de un único elemento,

hi := si +
∑
j,p
p≥1

αi<αj−p

a
(p)
ij · ∂

p
t sj .

Más aún, el conjunto
{
hi
}

1≤i≤µ forma una R-base para la ret́ıcula H ′′0 .

Demostración. Para una demostración ver [11, Lema 5.2. Pág., 24]

Definición 7.2.1. Sea h := (hi)1≤i≤µ la R-base para H ′′0 .

El siguiente resultado es muy importante, ya que muestra (en un lenguaje más sofisticado) la relación

entre el operador de multiplicación por f (o bien multiplicación por t) y la parte nilpotente de la

transformación de monodromı́a.

Proposición 7.2.2. Existen matrices A0, A1 ∈Matµ×µ(C), tales que la aplicación natural

(Rµ, A0 +A1∂
−1
t + s2∂s)

h // (H ′′0 , t)

con s := ∂−1
t y ∂s definido por la ecuación t = s2∂s, es un isomorfismo. Además,

1. A1 es semi-simple y sus valores propios son los números espectrales aumentados por 1: αi + 1,

1 ≤ i ≤ µ.

2. El endomorfismo graduado de A0 con respecto a la V-filtración, GrVA0, se identifica con N .

Demostración. Para una demostración ver [5, Prop. 13. Pág., 142].
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Corolario 7.2.1. Sean si, i = 1, . . . , µ como en la Propocisión 7.2.1. Entonces tenemos las siguientes

afirmaciones:

1.

Ñαi+1 ◦ ∂−1
t · si =

 sν(i) ∈ {s1, s2, . . . , sµ} si ν(i) 6= µ+ 1

0 si ν(i) = µ+ 1

2.

PS

(
Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · si, sj
)

=

 δκ◦ν(i),j · ∂−n−1
t si ν(i) 6= µ+ 1

0 si ν(i) = µ+ 1

Demostración. Del Lema 5.1.5 se sigue que
(
t∂t − (αi + 1)id

)
= Ñαi+1. Entonces,

Ñαi+1∂
−1
t =

(
t∂t − (αi + 1)id

)
∂−1
t

=
(
t∂t∂

−1
t − (αi + 1)∂−1

t

)
=

(
t− (αi + 1)∂−1

t

)
Por tanto, de Ec. 7.2.1 se tiene que

Ñαi+1∂
−1
t si =

(
t− (αi + 1)∂−1

t

)
si = sν(i).

Si ν(i) 6= µ + 1, entonces sν(i) ∈ {si}1≤i≤µ. Si ν(i) = µ + 1, por definición sν(i) = 0. La demostración

termina observando que de Ec. 7.2.2,

PS

(
Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · si, sj
)

= PS

(
sν(i), sj

)
= δκ◦ν(i),j · ∂−n−1

t

Nota 7.2.1. De la Proposición 7.2.1 tenemos que s1, s2, . . . , sµ se proyectan sobre una base para

⊕
−1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV ∂
−1
t H ′′0

∼−→ H ′′0
∂−1
t H ′′0

( v́ıa la proyección canónica)

∼−→ Ωf ( v́ıa el Lema 5.3.4)

Sea {s̃i}1≤i≤µ la base inducida. Luego, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s̃i ∈ GrαiV H ′′0
para cada i = 1, . . . , µ. Entonces, para i = 1, . . . , µ se tienen las siguientes afirmaciones:

a) Existen clases de cohomoloǵıa

Ai ∈ Hn(X∞,C)λαi
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tales que

ψαi(Ai) = s̃i

b) Existen formas diferenciales ω̃i ∈ Ωn+1
Cn+1,0

tales que s̃i = s[ω̃i]0 con α(ω̃i) = αi ver también [12,

Pág., 161].

Corolario 7.2.2. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si perder generalidad se tiene que {s̃i}1≤i≤µ es una C-base para
H′′0

∂−1
t H′′0

.

2. Para i = 1, . . . , µ,

Ñαi+1 ◦ ∂−1
t · s̃i =

 s̃ν(i) ∈ {s̃1, s̃2, . . . , s̃µ} si ν(i) 6= µ+ 1

0 si ν(i) = µ+ 1

3. Para cada s̃i, s̃j ∈ {s̃i}1≤i≤µ,

PS

(
Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · s̃i, s̃j
)

=

 δκ◦ν(i),j · ∂−n−1
t si ν(i) 6= µ+ 1

0 si ν(i) = µ+ 1
(7.2.3)

4. Para cada s̃i, s̃j ∈ {s̃i}1≤i≤µ,

PS(s̃i, s̃j) = δκ(i)j · ∂−n−1
t (7.2.4)

Demostración. La prueba de cada afirmación, se sigue directamente de la Proposición 7.2.1 y de la Nota

7.2.1 al pasar al cociente
H′′0

∂−1
t H′′0

.

Lema 7.2.3. Consideremos las aplicaciones κ y ν de la Proposición 7.2.1. Sean s̃i, s̃j ∈ {s̃i}1≤i≤µ con

ν(i) 6= µ+ 1. Supongamos que li, lj son los niveles de s̃i y s̃j respectivamente. Entonces

a) Condición de ortogonalidad 1.

(−1)ljcn,lS
(
N ◦ Lli+1

αi−li
(
Bi
)
, L

lj
αj−lj

(
Aj
))

= δκ◦ν(i),j (7.2.5)

donde:

• Bi = ψ−1
αi+1 ◦ ∂

−1
t (si),

• s(Aj , αj) = s̃j

• −li − lj − l − 1 = −n− 1 con l = 1 o bien l = 2.

b) Condición de ortogonalidad 2.

(−1)ljcn,lS
(
Lliαi−li(Ai), L

lj
αj−lj (Aj)

)
= δκ(i),j (7.2.6)

con:
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• s(Ai, αj) = s̃i

• s(Aj , αj) = s̃j

• −li − lj − l = −n− 1 con l = 1 o bien l = 2.

En ambos casos tenemos que

cn,l =


(

1
2πi

)n
si l = 1(

1
2πi

)n+1
si l = 2.

Demostración. Sean s̃i, s̃j ∈ {s̃i}1≤i≤µ con ν(i) 6= µ+ 1. Supongamos que li, lj son los niveles de s̃i y s̃j

respectivamente. Observamos que de la Nota 7.2.1, existen Ai ∈ Hn
λαi

y Aj ∈ Hn
λαi

tales que

s̃i = ψαi(Ai) y s̃j = ψαj (Aj).

Demostraremos primeramente la condición de ortogonalidad 1. En efecto, de la Ec. 7.2.3,

PS

(
Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · s̃i, s̃j
)

= δκ◦ν(i)j · ∂−n−1
t (7.2.7)

Por otra parte, del Corolario 5.2.1,

PS

(
Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · s̃i, s̃j
)

= (−1)lj∂
−li−lj−1
t PS

(
∂li+1
t Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · s̃i, ∂
lj
t s̃j

)
= (−1)lj∂

−li−lj−1
t PS

(
∂li+1
t ◦ ψαi+1 ◦N ◦ ψ−1

αi+1 ◦ ∂
−1
t · s̃i, ∂

lj
t ψαj (Aj)

)
Luego, del Lema 7.1.5

PS

(
Ñαi+1 ◦ ∂−1

t · s̃i, s̃j
)

= (−1)lj∂
−li−lj−1
t PS

(
∂li+1
t ◦ ψαi+1 ◦N ◦ ψ−1

αi+1 ◦ ∂
−1
t · s̃i, ∂

lj
t ψαj (Aj)

)
= (−1)lj∂

−li−lj−l−1
t · cn,l · S

(
Lli+1
αi−li ◦N ◦ ψ

−1
αi+1 ◦ ∂

−1
t · s̃i, L

lj
αj−lj (Aj)

)
= (−1)lj∂

−li−lj−l−1
t · cn,l · S

(
N ◦ Lli+1

αi−li ◦ ψ
−1
αi+1 ◦ ∂

−1
t · s̃i, L

lj
αj−lj (Aj)

)
= (−1)lj∂

−li−lj−l−1
t · cn,l · S

(
N ◦ Lli+1

αi−li(Bi), L
lj
αj−lj (Aj)

)
donde Bi = ψ−1

αi+1 ◦ ∂
−1
t (si) y con

cn,l =


(

1
2πi

)n
si l = 1(

1
2πi

)n+1
si l = 2.

Esto prueba la condición de ortogonalidad 1.

Ahora demostraremos la condición de ortogonalidad 2. De la Ec. 7.2.4 tenemos que

PS(s̃i, s̃j) = δκ(i)j · ∂−n−1
t (7.2.8)
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Del Corolario 5.2.1,

PS(s̃i, s̃j) = (−1)lj∂
−li−lj
t PS

(
∂lit ψαi(Ai), ∂

lj
t ψαj (Aj)

)
Luego, del Lema 7.1.5

PS(s̃i, s̃j) = (−1)lj∂
−li−lj−l
t · cn,l · S

(
Lliαi−li(Ai), L

lj
α2−lj (Aj)

)
,

con

cn,l =


(

1
2πi

)n
si l = 1(

1
2πi

)n+1
si l = 2.

Por tanto, la Ec. 7.2.8 implica que

(−1)ljcn,lS
(
Lliαi−li(Ai), L

lj
α2−lj (Aj)

)
= δκ(i),j ,

−li − lj − l = −n− 1 con l = 1 o bien l = 2. Esto prueba la Ec. 7.2.6.

Nota 7.2.2. El Lema 7.2.3 nos proporciona condiciones de ortogonalidad en Hn(X∞,C) respecto al

apareamiento S inducido por el producto cup.

7.3. La descomposición (primitiva) de Deligne en Hn(X∞,C) y las

condiciones de ortogonalidad en cohomoloǵıa

Algunos puntos importantes de la demostración de la Proposición 7.2.1 serán presentados en esta

sección, lo cual esta basado en la demostración de Hertling [11, pág., 22]. Uno de los puntos clave es

comprender como se obtiene la base en la ret́ıcula de Brieskorn mediante una base en la fibra canónica de

Milnor Hn(X∞,C). Posteriormente, veremos que la comprensión de esta base simplifica notablemente

las condiciones del Lema 7.2.3. Dividimos este apartado en subsecciones, las cuales ponen en concreto

las herramientas para la descripción de la base en cuestión. En este apartado N = logMu.

7.3.1. Descomposición de Deligne en Hn(X∞,C) 6=1

Consideremos la PMHS en Hn(X∞,C)6=1. La Definición 4.3.5 permite definir los espacios

(Ip,q) 6=1 =

(
F p
H′′0
∩W 6=1

p+q[−n]

)⋂(
F q
H′′0
∩W 6=1

p+q[−n] +
∑
j≥1

F q−j
H′′0
∩W 6=1

p+q−j−1[−n]

)
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y

(Ip,q0 ) 6=1 = ker

(
Np+q−n+1 : (Ip,q)6=1 −→ (In−q−1,n−p−1) 6=1

)
Entonces de la Proposición 4.3.2 se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Tenemos las descomposiciones en suma directa:

F p
H′′0
Hn(X∞,C)6=1 = ⊕(i,q)(I

i,q) 6=1 = ⊕i≥p(⊕q(Ii,q)6=1) (7.3.1)

y

W 6=1
l [−n] = ⊕p+q≤l(Ip,q)6=1 (7.3.2)

2. N satisface la condición:

N((Ip,q) 6=1) ⊂ (Ip−1,q−1)6=1 (7.3.3)

para cada p, q.

3. S

(
(Ip,q) 6=1, (I

r,s) 6=1

)
= 0 para (r, s) 6= (n− p, n− q).

4.

(Ip,q)6=1 = ⊕j≥0N
j(Ip+j,q+j0 ) 6=1. (7.3.4)

5.

S

(
N i(Ip,q0 )6=1, N

j(Ir,s0 ) 6=1

)
= 0 para (r, s, i+ j) 6= (q, p, p+ q − n). (7.3.5)

7.3.2. Descomposición de Deligne en Hn(X∞,C)1

Consideremos la PMHS en Hn(X∞,C)6=1. La Definición 4.3.5 permite definir los espacios

(Ip,q)1 =

(
F p
H′′0
∩W 1

p+q[−n− 1]

)⋂(
F q
H′′0
∩W 1

p+q[−n− 1] +
∑
j≥1

F q−j
H′′0
∩W 1

p+q−j−1[−n− 1]

)
y

(Ip,q0 )1 = ker

(
Np+q−(n+1)+1 : (Ip,q)1 −→ (I(n+1)−q−1,(n+1)−p−1)1

)
= ker

(
Np+q−n : (Ip,q)1 −→ (In−q,n−p)1

)
Nuevamente, la Proposición 4.3.2 implica las siguientes propiedades:
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1. Tenemos las descomposiciones en suma directa:

F p
H′′0
Hn(X∞,C)1 = ⊕(i,q)(I

i,q)1 = ⊕i≥p(⊕q(Ii,q)1) (7.3.6)

y

W 1
l [−n− 1] = ⊕p+q≤l(Ip,q)1 (7.3.7)

2. N satisface la condición:

N((Ip,q)1) ⊂ (Ip−1,q−1)1 (7.3.8)

para cada p, q.

3. S

(
(Ip,q)1, (I

r,s)1

)
= 0 para (r, s) 6= (n+ 1− p, n+ 1− q).

4.

(Ip,q)1 = ⊕j≥0N
j(Ip+j,q+j0 )1. (7.3.9)

5.

S

(
N i(Ip,q0 )1, N

j(Ir,s0 )1

)
= 0 para (r, s, i+ j) 6= (q, p, p+ q − n− 1). (7.3.10)

7.3.3. La descomposición inducida en Hn(X∞,C)

Por una parte, de Ec. 7.3.2, Ec. 7.3.4 y del hecho de que los espacios (Ip,q0 )6=1, (Ip,q)6=1 son invariantes

respecto a Ms, obtenemos las igualdades:

Hn(X∞,C)6=1 = W 6=1
2n [−n] Hn(X∞,C)6=1

=
⊕

p+q≤2n

(Ip,q) 6=1

=
⊕

p+q≤2n

⊕
j≥0

N j
(
Ip+j,q+j0

)
6=1

=
⊕

p+q≤2n

⊕
j≥0

N j
⊕
λ 6=1

(
Ip+j,q+j0

)
λ

=
⊕

p+q≤2n

⊕
j≥0

⊕
λ 6=1

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

(7.3.11)

donde (Ip+j,q+j0 )λ = Hn(X∞,C)λ ∩ (Ip+j,q+j0 )6=1.
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Por otra parte, Ec. 7.3.7 y Ec. 7.3.9 implican las igualdades:

Hn(X∞,C)1 = W 1
2n+1[−n− 1]Hn(X∞,C)1

=
⊕

p+q≤2n+1

(Ip,q)1

=
⊕

p+q≤2n+1

⊕
j≥0

N j
(
Ip+j,q+j0

)
1

(7.3.12)

Finalmente de las ecuaciones Ec. 7.3.12, Ec. 7.3.11 obtenemos la descomposición

Hn(X∞,C) =
( ⊕
p+q≤2n+1

⊕
j≥0

N j
(
Ip+j,q+j0

)
1

)
⊕
( ⊕
p+q≤2n

⊕
j≥0

⊕
λ 6=1

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

)
:=

⊕
j,p,q,λ

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

(7.3.13)

7.3.4. El apareamiento S y la descomposición de Deligne en Hn(X∞,C)

Nota 7.3.1. a) De la Ec. 7.3.5, tenemos que para λα, λβ 6= 1,

S

(
N i(Ip,q0 )λα , N

j(Ir,s0 )λβ

)
= 0 para (r, s, i+ j) 6= (q, p, p+ q − n). (7.3.14)

Entonces

1. Si (r, s, i+j) 6= (q, p, p+q−n) se tiene que los espacios N i(Ip,q0 )λα,N j(Ir,s0 )λβ son ortogonales

respecto al apareamiento S.

2. Los espacios N i(Ip,q0 )λα y N j(Ir,s0 )λα son duales, siempre que (r, s, i + j) = (q, p, p + q − n).

Por tanto, como S(N •, •) = −S(•, N •), se tiene que

S
(
N i(Ip,q0 )λα , N

j(Iq,p0 )λα

)
= (−1) S

(
N i−1(Ip,q0 )λα , N

j+1(Iq,p0 )λα

)
= (−1)2 S

(
N i−2(Ip,q0 )λα , N

j+2(Iq,p0 )λα

)
= (−1)3 S

(
N i−3(Ip,q0 )λα , N

j+3(Iq,p0 )λα

)
...

= (−1)i S
(

(Ip,q0 )λα , N
j+i(Iq,p0 )λα

)
= (−1)i S

(
(Ip,q0 )λα , N

p+q−n(Iq,p0 )λα

)
(7.3.15)

b) Análogamente, de la Ec. 7.3.10,
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S

(
N i(Ip,q0 )1, N

j(Ir,s0 )1

)
= 0 para (r, s, i+ j) 6= (q, p, p+ q − n− 1).

Por lo tanto,

1. Si (r, s, i + j) 6= (q, p, p + q − n − 1) se tiene que los espacios N i(Ip,q0 )1 y N j(Ir,s0 )1 son

ortogonales respecto al apareamiento S.

2. Los espacios N i(Ip,q0 )1 y N j(Ir,s0 )1 son duales, siempre que (r, s, i+ j) = (q, p, p+ q− n− 1);

además,

S
(
N i(Ip,q0 )1, N

j(Iq,p0 )1

)
= (−1) S

(
N i−1(Ip,q0 )1, N

j+1(Iq,p0 )1

)
= (−1)2 S

(
N i−2(Ip,q0 )1, N

j+2(Iq,p0 )1

)
= (−1)3 S

(
N i−3(Ip,q0 )1, N

j+3(Iq,p0 )1

)
...

= (−1)i S
(

(Ip,q0 )1, N
j+i(Iq,p0 )1

)
= (−1)i S

(
(Ip,q0 )1, N

p+q−n−1(Iq,p0 )1

)
(7.3.16)

Ahora bien, de la Proposisción 4.4.1 tenemos que el apareamiento

S : Hn(X∞,C)1 ×Hn(X∞,C)1 −→ C

en Hn(X∞,C)1 es (−1)n+1-simétrico; como también el apareamiento

S : Hn(X∞,C) 6=1 ×Hn(X∞,C)6=1 −→ C

en Hn(X∞,C) 6=1 es (−1)n-simétrico.

Definición 7.3.1. La Nota 7.3.1 permite definir:

• El apareamiento

S1
p,q : (Ip,q0

)
1
× (Iq,p0

)
1
−→ C

mediante la regla de asignación:

S1
p,q

(
•, •
)

:=

(
1

2πi

)n+1

(−1)p−1S
(
•,
(
−N
2πi

)p+q−n−1

•
)

(7.3.17)
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• El apareamiento

Sλp,q : (Ip,q0

)
λ
× (Iq,p0

)
λ
−→ C

para λ 6= 1, mediante la regla de asignación:

Sλp,q
(
•, •
)

:=

(
1

2πi

)n
(−1)pS

(
•,
(
−N
2πi

)p+q−n
•
)

(7.3.18)

Lema 7.3.1. Los apareamientos S1
p,q, Sλp,q dados por Ec. 7.3.17 y Ec. 7.3.18, respectivamente, son

apareamientos perfectos. Además, los apareamientos S±1
p,q son simétricos.

7.3.5. Isomorfismo entre Hn(X∞,C) y
H ′′0

∂−1
t H ′′0

Consideremos la descomposición dada por Ec. 7.3.13

Hn(X∞,C) =
⊕
j,p,q,λ

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ
.

Definimos la aplicación

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

Ξj,p,q,λ // Gr
α+(n−p)
V H ′′0

A � // ∂
−(n−p)
t ◦ ψα(A)

(7.3.19)

donde p ≤ n.

Consideramos la composición

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

Ξj,p,q,λ // Gr
α+(n−p)
V H ′′0

Proy // Gr
α+(n−p)
V H ′′0

Gr
α+(n−p)
V ∂−1

t H ′′0

A � // ∂
−(n−p)
t ◦ ψα(A) � // class(∂

−(n−p)
t ◦ ψα(A))

(7.3.20)

donde Proy es la proyección canónica al cociente.

Entonces tenemos una aplicación inducida,

Ξ :
⊕
j,p,q,λ

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

//
⊕

−1<β<n

GrβVH
′′
0

//
⊕

−1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

(7.3.21)

con Ξ :=
⊕
j,p,q,λ

Ξj,p,q,λ.

Lema 7.3.2. La aplicación dada por Ec. 7.3.21 es un isomorfismo de C-espacios vectoriales.
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Corolario 7.3.1. Tenemos un isomorfismo inducido

Hn(X∞,C)
Ξ //

⊕
−1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

' // H ′′0
∂−1
t H ′′0

(7.3.22)

7.3.6. Una buena base en la cohomoloǵıa Hn(X∞,C)

Hasta el momento tenemos reunidos los ingredientes necesarios para definir una base en Hn(X∞,C)

que proporcione las propiedades que se ponderan en la Proposición 7.2.1.

Consideremos la descomposición

Hn(X∞,C) :=
⊕
j,p,q,λ

N j
(
Ip+j,q+j0

)
λ

(7.3.23)

dada por la Ec. 7.3.13.

Dividimos la construcción de esta base en varios pasos como se muestra en seguida.

Paso 1 Sea λ 6= 1. Supongamos que
(
Ip+j,q+j0

)
λ
6=
(
Iq+j,p+j0

)
λ
. Sean

{
wλi
}

1≤i≤lλ
,
{
wλi
}

1≤i≤lλ
bases

para los espacios
(
Ip+j,q+j0

)
λ

y
(
Iq+j,p+j0

)
λ
, respectivamente; debido al Lema 7.3.1, podemos elegir

tales bases duales una a la otra, respecto al apareamiento Sλp+j,q+j .

Paso 2 Supongamos que p = q y λ ∈ {±1}. Entonces tenemos del Lema 7.3.1 los siguientes casos:

2.1 Podemos elegir, o bien, una base ortonormal para el espacio
(
Ip+j,p+j0

)
±1

con respecto al

apareamiento simétrico S±1
p+j,p+j , o bien,

2.2 una base en la cual cada elemento es dual a otro, siempre que dim
(
Ip+j,q+j0

)
±1

sea par;

o bien, si dim
(
Ip+j,q+j0

)
±1

es impar, se puede elegir una base donde cada elemento es dual a otro

salvo uno que es auto-dual.

Paso 3 Usamos las bases obtenidas en Paso 1 y Paso 2 a fin de obtener bases respectivas para los

subespacios
(
− N

2πi

)j(
Ip+j,q+j0

)
λ
⊂
(
Ip,q0

)
λ
.

Ahora bien, sean α ∈ (−1, 0] y k ≥ 1. De la Ec. 7.1.3, tenemos que

Ñα+k+1 = ∂−k−1
t ◦ ψα

(
− N

2πi

)
ψ−1
α ◦ ∂k+1

t (7.3.24)

Además, por definición,

Ñα+k+1 =
(
t∂t − (α+ k + 1)

)
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por lo cual,

Ñα+k+1 ◦ ∂−1
t =

(
t∂t − (α+ k + 1)

)
◦ ∂−1

t

=
(
t− (α+ k + 1)∂−1

t

)
(7.3.25)

Luego, de Ec. 7.3.24 y Ec. 7.3.25,

(
t− (α+ k + 1)∂−1

t

)
= ∂−k−1

t ◦ ψα
(
− N

2πi

)
ψ−1
α ◦ ∂k+1

t ◦ ∂−1
t

= ∂−k−1
t ◦ ψα

(
− N

2πi

)
ψ−1
α ◦ ∂kt (7.3.26)

Entonces, de Ec. 7.3.26,

(
t− (α+ k + 1)∂−1

t

)
◦ ∂−kt ◦ ψα = ∂−k−1

t ◦ ψα
(
− N

2πi

)
ψ−1
α ◦ ∂k+1

t ◦ ∂−1
t

= ∂−k−1
t ◦ ψα

(
− N

2πi

)
ψ−1
α ◦ ψα

= ∂−k−1
t ◦ ψα

(
− N

2πi

)
(7.3.27)

Lema 7.3.3. Sean (a,b) ∈ Cα × Cβ con α, β > −1. Entonces

PS

((
t− (α+ 1)∂−1

t

)
a,b

)
= PS

(
a,
(
t− (β + 1)∂−1

t

)
b

)
(7.3.28)

Nota 7.3.2. La Ec. 7.3.27, la definición de PS , y la Ec. 7.3.28 implican que con una adecuada reeti-

quetación, la unión de todas las bases obtenidas en el Paso 3 forman una C-base para Hn(X∞,C), que

bajo el isomorfismo Ξ dado por la Ec. 7.3.21, se mapea a una base que satisface las propiedades de la

Proposición 7.2.1.

7.3.7. Base inducida en
H ′′0

∂−1
t H ′′0

y condiciones de ortogonalidad

Sea
{
wi
}

1≤i≤µ ⊂ Hn(X∞,C) la base como en la Nota 7.3.2. Con respecto a la Ec. 7.3.27, se tiene

que

s̃i := Ξ(wi)

= ∂−lit ◦ ψαi−li(wi) (7.3.29)

con i = 1, . . . , µ, forman una C-base para⊕
1<β<n

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

' H ′′0
∂−1
t H ′′0

,
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la cual satisface las propiedades de la Proposición 7.2.1, y por tanto, el Corolario 7.2.2.

La propiedad 2 del Corolario 7.2.2, se transforma en la ecuación

s̃ν(i) = Ñαi+1 ◦ ∂−1
t ◦ ∂

−li
t ◦ ψαi−li(wi)

= ∂−li−1
t ◦ ψαi−li

((
−N
2πi

)
wi

)
(7.3.30)

Nota 7.3.3. La relación que existe entre las clases de cohomoloǵıa
{
Ai
}

1≤i≤µ de la Nota 7.2.1, y la

base {wi}1≤i≤µ se aprecia como sigue. Primeramente, se satisfacen las ecuaciones,

ψαi(Ai) = s̃i (por la Nota 7.2.1)

= ∂−lit ◦ ψαi−li(wi) (por Ec. 7.3.29). (7.3.31)

Entonces,

∂lit ◦ ψαi(Ai) = ψαi−li(wi).

Por otra parte, del Corolario 5.1.1

∂lit ◦ ψαi(Ai) = ψαi−li ◦ L
li
αi−li(Ai),

y por tanto,

ψαi−li(wi) = ψαi−li ◦ L
li
αi−li(Ai). (7.3.32)

Finalmente, de la Ec. 7.3.32, concluimos que la relación mencionada esta dada por la ecuación

wi = Lliαi−li(Ai) (7.3.33)

Nota 7.3.4. Otra relación que es importante mencionar esta dada por las ecuaciones

∂lit Ñαi s̃i = ∂lit ◦ ∂
−li
t ◦ ψαi−li ◦

(
− N

2πi

)
◦ ψ−1

αi−li ◦ ∂
li
t s̃i (por Ec. 7.1.3)

= ψαi−li ◦
(
− N

2πi

)
◦ ψ−1

αi−li ◦ ∂
li
t s̃i

= ψαi−li ◦
(
− N

2πi

)
◦ ψ−1

αi−li ◦ ∂
li
t ◦ ∂

−li
t ◦ ψαi−li(wi) (por Ec. 7.3.31)

= ψαi−li ◦
(
− N

2πi

)
◦ ψ−1

αi−li ◦ ψαi−li(wi)

= ψαi−li ◦
(
− N

2πi

)
(wi) (7.3.34)

Lo anterior nos proporciona un refinamiento de las condiciones de ortogonalidad presentadas en el

Lema 7.2.3.
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Corolario 7.3.2. Supongamos válidas las hipótesis del Lema 7.2.3. Entonces las condiciones de orto-

gonalidad que obtenemos son:

Condición 1:

(−1)ljcn,lijS

((
− N

2πi

)
wi, wj

)
= δκ◦ν(i),j (7.3.35)

con −li − lj − lij − 1 = −n− 1 con lij = 1 o bien lij = 2.

Condición 2:

(−1)ljcn,lijS
(
wi, wj

)
= δκ(i),j (7.3.36)

con −li − lj − lij = −n− 1 con lij = 1 o bien lij = 2.

Demostración. Comenzaremos por demostrar la condición 1. En efecto, de la Ec. 7.2.5 se tiene que

Bi = ψ−1
αi+1 ◦ ∂

−1
t (s̃i).

Entonces,

Bi = ψ−1
αi+1 ◦ ∂

−1
t (s̃i)

= ψ−1
αi+1 ◦ ∂

−1
t

(
∂−lit ◦ ψαi−li(wi)

)
= ψ−1

αi+1 ◦ ∂
−li−1
t

(
ψαi−li(wi)

)
De lo cual se tiene que

∂li+1
t ◦ ψαi+1(Bi) = ψαi−li(wi) (7.3.37)

Del Corolario 5.1.1

∂li+1
t ◦ ψαi+1(Bi) = ψαi−li ◦ L

li+1
αi−li(Bi)

Entonces obtenemos

ψαi−li ◦ L
li+1
αi−li(Bi) = ψαi−li(wi),

es decir,

Lli+1
αi−li(Bi) = wi.

por tanto, de Ec. 7.2.5 y Ec. 7.3.33 se obtiene

δκ◦ν(i),j = (−1)ljcn,lS

((
− N

2πi

)
◦ Lli+1

αi−li
(
Bi
)
, L

lj
αj−lj

(
Aj
))

= (−1)ljcn,lS

((
− N

2πi

)
wi, wj

)
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Esto prueba la condición 1.

La condición 2 se sigue de la Ec. 7.2.6 y de Ec. 7.3.33, esto es,

δκ(i),j = (−1)ljcn,lS
(
Lliαi−li

(
Ai
)
, L

lj
αj−lj

(
Aj
))

= (−1)ljcn,lS
(
wi, wj

)

7.4. Cálculo de resf,0
(
f•, •

)
v́ıa expansiones en la base {s̃i}1≤i≤µ

En esta sección calcularemos el apareamiento

resf,0
(
f•, •

)
: Ωf × Ωf −→ C,

usando combinaciones C-lineales respecto la base {s̃i}1≤i≤µ del Corolario 7.2.3, siguiendo una estrategia

análoga a la demostración de la Proposición 7.1.1; esto nos proporcionará una mejoŕıa en las fórmulas

obtenidas en el Teorema 7.1.2. Para ahorrar notación, a diferencia de las secciones anteriores, en esta

sección definimos N := − logMu

2πi
.

De manera evidente se tiene el,

Lema 7.4.1. Sean ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

. Supongamos que s[ω]0 ∈
H ′′0

∂−1
t H ′′0

. Entonces,

s[ω]0 =

µ∑
i=1

ai s̃i (7.4.1)

respecto a la C-base {s̃i}1≤i≤µ para
H ′′0

∂−1
t H ′′0

.

El siguiente resultado es un corolario del Lema principal dado por la Proposición 7.1.1.

Corolario 7.4.1. Sea ω ∈ Ωn+1
Cn+1,0

. Consideremos la combinación lineal para s[ω]0 como en el Le-

ma 7.4.1. Entonces,

s[fω]0 ≡ ∂−1
t Ñ

( µ∑
i=1

ai s̃i

)
(mód ∂−1

t H ′′0 ).

Demostración. Sea s[ω]0 =
∑µ

i=1 ai s̃i. De acuerdo con la Nota 7.2.1 existen formas diferenciales ωi ∈

Ωn+1
Cn+1,0

tales que s[ω̃i]0 = s̃i ∈
Gr

αi
V H

′′
0

Gr
αi
V ∂
−1
t H′′0

para cada i = 1, . . . , µ. Por tanto, existen formas ηi ∈ Ωn
Cn+1,0

con dηi = ω̃i y α(ωi) = αi. Entonces de la Propocición 7.1.1 se tiene que

s[fω̃i]0 − (αi + 1)s[df ∧ ηi]0 = ∂−1
t Ñαis[ω̃i]0.
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De lo que se obtiene

s[fω̃i] ≡ ∂−1
t Ñαis[ω̃i]0 (mód ∂−1

t H ′′0 )

Entonces módulo ∂−1
t H ′′0 ,

s[fω]0 ≡ t · s[ω]0

≡ t ·
µ∑
i=1

ais̃i

≡
µ∑
i=1

ai t · s̃i

≡
µ∑
i=1

ai t · s[ω̃i]0

≡
µ∑
i=1

ai s[f · ω̃i]0

≡
µ∑
i=1

ai ∂
−1
t Ñαis[ω̃i]0

≡ ∂−1
t Ñ

( µ∑
i=1

ai s[ω̃i]0

)
≡ ∂−1

t Ñs[ω]0

Lo anterior completa la demostración.

Proposición 7.4.1. Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

con combinaciones C-lineales

s[ω1]0 =

µ∑
i=1

ai s̃i y s[ω2]0 =

µ∑
j=1

bj s̃j .

Entonces

PS

(
s[fω1]0, s[ω2]0

)
=

µ∑
i=1

µ∑
j=1

aibjδκ(ν(i)),j · ∂−n−1
t (7.4.2)

Demostración. Del Corolario 7.4.1 se tiene que

s[fω]0 ≡ ∂−1
t Ñ

( µ∑
i=1

ai s̃i

)

=

( µ∑
i=1

ai ∂
−1
t Ñαi s̃i

)
Del Corolario 7.1.2 tenemos que ∂−1

t Ñαi = Ñαi+1∂
−1
t . Por tanto,

s[fω1]0 =

( µ∑
i=1

ai Ñαi+1∂
−1
t s̃i

)

99



7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

Del Corolario 7.2.1,

PS
(
s[fω1]0, s[ω2]

)
= PS

( µ∑
i=1

ai Ñαi+1∂
−1
t s̃i,

µ∑
j=1

bj s̃j

)

=

µ∑
i=1

µ∑
j=1

aibj PS

(
Ñαi+1∂

−1
t s̃i, s̃j

)
Por tanto, Ec. 7.2.3 implica que

PS
(
s[fω1]0, s[ω2]

)
=

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−1=−n−1

aibj δκ(ν(i)),j · ∂−n−1
t +

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−16=−n−1

aibj · 0 · ∂
−li−lj−lij−1
t

=

µ∑
i,j=1

aibj δκ(ν(i)),j · ∂−n−1
t +

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−16=−n−1

aibj · 0 · ∂
−li−lj−lij−1
t

=

µ∑
i,j=1

aibj δκ(ν(i)),j · ∂−n−1
t

Esto completa la demostración.

Nota 7.4.1. Al considerar la base {s̃i}1≤i≤µ, las cuentas en la Proposición 7.1.1 se simplifican nota-

blemente, como puede apreciarse en la demostración del Corolario 7.4.1. Además, en este refinamiento

ya no lidiamos con todos los espacios Cβ que contribuyen en la expansión de s[ω]0 como elemento de

V>−1, sino únicamente con los espacios Cαi, para αi ∈ sp(f) (el espectro de la singularidad aislada

f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0)).

El siguiente resultado es una versión simplificada del Teorema 7.1.2.

Teorema 7.4.1. Sean ω1, ω2 ∈ Ωn+1
Cn+1,0

. Consideremos las expansiones

s[ω1]0 =

µ∑
i=1

ai s̃i y s[ω2]0 =

µ∑
j=1

bj s̃j .

Entonces,

resf,0

(
f ω1, ω2

)
=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) (7.4.3)

donde:

• {wk}1≤k≤µ es la base para Hn(X∞,C) como en la Nota 7.3.2.

100



7. Dualidad de Grothendieck vs producto cup

• lj es el nivel de s̃j de acuerdo con la Definición 5.1.4.

• Los lij toman únicamente el valor 1 o bien 2, de acuerdo con la Definición 5.2.1.

• Las constantes cn,lij son tales que:

cn,lij =



(
1

2πi

)n
si lij = 1

(
1

2πi

)n+1

si lij = 2

Demostración. Consideremos expansiones (módulo ∂−1
t H ′′0 )

s[ω1]0 ≡
µ∑
i=1

ai s̃i y s[ω2]0 ≡
µ∑
j=1

bj s̃j .

Del Corolario 7.4.1 y la definición de PS se tiene que se tienen las siguientes ecuaciones

PS(s[fω1]0, s[ω2]0) ≡ PS

( µ∑
i=1

ai ∂
−1
t Ñαi s̃i,

µ∑
j=1

bj s̃j

)

≡
µ∑
i=1

µ∑
j=1

aibjPS

(
∂−1
t Ñαi s̃i, s̃j

)

≡
µ∑
i=1

µ∑
j=1

(−1)ljai bj ∂
−li−lj−1
t PS

(
∂li+1
t · ∂−1

t Ñαi s̃i, ∂
lj
t s̃j

)

≡
µ∑
i=1

µ∑
j=1

(−1)ljai bj ∂
−li−lj−1
t PS

(
∂lit Ñαi s̃i, ∂

lj
t s̃j

)

≡
µ∑
i=1

µ∑
j=1

(−1)ljai bj ∂
−li−lj−1
t PS

(
∂lit Ñαi s̃i, ψαj−lj (wj)

)
(por Ec. 7.3.31)

≡
µ∑
i=1

µ∑
j=1

(−1)ljai bj ∂
−li−lj−1
t PS

(
ψαi−li ◦Nwi, ψαj−lj (wj)

)
(por Ec. 7.3.34)

≡
µ∑
i=1

µ∑
j=1

(−1)ljai bj · cn,lij S
(
Nwi, wj

)
· ∂−li−lj−lij−1

t

Por tanto,

PS(s[fω1]0, s[ω2]0) =

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−1=−n−1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) · ∂
−li−lj−lij−1
t +

+

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−16=−n−1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) · ∂
−li−lj−lij−1
t
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Entonces,

PS(s[fω1]0, s[ω2]0) =

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) · ∂−n−1
t +

+

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−16=−n−1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) · ∂
−li−lj−lij−1
t (7.4.4)

De Ec. 7.4.2 y Ec. 7.4.4 se tiene que

µ∑
i,j=1

−li−lj−lij−16=−n−1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) · ∂
−li−lj−lij−1
t = 0.

Entonces,

PS(s[fω1]0, s[ω2]0) =

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj) · ∂−n−1
t .

Finalmente, del Teorema 5.4.1 obtenemos

resf,0
(
f ω1, ω2

)
· ∂−n−1

t = P−n−1
S (s[fω1]0, s[ω2]0)

=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lijS
(
N(wi), wj

)
· ∂−n−1

t

Aplicando el operador ∂n+1
t , completamos la demostración.

Teorema 7.4.2. Consideremos para i = 1, . . . , µ formas diferenciales ω̃i ∈ Ωn+1
Cn+1,0

como en la No-

ta 7.2.1. Entonces se tienen las siguientes afirmaciones

i) Para cada i, j ∈ {1, . . . , µ} se tiene que

resf,0

(
f · ω̃i, ω̃j

)
= (−1)ljcn,lij · S

(
Nwi, wj

)
con lij = n− li − lj, tal que

lij = 1 y cn,lij =

(
1

2πi

)n
,

o bien,

lij = 2 y cn,lij =

(
1

2πi

)n+1

.

ii) Sean κ : {1, . . . , µ} −→ {1, . . . , µ} la involución y ν : {1, . . . , µ} −→ {1, . . . , µ, µ + 1} la aplicación

de la Proposición 7.2.1. Entonces para cada i, j ∈ {1, . . . , µ} se satisfacen las ecuaciones:

resf,0

(
ω̃i, ω̃j

)
= δκ(i),j

resf,0

(
f · ω̃i, ω̃j

)
= δκ◦ν(i),j
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iii) Definimos la matriz Q :=

(
Qij

)
: Cµ −→ Cµ con Qij = resf,0

(
ω̃i, ω̃j

)
. Denótese por [N ] la

w-matriz del operador N . Entonces, la matriz asociada al apareamiento resf,0
(
f•, •

)
con respecto

a la base (ω̃i)1≤i≤µ esta dada por el producto de matrices:(
resf,0(fω̃i, ω̃j)

)
1≤i,j≤µ

= [N ]T ·Q,

donde [N ]T es la matriz transpuesta de [N ].

Demostración. Esta demostración se obtiene directamente el aplicando el Teorema 7.4.1, el Corola-

rio 7.3.2 y el Proposición C.1.1.

Nota 7.4.2. Las constantes cn,lij correspondientes a los sumandos no nulos en el Teorema 7.4.1, son

elegidas de acuerdo a lo siguiente:

i) Supongamos que λ 6= 1, y

(Nwi, wj) ∈ Nki(Ip+ki,q+ki0 )λ ×Nkj (Iq+ki,p+ki0 )λ ⊂ (Ip,q0 )λ × (Iq,p0 )λ.

Entonces

cn,lij =

(
1

2πi

)n
,

con kj = p+ q + ki − n.

ii) Análogamente, si λ = 1 y

(Nwi, wj) ∈ Nki(Ip+ki,q+ki0 )1 ×Nkj (Iq+ki,p+ki0 )1 ⊂ (Ip,q0 )1 × (Iq,p0 )1.

Entonces

cn,lij =

(
1

2πi

)n+1

,

con kj = p+ q + ki − n− 1.

7.5. Descripción de la Matriz asociada al apareamiento resf,0(f•, •)

En esta sección detallaremos cómo a partir de la información que proporcionan las aplicaciones ν y

κ podemos comprender el apareamiento resf,0(f•, •) : Ωf × Ωf −→ C.
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7.5.1. Matriz asociada al apareamiento resf,0(•, •)

De acuerdo con la Proposición 7.2.1, la involución κ : {1, . . . , µ} −→ {1, . . . , µ} esta definida por

k(i) =


µ+ 1− i si αi 6= 1

2(n− 1)

µ+ 1− i ó i si αi = 1
2(n− 1)

Esto nos permite hacer una partición del conjunto {s̃1, . . . , s̃µ} = B ∪ Bc, donde

B :=

{
s̃i
∣∣κ(i) = µ+ 1− i

}
,

Bc :=

{
s̃i
∣∣κ(i) = i

}
.

Tenemos el siguiente reetiquetamineto de la base {s̃i}1≤i≤µ:

a) Sin perder generalidad supongamos que el cardinal de B es 2k0 con k0 ≥ 1, cuyos elementos son

reetiquetados de la siguiente manera:

1. Sea i1 := mı́n
{
i | s̃i ∈ B

}
.

2. Definimos i2 := µ+ 1− i1 = κ(i2).

3. Consideremos el conjunto B2k0−2 := B \ {s̃i1 , s̃i2}.

4. Sea i3 := mı́n
{
i | s̃i ∈ B2k0−2

}
.

5. Definimos i4 := µ+ 1− i3 = κ(i3).

6. Consideremos el conjunto B2k0−4 := B \
(
{s̃i1 , s̃i2} ∪ {s̃i3 , s̃i4}

)
.

7. Sea i5 := mı́n
{
i | s̃i ∈ B2k0−4

}
.

8. Definimos i6 := µ+ 1− i5 = κ(i5).

9. De manera inductiva obtenemos un reordenamiento de los elementos de B de acuerdo la

2k0-tupla ordenada (i1, i2, . . . , il, il+1, . . . , i2k0−1, i2k0).

b) Consideremos ahora el complemento Bc. Definimos

1. i2k0+1 := mı́n{i|s̃i ∈ Bc}

2. i2k0+2 := mı́n
{
i|s̃i ∈ Bc \ {s̃i2k0+1

}
}

3. i2k0+r := mı́n
{
i|s̃i ∈ Bc \ {s̃i2k0+1

, . . . , s̃i2k0+(r−1)
}
}

c) Finalmente, enumeramos el conjunto B ∪ Bc de acuerdo al orden de la µ-tupla:

(i1, i2, . . . , il, il+1, . . . , i2k0−1, i2k0 , i2k0+1, i2k0+2, . . . , iµ), (7.5.1)
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i.e. consideraremos la base {s̃i}1≤i≤µ en el orden:

rs : s̃i1 , s̃i2 , . . . , s̃il , s̃il+1
, . . . , s̃i2k0−1

, s̃i2k0 , s̃i2k0+1
, s̃i2k0+2

, . . . , s̃iµ (7.5.2)

Nota 7.5.1. Tenemos las siguientes observaciones:

i) Notar que al ser κ una involución, se satisface que κ(κ(ik)) = ik para cada k = 1, . . . , µ. Mas aún,

se tiene que:

k(ik) =


ik+1 si k ∈ {1, 3, 5, . . . , 2k0 − 1}

ik−1 si k ∈ {2, 4, 6, . . . , 2k0}

ik si k ∈ {2k0, 2k0 + 1, 2k0 + 2, . . . , µ− 1, µ}

iii) Ahora bien, en el Corolario 7.4.2 obtuvimos que para cada i, j ∈ {1, . . . , µ}, resf,0
(
ω̃i, ω̃j

)
= δκ(i)j.

Entonces en la nueva reetiquetación dada por Ec. 7.5.2 Para cada k, l = 1, . . . , µ. Aśı,

resf,0
(
ω̃ik , ω̃il

)
= δκ(ik)il =


δik+1il si k ∈ {1, 3, 5, . . . , 2k0 − 1}

δik−1il si k ∈ {2, 4, 6, . . . , 2k0}

δikil si k ∈ {2k0, 2k0 + 1, 2k0 + 2, . . . , µ− 1, µ}

De acuerdo con la Nota 7.5.1, obtenemos una representación matricial para la forma bilineal resf,0
(
•, •
)
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con respecto a la base(ordenada) dada por Ec. 7.5.2; dicha matriz es diagonal a bloques de la forma

Q̃ :=

[
resf,0(•, •)

]
=

〈ω̃i1 , ω̃i2〉 〈ω̃i3 , ω̃i4〉 · · · 〈ω̃i2k0−1
ω̃i2k0 〉 〈ω̃i2k0+1

, . . . , ω̃iµ〉





 0 1

1 0


 0 1

1 0


. . .

 0 1

1 0




1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

0 0 1
. . . 0 0

0 0 0
. . . 0 0

...
...

...
. . . 1 0

0 0 0 0 0 1



7.5.2. Matriz asociada al operador mutiplicación por t

Como t = (α+ 1)∂−1
t + Ñα∂

−1
t en cada espacio Cα y s[fω̃i] = t · s̃i, se tiene que, módulo ∂−1

t H ′′0 :

s[fω̃i] ≡ ∂−1
t Ñαis[ω̃i]

≡ Ñαi+1∂
−1
t s[ω̃i]

≡ s̃ν(i). (7.5.3)

Por lo tanto,

s̃ν(i) = ts̃i ∈
Grαi+1
V H ′′0

Grαi+1
V ∂−1

t H ′′0
. (7.5.4)
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7.5.2.1. Cadenas inducidas por la aplicación ν

Como el operador t es nilpotente se tiene que la aplicación ν no es ćıclica. Mas aún, para cada

i = 1, . . . , µ podemos construir una cadena C(i) := {i, ν(i), ν2(i), . . . , νri(i)}, cuya acción de t esta dada

por el diagrama:

s̃i
t // s̃ν(i)

t // s̃ν2(i)
t // s̃ν3(i) · · ·

t //t // s̃νri−1(i)
t // s̃νri(i)

lo cual es reflejo de cómo se usa la Ec. 7.5.4. Podemos explicar esto en el siguiente Algoritmo:

Paso 0. Elegimos s̃i ∈
GrαiV H

′′
0

GrαiV ∂
−1
t H ′′0

.

Paso 1. Aplicamos el operador t:

1.1) Si αi + 1 NO es un número espectral, por definición, se tiene que ν(i) = µ+ 1, es decir,

s̃ν(i)=0. Entonces se define ri := 0. Y la cadena asociada a i se define como el conjunto unitario

C(i) := {i}, y el proceso termina.

1.2) Si αi + 1 es un número espectral, entonces ν(i) = ik para algún ik ∈ {i+ 1, . . . , µ}. Por

tanto, αi + 1 = αik y s̃ν(i) 6= 0. Pasar a el Paso 3.

Paso 3. Aplicamos t a s̃ν(i):

3.1) Si αik +1 no es un número espectral, entonces ν2(i) = ν(ik) = µ+1. Entonces, s̃ν(ik) = 0.

En este caso definimos ri := 1. Asi la cadena de i será C(i) := {i, ν(i)} = {i, ik}, y el proceso

termina.

3.2) Si αik + 1 es un número espectral, entonces ν(ik) = il para algún il ∈ {i+ 2, . . . , µ}. Por

tanto, αik + 1 = αil y s̃ν2(i) = s̃ν(ik) 6= 0. Aplicar el Paso 0. al vector s̃ν(i) .

Nota 7.5.2. Observamos que el hecho de que tn+1 ≡ 0 en
H′′0

∂−1
t H′′0

, implica que el proceso anterior

termina, y para cada cadena C(i) se tiene que ri ≤ n.

7.5.2.2. Matriz para el operador t con respecto a las cadenas C(i)

Sea s̃i ∈
GrαiV H

′′
0

GrαiV ∂
−1
t H ′′0

tal que su cadena asociada C(i) no es un conjunto unitario.

Consideremos el conjunto

CADi := {s̃i, s̃ν(i), . . . , s̃νri (i)}

La matriz asociada al operador de multiplicación por t, restringida los conjuntos CADi esta dada
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por la matriz de coordenadas[
t

]
CADi

=
(

[ts̃i] [ts̃ν2(i)] [ts̃ν3(i)] [ts̃ν4(i)] · · · [ts̃νri (i)]
)

Sea Ã0 := [t] = (alk) la matriz que representa al operador de multiplicación por

t :
H ′′0

∂−1
t H ′′0

−→ H ′′0
∂−1
t H ′′0

,

con respecto a la reetiquetación 7.5.2; con l denotando los renglones y k las columnas.

De acuerdo con Ec.7.5.4 y la reetiquetación 7.5.2, se tiene que

alk =

 1 si alk = a
ν(i)
i y ν(i) 6= µ+ 1

0 cualquier otro caso

Por tanto, se tiene una matriz del siguiente estilo con respecto a cada cadena:

[
t

]
CADi

=

↓ · · · ↓ . . .

s̃ν(i) · · · s̃i . . . s̃νri (i)

s̃i1 s̃i2 s̃i3 s̃i4 · · · s̃ik s̃ik+1
· · · s̃i2k0−1

s̃i2k0 s̃i2k0+1
. . . s̃iµ





ν2(i)→ 1

ν(i)→ 1

Lo hecho previamente esta codificado en el

Corolario 7.5.1. La matriz asociada al apareamiento res(f•, •) con respecto a la reetiquetación 7.5.2

se obtiene de la multiplicación de matrices[
res
(
fωi , ωj

)]
:= ÃT0 · Q̃,

donde ÃT0 denota la matriz transpuesta de Ã0.
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Lema 7.5.1. Con respecto a la base
{
si
}

1≤i≤µ, existe un isomorfismo que hace el siguiente diagrama

conmutativo

Cµ

'

��

A0 // Cµ

'

��
H′′0

∂−1
t H′′0

t // H′′0
∂−1
t H′′0

.

Además, con respecto a este isomorfismo, la matriz A0 se identifica con N = − logMu

2πi , la parte nilpotente

de la monodromı́a.

Demostración. Este resultado es un corolario directo de Proposición 7.2.2.

El Lema 7.5.1 implica el

Corolario 7.5.2. La matriz asociada al apareamiento res(f•, •) sin considerar la reetiquetación 7.5.2

se obtiene de la multiplicación de matrices[
res
(
fωi , ωj

)]
:= AT0 ·Q,

donde AT0 denota la matriz transpuesta de A0, y Q es como en el Teorema 7.4.2.
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Apéndice A
Cohomoloǵıa de De Rham relativa

A.1. Hipercohomoloǵıa

En esta sección usaremos [30] y [14].

A.1.1. Functor imagen directa

Definición A.1.1. Sea f : X → Y una aplicación continua de espacios topológicos X,Y . Sea también

F una gavilla de grupos abelianos sobre X. Consideramos la gavilla que a cada abierto V ⊂ Y le hace

la asignación:

V ⊂ Y  F(f−1(V )),

la cual denotamos por f∗F .

Se tiene que f∗ es un funtor F 7→ f∗F exacto por la izquierda. A f∗ se le llama funtor imagen

directa y va de la categoŕıa de gavillas de grupos abelianos sobre X la categoŕıa de grupos abelianos

sobre Y . Asimismo, denotamos por Rpf∗ los funtores derivados del funtor f∗.

Lema A.1.1. Los funtores Rpf∗ pueden ser calculados como la gavilla asociada a la pre-gavilla

V 7→ Hp(f−1(V ), F )

Demostración. Esto es debido a los resultados siguientes:

i) La restricción de una gavilla inyectiva a un conjunto abierto es también inyectiva

ii) La operación de asociar una gavilla a una pre-gavilla es un funtor exacto.
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Nota A.1.1. En forma análoga se pueden establecer las ideas anteriores para un morfismo de espacios

anillados f : (X,OX) → (Y,OY ). En este caso se tiene que si F es un OX-módulo, entonces las

gavillas Rpf∗F pueden ser calculadas como funtores derivados de f∗ en la categoŕıa de OX-módulos,

consiguiendo de este modo, que los Rpf∗F tengan estructura de OY -módulos.

A.1.2. Imagen inversa topológica

Definición A.1.2. Sea f : X → Y una aplicación continua de espacios topológicos X,Y . Para una

gavilla abeliana G en Y , denotaremos como f−1G a la gavilla en X, que actúa de la siguiente manera:

Para cada abierto U ⊂ X,

f−1G(U) := ĺım
V⊇f(U)

G(V ).

La gavilla f−1G se llama imagen inversa topológica de G.

Nota A.1.2. Si f : (X,OX) → (Y,OY ) es un morfismo de espacios localmente anillados, entonces

definimos la imagen inversa f∗ como

f∗G := f−1G⊗f−1OY OX .

A.1.3. Hipercohomoloǵıa e Hiperimágen directa

A.1.3.1. Resolución inyectiva

Definición A.1.3. Sea F• un complejo de gavillas de O-módulos sobre un espacio topológico X, donde

O es una gavilla sobre X de anillos conmutativos. Suponer además que F• esta acotado inferiormente,

es decir, se tienen los datos siguientes:

i) Una familia de gavillas F•, i ∈ Z con F• = 0∀i < 0.

ii) Una familia de morfismos F i di−→ F i+1 tales que di+1di = 0 para cada i.

Definimos la i-esima cohomoloǵıa del complejo F• como la gavilla, Hi(F•), asociada a la pregavilla

U 7→ ker(Γ(U,F•)→ Γ(U,F•))
im(Γ(U,F•))→ Γ(U,F•))

con respecto a la topoloǵıa dada para X, donde Γ es el functor de secciones.
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Definición A.1.4. Sea % : F• → G• un mapeo de O-módulos entre complejos que están acotados

inferiormente. Consideremos el mapeo inducido en cohomoloǵıa:

Hi(%) : Hi(F•)→ Hi(G•).

Si Hi(%) es un isomorfismo para cada i, entonces diremos que % es un casi-isomorfismo.

Definición A.1.5. Sea F una gavilla de O-módulos. Diremos que F es una gavilla inyectiva si para

cada mapeo

A −→ B

de gavillas de O-módulos, se tiene que el mapeo

HomO(B,F) −→ HomO(A,F)

es sobreyectivo.

Definición A.1.6 (Resolución inyectiva). Supongamos que F• es un complejo como en la definición

A.1.3. Diremos que un mapeo % : F• → I• entre complejos es una resolución inyectiva de F• si se

cumplen las siguientes propiedades:

i) El complejo I• es un complejo de O-módulos acotado inferiormente.

ii) El mapeo % es un casi-isomorfismo.

iii) Las gavillas Ii son inyectivas para cada i.

Proposición A.1.1. Supongamos que O es una gavilla localmente constante sobre en el espacio to-

pológico X (ejm. O = Z,C). Entonces cada complejo de O-módulos que es acotado inferiormente posee

una resolución inyectiva.

A.1.4. Hipercohomoloǵıa

En el contexto anterior, sea O una gavilla constante en X. Sea F• un complejo de O-módulos acotado

inferiormente. Luego, de la proposición A.1.1 tenemos que F• posee una resolución inyectiva

F• %−→ I•,

lo cual nos permite definir el O-módulo

Hp(X,F•) :=
ker(Γ(X, Ip)→ Γ(X, Ip+1))

im(Γ(X, Ip−1)→ Γ(X, Ip))

Tenemos de este modo la
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Definición A.1.7. La p-ésima Hipercohomoloǵıa del complejo F• esta definida como

Hp(X,F•) := Hp(Γ(X, I•)).

Finalmente, en base a lo anterior se puede generalizar el concepto de imagen directa dado en la

definición (A.1.1).

Definición A.1.8. Sea f : X → Y una aplicación continua entre espacios topológicos X,Y . Supóngase

también que F• es un complejo de gavillas sobre X acotado inferiormente. Denotaremos por

Rpf∗ ,

a los funtores derivados de f∗ respecto a Hipercohomoloǵıa.

Definición A.1.9. Las gavillas Rpf∗(F•) son llamadas gavillas de Hiperimágen directa.

Lema A.1.2. Para cada p, la gavilla Rpf∗(F•) es calculada como la gavilla asociada a la pre-gavilla

V ⊂ Y → Hp(f−1(V ),F•)

A.2. Cohomoloǵıa de De Rham relativa

Esta sección posee las ideas de Brieskorn en [37] (ver también [13].

Definición A.2.1. Sea f : X → S un morfismo entre variedades complejas. La gavilla de p-formas

diferenciales relativas sera dada por

Ωp
f := Ωp

X/S

:=
Ωp
X

f∗Ω1
S ∧ Ωp−1

X

Consideramos ahora el complejo de De Rham

0→ CX → OX
d−→ Ω1

X
d−→ Ω2

X
d−→ . . .

d−→ Ωn+1
X −→ 0

donde la diferencial d esta dada por la diferencial usual de p-formas. Entonces se consigue el complejo

inducido

0→ OX
d−→ Ω1

f
d−→ Ω2

f
d−→ . . . (A.2.1)

Tenemos aśı la
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Definición A.2.2. El complejo dado por A.2.1 será llamado complejo de De Rham relativo.

Por otra parte, aplicando el funtor imagen directa f∗, se obtiene el complejo f∗(Ω
•
f ).

Definición A.2.3. La Cohomoloǵıa de De Rham relativa sera dada por la Hipercohomoloǵıa ( con

respecto al funtor imagen directa f∗)

HpDR(X/S) := Rpf∗(Ω•f )

A.2.1. Cohomoloǵıa de De Rham relativa para Morfismos Stein

Lema A.2.1. (Lema de Poincaré relativo) Sea f : X −→ S un morfismo liso. Entonces la sucesión

0→ f−1OS → Ω1
f

d−→ Ω2
f

d−→ Ω2
f

d−→ . . .

es exacta.

Proposición A.2.1. Supongamos que f : X → S es un morfismo liso. Entonces

HpDR(X/S) ' Rpf∗CX ⊗CS OS

Demostración. Por el lema de Poincaré relativo tenemos que el complejo Ω•f es una resolución de la

gavilla f−1OS . Por tanto,

Rpf∗(Ω•f ) = Rpf∗(f
−1OS).

Por otra parte, consideremos el homomorfismo canónico

h : Rpf∗CX ⊗CS OS −→ Rpf∗(f
−1OS) (A.2.2)

inducido por

0→ CX → OX
d−→ Ω1

X
d−→ Ω2

X
d−→ . . .

Observamos que h es un isomorfismo y por tanto,

Rpf∗CX ⊗CS OS ' R
pf∗(f

−1OS),

es decir,

Rpf∗(Ω•f ) ' Rpf∗CX ⊗CS OS .

Ahora bien, por definición HpDR(X/S) = Rpf∗(Ω•f ), por tanto, HpDR(X/S) ' Rpf∗CX ⊗CS OS . Lo que

completa la demostración.
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A. Cohomoloǵıa de De Rham relativa

De la proposición anterior se tiene el

Corolario A.2.1. Supongamos que f : X → S es la fibración de milnor de una singularidad f :

(Cn+1) → (C, 0). Consideremos el mapeo f ′ : X ′ → S′, el cual es morfismo suave. Asimismo, conside-

remos las gavillas

HpDR(X/S)

y

H = Rpf∗CX′ ⊗CS′ OS′

definidas en S y S′ respectivamente. Entonces,

HpDR(X/S)|S = HpDR(X ′/S′)

' Rpf∗CX′ ⊗CS′ OS′

donde HpDR(X ′/S′) es la cohomoloǵıa relativa respecto a f ′ : X ′ → S′.

El concepto de cohomoloǵıa de De Rham relativa dado por la Definición A.2.3 puede ser redefinido

mediante el siguiente resultado:

Teorema A.2.1. Supongamos que f : X → S es la fibración de milnor de una singularidad f :

(Cn+1)→ (C, 0). Entonces

Hp(X/S) ' Hp(f∗Ω•f ) (A.2.3)

Demostración. Ver [13].

A.3. Lema de division de De Rham

Sean X una variedad compleja de dimension n+ 1 y f : X → C una función holomorfa en X.

Consideramos el complejo de gavillas (Ω·X , df) dado por:

0→ OX
df∧·−→ Ω1

X
df∧·−→ Ω2

X
df∧·−→ . . .

df∧·−→ Ωn+1
X −→ 0

donde la diferencial esta dada por la multiplicación exterior df ∧ ·. Denotamos la cohomoloǵıa de este

complejo como:

Hp(f) =
ker(Ωp

X → Ωp+1
X )

im(Ωp−1
X → Ωp

X)
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A. Cohomoloǵıa de De Rham relativa

Para cada x ∈ X tenemos el complejo inducido de fibras:

0→ OX,x → Ω1
X,x → Ω2

X,x → . . .→ Ωn+1
X,x → 0,

el cual es un complejo de tipo Koszul, es decir, tiene la forma

K ·(g) : 0→ A→ Am →
2∧
Am → . . .→

p∧
Am

g∧·−→
p+1∧

Am → . . .→
m∧
Am →

donde

A = OX,x

= OCn+1,0,

Am = Ω1
X,x

=

n⊕
i=0

Ω1
X,xdxi

g = (g1, . . . , gm)

= df

=
n∑
i=0

∂f

∂xi
dxi

En este contexto enunciamos el

Teorema A.3.1 (Lema de División de De Ram). Si g1, . . . , gm es una sucesión regular en el anillo

conmutativo A, entonces las cohomologias del complejo de Koszul K ·(g) son:

Hp(K ·(g)) =

 0 p < m

A
(g1,...,gm)A p = m

La información relevante de este resultado la codificamos en la

Nota A.3.1. Si ω ∈
∧pAm y p < m entonces

g ∧ ω = 0 si y solo si ω = g ∧ η para algún η ∈
p−1∧

Am. (A.3.1)
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A. Cohomoloǵıa de De Rham relativa

A.3.1. Lema de De Rham para una Singularidad Aislada de Hipersuperficie

Consideremos la notación anterior, solo que ahora vamos a suponer que X
f−→ S es la fibración de

Milnor de una singularidad (Cn+1, 0)
f−→ (C, 0).

Asimismo, dado h en A, I = (h) denotará el ideal en A generado por h, y V (h) la variedad asociada

al ideal I.

Proposición A.3.1. Las derivadas parciales f0 = ∂f
∂z0

, . . . , fn = ∂f
∂zn

forman una sucesión regular en el

anillo OCn+1,0, donde (zn, . . . , zn) es un sistema de coordenadas complejas centrado en 0.

Finalmente, del Teorema A.3.1 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema A.3.2. En las condiciones anteriores tenemos que:

1. Para cada p ≤ n se cumple Hp(f) = 0, equivalentemente, si ω es una sección de Ωp
X y p ≤ n,

entonces

df ∧ β = 0⇔ β = df ∧ ξ

para alguna sección ξ de Ωp−1
X .

2. La gavilla Hn+1(f) esta concentrada en el punto 0 ∈ Cn+1.

Definición A.3.1. EL espacio

Ωf := Hn+1(f)

=
Ωn+1
Cn+1,0

df ∧ Ωn
Cn+1,0

'
OCn+1,0(
f0, . . . , fn

) (A.3.2)

con fj = ∂f
∂zj

, respecto a un sistema de coordenadas complejas (z0, . . . , zn) de (Cn+1, 0), será llamado el

álgebra de Milnor o el álgebra Jacobiana.
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Apéndice B
Operadores micro-diferenciales

B.1. Operadores micro-diferenciales

Siguiendo [26], sea D un operador diferencial invertible.

Definición B.1.1. Un germen de un operador micro-diferencial en el origen 0 ∈ C es una serie formal

P =
∑
k∈Z

ak D
k,

tal que se satisface lo siguiente:

1. Los coeficientes son series convergentes: ak ∈ C{t} para cada k ∈ Z.

2. Los coeficientes ak ∈ C{t} poseen disco de convergencia común.

3. P es de orden finito, es decir, existe un entero m tal que ak = 0 para cada k > m.

4. P converge en el siguiente sentido:

Existen ρ, θ ≥ 0 tales que1 ∑
j∈N
|a−j |ρ

θj

j!
<∞

donde | |ρ = sup{|t| : |t| ≤ ρ}.

Definición B.1.2. Denotaremos por EC al espacio de gérmenes de operadores micro-diferenciales.

1De hecho ρ = ı́nf{ρk : ρk radio de convergencia de ak}

118



B. Operadores micro-diferenciales

B.2. La estructura de Anillo en EC

Para conocer la manera de multiplicar elementos en EC basta definir una multiplicación

EC × C{t} // EC

(D−1, b) // D−1 ◦ b,

para lo cual procedemos como sigue

1. Imponemos la condición de que D−1 ◦ b tenga grado ≤ −1.

2. Establecemos la ecuación

D−1 ◦ b =
∑
j≥0

(−1)jb(j)D−j−1 (B.2.1)

con coeficientes b(j) a determinar.

Proposición B.2.1. (F. Pham [26, Pág., 119]) La ecuación B.2.1 tiene coeficientes b(j) dados de la

siguiente manera

b(j) =

 b , j = 0

∂b(j−1)

∂t , j > 0
(B.2.2)

Corolario B.2.1. La convergencia de la serie formal D−1 ◦ b =
∑

j≥0(−1)jb(j)D−j−1 es equivalente a

la convergencia de la serie de Taylor para b ∈ C{t}.

Demostración. Este resultado se sigue directamente usando la recurrencia (B.2.2). En efecto,

b(0) = b ⇒ b(1) =
∂b

∂t

⇒ b(2) =
∂2b

∂t2

⇒ b(3) =
∂3b

∂t3

...

⇒ b(j) =
∂jb

∂tj

B.3. Operadores micro-diferenciales con coeficientes constantes

Sea C
[[
D−1

]]
el conjunto de operadores micro-diferenciales con coeficientes constantes.
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B. Operadores micro-diferenciales

Sea R := C
{{
D−1

}}
⊂ C

[[
D−1

]]
el conjunto de operadores micro-diferenciales de orden ≤ 0. La

manera fácil de entender el conjunto R se tiene del,

Lema B.3.1. El conjunto R tiene estructura de anillo con respecto a la multiplicación de series formales

en indeterminada D−1. Mas aún,

C{{D−1}} =

{ ∞∑
j=0

ajD
−j
∣∣∣∣ ∞∑
j=0

ajt
j ∈ C{t}

}

Demostración. Es suficiente observar que de la Proposición B.2.1 se tiene que si a ∈ C, entonces D−1 ◦

a = aD−1. Entonces para cada P ∈ R,

D−1 ◦ P =
∑
j≥0

ajD
−j−1.
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Apéndice C
Formas bilineales

En este apartado presentamos una propiedad elemental de formas bilineales definidas en un espacio

vectorial de dimensión finita. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita k sobre un campo F. Sea

B : V × V −→ F una forma bilineal, y L : V −→ V una transformación lineal. Considérese una F-base

b : b1, b2, . . . , bk de V . Para un vector coordenadas [v] ∈ Matk×1(F), denotaremos por [v]T su vector

transpuesto en Mat1×k(F), y viceversa.

Lema C.0.1. Sean [B], [L] ∈Matk×k(F) las b-representaciones matriciales de B y L, respectivamente.

Entonces la forma bilineal

V × V B̂ // F

(u, v) � // B(Lu, v)

tiene como b-representación matricial el producto de matrices

[B̂] = [L]T · [B],

donde [L]T es la matriz transpuesta de [L].

Demostración. Sean u, v ∈ V . Consideremos combinaciones lineales

u =
k∑
i=1

uibi, v =
k∑
j=1

vjbj ∈ V,

con coordenadas [u] =
(
u1 u2 · · · uk

)T
y [v] =

(
v1 v2 · · · vk

)T
. Asimismo, para 1 ≤ i ≤ k,

se tiene una combinación lineal Lbi =
∑k

l=1 clibl, con coordenadas [Lbi] =
(
c1i c2i c3i · · · cki

)T
.
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C. Formas bilineales

Entonces, [L] =
(
cli

)
1≤l,i≤k

y por tanto,

B̂(u, v) = B(Lu, v)

= B

(
L

k∑
i=1

uibi,
k∑
j=1

vjbj

)

= B

( k∑
i=1

uiLbi,
k∑
j=1

vjbj

)
(L es lineal)

= B

( k∑
i=1

ui

k∑
l=1

clibl,
k∑
j=1

vjbj

)

= B

( k∑
i=1

k∑
l=1

cliuibl,
k∑
j=1

vjbj

)

= B

(
k∑
l=1

( k∑
i=1

cliui

)
bl,

k∑
j=1

vjbj

)

=
k∑
l=1

k∑
j=1

(( k∑
i=1

cliui

)
·B(bl, bj) · vj

)
(B es bilineal)

=

[
w

]T
· [B] · [v] (C.0.1)

En la Ec. C.0.1 se tiene que [w]T =
(
w1 w2 · · · wk

)
con wl :=

∑k
i=1 cliui, 1 ≤ l ≤ k. Entonces,

[w] =

(
k∑
i=1

c1iui

k∑
i=1

c2iui · · ·
k∑
i=1

cliui

)T

=


c11 c12 · · · c1k

c21 c22 · · · c2k

...
...

...
...

c11 c12 · · · c1k

 ·


u1

u2

...

uk


= [L] · [u].

Por tanto, [w]T = [u]T · [L]T . La demostración sigue de Ec. C.0.1, pues

B̂(u, v) =

[
w

]T
· [B] · [v]

= [u]T · [L]T · [B] · [v]
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C. Formas bilineales

C.1. La forma bilineal inducida por N

En este apartado se establecerá un resultado para poder probar completamente la parte iii) del

Teorema 7.4.2. Supondremos validos todos los resultados e hipótesis pertinentes como se verá en breve.

Sea f : (C, 0) −→ (C, 0) una singularidad aislada de hipersuperficie. Sea también, N = − logMu

2πi
.

Sean u, v ∈ Hn(X∞,C). Entonces, con respecto a la C-base de la Nota 7.3.2, se tienen combinaciones

lineales

u =

µ∑
i=1

aiwi y v =

µ∑
j=1

bjwj .

Por tanto, usando el isomorfismo Ξ, dado por Ec. 7.3.22, y la Ec. 7.3.29 se tiene que

Ξ · u =

µ∑
i=1

ai Ξ · wi

=

µ∑
i=1

ai s̃i (C.1.1)

Ξ · v =

µ∑
j=1

bj s̃j . (C.1.2)

Entonces, con respecto a la base inducida en Ωf de acuerdo con la Nota 7.2.1, obtenemos

Ξ · u =

µ∑
i=1

ai s̃i

=

µ∑
i=1

ai s[ω̃i]0

= s

[ µ∑
i=1

aiω̃i

]
0

= s[ω]0 (C.1.3)

con ω =
∑µ

i=1 aiω̃i. Análogamente,

Ξ · v =

µ∑
j=1

bj s̃j

=

µ∑
j=1

aj s[ω̃j ]0

= s

[ µ∑
j=1

bjω̃j

]
0

= s[η]0 (C.1.4)
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con η =
∑µ

j=1 bjω̃j . Aplicando el Teorema 7.4.1,

resf,0
(
f ω, η

)
=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj). (C.1.5)

Por otra parte, de forma análoga a como se demostró el Teorema 7.4.1, tenemos que

resf,0

(
ω, η

)
=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(wi, wj).

Entonces, definimos

B(u, v) := resf,0

(
ω, η

)
=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(wi, wj),

la cual es una forma bilineal. En particular,

B(wi, wj) = (−1)ljcn,lij S(wi, wj),

para cada par de vectores básicos wi, wj .

Sea también, B̂(u, v) := B(Nu, v).

Del Lema C.0.1 se tiene el

Corolario C.1.1. Sean [N ], [B] las w-representaciones matriciales de N y B, respentivamente. En-

tonces

[B̂] = [N ]T · [B].

Proposición C.1.1. Sean u, v tales que se cumplen las ecuaciones C.1.1, C.1.2, C.1.3 y C.1.4. Entonces

resf,0
(
f ω, η

)
= [u]T · [N ]T · [B] · [v]

Demostración. Para cada wi se tiene una combinación lineal Nwi =

µ∑
l=1

dliwl. De Ec. C.1.5, y proce-

diendo de forma análoga al Lema C.0.1, se tiene que

resf,0
(
f ω, η

)
=

µ∑
i,j=1

(−1)ljai bj cn,lij S(Nwi, wj)

=

µ∑
i,j=1

(−1)lj aibj cn,lij S
( µ∑
l=1

dliwl, wj

)

=

µ∑
i,j=1

(−1)lj aibj cn,lij ·
( µ∑
l=1

dliS(wl, wj)

)
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C. Formas bilineales

Entonces,

resf,0
(
f ω, η

)
=

µ∑
i=1

µ∑
j=1

( µ∑
l=1

aidlibj · (−1)ljcn,lij S(wl, wj)

)

=

µ∑
i=1

µ∑
j=1

( µ∑
l=1

aidlibj ·B(wl, wj)

)

=

µ∑
l=1

µ∑
j=1

(( µ∑
i=1

dliai

)
·B(wl, wj)bj

)
= [u]T · [N ]T · [B] · [v]

125



Apéndice D
Ejemplos

En este apartado, a modo de ejemplo, ilustraremos parte de los resultados de esta tesis. Para ello

haremos uso de algoritmos desarrollados por M. Schulze [6, 5, 10] usando el sistema computacional de

álgebra SINGULAR1.

De manera concreta trabajaremos con el gérmen

(C2, 0) // (C, 0)

(x, y) � f // f(x, y) := x5 + y5 + x2y2,

para calcular lo siguiente:

1. El número de Milnor de f .

2. Verificar que en efecto f es una singularidad aislada no casi-homogénea.

3. Espectro de f .

4. Una buena base para el álgebra de milnor Af :=
OC2,0

Jf
, con Jf :=

(∂f
∂x ,

∂f
∂x

)
.

5. La V•-filtración inducida en Ωf .

6. Con respecto a la buena base:

(a) La matriz asociada al operador de multiplicación pot t.

(b) La matriz asociada a la forma bilineal resf,0(•, •).

(c) La matriz asociada a la forma bilineal resf,0(f•, •).

1http://www.singular.uni-kl.de
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D. Ejemplos

Número de Milnor

Utilizando SINGULAR, tenemos:

> LIB "gmssing.lib";

> ring R=0,(x,y),ds;

> poly f=x5+y5+x2y2;

> number mu=milnor(f);mu; // numero de Milnor

11

Entonces tenemos que µ = dimC Ωf=11.

El polinomio f no es casi-homogéneo

Para verificar que f no es casi homegéneo basta ver que f 6= 0 en Af . El siguiente algoritmo regresa

la potencia mı́nima de f tal que fk que es un elemento de Jf . En este caso particular k = 2.

> LIB"sing.lib";

> LIB"gmssing.lib";

> LIB"mondromy.lib";

> ring R=0,(x,y),ds;

> poly f=x5+y5+x2y2;

> jacoblift(f);

[1]:// minima potencia de f tal que f^k esta en J_f

2

Entonces f /∈ Jf , esto es, f no es casi-homogéneo.

Espectro de f

Para calcular es espectro de f , usamos el siguiente algoritmo.

> LIB"sing.lib";

> LIB "gmssing.lib";

> ring R=0,(x,y),ds;
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> poly f=x5+y5+x2y2;

> spprint(spectrum(t)); // numeros espectrales con multiplicidades

(-1/2,1),(-3/10,2),(-1/10,2),(0,1),(1/10,2),(3/10,2),(1/2,1)

Entonces, se tiene que de acuerdo con la Sección 6.4, los números espectrales son:

α :
−1

2

−3

10

−1

10
0

1

10

3

10

1

2

dα : 1 2 2 1 2 2 1

tenemos por tanto que el espectro esta dado por:

sp(f) : α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ α4 ≤ α5 ≤ α6 ≤ α7 ≤ α8 ≤ α9 ≤ α10 ≤ α11

sp(f) :
−1

2
<
−3

10
=
−3

10
<
−1

10
=
−1

10
< 0 <

1

10
=

1

10
<

3

10
=

3

10
<

1

2

Observamos que se cumplen las siguientes propiedades:

1. sp(f) ⊂ (−1, 1)

2. La propiedad de simetŕıa:

dn−1−αi = d(1−1−αi)

= d(−αi)

= dαi .

3. La ecuación:

αi + αµ+1−i = αi + α11+1−i

= αi + α12−i
= 0

= 1− 1

= n− 1

La V•-filtración en el álgebra de Milnor

De acuerdo con el Corolario 7.2.2, existe una (buena) base en el álgebra de Milnor determinada por

la base {s̃i}1≤i≤µ para
H ′′0

∂−1
t H ′′0

; por otra parte, los trabajos de M. Schulze [6, 5] permiten calcular de

manera expĺıcita esta base. A continuación presentamos un algoritmo de M. Schulze que calcula esta

base y la V•-filtración en
H ′′0

∂−1
t H ′′0

(y por ende en Ωf ).
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D. Ejemplos

LIB "gmssing.lib";

ring R=0,(x,y),ds;

poly t=x5+x2y2+y5;

vfilt(t);

[1]:\\NUMEROS ESPECTRALES

_[1]=-1/2

_[2]=-3/10

_[3]=-1/10

_[4]=0

_[5]=1/10

_[6]=3/10

_[7]=1/2

[2]: \\MULTIPLICIDAD DE CADA NUMERO ESPECTRAL

1,2,2,1,2,2,1

[3]: \\ LA BASE EN EL ALGEBRA DE MILNOR

[1]:

_[1]=gen(11)

[2]:

_[1]=gen(10)

_[2]=gen(6)

[3]:

_[1]=gen(9)

_[2]=gen(4)

[4]:

_[1]=gen(5)

[5]:

_[1]=gen(3)

_[2]=gen(8)

[6]:

_[1]=gen(2)

_[2]=gen(7)
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D. Ejemplos

[7]:

_[1]=gen(1)

[4]: \\ REPRESENTANTES DE LOS ELEMENTOS EN EL ALGEBRA DE MILNOR

_[1]=y5

_[2]=y4

_[3]=y3

_[4]=y2

_[5]=xy

_[6]=y

_[7]=x4

_[8]=x3

_[9]=x2

_[10]=x

_[11]=1

La información que regresa este algoritmo la explicaremos como sigue:

1. La salida

vfilt(t)[1]:

_[1]=-1/2

_[2]=-3/10

_[3]=-1/10

_[4]=0

_[5]=1/10

_[6]=3/10

_[7]=1/2

proporciona el espectro de f , es decir, los β tales que dimCGr
β
V

(
H′′0

∂−1
t H′′0

)
6= 0.
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D. Ejemplos

2. La salida

vfilt(t)[2]:

1,2,2,1,2,2,1

regresa las dimensiones dimCGr
β
V

(
H′′0

∂−1
t H′′0

)
6= 0.

3. Finalmente las salidas

vfilt(t)[3], vfilt(t)[4]

proporciona una C-base para los espacios graduados GrβV

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
, β ∈ sp(f):

Gr
−1/2
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃1

〉

Gr
−3/10
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[x dx ∧ dy]0, s[y dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃2, s̃3

〉

Gr
−1/10
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[x2 dx ∧ dy]0, s[y

2 dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃4, s̃5

〉

Gr0
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[xy dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃6

〉

Gr
1/10
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[y3 dx ∧ dy]0, s[x

3 dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃7, s̃8

〉

Gr
3/10
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[y4dx ∧ dy]0, s[x

4dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃9, s̃10

〉

Gr
1/2
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
= C

〈
s[y5 dx ∧ dy]0

〉
= C

〈
s̃11

〉

Concluimos que lo anterior determina la V•-filtración en
H ′′0

∂−1
t H ′′0

.
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Matriz asociada al operador de multiplicación pot t

Consideremos la base s̃1, . . . , s̃11 para

Ωf ' H ′′0
∂−1
t H ′′0

'
⊕

β∈{−1/2,−3/10,−1/10,0,1/10,3/10,1/2}

GrβVH
′′
0

GrβV∂
−1
t H ′′0

= C
〈
s̃1

〉
⊕ C

〈
s̃2, s̃3

〉
⊕ C

〈
s̃4, s̃5

〉
⊕ C

〈
s̃6

〉
⊕ C

〈
s̃7, s̃8

〉
⊕ C

〈
s̃9, s̃10

〉
⊕ C

〈
s̃11

〉
(D.0.1)

El operador t :
H′′0

∂−1
t H′′0

−→ H′′0
∂−1
t H′′0

es tal que

t ≡ ∂−1
t Ñ .

Por tanto, de los Corolarios 7.2.2 y 7.1.2 se tiene que

ts̃i = Ñαi+1 ∂
−1
t si = s̃ν(i)

= ∂−1
t Ñαisi = s̃ν(i).

Entonces, t actúa en la base {s̃i}1≤i≤11 de la siguiente manera:

1. Para i = 1:

t · s1 = Ñ(−1/2)+1∂
−1
t s̃1

= s̃ν(1)

= s̃11 ∈ C
〈
s̃11

〉
⊂ C1/2

En coordenadas, y con respecto a la base ordenada s̃1, s̃2, . . . , s̃11,

[t · s̃1] =



0

0
...

0

1


∈Mat11×1(C).

2. Observamos que αi + 1 /∈ {0, 1

10
,

3

10
,
1

2
}, para i = 2, . . . , 5. Por tanto,

t · s̃i = s̃ν(i) = 0 ∈ Grαi+1
V

(
H ′′0

∂−1
t H ′′0

)
⊂ Cαi+1.
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En coordenadas, para i = 2, . . . , 5,

[t · s̃i] =



0

0
...

0

0


∈Mat11×1(C).

3. Para i = 6, . . . , 11, αi+1 ≥ 1 = n. Entonces, en este caso,GrαiV

(
H′′0

∂−1
t H′′0

)
= 0, pues sp(f) ⊂ (−1, 1).

Obtenemos nuevamente que

[t · s̃i] =



0

0
...

0

0


∈Mat11×1(C).

Entonces, con respecto a la base ordenada s : s̃1, . . . , s̃11, el operador t tiene la representación matricial

A =

[
t

]
s

=



0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0


∈Mat11×11(C) (D.0.2)

Matriz inducida por la involución κ

De la Proposición 7.2.1 se tiene la involución

κ : {1, . . . , 11} −→ {1, . . . , 11}

k(i) =


11 + 1− i si αi 6= 1

2(1− 1) = 0

11 + 1− i ó i si αi = 1
2(1− 1) = 0

Reetiquetando la base {s̃i}1≤i≤µ de acuerdo con Ec. 7.5.2 se obtiene:

rs : s̃1, s̃11, s̃2, s̃10, s̃3, s̃9, s̃4, s̃8, s̃5, s̃7, s̃6
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i : 1

κ

==2

κ

>>3

κ

@@4

κ

BB5

κ

FF6κ 99 7

κ

��
8

κ

��
9

κ

��
10

κ

~~
11

κ

}}

Figura D.1.: Acción de la involución κ

Entonces con respecto a la base ordenada rs, el operador t tiene la representación matricial

Ã0 =

[
t

]
rs

=



0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0


∈Mat11×11(C) (D.0.3)

Representación matricial de la forma bilineal resf,0(•, •)

El inciso ii) del Teorema 7.4.2, proporciona dos representaciones para resf,0(•, •), con respecto a las

bases inducidas en Ωf (via el isomorfismo s : ω 7→ s[ω]0) por las bases ordenadas s y rs, respectivamente.

En efecto,

1. Con respecto a las base s: [
resf,0(•, •)

]
s

=
(
δκ(i),j

)
1≤i,j≤11

:= Q
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Entonces,

Q =



δ11,1 δ11,2 δ11,3 δ11,4 δ11,5 δ11,6 δ11,7 δ11,8 δ11,9 δ11,10 δ11,11

δ10,1 δ10,2 δ10,3 δ10,4 δ10,5 δ10,6 δ10,7 δ10,8 δ10,9 δ10,10 δ10,11

δ9,1 δ9,2 δ9,3 δ9,4 δ9,5 δ9,6 δ9,7 δ9,8 δ9,9 δ9,10 δ9,11

δ8,1 δ8,2 δ8,3 δ8,4 δ8,5 δ8,6 δ8,7 δ8,8 δ8,9 δ8,10 δ8,11

δ7,1 δ7,2 δ7,3 δ7,4 δ7,5 δ7,6 δ7,7 δ7,8 δ7,9 δ7,10 δ7,11

δ6,1 δ6,2 δ6,3 δ6,4 δ6,5 δ6,6 δ6,7 δ6,8 δ6,9 δ6,10 δ6,11

δ5,1 δ5,2 δ5,3 δ5,4 δ5,5 δ5,6 δ5,7 δ5,8 δ5,9 δ5,10 δ5,11

δ4,1 δ4,2 δ4,3 δ4,4 δ4,5 δ4,6 δ4,7 δ4,8 δ4,9 δ4,10 δ4,11

δ3,1 δ3,2 δ3,3 δ3,4 δ3,5 δ3,6 δ3,7 δ3,8 δ3,9 δ3,10 δ3,11

δ2,1 δ2,2 δ2,3 δ2,4 δ2,5 δ2,6 δ2,7 δ2,8 δ2,9 δ2,10 δ2,11

δ1,1 δ1,2 δ1,3 δ1,4 δ1,5 δ1,6 δ1,7 δ1,8 δ1,9 δ1,10 δ1,11



=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



(D.0.4)

2. Con respecto a la base rs: [
resf,0(•, •)

]
rs

=
(
δκ(i),j

)
1≤i,j≤11

:= Q̃
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Entonces,

Q̃ =



δ11,1 δ11,11 δ11,2 δ11,10 δ11,3 δ11,9 δ11,4 δ11,8 δ11,5 δ11,7 δ11,6

δ1,1 δ1,11 δ1,2 δ1,10 δ1,3 δ1,9 δ1,4 δ1,8 δ1,5 δ1,7 δ1,6

δ10,1 δ10,11 δ10,2 δ10,10 δ10,3 δ10,9 δ10,4 δ10,8 δ10,5 δ10,7 δ10,6

δ2,1 δ2,11 δ2,2 δ2,10 δ2,3 δ2,9 δ2,4 δ2,8 δ2,5 δ2,7 δ2,6

δ9,1 δ9,11 δ9,2 δ9,10 δ9,3 δ9,9 δ9,4 δ9,8 δ9,5 δ9,7 δ9,6

δ3,1 δ3,11 δ3,2 δ3,10 δ3,3 δ3,9 δ3,4 δ3,8 δ3,5 δ3,7 δ3,6

δ8,1 δ8,11 δ8,2 δ8,10 δ8,3 δ8,9 δ8,4 δ8,8 δ8,5 δ8,7 δ8,6

δ4,1 δ4,11 δ4,2 δ4,10 δ4,3 δ4,9 δ4,4 δ4,8 δ4,5 δ4,7 δ4,6

δ7,1 δ7,11 δ7,2 δ7,10 δ7,3 δ7,9 δ7,4 δ7,8 δ7,5 δ7,7 δ7,6

δ5,1 δ5,11 δ5,2 δ5,10 δ5,3 δ5,9 δ5,4 δ5,8 δ5,5 δ5,7 δ5,6

δ6,1 δ6,11 δ6,2 δ6,10 δ6,3 δ6,9 δ6,4 δ6,8 δ6,5 δ6,7 δ6,6



=



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



(D.0.5)

Representación matricial para la forma bilineal resf,0(f•, •)

Tenemos dos representaciones matriciales para el operador de multiplicación por t, de acuerdo con

Ec. D.0.2 y Ec D.0.3, con respecto a las bases ordenadas s y rs, respectivamente. Por tanto, del Le-

ma C.0.1 se tienen las siguientes dos representaciones matriciales para la forma bilineal resf,0(•, •):

[
resf,0(f•, •)

]
s

= AT ·Q y
[
resf,0(f•, •)

]
rs

= ÃT0 · Q̃
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Es decir,

[
resf,0(f•, •)

]
s

=



0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0



T

·



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



=



0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0


·



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


Entonces,

[
resf,0(f•, •)

]
s

=



1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0


(D.0.6)
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Análogamente,

[
resf,0(f•, •)

]
rs

=



0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0



T

·



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



=



0 1 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0


·



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



=



1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0


(D.0.7)

Ahora bien, del inciso ii) del Teorema 7.4.2 se tiene que

[
resf,0(f•, •)

]
s

=
(
δκ(ν(i)),j

)
1≤i,j≤11
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Por otra parte, consideremos la base s : s̃1, . . . , s̃11. Entonces del apartado 7.5.2.1 se sigue que

C(i) =

 {1, 11} si i = 1

{i} si i ∈ {2, 3, 4, . . . , 11}

Entonces, κ(ν(i)) esta definido si y sólo si i = 1. Entonces, κ(ν(1)) = 11 + 1− ν(1) = 11 + 1− 11 = 1.

Aśı,

δκ(ν(i)),j =

 1 si i = j = 1

0 si i, j ∈ {2, 3, 4, . . . , 11} (por vacuidad)

Entonces,

[
resf,0(f•, •)

]
s

=
(
δκ(ν(i)),j

)
1≤i,j≤11

=



1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0


(D.0.8)

Finalmente, de Ec. D.0.6, Ec. D.0.7 y D.0.8 se aprecia la esencia del Teorema 7.4.2 y el Corola-

rio 7.5.1 y, por ende, del Teorema 7.4.1.
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[1] L. Giraldo, X. Gómez-Mont and P. Mardešić. Flags in zero dimensional complete intersec-

tion algebras and indices of real verctors fields.Math.Z.26077-91. (2008).

[2] H. Zoladek. The Monodromy Group. Birkhäuser Verlag. 67 (2006).
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[36] P. Deligne. Théorie de Hodge II. Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math. no. 40 (1971), 5-57.

[37] E. Brieskorn. La monodromie des singularités isolées dh́ypersurfaces. Manuscripta Math.

2 (1970), 103-161.

[38] P. Griffiths. Periods of integrals on algebraic manifolds I, II. Amer. J. Math. 90(1968),

568-626, 805-865.

[39] J. Milnor. Singular Points on Complex Hypersurfaces. Ann. Math. Stud. Princ. Univ. Press.

Vol.61 (1968).
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