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Introduccién.

La topologia algebraica surge con Henri Poincaré al asignar a espacios topologi-
cos grupos algebraicos que se preservan bajo homeomorfismo. En 1895, introdujo
en su articulo “Analisis situs” el grupo fundamental de un espacio con el fin de
diferenciar las superficies de Riemann.

A principios del siglo pasado, tuvo lugar el uso de una nueva técnica para es-
tudiar espacios topologicos. La teoria de homologia singular se basa en considerar
el grupo abeliano generado por ciclos sobre un espacio topoldgico M, bajo una
relacion de equivalencia. Tal grupo asignado a M se le conoce como H,,(M,Z),
donde n depende de la dimensién de los ciclos sobre M.

La teoria dual a la teoria de homologia singular es la teoria de cohomologia sin-
gular. En 1931, Georges DeRham introdujo la cohomologia de DeRham, la cual se
construye a partir de formas diferenciales definidas sobre una variedad M. DeRham
probé que si la variedad M es lisa y compacta, entonces la cohomologia singular y
la cohomologia de DeRham son algebras isomorfas.

En geometria algebraica, se definen las variedades algebraicas como el lugar
de ceros de un conjunto de polinomios, sobre un campo dado. A este tipo de va-
riedades se asignan también invariantes topolégicos como los grupos de DeRham
algebraicos. Para una variedad algebraica proyectiva lisa sobre los complejos, la
cohomologia singular es la cohomologia de DeRham algebraica.

Durante los afios treinta se introdujo la Teoria de Hodge, la cual permitia asociar
una estructura mas fina para la cohomologia de DeRham de una variedad diferen-
ciable de dimension n.

En 1970, Pierre Deligne introduce en su trabajo “Théorie de Hodge I”” un méto-
do para estudiar la estructura de Hodge de una hipersuperficie proyectiva lisa X via



el complejo de formas diferenciales racionales definidas en U = P"*! — X y el
complejo logaritmico.

Afos después, en 1983, Griffiths y Carlson proponen un método via sucesiones
espectrales para estudiar la estructura de Hodge de una hipersuperficie proyectiva li-
sa de dimension n, via formas diferenciales racionales definidas en el complemento
de X cuyo orden del polo en X estd acotado por n via el mapeo residuo.

Durante el capitulo 1 se aborda la construccion de una estructura de Hodge de
una hipersuperficie proyectiva lisa de dimension n siguiendo las ideas expuestas en
el trabajo de Griffiths y Carlson. Esto con el fin de aterrizar las ideas para el caso
de curvas proyectivas lisas sobre los complejos.

Por otro lado, las variedades algebraicas no siempre son lisas; en 1964 Heisuke
Hironaka demostré que para toda variedad algebraica definida sobre un campo de
caracteristica cero existe una resolucion, esto es, existe una variedad no singular W
y una funcién birracional propia Z — X.

Para el caso de curvas algebraicas, la resolucién de una curva plana reducida
puede obtenerse a partir de una sucesion de explosiones hasta obtener una coleccién
de divisores excepcionales a cruzamientos normales { E, },c; con multiplicidades

{da}aef-

A lo largo del capitulo 2, se hace un andlisis del método para:

Resolver una curva plana reducida X = {f = 0}.

Obtener las multiplicidades de cada divisor excepcional.

Construir la grafica dual de la resolucién minima V.

= Asignar un orden parcial en el conjunto de vértices de V.

Muy relacionado a la resolucién de singularidades de una curva algebraica re-
ducida X = {f = 0} se encuentra el estudio de la fibra no singular X, = {f = €}.

En 1968, Milnor demostrd en su trabajo “Singular Points of Complex Hyper-
surfaces”’que sobre un disco agujerado de radio suficientemente pequefio, existe
una fibracion diferenciable localmente trivial cuya fibra, llamada Fibra de Milnor,
es difeomorfa a X..



En el capitulo 3 se analiza como la homologia singular de la fibra de Milnor
puede calcularse a través de las multiplicidades de los divisores excepcionales de la
resoluciéon minima de un germen de curva plana reducida con una singularidad en
el origen.

La aportacion de cada divisor a la topologia de la Fibra de Milnor puede calcu-
larse aplicando la férmula de Riemann—Hurwitz considerando a la fibra no singular
como un cubriente no ramificado sobre los divisores excepcionales. A lo largo del
trabajo se trabajaran con 3 ejemplos ilustrativos en C?:

» La cispide dada por X = {z% — 3* = 0}.

» La cdspide doble, dada por X = {(z? — ¢3) (y* — 23) = 0}.



= Una curva con mas de un exponente caracteristico

X ={(y*- :p3)2 — 42y — 2" = 0}.

En 1977, Bernard Teissier introduce el concepto de variedades polares asociadas
a un germen de hipersuperficie con singularidad aislada en el origen. Aplicando tal



concepto a una curva algebraica plana reducida X, se tiene que la curva polar I'
asociada a X provee informacion geométrica en sus exponentes de Puiseux.

En 1987, Joseph Steenbrink y Steven Zucker demuestran que los exponentes
de Puiseux de I' se pueden obtener a través de las multiplicidades de los divisores
excepcionales de la resolucién minima 7 de X, la imagen inversa de una forma
lineal genérica L = 0 bajo 7 y la gréfica dual V' de la resolucién minima de X.

Los cocientes polares de f en los puntos de ruptura de V', dan pie a construir
una filtracion geométrica de la Fibra de Milnor llamada Filtracion Polar. Dentro de
dicha filtracion se encuentra codificada la rapidez de anulamiento de ciertos ciclos
evanescentes de homologia de la fibra X, conforme ¢ — 0.

En los ejemplos mencionados durante el capitulo 4 se ilustra como, ademas
de filtrar geométricamente la Fibra de Milnor, también la grafica dual V' admite
una filtracion determinada por los cocientes polares (i), i = 1, ..., g definidos en
dicho capitulo.

En el caso de la cuspide, s6lo hay una pieza a diferencia de las otras dos curvas:

» Lacuspide X = {22 — y3 = 0}.

@ L]
E, b3 By
=3 @) =3 )=

» La cdspide doble, X = {(2* — ¢?) (y* — 2%) = 0}.
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= Una curva con mas de un exponente caracteristico

X ={(y*- :p3)2 — 42y — 2" = 0}.
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En 1969, David Mumford y Pierre Deligne trabajaron con el concepto de la re-
duccién semiestable de una curva en su trabajo “The irreducibility of the space of

curves of given genus”.

A lo largo del capitulo 5 se desarrolla y justifica la construccion de la grifica
dual V asociada a la i imagen inversa E de los divisores excepcionales via la reduc-
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cion semiestable de una curva algebraica plana reducida, asi como el analisis del
primer grupo de homologia de la grafica dual de V:

Teorema. La grdfica dual del divisor excepcional de la reduccion semiestable
asociada a una curva plana irreducible y reducida es un drbol.

Una pregunta que queda como trabajo a futuro es la siguiente,

¢ Cudles son las condiciones necesarias y suficientes para que la grdfica dual
del divisor excepcional de la reduccion semiestable asociada a una curva plana y
reducida sea un drbol ?

Uno de los objetivos principales de este trabajo es dar una conexion entre la
filtracion de Hodge introducida en el capitulo 1 via formas racionales en el com-
plemento de la cerradura proyectiva de la fibra de Milnor de una curva algebraica
plana irreducible y reducida X = {f = 0} en el origen y la Filtracién Polar de la
Fibra de Milnor determinada por los cocientes polares obtenidos de la curva polar
I' asociada a X.

Por una parte, se tiene el siguiente resultado:

Teorema [Steenbrink-Zucker, [13]]] Existe un isomorfismo natural de estructu-
ras de Hodge mixtas de los grupos de cohomologia relativa

H* (P, Piy) = H* (C1,3) (1)

el cual transfiere la accion de la monodromia de H* (P;, P;,_1) a la accion de la
transformacion cubriente C”Z- — C; en H* <C~*i, 21) . La notacion usada en dicho
resultado esta detalladamente definido en el capitulo 4.

Dicho resultado considera una Estructura Mixta de Hodge asociada a los divi-
sores excepcionales resultantes de la reduccion semiestable de la singularidad de la
curva, i.e., al limite cuando ¢ — 0 de la fibra de Milnor, no se habla de ella en

t40.

El resultado principal de este trabajo lo complementa en ese sentido y da la
conexion que se deseaba obtener.

Teorema. Sean f, h polinomios homogéneos de grado d en C [z, z1, 23] tal que:

- Sit = 0, entonces Xo = {f = 0} es una curva singular reducida con
singularidad local irreducible con m exponentes de Puiseux.
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- Sit # 0 entonces X; = {f — th = 0} es una curva proyectiva lisa.

Entonces, para cada t # 0 con |t| << 1 existe (F}, P.) una estructura mixta de

Hodge compatible con la estructura mixta de Hodge de los divisores excepcionales
t—Q

(F",P),ie (F,,P)— (F',P)
Dicha conexién termina de ilustrarse al aterrizar la filtracién (F", P.) a nivel del
anillo de polinomios.

Corolario.
Dado f : C* — C un polinomio de grado d de tal forma que la familia de
curvas

Xe={2€C| f(2) =t} 2

son lisas si t # 0y tienen una singularidad aislada en (0,0) si t = 0. Existe una
filtracion en el anillo de polinomios de grado 2d — 3, compatible con la filtracion
(F", P).
Ademas de la conexién hecha entre ambas filtraciones quedan preguntas por
resolver, entre ellas podemos formular las siguientes:

» ;Como la filtracion polar induce mds estructura en la matriz de Riemann
asociada al cup product?

» ;Cudl seria un Teorema de Positividad de Riemann para este caso?



Capitulo 1

Estructura de Hodge de una hipersuperﬁcie
lisa proyectiva via formas holomortfas en el

Complemento.

El objetivo de este capitulo es estudiar, como se hizo en [Carlson-Griffiths [2]],
la estructura de Hodge de la cohomologia primitiva de grado n de una hipersuper-
ficie proyectiva lisa definida por un polinomio homogéneo en CP"™!. Antes de
realizarlo introduciremos teoria basica de Complejos Filtrados y Teoria de Hodge.

1.1. Complejos Filtrados y la filtracion de Hodge

En esta seccion introduciremos los conceptos de complejos filtrados y la filtra-
cién ingenua de un complejo doble, el objetivo serd analizar la filtraciéon de Hodge
de X de manera algebraica.

1.1.1. Complejos filtrados

Definicion 1.1.1 Dado un espacio vectorial complejo A, una filtracion decreciente
en A estd dada por una familia de subespacios vectoriales { F? A} tal que

- CFPACFr'AcC.---cF'A=A, parap>0.
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Si (A*,d) es un complejo, una filtracién decreciente en (A*,d) es una filtra-
cién decreciente de subespacios {FPA*} para cada espacio vectorial A* tal que
d (FpAk ) C FPA*+L por lo que entonces tenemos una familia de complejos:

{((FPAF d)}, = {--- - FrAk Ly prghet 4,y

Definicion 1.1.2 (Filtracion ingenua)
Sea (A*,d) un complejo de espacios vectoriales y FPA* := AZP_ el complejo
obtenido al considerar los términos de orden mayor o igual a p:

0— AP —5 APTL _ APF2 .. (1.1)

Definicion 1.1.3 (Filtracion ingenua de un complejo doble)
Sea (A™* Dy, Dy) un complejo doble para grados positivos. Sea (A*, D) el
complejo asociado.

Ab= P A, D=D+(-1)" D,
r4+s=k
Como DA™ C A" @ A™HL. Entonces
A= oA
r+s=k,r>p

define una filtracion decreciente en el complejo (A*, D), la filtracién (FP A*) de
(A, D) es la llamada filtracion ingenua del complejo (A, D)asociada al bicomplejo
(A", D1, Dy).

1.1.2. Filtracion de Hodge

Definicién 1.1.4 Una estructura de Hodge de peso k es un par (Hz, { H??}, ,—x)
tal que:

1. Hz esun Z-mddulo
2. HPY son C-espacios vectoriales tales que HP9 = "

3. Ho=Hz®Cx=@,. _, HP

p+q=k

Definicion 1.1.5 Dada una estructura de Hodge de peso k (Hz, { H?}), definimos
la filtracion de Hodge de Hc de nivel r como:

FrHg := @y, H"".
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Teorema 1.1.6 (Hodge) (/17], Pag 205) Si X es una variedad algebraica proyecti-
va lisa, entonces H* (X,Z) admite una estructura de Hodge de peso k; i.e,

H*(X,C)= P H™(X), donde H"(X)=H"(X), p,q>0,

ptq=k

y HPY es el conjunto de clases representadas por formas cerradas de tipo (p, q).

1.1.3. La filtracion ingenua de la cohomologia de Hodge

Veamos que la cohomologia de X puede ser estudiada de una manera algebrai-
ca; que, utilizando la filtracién ingenua podemos obtener su filtraciéon de Hodge, la
cual usualmente se introduce via andlisis armdnico.

Teorema 1.1.7 [\[7/)] Si X es una variedad algebraica proyectiva lisa, entonces
HP (X)) = HI(X,0%).
donde H? (X, Q%) es la cohomologia de Cech.

Lema 1.1.8 (Deligne)[3] Si X es una variedad Kdihler compacta, entonces la
sucesion espectral asociada a la filtracion de Hodge degenera en el primer paso.

Sea X una hipersuperficie proyectiva lisa, denotemos Cx la gavilla constante
sobre X.

Consideremos la resolucién del operador de derivacién antiholomorfo O de las
formas diferenciales en X de tipo (p, q):

0 0
) )
0-% 0% % N ey
o1 o+
07 o1
0-%a% % 2ot %o
o1 o+
0-% 0% % N
)
0
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donde los grupos de cohomologia en los complejos
0—>Qﬁgoi>--~9§5qi>---—>§2§5”“ -0,

son las formas diferenciales de tipo (p, q).

Restringiendo a aquellas secciones con coeficientes holomorfos de grado p, i.e;
0% y el operador diferencial exterior holomorfo § obtenemos el complejo holomor-
fo de DeRham de X:

0—O0x 50502 — ... — o250 (1.2)

Mais aidn, tenemos la inclusién de la gavilla constante 2 : Cx — Oy, de fun-
ciones localmente constantes en las funciones holomorfas. Via i el complejo holo-
morfo de eRham es una resolucién de Cx debido a que cada columna del complejo
doble (Q57, (—1)P0) es exacto en grado positivo y da una resolucién de 2% Luego
como el complejo de DeRham usual es quasiisomorfo al complejo de DeRham ho-
lomorfo y el primero también es exacto en grado positivo entonces la cohomologia
estd dada por la gavilla constante en grado 0; y asi

H*(X,C) = HF(X,Q%).

Como también tenemos el bicomplejo de Cech-DeRham, definido en la siguien-
te seccion, asociado al complejo (I.2)), el cual también degenera, tenemos que sus
grupos de cohomologia vertical

HY (X, Q%)

son isomorfos a H?? (X)) .
Aplicando la filtracion ingenua al complejo holomorfo de DeRham

0— Q% — B — ... — 0% —0, (1.3)

y tomando el bicomplejo con la resolucién del operador de derivacion antiholomor-
fa 0 :
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0 0
T T
e} 0,n o] Is] n,n le]

0 — Qy e — QYT —0
91 91
91 o1

Lot 2y 2 gy 2
91 31

DL 2 g b

T T
0 0

Si d es el operador de derivacion en el bicomplejo dado por:

d: @ Oy — EB )

r+s=k, r>p r+s=k+1, r>p
d=0+(-1)"0. (1.4)

Obtenemos entonces una filtracion en la hipercohomologia del bicomplejo la
cual nos da la filtracién de Hodge de la cohomologia de X:

F'Hy, (X)=F'HY(X,C)= & H"™. (1.5)

p>r,p+q=Fk

Corolario 1.1.9 Sea X una hipersuperficie lisa en CP™ 1!, tenemos que la suce-
sion espectral asociada a la filtracion de Hodge que degenera en el primer paso.

Durante las siguientes secciones de este capitulo se construird una estructura de
Hodge para n-ésimo grupo de cohomologia de una hipersuperficie lisa en CP" !
de una manera algebraica.

1.2. Descripcion Algebraica del n-ésimo grupo de coho-
mologia de una hipersupeficie lisa en CP" ",

Consideremos X una hipersuperficie lisa en CP™*! definida por f un polinomio
homogéneo de grado d en C [z, . . ., 2,41, sea U = CP" ™\ X,
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Por el lema de Poincaré tenemos la resolucion de la gavilla constante
0— Cyp — Qp

por el complejo de gavillas de DeRham y por tanto H' (U, C) = H' (£2;,), 1a hiper-
cohomologia del complejo de gavillas.

Como X es una hipersuperficie la inclusién j : U < CP™*', es un morfismo
de Stein; i.e., j~' (V) es Stein para cualquier abierto Stein V' C CP"', lo cual
implica que € (U) es una resolucién j,—aciclica; i.e., R%j,F = 0, para toda
q > 0y toda gavilla coherente F; por tanto

H (U,C)=H (ju{y).

Mas precisamente (ver seccion 1.3 y 1.4), veamos que para calcular la cohomo-
logia del complejo de gavillas de formas diferenciales con polos arbitrarios en X,

Qpni1 (¥X), es suficiente con estudiar formas meromorfas con polos a lo largo de

X de alo mas orden n + 1.

1.3. Reduccion del orden del polo en formas diferen-
ciales algebraicas definidas en el complemento
de X

Introduzcamos el complejo Cech-DeRham.
Sea F; = %, definamos U; = {2 € CP""!| Fj () # 0},

U={U;}, W; =U;n(CP""' = X) y W={W;}.

Notemos que debido a que X es no singular, ¢/ es una cubierta abierta de
CP""!, Sea

cr (X)) = [ oo, X)),
Jo<-<Jq
donde QPUJ_O Ay, (*X) denotan las p-formas diferenciales holomorfas en U;, N
---NUj;, con poloen X de orden finito.

Los complejos de Cech y DeRham estén relacionados en el siguiente bicomple-
jo:
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N N ;.
CTU, LX) -5 U (X)) L o Lot (X) %
51 51 51
N N ;.
LU, (X)) L U .x) L . L ocuor(x) 5
51 51 51
O (X)) L U .x) L . Loowor(Xx) -5

que resultan de los operadores:

§:CU(U, P (X)) — CTH(U, P (xX))
((5&))(3-0’_“ dat1) Z (_1)i Wi, G da ‘Ujom---ﬂquH ’

d:CHU, QP (xX)) — CT(U, P (xX))
(@) Gy = (i)

son los operadores de Cech y DeRham, respectivamente.
El diferencial total se define como

D: @ cru.r=X) — P U (X))

D = d+(-1)"s.

El operador D define un complejo cuya cohomologia la llamamos la hipercoho-
mologfa de CP"*! — X y se denota por H* (CP"*! — X).

Teorema 1.3.1 (Serre) ([l/2l],Pag. 239) Sea F es una gavilla coherente sobre una
variedad afin V con cubierta abierta finita por variedades afines U = {U,}, enton-
ces los grupos de cohomologia de Cech son cero en niveles positivos:

HYU,F)=0 VYq>0.

Proposicion 1.3.2 Sea X una hipersuperficie proyectiva lisa definida por un poli-
nomio @ de grado d. Entonces CP™ "' — X es una variedad afin.



Estructura de Hodge de una hipersuperficie lisa proyectiva via formas
20 holomorfas en el complemento.

Demostracion:
Tomemos el conjunto de monomios en n + 2 variables complejas de grado d
y hagamos la siguientes asignacién: Dado un multiindice I = (i, ..., %,+1), con
in+1

n+l . o .
>_j—o 4 =d ,entoncesseawr = 2y ...z,4 . Porlo que:

d d—1 %0 in41 d \ . . .5 . .
[20720 Zla"'>(zo--~Zn+1>7"'72n+1:|—>[w(d,0 ..... 0) * W(d-1,1,..,0) + ~* - Wr e LW, d)]-

Porlocual {f =0} — {>_ ayw; = 0} es un hiperplano proyectivo, lo anterior
implica que CP"™ — X — CPY — {3 a;w; = 0} = CV, donde N es la cantidad
de monomios de grado d en n + 2 variables.
0J

Analogamente los abiertos U; y W, son abiertos afines, de donde podemos
concluir como consecuencia del teorema de Serre que

HI (W, Q") =0 VYq>0. (1.6)

Debido a que las p-formas holomorfas en el complemento de X, se pueden estu-
diar con p-formas racionales globales con polo de orden arbitrario en X, entonces:

HIU, QP (xX)) =0 Vg > 0. (1.7)

Por tanto si en la sucesion espectral del bicomplejo hacemos primero cohomo-
logia de Cech obtenemos el complejo algebraico de DeRham de CP™" ™ — X :

0— H° (CP™, Q% (xX)) = --- = -+ = H* (CP", Q"™ (xX)) — 0.
Demostrando asi el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.3 La hipercohomologia de CP™™ — X calcula la cohomologia
de DeRham algebraica del complemento de X:

H* (CP™' — X) = Hj, (CP™! - X).

Teorema 1.3.4 ([6l] , Pag. 351) Para una variedad algebraica compleja afin lisa,
la cohomologia singular es la cohomologia de DeRham algebraica.

Por el teorema (I.3.4)), podemos estudiar la cohomologia singular del comple-
mento de X con formas racionales globales que tengan polo de orden arbitrario en
X.
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Teorema 1.3.5 (/2]) Sea X una hipersuperficie proyectiva y suave en CP™**  de-
finida por el polinomio homogéneo {f = 0}, entonces H"™' (CP"*' — X, C)
se puede representar con formas algebraicas racionales en. CP™  con polos de
ordenalomds (n+1) enX.

Denotemos como C? (U, 2 (1X)) aquellos elementos de C? (U, QP (,.X)) cuyas
componentes tienen polo de orden [ en X y definamos el siguiente operador:

Hy - CO(U, % (1X)) — CTU, (1 =1) X))

L f
H @)ooy = 777 - Bicioedas
J
donde K;, =1 (%) es la contraccion con respecto al campo vectorial a%'
J0 J0

A partir de aqui, omitiremos los subindices de H;, tomando en cuenta que se
aplicard el operador correspondiente al orden del polo de la forma racional.

Lema 1.3.6 Paral > 2, H satisface dH + Hd = 1, mddulo el grupo
CT(U,®((I—1)X)), donde l > 1.

Demostracion: Sea o € C1 (U, (1X)) y supongamos sin pérdida de generali-
dad que (a{z’)jo T %dzl. Para el caso donde j, ¢ I,tenemos que H, (afl’) =0

pues se hace una contraccion con respecto a %, luego:
J0

(o =1 df  dgidz lgidfde
Q)jo ,,,,, je f2 A= Iz - flHL
Aplicando ahora H a la férmula anterior obtenemos
_ 1 9io f 1 lgr f Fj _
H(do}) = 5 f#%pde— o potdea = of

= H (dozg) +dH (0‘5) =ab.
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Para el caso cuando j, € I tenemos que

1 gr
dH (042) = d (1 — P dzll)
o 1 F}ofl_ldgl - gld (F}ofl_l)
- F2 le
Jo

dgr grd@
(e ) oo

dzr—q

= Mdzl,l
fl+1
Por otro lado:
dog = Ly -0
H (do?) = %_Z#KJ (dgldzl)—(l_ (;+1)) ffff]{:jokjo (dfdzy)
= %(Fjodzj—dfdzf_l)

= o —dH (a?).

1.3.1. El bicomplejo de Griffiths-Carlson

Lema 1.3.7 Sea o una cocadena en el complejo Cech-DeRham cuyo orden de polo
l; > 2 en cada coordenada J. Entonces

a=DHa+ HDa

mdodulo cocadenas cuyo orden del polo sea l; — 1. En particular, si o es un D-
cociclo, tenemos que

a=(I—DH)a,

es cohomdloga a o y tiene orden del polo 1 ; — 1.
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Demostracion: Sea ob, la componente de v en C? (U, O (,X)), luego

a«—DHa = Z (o —dHat — (—1)P"' 6Ha?)
p,q
Hdab 4 (=1)" dal.

Como H y ¢ son independientes entonces conmutan, de donde obtenemos

a— DHao

> (af — dHo? — (-1’ Héak)
p.q

HDao.

Demostracion:(Teorema[l.3.3)

Sea Q4 = ;‘—3, la cual representa una clase en H"! (CP"*' — X, C), con
m>n+1y A€Clz,...,2n41]
La idea para la demostracion es reducir el orden del polo de 24 utilizando la

igualdad demostrada en el lema El primer paso es encajar {24 en el complejo
doble de Cech-DeRham, pues es una forma diferencial global cerrada, entonces

Quq € H° (CP™, Q" (xX)): Q4 ~ <‘}‘—§> , donde i es la coordenada asociada
al abierto U;. '
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o % o & .04 0
ot o1 o1
o % o & .04 0
ot o1 o1
ot o1 o1
o % o & .04 0
ot o1 o1
o 4 o 4 .. 4 QA:(?—ﬁ>i.
Luego (I — DH )m_l <?—§)z sera una forma D-cohomoéloga a 24 con polo
simple:
wnr S0 S .45 0
o1 o1 ot
0 b ow &b o
o1 o1 ot
o1 o1 ot
o 4 o & ... 4 o
o1 o1 ot
d
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[<?_f”2>]] = >, w;] donde w; € C" (U, Q""" (1X)), obteniendo asi un D-

cociclo con un polo simple en X.

1 .
Tenemos que »  w; la cual denotaremos como » ._ W™V es un D-cociclo
i<n+1 "1 )

porlo que w,i; es d-cerraday, por el Teorema[[.3.1] w,+1 = 079,41, para
algin v, € C" (U, Q' (¥X)). Como w,,; tiene un polo simple en X, entonces
también v,,.1 tiene un polo simple. Luego

W™ = 3" W — (=1)" D (Y1) ,

i<n+1

la cual denotaremos como ), <n w™, es D-cohoméloga a Y w; y tiene un polo
doble en X y su componente (n + 1,0) es 0.

Supongamos que Y . <jt1 wfj ) es D-cohomdlogaa > w;, tiene un polo de

orden n—j en Xy sucomponente (k,n — k) es 0 paratoda k > j+1, ademas

(3+1)

por ser D-cociclo existe ;11 € C7 (U, Q"7 (xX)) tal que dvj41 = w) .

Por tanto, ‘
WD = 3" W — (=1) D (y511) (1.8)
1<j+1

es D-cohomdloga a > w; , tiene un polo de orden n + 1 — j 'y su componente
(k,n—Fk)=0 VY k>j

Al finalizar el proceso llegamos a que w®) tiene un polo en X de orden n+1, es
D-cohomdlogaa > w; y sutnica componente no ceroes (1,n + 1), obteniendo
asi una forma racional en el complejo doble con polo de orden n 4+ 1 la cual es
D-cohomélogaa 4.
0

1.4. Filtracion de la cohomologia de X por el orden
del polo

En esta seccion introduciremos el complejo logaritmico en la hipersuperficie X.
El objetivo es analizar el mapeo residuo:

res : Q’g;,ln“ (n+1)X)) — H"(X,C),

el cual nos dara la relacion entre el orden del polo en X de las formas diferenciales
racionales globales y nivel de la filtracion en la estructura de Hodge de la cohomo-
logia de X.
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1.4.1. Complejo logaritmico

Dada la hipersuperficie lisa X de CP™ ", definamos el complejo holomorfo con
singularidades logaritmicas sobre X.

Sea Q’éPnH (logX) la subgavilla de la gavilla de formas meromorfas Q’“CP"+1 (xX)
en CP™ "' holomorfas en U = CP""' — X, determinada por:

o€ chpnﬂ (logX) siy solo si, tanto « como dov admiten un polo simple en
X.

Observacion 1.4.1 Si v € Qi (logX)  entonces da  es d-cerrada.

Lo cual nos permite obtener el siguiente subcomplejo:

(logX) 402

d
0— 0 — QL pa—

CPn+1 (lOgX) —_— s — Qn

CPn+1

(logX) — 0.

Si tomamos la resolucion con 9, el operador de Cech y la hipercohomologia del
bicomplejo obtendremos H* (CP”H, Q*Cpn+1 (log X)) )

Teorema 1.4.2 ([17)], Pag. 208) Sea U = CP" " — X, con X hipersuperficie lisa,

entonces:

H* (U, C) = H" (CP™", Qpan (log X)) .

1.4.2. Mapeo Residuo

Consideremos Q’(‘;}nﬂ y fijemos la seccion
n+1 e
Q= (~D'zdzg A Adzi A Nz (1.9)
i=0

Luego, la expresion

AQ

QA - fa—l—l

con deg(A) +n+2=(a+ 1)deg(f),

define una (n+1)-forma racional con polo en X de orden a + 1.

Definicion 1.4.3 El polinomio A del numerador se llama adjunta de nivel a'y ()4
se dice que tiene nivel de adjuncion a.



1.4 Filtracion de la cohomologia de X por el orden del polo 27

Para cada clase de cohomologia (k-1)-dimensional « en el complemento de X,
queremos definir una clase de cohomologia k-dimensional Res(a) en X:

resrop : H* (CP"*' — X, Z) — H* ' (X,Z).

Para el cual tenemos también un operador:

e Hy1 (X,Z) — Hy, (CP™™ — X, Z)
vy — (v)-

Donde 7 (y) eselk-cicloen CP""' — X que se puede obtener construyendo
discos normales en k£ — 1-cadenas en X para después tomar su frontera. El operador
adjunto a 7, salvo multiplicacién por 27z, es el residuo topoldgico.

Por tanto, si una clase de cohomologia de CP"'™ — X esta representada por
una forma diferencial «, entonces resr,, (o) estd definido tal que

resnat)= 55 |
resrop () = — a
¥ 27 J ()

Proposicion 1.4.4 (Griffiths-Carlson, [2]) El mapeo T es suprayectivo y es iso-
morfismo si n + 1 es par. Para el caso impar el kernel estd formado por clases de

homologia de X que son miiltiplos enteros de la clase del homologia de una seccion
lineal general CP2"'. X

Corolario 1.4.5 [. Sin+ 1 es par tenemos que

H,(X,C) = H,., (CP™' - X,C).

2. Sin+1 esimpar la siguiente sucesion es exacta

0 — C[CP>™ . X] — H,(X,C) % H,,; (CP"™ - X,C) — 0.
(1.10)

Para una k-forma diferencial logaritmica en el complemento de X que estd dada

por
w:5+a/\%, (1.11)
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-1

donde (5 € Q’épnﬂ, o € Q’éPnH ; se define el residuo como

res: Qepni (logX) — Q!

w — res(w)=a|x .

Observacion 1.4.6 El mapeo residuo también se puede definir en el bicomplejo con
singularidades logaritmicas en X de la siguiente manera:

res : @ CT (U, (logX)) —> @ CT(UNX, Qg{l)
ptq=k ptq=k
daf

(51 +ar A 7) — (ulx) -
\T=k

1.5. Filtracion de Hodge de la n-cohomologia de X

Haciendo uso de lo definido en la seccion anterior, tenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 1.5.1 (Griffiths-Carlson, [2]) El mapeo residuo satisface las siguientes
propiedades:

1. res (QTC”;I;ln+1 ((n+1)X))) = H" (X, C),, donde la parte derecha es el n-

ésimo grupo de cohomologia primitiva de X.

2. res (b ((a+1)X))) = F**H" (X, C), donde la parte derecha se

refiere a la filtracion de Hodge de la cohomologia primitiva de X y a < n.

3. 8i Jp = (Fo,...,Fui1) es el ideal Jacobiano, generado por las derivadas
parciales, entonces el residuo de la forma (), de nivel de adjuncion «a
tiene nivel de Hodge n— (a—1), i.e., res (24) € F"*H" (X, C), siy solo
si, A e Jp.

Demostracion: La primera parte se obtiene del corolario[I.4.5] Para (2) primero
se demuestra la contencién hacia la derecha (C). Consideremos el bicomplejo
Céch-DeRham pero utilizando la filtracién ingenua en las formas diferenciales de
U=CP"" - X:0— Q' — Q2 — ... — O — 0
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5,T 5.T e 5.T

Ce (U, Q! (xX)) L coU, Q2 (xX)) -5 o L e, or (xX)) -
51 51 51
51 51 54

CLU, QL (xX)) —L U, Q2 (X)) -5 . Lot or (X)) L
51 51 51

COU, QL (X)) L O, Q2 (xX)) -5 o L oo, or (xX) L

Entonces dada una (n+ 1)-forma diferencial en el complemento cuyo orden del

poloesa+ 1: w = f‘a‘%, esta se encaja en el bicomplejo

QAAJ(AQ) € H® (CP"™, Q™! (xX)).

fa+1
o % o &% ... 3 0
54 54 54
o % o & ... 4 0
54 54 54
54 51 54
o % o & ... 4 0
51 51 51
o 4 o 4 .. 4 QA:<J:;‘%>j.

f’m

Qpni1 (l0g (X)) C Qpnis (xX) son cuasi-isomorfos, también serd cohomdloga

a una con polo simple logaritmico:

Luego (I — DH)* (@) ~ serd una forma D-cohomdloga con polo simple y como
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Donde

AQ
[ ( faﬂ)j

Luego andlogamente como en (I.8) podemos encontrar un elemento v D-
cohomologo a ) .., w; cuyo tnico término distinto de cero sea de tipo (0, n),
pero ya que Dy = 0, entonces 7y es d-cerrada, luego:

:[Z Jﬁ]; W €CUNX, Q).

0<i<a

yEH' UNX, Q%)= H™(X)C F""H" (X,C).

Utilizando la propiedad 1, la imagen del mapeo residuo esta contenida en la coho-
mologia primitiva de X, cuya filtracién de Hodge cumple que:

F"*H"(X,C), C F"“H"(X,C).

Por lo tanto v se puede ver como elemento de " *H" (X, C), .
Ahora, para demostrar la contencién hacia la izquierda (D), si tenemos v €
Fr=*H"(X,C), ;debido a que:

FH"(X,C), = b H
pt+q=n,p>n—a
c @ m
p+q=n,p>n—a

b HWUNXx)
p+g=n,p>n—a

= F"UHM(X),

I

podemos considerar que 7y = > vP4 donde P71 e€CT(UNX,OP) y

~v es D-cerrada.

p=n—a

Dado que
~ d
F= > PN —}f,

p>n—a

es D-cerrada, con polo simple en X y

res (7) = 7.
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entonces andlogamente a , existe una (n + 1)-forma global, D-cohomdloga a
7, cuyo dnico elemento no cero sea de tipo (0,7 + 1), y el orden del polo en X
es a + 1. Terminando asi la demostracion de (2).

Para la dltima parte de la proposicion se utilizan los cdlculos hechos de una
forma exhaustiva en ([2]], p.10), en los cuales se obtiene lo siguiente si se toma la
congruencia f = 0:

1. Qa=(-1)" <§‘§fu A %),donde F, = g_gi

K.

Jo>

2. Sil = (ig,ig) Kj = K;
entonces

Qy = K,Qyademas, Fy = Fj -+ F}

q

9y i)
Hri1 (szr " f) r Frfr

3. Con la misma notacion,

AN (A df
5(F1fT>_( D (szTA f)

donde J = (jo, " - Jg+1)

De forma recursiva se obtiene una expresion para el término (n — a + 1, a) del
cociclo 24 cohomdlogo a €2 4:

. \n—atl (_1)n+a(a+1)/2 AQ; df
(QA>Q - — (FJ /\7>|J:a. (1.12)

Al sustituir [I.12]en el residuo algebraico nos da el resultado deseado.
[

1.6. Ejemplos.

1.6.1. Curvas lisas en CP>.

El objetivo de esta seccidn es enunciar un caso particular de los resultados an-
teriores para CP?, y X = {f = 0} una curva proyectiva lisa definida por un
polinomio f de grado d.

Por el corolario (]'IE[) tenemos que 7, es isomorfismo, de donde

H, (X,C) — H, (CP? - X,C),

y por tanto, su operador adjunto también es isomorfismo
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res: 2. (2X) — H' (X, C).

La filtracién de Hodge de una curva lisa en CP? estd dada por:

0C F'H' (X,C) =res (Qp> (1X)) C H' (X, C) =res (Qgp: (2X)) ;

aunque se explicard con mds detalle en la siguiente subseccion, cabe notar que
podemos obtener infomacién de la filtracion anterior del anillo de polinomios en
tres variables, existe una inclusidn natural de un subespacio vectorial de dicho anillo
dada por la multiplicacién por f:

C[Zo,ZhZQ]d_g — C[Zovzlaz2]2d—3

g — g-f
mas aun, por el teorema (1.5.1/(3)) si Q4 = ‘3‘0—? con A € JrNClz, 21, 22)5y 3

tenemos que,
res () € FTH' (X, C);

induciendo, de este modo, una filtracién también en el subespacio vectorial de po-
linomios de grado 2d — 3, dada por el ideal Jacobiano de f que refleja la filtracién
de Hodge de la curva:

0 - JF N C [Zo, 21, 22]2d—3 - C [Zo, 21, 22]2d_3 .

1.6.2. Familias de curvas proyectivas lisas en CP>.

Supongamos que para t € A C C en el disco unitario, tenemos una curva
proyectiva C; C CP? definida por un polinomio homogéneo de grado d, {F; = 0}
lacualeslisasi t# 0 y variaconrespectoa t de manera holomorfa.

Por el teorema para cada t, las formas algebraicas racionales en CP? con
polos de a lo mds de orden 2 en X, representan H> (CP2 — Xt), 1.e;

C [0, 21, 22)9q3 — H?(CP? - X,,C) (1.13)
AQ
A — F_t2’

es suprayectiva.
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Entonces, tenemos estructuras de Hodge para H' (X;, C) dadas por la imagen
de la funcién residuo aplicadas a formas diferenciales racionales determinadas por
polinomios en C [z, 21, 22]5_5:

0C F'H' (X, C) =res (Qpe (1(Xy))) C H' (Xy, C) = res (Qgpe (2(X1))) 5
(1.14)
y filtraciones en los anillos de polinomios

0 C Jr, N C 2, 21,2’2]25173 C C |z, 21722]251*33 (1.15)

las cuales varian de manera holomorfa en ¢.
Teniendo de esta forma haces vectoriales filtrados sobre el disco agujerado.

I . . . res
0C JRNClan 21, 22lhy s © Cleozim2bhus 002, (1(X,) € 02.(2(X) —— 3 0C F'H'(X,,C) C H'(X,,C)

A —_— Q= @ _ res(Qa)
’ F

S S
Ejemplo 1.6.1 Consideremos X, = {f—tg = 0} para g un polinomio homogéneo

de grado d, lisas para t # 0.

Una forma diferencial racional )4 con polo a lo largo de X, = {f = 0}
estd determinada por un polinomio homogéneo A € C [z, 21, 22)4,_5 de tal forma

que Q2 = ‘}—?. Esta forma diferencial racional se puede extender a una forma
diferencial racional dada por 24, = (ffg) -

Por tanto, para cada t # 0, tenemos C [z, 21, 225, 5, €l cual determina las
formas diferenciales racionales con polos en X; y que ademds admite una filtra-
cion. Esto da origen a un fibrado vectorial en el disco agujerado D que admite una
filtracién de Hodge de H' (X;, C) para cada t via la funcién residuo.

Ademds tenemos una nocion de como varia una forma diferencial racional res-
pecto al pardmetro t con “direccion’g.
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G0 - 5 ()

—2gAQ2
(f —tg)’
— 20,4 (1).

Aplicando el operador residuo tenemos también una forma diferencial, w4 (¢)
en X4, la cual puede expandirse en una serie con respecto a la variable ¢, de donde
tenemos una nocion de anulamiento cuando ¢t — 0 y X, tiene una singularidad

aislada.
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Estructura de Hodge de una hipersuperficie lisa proyectiva via formas
holomorfas en el complemento.




Capitulo 2

Resoluciéon y Gréfica Dual de una Curva

Plana Reducida.

En este capitulo daremos definiciones y estableceremos la notacién que nos
servird a lo largo del capitulo siguiente.

Sean f : (C?,0) — (C,0) un germen de funcién holomorfa, X = {f = 0}
curva plana reducida con una singularidad en 0.

Tomemos 7 : Z — C? laresolucién minima de X construida a partir de una
serie de explosiones, creando una torre de modificaciones tales que si f = fo7
cumple que f~* (0) es un divisor a cruzamientos normales en Z.

Zjr
Zj n C2

Si escribimos f; = f o 7}, en caso de que f~' (0) C Z; no cumpla ser un di-
visor a cruzamientos normales, en algin momento dicho punto serd explotado para
producir Z;,, generando una curva excepcional F;,; mds que las ya existentes en
Z;. Para el caso en que f, tiene sélo un factor irreducible (médulo unidades) en-
tonces Z;,1 siempre se obtiene de explotar un punto de £;. Este proceso terminara
después de un nimero finito de pasos donde, al final tendremos Z = Z;.
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2.1. Grafica Dual

La grifica V' de una resolucion puede describirse facilmente después de una
sucesion de explosiones. Consiste de una grafica sin ciclos con un vértice por ca-
da divisor excepcional y una arista entre dos vértices si sus respectivos divisores
excepcionales se intersectan.

En esta figura denotaremos la flecha considerada como arista distinguida a la
transformada estricta X de X. Si X no es irreducible es posible tener mas de una
flecha en cada vértice.

Podemos también dotar a esta grafica de un orden parcial. Tendremos un ele-
mento distinguido, el cual serd un vértice distinguido a* correspondiente al divisor
E; luego, diremos que para dos vértices, « > /3 siy solo si existe una cadena de
a* a [ quepasapor a.

Notemos de la construccion que si existe un vértice « € V' conectado con al
menos 3 puntos mds entonces existird 3 > a tal que Fj3 intersecta X.

Definicion 2.1.1 Un vértice a« en' V' se dice de ruptura si:

1. « tiene tres o mds aristas conectadas a él en el caso cuando la curva es
irreducible.

2. « tiene tres o mds aristas conectadas a él o en el proceso de desingulariza-
cion descrito arriba, existe j tal que I, es la transformada estricta de I;
y L interseca la transformada estricta de X en por lo menos dos puntos
diferentes.
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2.2. Resolucion de una Curva Plana Reducida e Irre-
ducible.

Consideremos una curva algebraica reducida en C?, dada por X = {f = 0},
con singularidad en el origen. Supongamos que su parametrizacion segun sus pares
caracteristicos esta dada por

z(t) = t" (2.1)

y(t) = ait® +agth? + .. + ajtkj 44 agths
Para construir la gréifica asociada a la resolucién de singularidades de X, recor-
demos que la multiplicidad en el origen vy = multy (X) estd dada por la multipli-

cidad de interseccién con una linea en posicién general, luego vy = min{m, k; }.

Los casos siguientes pueden presentarse durante el proceso de desingularizar
X.

-Casol. vy =m < k.

La expansion de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-

cion:
T T
= T1Y1,
es la siguiente
vy =z =1t"
Y1 = % = t%

Sustituyendo tenemos la siguiente expansion de Puiseux para la transformada
estricta de X:

l’lztm

Yy = altkl_m + thkQ_m 4+ ...+ Cljtkj_m 4+ ...

-CasoIl. vy = k1 < m.
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La expansion de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-
cion:

r = I1lh

es la siguiente

m
T = £

1 :altkl—i—agtk?—i—...—i—ajtkj—i—...

Y1 =y :altk1+a2tk2+...+ajtkj+...

Sustituyendo y haciendo la division de polinomios; tenemos la siguiente ex-
pansion de Puiseux para la transformada estricta de X:

zp = byt TR bR TR gty

v = altkl +6L2tk2 —f- +ajtkf —I—

Cabe notar que k; < m implica que la curva es tangente al eje y y que, k1 > m
implica que la curva es tangente al eje z.

Hay iteraciones del proceso de desingularizacion de X cuya transformada es-
tricta tiene una expansion de Puiseux de tal forma que k; = 0; i.e.,

z(t) = t™
y(t) = ay+agt™ +.. a4+ ...
Son estos casos los que producen puntos de ruptura en la grafica dual de la reso-
lucién de X y para las cuales, s6lo es necesaria una traslacion (x,y) — (z,y — a4)

para volver a los casos anteriores.

-CasoIIl. vy = m < k.

La expansion de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-
cion:

y—a = T1Y1,
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es la siguiente

r, =x =t
_ Y

__ Yy—a1
e =50 = _tm

Sustituyendo tenemos la siguiente expansion de Puiseux para la transformada
estricta de X:

1’1:tm

Y1 o= agttT fagtt T 4 a4
-CasoIV. vy = ky > m.

La expansion de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-

cion:
r = Tilh
y—ar = Y,
es la siguiente
m
_ _ t
T - - = % k.
y1 a2t2—|—...+ajt9+...

Y1 =Y —aq :agtk2+...+ajtkj+...

Sustituyendo y haciendo la division de polinomios; tenemos la siguiente ex-
pansion de Puiseux para la transformada estricta de X:

xl — bltmfk‘g + b2tmfk2+k3fk‘2 + o + bth*kzﬁ’kijlfk‘g + o

Y1 = agtk2+...+ajtkj+...

Este algoritmo nos permite obtener una secuencia de multiplicidades de la trans-
formada estricta de la curva X ¥) en cada iteracidn, pues siempre se obtendrd uno de
los casos que previamente vimos, hasta que la curva sea no singular y los divisores
tengan cruzamientos normales.

Ademas, es posible calcular también la secuencia de multiplicidades de los di-
visores excepcionales. En la iteracion j tenemos los divisores {Ei(])}z’efj con mul-
tiplicidades M) = {dl(-j )}. Entonces, en la iteracién j + 1 es posible calcular la
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multiplicidad del nuevo divisor a partir de las multiplicidades de los anteriores y
la multiplicidad v; = mult, (f( G )>. Basta observar si la explosion se hizo en un

punto de cruce de dos divisores F;, Ej 0 no:
Caso A. Caso B.

(x9),) .()/Z(f{ ,)

(o )

(5. a")

Luego,

dgj) + d,gj) +v; enel Caso A.
(J+1) { (2.2)

d,gj) + v en el Caso B.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que al inicio del proceso tenemos el
caso I, sea

pao =maz{n € N |n-m < k}. (2.3)

Entonces k; = pp)-m+7,con0 < r < m.Dedonde vy = v = -+ =
Vyl =M ymy =m, mg = 2m,--- ,m, = [i1,0) - M. La grafica dual hasta este
paso seria de la siguiente forma:

L S - - .- - >
(£1,m) (E2,2m) (E3,3m) (Bugoy—1: (010 = 1) m) (Bpi o) 1,0)m)
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Sir > 0, entonces tenemos la siguiente expansion de Puiseux para X (hao)

z(t) = tm 2.4)
y(t) = ait" + asth2 RO ™ 4L (2.5)

de donde X (") es tangente al eje y.

Ahora, el proceso nos deja en el Caso II y usamos el algoritmo de la divisién
para m y r, pudiendo concluir que m = pi(1 1y - 7 + 111y, con 0 < 7g 1y < 7. De
donde

Viaoy = Vrao+l = " = Vpgoytuan-1 = T

Luego, se obtiene la grafica dual para esta parte del algoritmo:

. ® *~— .. ——,
El EZ E.‘i E

hL0) Mooy tray

[ Y
1E.‘a‘-(1n)+l

Del algoritmo de la divisién para m, k; obtenemos lo siguiente:

11,0y tH,1y—L

/{Zl = H@,0) M +7r (26)
m = a1 T+ ra
H1,2) - T,1) T a2

ﬂ
|

"oy —-2) = Pime) T (e -1) T (1)

" (14, 1) Pl +1) "7 (1)

Notemos que la expansion en este momento es como en los casos III 6 IV.
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z(t) = ") 4 términos de mayor orden

y(t) = ¢+ cot™ ™ 4 términos de mayor orden.

De esta manera, la siguiente explosion serd como el caso B, causando que el
cambio de coordenadas (z,y) — (x,y — ¢;) nos devuelva al caso I o II; en la
grafica dual esto se refleja creando un punto de ruptura en ella e iniciando el proceso
parar, ), ko — kq:

El proceso terminard cuando el exponente en ¢ de las variables sea a 1o més 1
y al menos una tenga s6lo término constante. Al final del proceso la gréfica dual
tendré esta forma:
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De lo cual podemos concluir que la secuencia de multiplicidades v; puede ob-

tenerse de algoritmos iterados de la division comenzando con m, ki; para después

continuar con T(i—1 ny_ )’ ki — k1.
’ 7—1

Por otro lado, dada la secuencia de multiplicidades v;, tenemos la multiplicidad
de la imagen inversa de la curva plana en el i-ésimo paso de la resolucién, pudiendo
obtener las multiplicidades de los divisores y, por tanto la parametrizacion de la
curva plana original. Por lo que podemos enunciar lo siguiente:

Dada una curva plana irreducible y reducida los siguientes datos son equivalen-
tes:

- La secuencia de multiplicidades v; asociados a cada divisor de la resolucion
estandar.

- Los exponentes caracteristicas de la parametrizacion de la curva.

z(t) = t"
y(t) = ait" +aot® + .. +a;th + .. +ath

2.2.1. Ejemplo: La cuspide.

2

Consideremos la curva plana singular dada por X = {z* — y*> = 0} con la

expansion:
r(t) =
y(t) =



46 Resolucion y Grafica Dual de una Curva Plana Reducida.

Entonces empieza el algoritmo para m = 2, ky = 3, luego d; = vy = 2;
haciendo

£y
dy =2

Ahora v; = 1, estamos en el caso B, de donde el nuevo divisor F5 tiene multi-
plicidad dy = dy + v; = 3y, como tenemos ahora el caso II:
r1 =Ty — l'g(t):t
Y1 = T2Y2 Y2 (t) =t.

dy =3

£y
dy =2

Por ultimo v, = 1, como tenemos el caso A, para el Ej3 se tiene d3 = do + dy +
v, = 6 por tanto,

Ty = 2T3Yys — T3 (t> =1
Yo = U3 ys (t) =t

Terminando el proceso y obteniendo
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Resolucion de X Grifica Dual
Es e . .
d;-; == 6
ol Es
dy = dy =3

2.3. Grafica Dual para una Curva Plana Reducida.

Supongamos que una curva plana reducida X tiene Xy, X,,..., Xg compo-
nentes. Se utilizard un proceso inductivo para juntar las graficas duales de cada
componente; sean

}/1 = X1UX2U"'UXS,1
Yo = Xsa

supondremos que ya se tienen graficas Gy, G5 para la resoluciones de Y, Y5, res-
pectivamente; asi como las multiplicidades para cada una.

Definicion 2.3.1 Dada X una curva plana reducida con componentes X1, - - - , Xy,
p € X yuna sucesion de explosiones que desingularicen X,

TN —
Iy 2 Zyoy 250 2 70 5

Parar =1,2,... k; definimos la longitud propia de X,

singular e intersecta transversalmente a T, ! (p)
o (Xe) O (X)) = Osim # 7

n

-la transformada estricta de X, en Z,, es no
L, =min<neN

Notemos que, si IV, es la longitud de la resolucién estindar de cada X, por
separado, i.e; el numero de vértices de la grafica dual asociado a X, por separado,
entonces N, < L, < N.
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Ademas, al combinar ambas graficas, la nueva longitud propia de una rama
X, de Y; y de Y; puede crecer. Lo anterior pasa cuando la cantidad de puntos
infinitamente cercanos en comun en las resoluciones de Y; y Y, es mayor a L,.

También es posible si el nimero de puntos infinitamente cercanos en comun es
mayor a la longitud de la resolucién de Y5. Por ejemplo, cuando una componente
ya es lisa pero la otra es singular y tangente a la anterior.

Parar = 1,...,s—1,sique ¢, = LY19¥2 — Y1 es la diferencia entre las nuevas
longitudes propias de X,. Entonces la grafica dual /¥ se extiende por ¢, puntos; y
las multiplicidades aumentan segin las multiplicidades de los divisores obtenidos
en la resolucion de la curva X,.

e

qr

[

]

X, '

De este modo, al unir dos gréficas duales, se deben tomar en cuenta los divi-
sores excepcionales que las componentes de la curva tienen en comin cuando las
explosiones son hechas y, en tal caso, las multiplicidades de tales divisores comu-
nes se sumaran. Esto es, si £/, es un divisor que comparten la resoluciéon de Y7 y Y5,
entonces d 1VY2 = d¥1 4 2,

2.3.1. Ejemplo: La caspide doble

Esta curva X estd definida por la ecuacion f (z,y) = (2% —4®) (v* — 23), la
cual es la union de dos cuspides X7, X5 en el origen, ambas con la misma grifica
dual:
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ds - 6 ! s B2
Ey = Eo
dy =2 dy =3
. I .
E3 E, Ej Ey
ds=6
~1§2 X2 Ey
dQ =3 dl =2

Notemos que las curvas s6lo comparten al origen y despues de la primera ex-
plosion ambas se separan. Esto implica que las graficas se unirdn en F, sin nece-
sidad de aumentar las longitudes propias de ambas curvas. La multiplicidad m, =
Vo,1 + 192 = 4 pero, a partir de £y, el célculo de las multiplicidades se calcula como
en el caso irreducible pues ambas componentes ya se han separado. Obteniendo la
siguiente imagen:

E, E; Ey Es E;
dy =5 dy =10 d =4 ds =10 ds=5

FE; es un ejemplo de punto de ruptura de la grafica dual aunque sélo dos aristas
estan conectados a él.
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Capitulo 3

Fibra de Milnor de una Curva Singular.

Sea f : (C%,0) — (C,0) una funcién polinomial donde X = {f = 0} es
una curva plana reducida. En este capitulo daremos una descripcion topologica de
la fibra no singular de f.

3.1. Fibracion de Milnor.

Consideremos B, C C? una bola abierta alrededor del origen de radio ¢ >
0, cuya frontera es la esfera S.. Sea K. = S.() X, entonces K, es una variedad
diferenciable sin frontera de dimension 1 ([[LL]).

Milnor ([L1]]) demostr6 que X () B es homeomorfo al cono sobre K.

Ademas, la fibra de f, para § # 0:

Xs={z€B.| f(z) =0}, 3.1
es una variedad diferenciable real compacta de dimension 2 con frontera K, el
cual es una unién disjunta de nudos en S°.

Teorema 3.1.1 (Milnor ([11])) Para cualquier f : U C (C?,0) — (C,0) fun-
cion analitica existe € tal que para 0 < ey < €, se cumplen las siguientes propie-
dades:

» Si X ={f=0}, K.:= XS, entonces la funcion
p:SN\K, — S!
f(2)

z —

If ) I
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es una fibracion diferenciable localmente trivial.
= FEl tipo topologico de K. es independiente de e.

» Parat € S' se tiene que F; = p~' (t) es una variedad diferenciable de
dimension 2 con el tipo de homotopia de un ramillete de i-esferas. A tal
niimero [ se le llama niimero de Milnor.

Notemos que F; es difeomorfa al siguiente conjunto {z € B, | f(z) =
constante}, lo cual nos da un teorema de fibracién equivalente al anterior

Teorema 3.1.2 (Milnor, [11]) Si 0 < n << ey D, = {z € C ||| =z ||< 1},
entonces la siguiente funcion es una fibracion diferenciable localmente trivial e
homotopicamente equivalente a la anterior

feB) T (D)\NX — D\ {0} (3.2)
z — f(2). (3.3)

Definicion 3.1.3 Debido a que esas fibraciones son homotdpicamente equivalentes
se les llaman Fibracion de Milnor y a sus fibras se les llaman Fibra de Milnor.

Cabe notar que los teoremas anteriores fueron demostrados para funciones f en
cualquier dimensién pero para este trabajo nos enfocaremos al caso de curvas.

3.2. Topologia de la Fibra de Milnor.

Para dar una descripcién topoldgica de X, tomemos 7 : Z — C? la resolu-
cién minima de X construida a partir de una serie de explosiones tal que si f = fom
cumple que f~1 (0) = X + E es un divisor a cruzamientos normales en Z:

( f) = X + Nd,E,. (3.4)

Consideremos una vecindad tubular U, y U para cada E, y X, respectivamen-
te; y sea

To=Uy\ (U Us U UX) (3.5)

Ba
Notemos que

JUa = (0T [J (UPas) | Px,
donde
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= P53 = U, N Ug, topolégicamente son polidiscos alrededor de F, N F3.

» Py =Ug N (YU,) también son, topolégicamente, uniones disjuntas de po-
lidiscos alrededor de los puntos de interseccion de X con la unién de los
divisores excepcionales.

P, B

\&J /f_l(5)

|

{

Notemos que, localmente, en F,3 tenemos una expresion alrededor del punto
de interseccion de £, con Ez como sigue

= d
f(z1,20) = zlﬁzgc‘.

Ademads OF,z es la unién de dos toros sélidos:

=TT =A{(z1,22) || 21 [[< 1},

= T ={(21,2) || 2 [[< 1},

Pys Lo

)
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de forma que f~! (¢) intersecta a T+, T~ en Mcd (dq, dg) circulos para cada uno
pues,

FHEONTY = {1 2) [l a <1 #4724 =3}, (3.6)
es la unién de Mcd (d,,ds) nudos toroidales de tipo <Mcd(d§a’dﬁ), Mcd(d ;a,dﬁ));

andlogamente para 7'~.

Entonces P,z := f~' () N P son Mecd (dg, dg) cilindros generados por los
circulos en T y T~ Por otro lado

To:=Ta[ | f'(6) — Ea\ (U E,Buf(>, (3.7)

Ba

es un cubriente no ramificado d,, : 1 ([1]).
De lo anterior tenemos que

X(ﬁ) - da-X<Ea\ (U E5UX>>

pFo
= da- (X (P") = #{B| B # a, By 0 By # 0} — s.)

donde s — 0 siEaﬂX:@
)1 si E;nX #0.
Ademas, la frontera de Ta tiene t,, discos disjuntos I_Itaﬁ, donde

to = So + Z{B|EamE57£®}MCd (da, d/j) . (3.8)

De donde 7, := Ta Vv I_Itaﬁ es una superficie cerrada sin frontera tal que

¥ (T2) = x (1) + ta. (3.9)
De esta forma podemos calcular el género de la superficie T,:
2—x(Ta
97, = # (3.10)

Este proceso nos permite, al juntar cada pieza de la fibra en los abiertos U,,
tener una imagen topolégica de la fibra de Milnor.
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3.3. Ejemplos.

Aunque el proceso anterior es muy ilustrativo, el objetivo de esta seccion es
clarificarlo construyendo la fibra de Milnor para dos curvas cuya diferencia radica
en el nimero de componentes de cada una.

3.3.1. La Cuspide

Consideremos la curva en C? dada por X = {z? — y® = 0}, resolviendo la
singularidad tenemos lo siguiente

d;; =6

E Fs
dy=2 dy=3

= Para F; tenemos que

X (B \Es) = x(P'\{pt})=2—-1=1,
X (Tl) = di-x(Er\ E3) =2,
tl = Mecd (dl,dg) + 81 = 2.

Por tanto y (Tl) = 4, de donde podemos concluir que 77 son 2 esferas y, T
son 2 esferas disjuntas menos 1 punto cada una.

= Andlogamente se hacen las cuentas para Fs pues sélo tiene un punto de in-
terseccion con los demds divisores, llegando a que 75 son 3 esferas disjuntas
menos 1 punto cada una.

= Para F3 tenemos lo siguiente
V(Bs\ (BIUBUX)) = x(P'\{3pts.}) =23 =1
X(T3> — d3X<E1\ (E1UE2UX ) :—6,

_|_

t3 = Mecd (dl,dg) + Mecd (dg,dg) S3 = 6.
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Por tanto y (Tg) =0ygr =1

= Para los polidiscos P 3, P 3 tenemos que, P 3, 5 3 son 2y 3 cilindros, res-
pectivamente.

Finalmente tenemos que cada parte de la fibra de Milnor se une naturalmente to-
mando en cuenta cada parte aportada por la vecindad tubular de cada divisor:

Concluyendo asi que la fibra de Milnor de la cuspide es un toro con una com-
ponente en la frontera.
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3.3.2. La Cuaspide Doble

Para este caso tomemos una curva en C? dada por X = {(2? — ¢3) (y* — 23) =
0}, resolviendo la singularidad tenemos lo siguiente

Eg E3
dy=5 d3=5

o

Ey
(1124

dy =10 ds = 10

Notemos que los divisores estdn acomodados de forma simétrica, de modo que
los célculos serdn los mismos para Fs, E3y también para F,, Es.
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= Para F5 tenemos que

X(EB2\Ey) = x(P'\{pt.})=2-1=1,
X (TQ) = d2 X (El \ Eg) = 5,
tg = Mecd (dg, d4) + 8o = 5.

Por tanto x (73) = 10, de donde podemos concluir que 75 son 5 esferas y, T5
son 5 esferas disjuntas menos 1 punto cada una. Por simetria tenemos también
que 73 son ) esferas disjuntas menos 1 punto cada una.

= Para F/; tenemos lo siguiente

X <E4\ (El U B, uf()) = x(P'\{3pts.}) =2 -3 =1,
X(T4) == d4X(E1\<E1UE2UX>:—].O,
t4 = Med (dg, d4) -+ Med (dl, d4) + 84 = 8.
Por tanto x (T4) = —2y gz = 2, de lo cual podemos concluir que T} es un

2-toro con 8 discos en su frontera y, simétricamente para 75.

= Para F; tenemos lo siguiente,

X (By\ (ByUEs) = x(P'\{2pts.}) =2—-2=0,
X(Tl) — dy X (E1\ (EsU By)) = 0,
tl = MCd(dl,d4)+MCd(d1,d5)+Sl:4.

Por tanto x (T';) = 4, de aqui que T’ son 2 cilindros.

= Para los polidiscos tenemos que ]52,4, RM, 151’5, P375 son b, 2, 2, 5 cilindros;

respectivamente.
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D0000
SNINE
JOEEE

OOOO0

TQ PZA T4 154,1 Tl 131,5 Ts Ps,s T:s

En este caso, la fibra de Milnor es una superficie de género 5 con 2 componentes
en su frontera:

3.4. Aportacion de cada divisor a la topologia de la
fibra de Milnor.

De los ejemplos anteriores podemos enunciar lo siguiente:
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Proposicion 3.4.1 Si E,, es un divisor en la resolucion minima de una curva plana
irreducible y reducida, éste y su interseccion con otros divisores tienen una aporta-
cion topologica a la fibra de Milnor segiin los casos siguientes:

I- Sit{B | E.NEs # 0} =1, entonces E,, aportard discos a la topologia.
II- Sit{f | E.NEs # 0} =2, entonces E, aportard anillos a la topologia.
II- Sit{8 | E, N Ez # 0} = 3, entonces E,, aportard género a la topologia.

El género y niimero de componentes asociados a cada divisor estd determinado
por su multiplicidad d,, y el conjunto {Mcd (dn,dg) | E, N Eg # 0}.

Demostracion: La idea es considerar que la fibra de Milnor puede pensarse
como un cubriente ramificado sobre FE, y aplicar la férmula de Riemann—-Hurwitz.

-CasoL8{f | E,NEs #0} =1.Si E, ={Es | E,N Eg # 0}.
X(Ea\Ev) = X(Pl\{pt-})ZQ_lzL
X (Ta> = dom
ta = Mcd(dy,dy) + Sq = da.
La dltima igualdad se tiene pues s, = 0 por tener la resolucién minima y, por

la misma razén d., es divisible por d,,. Por tanto, la aportacion de £, son d,
esferas a las cuales se les han removido un punto.

- Caso IL 4{B | Ea N Es # 0} = 2. Si {E,, Es} = {Es | Eo N Es # 0}.

X(Ea\(EWUE’Y)) = X(Pl\{QPtS-}) =2-2=0,
(T.) = da-0=0,
ta = Mecd(da,dy) + Mcd (do,ds) + 5o = 2k,.
La dltima igualdad se tiene del proceso de resolucién visto en (2.2)), donde se
puede ver que en aquellos puntos que no son de ruptura en la grafica dual, el
algoritmo de la divisén atn no ha concluido y aquellos divisores obtenidos
en cada paso como en (2.6) tienen multiplicidades que comparten un mismo

mdximo comiin divisor k, = r(; ;) para algin ¢, j. Por tanto, la aportacién de
E,, son k, cilindros.

- Caso Il §{8 | E,NEz # 0} = 3. En este caso « es un punto de ruptura y, si

{E,, Es, By} ={Es | Ea N Eg # 0},
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Por lo visto en la seccion anterior, el género y el niimero de componentes
en la frontera sabemos calcularlos , lo que atin nos falta calcular es el
nimero de componentes irreducibles de 7,,. Recordemos que un punto de
ruptura surge en la resolucién cuando el algoritmo de la divisién en (2.1) para

los pares (m, k1) 6 (7“(1.71 np ) k; — ki_1> termina.
My

En la parametrizacion de la curva, hasta la dltima explosion en £, tenemos
que para algun i:

—= tr(znkz)

thi+1=F 4 términos de orden mayor,

donde Pling,) = Mecd (m, ky, ..., k;). Si consideramos el punto de ruptura
anterior a F,, la parametrizacion hasta ese punto estaba dada por
T,
T frng t (l_l’nkifl)
= tki~hi-1 4 términos de orden mayor.

Tomando la proyeccién (z,y) — x en ambas, la diferencia entre una y otra
parametrizacion estd dada en la siguiente relacion

m = gigi_l/r(i,nki) = gir(i_lynki,1>. (311)

De donde podemos concluir que la diferencia entre ambos puntos de ruptu-
ra son g;_; componentes en el punto de ruptura anterior a . Para el caso
en que la transformada estricta intersecte a este divisor, E, aporta s6lo una
componente irreducible.

U

Para ilustrar qué pasa cuando se tiene mds de un exponente caracteristico con-
sideremos

_ (2 3)2 5 7
flzy) = (v —2%) —da’y — 2.
Cuya parametrizacion y resolucion minima son:

r = t*

= 0447
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(]3 =12

d; = 26

B By
dy =14 dy =16

Para analizar cuanto aporta cada divisor, comencemos a construir desde el tltimo
nivel en la grafica dual

@

E5 B,

[ L @
B Es E,

- Como F sdlo tiene un divisor que lo intersecta, por tanto aporta 13 esferas
con un punto removido.

- E5 es un punto de ruptura, en este caso gr. = 0, tiene 13 componentes en
la frontera por su interseccion con £y y 2 componentes por su interseccion
con F3 ademds Mcd (4,6,7) = 1 por tanto Ty tendra sélo una componente
irreducible.

- FE3 es un punto de ruptura, con gy, = 1, tiene 2 componentes en la frontera
por su interseccion con Ej5, 4 componentes en su frontera por su interseccion
con E; y 6 componentes por su interseccion con F, ademds Med (4,6) =
2-Mecd (4,6,7) por tanto T tendra dos componentes irreducibles, cada una
con género 1.
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- Finalmente, tanto £; como F, aportan 4 y 6 esferas con un punto removido

cada una pues sélo intersectan a un divisor excepcional. Obteniendo asi la
fibra de Milnor de f.

WD,

13 discos

h—vﬂ

DD,
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Capitulo 4

Filtracion Polar de una Curva Plana

Reducida.

El objetivo de este capitulo es introducir la nocién de velocidad de anulamiento
de los ciclos evanescentes de la Fibra de Milnor de una curva plana X.

4.1. Cocientes Polares

Consideremos [ : (C?,0) — (C, 0) una funcién lineal, f : (C% 0) — (C,0)
una funcion analiticay ¢ = (I, f) .

Definicion 4.1.1 (Curva Polar) Dada una eleccion genérica de  , el conjunto de
puntos donde D¢ no es de rango mdximo se llama curva polar T'.

Teissier ([[16]]) demostré que I' es una variedad analitica de dimensién 1 la cual
también se puede considerar, fuera de f~! (0), como el conjunto de puntos donde
la restriccién de f a las curvas de nivel de [, tienen un punto critico. Més atn
0/ (0) = {(0,0)}.

Denotemos A = ¢ (I') 'y, tomando coordenadas (z,w) € C* tenemos que cada
componente irreducible A; de A es tangente al eje z ([9]), de donde tenemos la
siguiente serie de Puiseux para la imagen de cada componente I';:

2z = a;w" + términos de orden mayor, 4.1
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donde r; < 1 y lo llamaremos cociente polar de f. Si ['; es la componente de I'
con imagen A; podemos ver que

r;-L
= e
para L = {{ =0} y A- B es el nimero de intersecciéon de A y B. Consideremos

la resolucion minima que desingulariza X, 7 : 27 — C2?, X , L y fi, las transfor-

madas estrictas de X, L y I'; respectivamente. Sea [=lom y supongamos que en
Z:

T

4.2)

(l~> = L+Ym,E,
(f) = X +Xd,E,.

Teorema 4.1.2 (Steenbrink-Zucker, [15]) Si T’ = (J!_, I'; y la imagen de T'; bajo
¢ tiene parametrizacion Entonces el conjunto de valores de los r; es igual al
conjunto de los valores de "= en los puntos de ruptura de la grdfica de la resolucion
minima:

ma

{ri|i:1,...,g}:{%

En ([13]) se obtienen las siguientes propiedades de los cocientes polares:

« es un punto de ruptura }

- Dada la funcién de la grafica dual V'

r:V — Q
—) ma

a PRN—
d,’

se tiene que, si « € V' 'y v es su sucesor, entonces 7 (7) > 7 (a) yr(y) =
r(a) siysolosiXNE,=0yr(8)=r(a) V5 <a.

- Si X intersecta en algun punto a £, en la resolucion minima; entonces
ninguna componente de la transformada estricta de la curva polar I'; pasa por
ese punto.

- SiT; intersectaa E, N Es entonces 7 (o) = r ().

- SiT; intersecta a F, entonces el exponente de Puiseux asociado r; = r ().

El nimero de cocientes polares de la curva polar y el nimero de cocientes polares
en los puntos de ruptura son el mismo; ademas, su relacion es la siguiente:

Proposicion 4.1.3 ([15]) Asumiendo que LNX =0 y que L;NE, =+ (). Entonces:
M,

p= =2 43
o (4.3)
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4.1.1. Ejemplos.

1. La Cispide. Para esta curva tenemos f (z,y) = 2% — 4, [ (x,y) = y y, s6lo
un punto de ruptura en el divisor Fs:

@ @

E E3 E,
(11:2 (1316 (12:3
mp =1 mg =2 me=1

La curva polar y su imagen bajo ¢ estdn parametrizadas por I' = {(0,¢) |
t € C}yA = {(t,—t*) | t € C}, respectivamente. De aqui que A tiene
s6lo una componente y su serie de Puiseux estd dada por z = ws; por tanto,
r=r(3)=3.

. La Cuspide doble. En este caso, hay tres puntos de ruptura, como la curva

no es irreducible y las gréaficas de cada componente se unen en £, tenemos
como puntos de ruptura £y, Fy, F5:

dy=10 Es
my =2

r(4) =

Tt =
s
©
&
Il

di =4 ds =10 d3=5
my =1 ms =2 mg=1

()= "(5) = "(3) =

ot =

3. Cuando la curva X es irreducible y tiene mds de un exponente caracteristico,

la grafica dual tiene mds de un punto de ruptura. Si X = {(y* — 23)> — 425y —
" =0}
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L

ds =26 dy=13

m;:42 my =2

r(5) = —= (4 =3

13 r(4) =13

@ L 4 ®

B E3 Es

dl =4 (13 =12 (lg =6
my=1 mg =2 mo =1
1 1 1

r(1) = = 3) == r(2) = =
() = 5 "3 =g ") =g

4.2. La Filtracion Polar de la Fibra de Milnor.

El objetivo de esta seccion es dar una descripcion geométrica de como los ciclos
evanescentes de la fibra de Milnor difieren entre ellos en el sentido que no todos se
desvanecen a la misma velocidad.

Definicion 4.2.1 Una filtracion geométrica creciente (decreciente) de un espacio
topolégico W es una sucesion de subespacios topologicos {P;} tal que:

oCcPCPhPC...CPC...CW,

(pc...CP Cc...cPPCcP cWw).

Usando las propiedades y la notacion para cocientes polares se construye una fil-
tracion creciente de la grafica dual V' y una filtraciéon geométrica decreciente de la
fibra de Milnor.

Definicién 4.2.2 Dada f : (C?,0) — (C,0) un germen de curva plana reducida
con singularidad en el origen y vy > ro > ... > r,, exponentes de Puiseux de la
curva polar asociada a X ; se define la Filtracion Polar de la grdfica dual V' como
sigue:

V(i)={aeV|r(a)>r} 4.4)

Notemos que, por propiedades de la funcién r, los conjuntos V' (¢) unidas por las
aristas entre ellas de la grafica V' son subgrafos conexos de V', asociados a una
unién de divisores excepcionales.
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Definicion 4.2.3 Dado el conjunto ordenado de cocientes polares r1 > ro > -+ >
rm, Bi € R suficientemente grandes (definidos rigurosamente en [10], (2.5)) y
t € Ctal que 0 < |t| < € << 1, se define una filtracion creciente P. para X; =

()

| el <e
P=1-eC? i(2)| < Bt . 4.5)
fz) =t

La filtracion P, C --- C P,, se llama Filtracion Polar de la fibra X, de f.

Las propiedades geométricas de esta filtracion fueron descritas en el trabajo de
Steenbrink-Zucker ([[15]) en términos de la resoluciéon minima de X y la filtracién
polar de V'; considere

E(i)= |J E (4.6)

aeV (i)

Por ([[15]], Prop. 8) llamaremos a (#.6)) 1a Filtracién Polar de la unién de los divisores
excepcionales F de la resolucion minima de X. Asociando vecindades tubulares U,
para cada divisor £, ; consideremos

U(i)= | U (4.7)

entonces, para t suficientemente pequefio, tenemos la siguiente propiedad:
Teorema 4.2.4 (Steenbrink-Zucker [15], Prop. 8)
vnfrtec--cUmnfr, (4.8)

es difeomorfa a la filtracion polar de f; en particular P,, es difeomorfa a la fibra
de Milnor de f.

Observacion 4.2.5 - Cada parte de la filtracion polar tiene, en forma intuitiva,
una velocidad de anulamiento en | (z) dada por ;.

- Si |t'| < |t| entonces las filtraciones polares de las fibras Xy y X, son difeo-
morfas.

4.2.1. Ejemplos: Filtracion Polar de la grafica dual.

1. Paralacispide X = {y*—23 = 0} (ejemplo 1 de se tiene s6lo un punto
de rupturar; = %, la filtracion para la gréafica dual s6lo tiene un término V' (1)
y la filtracién polar es trivial; i.e. P, = X;.
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[ @
El E} E2
r(l)= - r(3) = % r(2) = %

2. Si X = (y* —2%) (2% — ¢*) ; la cispide doble (ejemplo 2 de {.1.1), la fil-

tracion polar consta de dos elementos. Se tienen tres puntos de ruptura y dos
1.

cocientes polares: r; = %, Ty =

_ [ ]
V1) = o
=3
N
A
o r—0
Ey Es
V2= )= ") =3
l @
E, E5 E;

3. Cuando la curva tiene mas de un exponente caracteristico (ejemplo 3 de[d.1.1)
entonces la filtracion polar de la grafica dual tiene mas de un elemento. Si
X = {(y* — %)% — 425y — 27 = 0}, el conjunto de cocientes polares es el

siguiente: r; = %, ry = % y la filtracién polar tiene dos elementos:
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° . °
E,y E3 1 E, 1
r(l) = i @) = 6 r(2) = 6
N
. S
E Ly Ey
TUES "3 = = )=

4. Un ejemplo que ilustra el caso general es considerar {r; > ro > r3 > r4}
cocientes polares con cuatro puntos de ruptura {a > [ > v > 0} en la grafica
dual, los elementos de la filtracién en V', V (i); estan determinados por los
puntos de ruptura:

V(1) = —
N
r(B) =1
8
2) =
N
r(y) =73
V(3) = . . - - .
N

V(d) = . o o . .
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4.2.2. Ejemplos: Filtracion Polar de la fibra de Milnor de f.

Considerando la construccion de la Fibra de Milnor vista en el capitulo 3, pode-
mos construir la filtracién Polar para curvas irreducibles o reducibles:

- La Cuspide Doble: X = (y? — %) (2% — y?) (ejemplo 2 de 4.1.1).

- Curva Irreducible con mas de un cociente Polar: X = {(y2 — 2%)° — 42%y —

" = 0}(ejemplo 3 de 4.1.1))
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Capitulo 5

Reduccién Semiesta]ole.

Teorema 5.0.1 (Teorema de Reduccion Semiestable [7]) Sea K un campo de ca-
racteristica cero algebraicamente cerrado. Sea B un abierto de una curva no sin-
gular sobre K, fije o € By seaU = B\ {o}.

Supongamos que f : X — B es un morfismo suprayectivo de una variedad
X a B tal que la restriccion a U es suave. Entonces existe un cambio de base finito
7' : B' — B con B’ no singulary o’ = n'=*{0}, asi como una variedad o sigular
X' tal que el diagrama

X/
" p
B' x5 X X
D2 f
B’ B

tiene las siguientes propiedades:

1. SiU" = B’ \ o entonces n es un isomorfismo sobre U’

2. La imagen inversa de o' bajo ps o n es un esquema reducido el cual es un
divisor a cruzamientos normales en X'.
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Lo anterior, para el caso de curvas planas reducidas, se construye a partir de la
resolucién minimal Z —» C?2 de f, una superficie Z y un mapeo finito Z ——
Z de tal forma que, la imagen inversa del divisor £ es un divisor E, tal que la
multiplicidad de cada componente es 1 y ademas, refleja la topologia de la fibra de
Milnor.

Consideremos d el minimo comdn maltiplo de los d, con o € V. Sea Z la
normalizacién del producto fibrado:

\NE

t—std

Entonces Z es una superficie con singularidades de tipo cociente ciclico y p
es la cubierta ciclica correspondiente; F = p~! (E) es un divisor reducido a cru-
zamientos normales en Z , de esta forma, F es un retracto por deformacién de

vo=p (F ).
A nivel de la superficie Z, en las componentes de E existe una funci6n entre los
divisores £, = p~! (E,) — E, de grado d,, esto restringiendo p.

5.1. Algoritmo para construir la grifica dual V de la
reduccion semiestable

La grafica dual V de E refleja el comportamiento del morfismo p o f:

Proposicion 5.1.1 Existe una funcion finita a uno py, : V. — 'V tal que
- La imagen inversa de un vértice « € V' son n,, vértices, con

ng = Med ({ds | « estd conectado con 5 € V} U{d,}). (5.1
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- La imagen inversa de una arista a3 son k,, aristas, con

ko = Mecd (dy, dg) . (5.2)

Demostracion: Consideremos el caso de un divisor £, con multiplicidad d,, que
s6lo intersecta a un divisor Ez con multiplicidad dg. Tomemos coordenadas (21, 22)
alrededor de la interseccion £, N g en un abierto U,g, luego Uag la normalizacién
de U, X ¢ C es isomorfo a un abierto analitico de la normalizacion de

d
{(t,21,25) € C¥| 28257 =t}
Sinag = Mcd (d,, ds) tenemos que
d a
ZtliaZQB = d (Zf“zgﬂ)n B _ (te)naﬂ
teniendo que la normalizacién del anillo
do 48 _ 4d
C[zl,zg,t]/<zl 25" — 1 >
son 1,3 copias de la normalizacién del anillo
Clz1, 20, 1] / (272 25° — t°).
Por tanto, la imagen inversa de F,, tiene n,g componentes.
Para el caso en que haya mas de un divisor excepcional intersectando a E,,
digamos Eg,, ... Eg, se procede del mismo modo para
3 g _oo\dg, da _ 4d .
{(t,z1,29) € C° | (21 —x1)%1 ... (21 — ) "Pe 25> = t%, con diferentes x1, ...,z }.
De modo que la imagen inversa de F, tiene n,g, .. 3, componentes, donde

NaBy..0, = Mecd (dom d,@p ce 7d,3k) :

Para ver que la imagen inversa de un divisor £, es reducida, consideremos
coordenadas locales (21, z2) alrededor de la interseccion E, N Eg en un abierto
Uagp.

Luego, la fibra no singular de f en Z es de la forma zlazgﬁ = ¢4,
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z2

__ €a BB
f=21"%

L. : . d
Tomando § la n,g-€ésima raiz de la unidad tenemos que 2lezs? —t4 = 0 se
factoriza como

(2725" — ) (212" — €t°) -+ (2172 — €77,

donde e, y eg son primos relativos que dividen a e. Teniendo asi n,s compo-
nentes que se intersectan de forma transversal dos a dos. Lo anterior implica que
al normalizar se separan en componentes ajenas. Debido a que el divisor excepcio-
nal es un retracto por deformacion del la fibra no singular, entonces F, tiene como
imagen inversa n,3 componentes ajenas.

Sin pérdida de generalidad tomemos la primera componente de la fibra no sin-
gular

S = {2525 =t} C C°.

Considerando que e, y eg son primos relativos que dividen a e entonces e, e divide
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a e. Entonces existe u € N tal que ue,e3 = e. Luego la siguiente funcién 1

c? —

(wy,we) (w¥eﬂ>w36a>w1w2)

parametriza una superficie S; C C? con coordenadas (21, z»,t) definida por la
ecuacion

t = wiws.

Ahora, sit = 0 tenemos que w; = 0, we = 0 es un divisor reducido parat = 0 el
cual es un retracto por deformacion de la fibra no singular. De este modo el género
de los divisores excepcionales es el mismo que el género aportado a la fibra de
Milnor por la vecindad 7}, vista en el capitulo 2.

En el caso donde hay mas de un divisor excepcional intersectando a F,, diga-
mos Fg,, ..., s, se procede de forma andloga. ]

B El orden parcial de V selevantaa V: & > B, si y sélo si, existe una cadena de
[ a & cuyaimagen bajo py es una cadena decreciente en V' de py (o) a py ().

5.2. Ejemplos de la reduccion semiestable a nivel de
la grafica dual

1. La cuspide. A nivel de los divisores excepcionales, existen funciones

- El = El,l U ELQ — F; de grado 2.
- E’g = Eg,l — FE3 de grado 6.

- EQ = Egyl U EN’272 U E273 — By de grado 3.

La grafica dual se levanta de la siguiente forma,



80 Reduccion Semiestable.

dy =2 d3 =06 do=3

2. Andlogamente, para una curva irreducible con mds de un exponente de Pui-
. 2 . ..
seux, por ejemplo; X = {(y? — 2%)" —4x5y—2" = 0}, anivel de los divisores
excepcionales existen funciones

- E, = Uj‘zlf?l,i — F de grado 4.

- E3 = Eg,l U E&g — FE3 de grado 12.
- Fy = UleEzﬁi — F, de grado 6.

- Eg) = E571 — Ej5 de grado 26.

- By =UB,E,; — E, de grado 13.

La grafica dual se levanta de la siguiente forma,
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| E; E,
dy =4 d3 =12 dy =6

Teorema 5.2.1 La grdfica dual del divisor excepcional de la reduccion semiestable
asociada a una curva plana irreducible y reducida es un drbol.

Demostracion: Consideremos una curva X = {f = 0} con f € C [z, x5 una
curva plana irreducible, reducida con singularidad en el origen.

Sea 7 : Z — C? la resolucién minima de X construida a partir de una serie
de explosiones tal que £ = 7! (0) es un divisor a cruzamientos normales en Z.

Supongamos que £ = Xd, E, donde d, € N es la multiplicidad del divisor £,
la cual se puede calcular iterando el algoritmo de la division, a partir de la expansion
de Puiseux de X.

Recordemos de la seccién 2.2 que la grafica dual V' de la resolucién minimal es
un drbol de la forma:
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A

| |

Notemos que para cada nodo o en V' se pueden tener los siguientes casos:
2 H{B | E.NEs £ =368{8| E.NEs#0} =2y E, N X #0.

» {8 | EoNEs#0} =2.

w #{0 | Eo N Ez # 0} =1,ie., aesun punto final.

Haciendo un andlisis de la imagen inversa de las aristas y los nodos de V' via
la reduccion semiestable, se tiene que tanto el nimero de nodos como aristas, estdn
determinados por los mdximo comines divisores de los nodos adyacentes[5.1.1]

Al inicio del proceso de desingularizaciéon de X y, hasta el primer punto de
ruptura, el anélisis de la imagen inversa de la grifica dual sera muy similar al com-
pararse con los demds puntos de ruptura; para la primera parte pasa lo siguiente:

Supongamos que X tiene la siguiente expansién de Puiseux, como en [2.1]

o) = (5.3)
y(t) = at" +ast® + ..+ aith + ..+ a,t™
Luego el algoritmo de la division nos arroja ciertas relaciones a partir de m y k;
como en 2.6
ki = pao-m+r (5.4)
m.o = a1 T
rTo= Ha2) Ta1) T T2

Tk —=2) = Pme) T (e -1) T (1)
r(l,nkl—l) = lu’(l,nkl—i-l) 'r<1,nk1>
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Para la primera relacion tenemos que las multiplicidades de los primeros fi(; )
divisores son como se muestra en la figura:

& L L . .. - L &
(Ey,m) (E2,2m) (Es,3m) (E,u(l.m—h (Ii(l,o) - 1) m) (E,u(l‘ma“(l.(l)yn)

Luego, por lo obtenido en y tenemos que, la grfica dual de V hasta el
f(1,0) — 1 divisor excepcional no tiene ciclos y tiene la siguiente forma:

El,l E2,1 EH(L[JHJ
L " " 2 . . 9
El’z EQ,Q H1,0)-1 2
& " . 2 - .- L ]
N - . m — veces I

El,m EQ,m ' H(1,0)-1,M
L . 2 9 - - - 9 9

Para la segunda relacion m = pi11) - 7 + 7(1,1), se tiene que la transformada
estricta de X tiene la siguiente expansion de Puiseux:

x(t) = t"
V) = a4 e

luego el proceso de desingularizacion produce la siguiente parte de la grafica
dual V:
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® ® r— - - - —.—.E
L +u
E, FEs FE5 Eﬂ“(l-ﬂ) Moy FR( 1)

oL,
1E#(1m+l

con multiplicidades {/¢(1,0)-m+7,2 (pa0) - m+7) ..., ) (o) - m+7) 4,
i.e; {k1,2k1,. .., 111k}, para los divisores B o415 Epgoytas - -
respectivamente.

Para esta segunda relacién tenemos que en la grafica dual V tampoco hay ciclos
pues si 2 < ¢ < pg 1y — 1 entonces med{ (i — 1)ky, ik, (i + 1)k1} = k; luego, la
imagen inversa de los nodos £, , . serdn ki nodos y habran £ aristas entre ellos.

Notemos que en el tercer paso, de forma inductiva se ve lo que pasa en las demas
relaciones, la multiplicidad del divisor £y, o 44, ,),, €8 k1 +m + ry en este paso
se tendran fi(1 2) divisores excepcionales. Ademads

11,0y tH1,1—1

) Eﬂ(l,oﬁ#(l,l)’

med{ky +m + 1, p0ym, (fa0) — 1)m} <m
luego, la imagen inversa del divisor excepcional E,, , = es menor a m pero tendra
}a misma cardlnghdad que la imagen inversa de By, o +ua+1 ast como 12.1 imagen
inversa de la arista que los conecta, teniendo asi que no hay ciclos vy, siguiendo
iterativamente este proceso, tenemos que la grafica dual V' es un arbol hasta el
primer punto de ruptura.
Después del primer punto de ruptura, se tiene que la transformada estricta de X
tiene la siguiente expresion de Puiseux:

T(1.n . . 2
t ") 4 términos de mayor 6rden

z (t)
y(t)

1 + cot™7F 4 términos de mayor 6rden.

La grafica dual hasta este primer algoritmo de Euclides es de la siguiente forma:
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Lo cual nos lleva a un proceso andlogo a la primera parte del algoritmo de
Euclides pero con los exponentes (1 5, ) ¥ k2 — k1 y, andlogamente para k1 y m se

tiene que no habrd ciclos para esta parte de la grafica V.

El proceso se repite para todos los puntos de ruptura, obteniendo de forma ite-
rativa que toda la grafica dual V' es un érbol. U

Lo anterior nos lleva a cuestionarnos sobre las condiciones sobre el germen de
una curva con varias componentes para que la grafica dual de la reduccién semies-
table tenga ciclos.

Ejemplo 5.2.2 Para ilustrar lo anterior consideremos la reduccion semiestable
asociada a las siguientes curvas con mds de una componente irreducible:

» La ciispide doble: X = {(x,y) € C? | (y* — 2®)(2® — y?) = 0}
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&
s
3
[
IS

dy=5 dy =10 d =4 ds — 10 d3=15

Cabe notar que para la cuspide doble, el primer grupo de homologia de la
grdfica dual de la reduccion semiestable es Z.

= X ={(z,y) € C*| (y* — 2°)(2® — y°) = O}
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FEiq
By
Ey3
@ L 2 .E
B Esq Es 44
Eél,a
6
Eyq
@ @ L 2 L J
o E3 E Es Es E,
dQ =6 ds =12 (ll =5 (1»}:13 dé =21 d'—‘l: 7

A diferencia de la ciispide doble, en este caso tenemos que la grdfica dual es un
drbol y, por tanto su primer grupo de homologia de la grdfica dual es trivial.

Conjetura 5.2.3 Dado un germen de curva plana reducida y monodromia semi-
simple se tiene que la grdfica dual del divisor excepcional de la reduccion semies-

table es un drbol.
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Capitulo 6

Estructura de Hodge de una Curva Plana

Reducida.

6.1. Estructura de Hodge Mixta de la Fibra de Mil-
nor.

Definicion 6.1.1 Una estructura de Hodge mixta consiste en
1. un Z-modulo finitamente generado H,
2. una filtracion creciente W de Hq = H ®z Q (filtracion por peso),
3. wuna filtracion decreciente F* de Hc = H ®z C (filtracion de Hodge),

de manera que, para todo m, la filtracion F induce sobre GrW,,H = W, /W,,_4
una Estructura de Hodge pura de peso m.

6.1.1. Estructuras de Hodge Mixtas Asociadas a Singularidades
Aisladas.

Sea (X, ) un subconjunto analitico de una bola lo suficientemente pequefa
en C" con singularidad aislada en x. Sea 7 : X —— X una resolucién de T,
donde 7 es propia y bimeromorfa. Supongamos que 7 es un biholomorfismo entre
X\7 Yz} y X\ {z}. Asumamos que D = 7~ '{x} es la unién de divisores suaves
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con cruzamientos normales en X . En este apartado daremos una descripcion de los
grupos de cohomologia de H*(D), H}, <)~() y Hy,y (X) como en ([13]).

Estructura de Hodge Mixta de //*(D).

Consideremos un acomodo de las componentes de D, D = D, U...UD,,. Para
¢ > 1sea D@ la unién disjunta de todas las g-intersecciones de las componentes
de D: .

DYW =1y <, DyN...0D;,.

Sea 0, : D@ — DY funciones naturales para j = 1,...,q dadas por las
inclusiones

Dilﬂ...ﬂDiqCDilﬂ...ﬂDj_lﬂDj_H...mD

1q°

Consideremos las proyecciones a, : D@ — D. Para p,q > 0sea AD? =
(ag1), Q%(qﬂ). Sean d' : AB? — APF191a diferencial en (a,41), Q%(q+1) yd' =
AT

Luego (A", d’,d”) es un complejo doble de gavillas cuyo complejo total es una
resolucion de la gavilla constante Cp. Este complejo doble carga con filtraciones
dadas por W. y F" dadas por

FPA =P Ay WA = P A5

T>p s2—q

las cuales ademas inducen una filtracion de Hodge y una filtracién por peso en
H* (D, C). La filtracion por peso también estd bien definida sobre Q. atn asi la
convencion usual propuesta en ([13]]) es tomar:

- FPH* (D, C) es laimagen de H" (D, F? A,) en H* (D, C).

- W, H* (D, C) es laimagen de H* (D, W,_A;) en H* (D, C).

Estructura de Hodge Mixta de /77, (X ) .

Consideremos el complejo de gavillas {2 (log D). Luego obtenemos explicita-
mente filtraciones W' y F' dadas por

0 sik <0
Wi (log D) = { Q?;k A (log D) si0<k<p
Q% (log D) sik>p
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sip<r

(P _
FaY (log D) = { (log D) sip>r.

Luego se define

AD(X) = Q8 (log D) /%

WiAL(X) = Wi Q% (log D) /Q%

- 0 sip<r
T AP _ B
FrAp(X) = { AD(X) sip>r

Obteniéndose que (A'D (X, W, F)) determinan la estructura de Hodge mixta en

s (X C> ([13)).

Estructura de Hodge Mixta de /7, (X) y el Complejo Cono.

Consideremos 7 : B° — A’ un morfismo de complejos de gavillas, donde
(doT)(b) =€e(tod)(b)ye==+1.Se define el complejo cono C. como sigue

C™=B"® A"y, do(b,a) = (—edp(b),da(a) + T(b)). (6.1)

Lo anterior da lugar a una sucesion exacta de complejos
0— A1 —C, — B —0. (6.2)
Si ademds A"y B cargan con filtraciones W' y F' tal que 7 es compatible con

dichas filtraciones entonces C’. hereda de forma mixta dos filtraciones W¢ y Fe:

FFCm™ = FEp™ @ FRA™ (6.3)
W,C" = W,B™ @ W, A" (6.4)

Definicion 6.1.2 Al complejo (C., W¢, F¢) se le llama cono de T.

En ([13]]) se demuestra que si 7 es inyectiva entonces se tiene un cuasi-isomorfismo
de complejos via la proyeccion de la segunda coordenada a su clase de equivalencia:

AN:C. — ATYr (B'_l)
(bya) ~— |[a].
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Con la notacién anterior consideremos los morfismos de complejos:

¢: Q0 — Ap(X)

w = aj(w)
y la inclusién
i: Qs — Qi (log D).

Como i es inyectiva, entonces el cokernel de i cumple que Coker; [—1] ~

A (X). Por tanto

H(C,) ~ H(X).

Mas atin y con argumentos similares, se demuestra en ([4]) que H7,, (X) ~
H* (C(;,4)) donde (i,¢) : Q; — Qg (logD) ® Ap(X). Pues C(; ) es cuasi-
isomorfo a Coker; ) [—1].

Cabe notar dos cosas:

1. Cj y C;,4) no son parte de complejos de Hodge cohomoldgicos, pero son
cuasi-isomorfos a complejos soportados en D y que si provienen de comple-
jos de Hodge.

2. Los complejos anteriores no dependen de la resolucién 7 : X — X ([13]]).

Estructura de Hodge Mixta para la Cohomologia Evanescente.

Consideremos de forma andloga al capitulo 5, para el proceso de reduccién
semiestable, una funcién plana f : U C C*"! — C, donde U es contraible.
Suponga que existe x € U tal que f(z) = 0y fuera de x se tiene que f es de rango
méximo. Sea X = f~'{0} y supongamos que f induce una fibracién diferenciable
sobre el disco agujerado S\ {0}. Denotamos Y., ala fibra suave de dicha fibracién.

Por el teorema de reduccion semiestable, existe un nimero natural e y una va-
riedad compleja Z con las siguientes propiedades:

- Si S es una copia del disco y S — 5 donde ¢ — (¢, entonces Z admite
funciones holomorfaspa Uy 7 a S.

- La funcién 7 resuelve las singularidades de la fibra especial del producto
directo U x g S.

- #71{0} es un divisor reducido con cruzamientos normales en Z.
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Sea E = p'({z}) y Y la clausura en Z de 5~ (X \ {x}). Entonces Y es una
resolucién de X con divisor excepcional D = Y N E.

Recordemos que la trivializacion local de f sobre el disco agujerado da lugar a
una monodromia geométrica h : Y., — Y.; la cual se puede construir de tal forma
que h sea la identidad fuera de un compacto de U ([[14]). La funcion w — h*(w)
induce transformaciones

T:-H Ye) — HY)yTe : H (Yoo) — H: (Yo).

Como Y, es una variedad Stein de dimension n, se tiene que H*(Y,,) = 0 si
k>ny Hf(Y,) = 0si k < n. Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta:

v HEp (X)) — Hi(Yoo) — H*(Yoo) — HEAHX) — ...

la cual induce una sucesion exacta de Estructuras de Hodge Mixtas, i.e, un complejo
de gavillas que respeta las Estructuras de Hodge de cada componente del complejo.

Consideremos A~ el complejo de gavillas soportado en Y U E como se define
en ([[14]) considerando las filtraciones andlogas a[6.1.1]|

AP = QT (log Y + E) /W Q2 log Y + E),

donde d' : AP — APt es inducida por la diferencial en Q2 (log Y+ E)y

d" : Ar4 — AP4F! eg inducida por el cup product con el pullback de la seccién
global % para t un parametro en el disco .S.
Sean las siguientes filtraciones W'y F'en A",

PAT = P A,

s2p ¢

WA = @)W,
p.q

donde W, AP es la imagen de W2q+r+1§27;q“(log Y + E) en AP,
Sea K el subcomplejo de A~ definido por:

KPO = Q’;rl(logE)/Wg
KPPt = AP9paraq > 0,

con las filtraciones inducidas W'y F'.
Sea K~ el complejo cociente de A" definido por:

KPa — Q%+q+1(log Y +E)/QL(log Y) A W, (log E),

con las filtraciones inducidas W'y F'.
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Teorema 6.1.3 (Steenbrink, [13]) Fijando la funcion coordenada t € S. Existen
isomorfismos naturales

H*(Yy) — HN(K) y HY (Yo) — HN(K)), (6.5)

tal que la funcion H*(Y,,) — H*(Y.,) es inducido por los morfismos de comple-
jos
K s A > K.

Las filtraciones respectivas W y F' inducen estructuras de Hodge Mixtas en
Hi(Yeo) y H* (Yoo

6.1.2. Construccion Algebraica de la Filtracion por Peso (polar)
en el Divisor Excepcional.

En este apartado veremos la construccion hecha por Steenbrink y Zucker en
([15]) de forma algebraica. Consideremos p : Z — Z como en li y definamos
Y =p! (f(), y 7#:V —> Q componiendo con 7.

Para ] C V sea E; = Uaer E, e I' = V\U. Definiremos un complejo de
gavillas soportado en £} de la siguiente forma:

K (1) = [OEI L wp (51)] , 6.6)

donde wg, es la gavilla dualizante de E;, y 07 es el divisor de puntos de la

interseccién E; N (Ep U }7) . Entonces, debido a que Y + E es un retracto por
deformacién de Y;:

H (K (f/ (2’))) ~ [* (P, C). 6.7)

Lo cual le provee una estructura de Hodge mixta, via el complejo de gavillas so-
portado en V' (7) como se define en ([14]) considerando las filtraciones andlogas a
[6.1.T]en particular para i = m recuperamos la estructura de Hodge mixta usual de
la cohomologia evanescente.

Para J C I tenemos lo siguiente:

wg, (05) Zwg, (6) ® O, Zw; (E+Y) © 0g,,
por lo cual tenemos una funcién suprayectiva

K (I) — K- (J).
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Denotemos K (I,J) el kernel de tal morfismo; i.e, el complejo siguiente:

Op,_, ~wp,_, (9 15,_,)- (6.8)

Esto nos da un complejo de Hodge mixto via la construccion cono como en la sec-
cién[6.1.1] La cual también nos da una estructura de Hodge mixta en la cohomologia
relativa. En particular,

H (K- (V (3),V (i — 1))) ~ H* (P, P1). 6.9)

En el trabajo de Steenbrink-Zucker se hace notar que los puntos de ruptura son
aquellos que realmente estan aportando a cada nivel de la filtracién polar. Esto nos
motiva a considerar los siguientes conjuntos:

- C;={E, | @ esunpuntoderupturade V' y r (o) =r;}.
- C! =p ' (C;) es una unién disjunta de componentes de E.

- X ={CGNEg [ r(B) <ri},

- Cz = OZ \ E; €S una curva suave.

Teorema 6.1.4 (Steenbrink-Zucker, [15]) Existe un isomorfismo natural de es-
tructuras de Hodge mixtas

H* (P, P_)) = H* (C 21-) . (6.10)

el cual transfiere la accion de la monodromia de H* (P;, P;,_1) a la accion de la

transformacion cubriente C’Z — C; en H* (C’Z, Ei) .

6.1.3. Descripcion Geométrica de la Estructura de Hodge Mixta
(de Deligne) de Superficies de Riemann de género ¢ con
agujeros.

Veamos que es posible construir una Estructura de Hodge Mixta para S una
superficie de Riemann de género g a la cual se le han retirado £ puntos:
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k puntos

e 6 6 o6 o o6 ¢ o o o

género g

Consideremos
- S
- Ay =S\ {kpts.}

- {kpts.}

y la sucesidén exacta de cohomologia relativa:

0 — H°(A,,C) — H°(S,C) — H?(S,A,C) —
— H! (A, C) — H! (5,C) — H! (S, A, C) —
— H? (A, C) — H?(S,C) — H? (S, A, C) — 0;

como S es compacto, H: (S, Ay,) = H' (S, Ay) ~ H! ({k pts.}) entonces
0 — HY(A;,C) — HY(S,C) — H? ({kpts.},C) —

— Hc1 (A, C) — HC1 (5,C) — H(} ({kpts.},C) —
— H? (A4, C) — H?(S,C) — H? ({k pts.},C) — 0,

por dualidad de Poincaré:

G
e
aa
2 R
S
e
a0
gg
a
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y, como {k pts.} es compacto tenemos lo siguiente:

H? {kpts.},C) = H°({kpts.},C) ~CF
H!(S,C) = H,(5C)~C¥

sustituyendo obtenemos

0—C-—C'— H'A,C)—C¥ —0—C—C—0 (611

por tanto,

H! (A, C) ~ C2Fr1 (6.12)

Para describir la filtracién por peso W, de H, Cl (Ag, Q), consideremos {71,792, - - -, 729}
generadores de H; (S, Z) Como la secuencia de cohomologia relativa es compati-
ble entre Estructuras de Hodge Mixtas, es posible obtener una filtracién por peso
como sigue

0 — H°(S) — WoH" ({k pts.}, Q) — WoH, (A, Q) — 0, (6.13)

0— Q— Q" — WoH! (A, Q) — 0, (6.14)

obteniendo asi que

WoH, (A, Q) = Q" (6.15)
ademas,
0— 0 — GrW H! (Ay) — GrWw H' (S) — 0; (6.16)
esto implica que
GrW. H} (A) = Q%; (6.17)

el cual tiene una filtracién de Hodge de peso 1 dada por
FOGrW H} (Ay) = C* D F'GrW, H} (Ay) = C? D 0. (6.18)

Por otro lado, consideremos los siguientes conjuntos:
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- S

- U=58\{kpts.},

-V = I_IleDi donde cada D; es un disco alrededor de cada punto removido;

y la sucesion de Mayer-Vietoris:

0 — H(S)— H (U)® H* (V) — H*(UNV) — (6.19)
— H'(S) — H' (U)aH' (V) — H ({UNV) —
— H2(S) — H2(U) ® H2 (V) — H2(UNV) —> 0;
sustituyendo en (6.19):
H*(S) | H(UNV) =@, H (S | H* (V) =L, H (D') | H"(U)
H°(S) = C HO(UNV) =~ Ck HO (V)= Ch HO (U) =
H'(S) = C% H' (UNV)=C* H' (V)=0
H*(S)=C H*(UNV)=0 H*(V)=0 H*(U) =

obtenemos la siguiente sucesion exacta:

0—C—CoC' —-C"—C¥ - H'(U)®0—C"—C —0.

(6.20)

Haciendo la suma alternada de las dimensiones de cada elemento de la sucesion

exacta, despejando la dimensién de H' (U) y usando (6.12)) obtenemos que

HY'(U)=H"(S\ {kpts.}) = C¥™1 = gl (S\ {kpts.}).

De lo anterior, podemos concluir que:

(6.21)

Proposicion 6.1.5 Las dimensiones de las filtraciones de la Estructura de Hodge
Mixta de una superficie de Riemann S de género g con k puntos removidos se

pueden calcular a partirde g y k.
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6.2. Construccion Algebraica de Estructuras de Hod-
ge Mixtas en la fibra singular.

Aunque en el trabajo de Steenbrink-Zucker se considera una Estructura Mixta
de Hodge asociada a los divisores excepcionales resultantes de la reduccién semi-
estable de la singularidad de la curva, i.e., al limite cuando ¢t — 0 de la fibra
de Milnor, no se habla de ella en ¢ # 0. El resultado principal de este trabajo lo
complementa en ese sentido.

Teorema 6.2.1 Sean f, h polinomios homogéneos de grado d en C [z, z1, 25| tal
que:

- Sit = 0, entonces Xy = {f = 0} es una curva singular reducida con
singularidad local irreducible con m exponentes de Puiseux.

- Sit # 0 entonces Xy = {f — th = 0} es una curva proyectiva lisa.

Entonces, para cada t # 0 con |t| << 1 existe (F}, P.) una estructura mixta de

Hodge compatible con la estructura mixta de Hodge de los divisores excepcionales
t—0

(F',P), ie, (F}, P) =% (F", P)

Demostracion: Consideremos X; = {f—th = 0} curva proyectiva lisa si t # 0,
luego existe una estructura de Hodge pura

Ft . FlHl(Xt,C) :HO(Xt,Qk—t)

N

Hl (Xta C)
Recordemos que, aunque F; depende de ¢, su dimension es constante, lo cual

nos da una aplicacion propia de la familia de curvas sobre el disco

X

T
A

Luego, tenemos que R'7,Cyx es un fibrado vectorial localmente trivial sobre el
disco, por tanto es trivial igual a A x C?9, donde g = w.

Entonces se tiene una funcion del disco agujerado a la Grassmanniana sin sin-
gularidades esenciales en ¢ = 0.

F: A* — Grass(g,2g)
t — F'H'(X,,C)
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La cual tiene una extension continua a t = 0. Sea F' = F(0).
Consideremos la construccién hecha en la seccién 5 donde se describe la reduc-
cion semiestable a partir de una curva singular, aplicada a la parte local de X.
Siry > re > ... > 71, son los cocientes polares del germen en (027 0) :
Xo, ={f =0}y X;, eslafibra de Milnor de X ;; entonces tenemos una filtracién
geométrica de . .
Yii=X,NU,

donde U = UU;, U; = p 1 (U;), para U; vecindades tubulares de los divisores
excepcionales E; como en (4.6)).

Por la observacién [4.2.3] si ¢,¢' # 0 entonces X, ;, X,; son difeomorfas, luego
)N/U, )N/t/,l también son difeomorfas y, ambas se retraen por deformacién a o~ *(Xy )
via ry : XtJ — Y +E.

Por tanto, topolégicamente, podemos considerar la filtracion por peso polar en
el divisor E, donde oY Xoy) = Y + E, dada por:

Qi = H(K*(V(1)),Q),

la cual carga con una estructura mixta de Hodge (Steenbrink-Zucker, [[13])).



6.3 Filtracion Polar asociada a la estructura de Hodge de la fibra de Milnor
en el anillo de polinomios. 101

Considerando H'(X;, Q;)x-1, la parte de la cohomologia racional de X;, H'(X;, Q;)
invariante bajo la monodromia, tenemos que la filtracién P. estd dada por:

P =0, (r;(Q;)) parai € {1,...,m}
Pt = P & H(X, Qi)a=

dicha filtracidn es rigida pues tiene coeficientes en Q, luego se preservan las dimen-
siones correctas conforme ¢ se mueve y se induce una estructura mixta de Hodge en
la fibra X ;.

Debido a que F; =9 F, tenemos que (F, P) cumple con lo deseado.
O

6.3. Filtracion Polar asociada a la estructura de Hod-
ge de la fibra de Milnor en el anillo de polino-
mios.

En esta seccidn mostraremos como lo visto en el capitulo 1 se complementa
con las secciones anteriores de este capitulo. Utilizando la filtracién obtenida en la
seccion anterior, se dard una filtracion polar en el anillo de polinomios.

Corolario 6.3.1 Dado f : C> — C un polinomio de grado d de tal forma que la
familia de curvas

X, ={2€C?| f(z) =t} (6.22)

son lisas si t # 0y tienen una singularidad aislada en (0,0) si t = 0. Existe una
filtracion en el subespacio vectorial de polinomios de grado 2d — 3, compatible con
la filtracion (F", P))

Demostracién: Tomemos la inclusién natural X, — CP? como curvas proyectivas
lisas si t # 0. Esto es, X, es la familia de curvas proyectivas lisas definidas para
cada t por los ceros del polinomio resultante de homogeneizar f —t (Ft = ﬁ)
Como se vio en la seccién[1.6.2] para cada ¢ # 0, tenemos filtraciones en los anillos
de polinomios

0cC JFt NnC [20, 21, 22]2d—3 cC [20, 21, 22]25173 3 (623)

asi como filtraciones de Hodge en la cohomologia primitiva H* (X't, C) dadas
0
por la imagen de la funcién residuo aplicado a clases de formas diferenciales en
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H? (CP2 — Xt), que varian de manera holomorfa en ¢ y son determinadas por

polinomios en C [z, 21, 2255
0 c F'H (Xt,c) — HO (Xt9;> — res (9%2 (1)@))
c H! <)~(t,C> =res (Q%g (2)2})) )

Consideremos que la monodromia de H'! (f(t, C) es unipotente y por tanto

existe una descomposicion en suma directa de eigenespacios asociados a eigenva-
lores distintos a 1 con un eigenespacio asociado al valor propio 1:

H (Xt, c) _ gg H (Xt, C)A & H' (Xt, C)1 .

Realicemos un andlisis restringido a la parte de la cohomologia que no queda
fija bajo la monodromia. Esto define un subespacio F'A, Cc A, C C (20, 21, 22]2 d—3

definido de la siguiente forma:
9§2 1 v
res| ——— | € H (Xt, C> .
(U—N) @ .

A£1

(Ug_%) <@ (3.0), |

A£1

At = {g € C [207 21, ZQ]Qd_g

F'A, = {g € Jp, N C |z, 21, Z2]2d73

Notemos que, como H! (f(t, C) es un fibrado en el disco agujerado y la fun-

cién residuo es sobreyectiva en la cohomologia primitiva entonces los siguientes
espacios vectoriales tienen dimension constante:

B, A/ Ker (res) (6.24)

_

F'B, = F'A,/Ker (res) (6.25)

donde res : C |z, z1, 22]oy 5 —> H' (Xt, C). Por tanto, podemos afirmar que

es posible estudiar localmente la cohomologia de orden 1 de la fibra de Milnor
Xi={2z€U| f(z) =t}, paraU una vecindad del origen via B;.

Por otro lado, recordemos que por el teorema {.2.4] la filtracién polar P; es
difeomorfa a

TNt c--cUmni,
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ademds cada p~! (U—(z) nft (t)) se retrae por deformacién a p~! (V (1)), cuya
topologia s6lo depende de los puntos de ruptura de la grafica dual y no de ¢. Por
tanto, podemos definir {7} como sigue:

Dado el conjunto ordenado de cocientes polares 71 > 79 > -+ > 71, sea
0 <t<e<<l,y P escomo enf.5} la siguiente filtracién creciente 7" estd dada
por:

Tg:{we@fﬂ ()Zt,c:)A :/w:O,VveHl(Pi,C)}. (6.26)

A#£1 v
Ademads define una filtracién en B, dada por:

T : res —gQ
T, = {[Q]EBt- <(E)2>

= O} (6.27)
P
U

- Q
F'T! = [9] € F'B; : res (g_) = O} (6.28)
t { (f - t)z P;

las cuales; tanto 7, como Tt', son filtraciones de espacios vectoriales que varian de
manera holomorfa en ¢ y; andlogamente a F;, tienen dimension independiente de .

Por tanto, dadoun 0 < ¢ << 1, A* = {z € CJ|0 < ||z]| < €} existe una funcién
D; paracada: € {1,2,...,m} dada por

DAY — Z (6.29)
t — dim (TZ),

es semicontinua superiormente.

Luego, existe una funciéon D : A* — IIGr (d;, d,) con d, d; enteros positivos
paracadai € {1,...,m} continua.

Las filtraciones F'T7 C T} definidas para t # 0 pueden extenderse a t = 0, y
ya que las filtraciones definidas en el teorema anterior para t # 0 son compatibles
con la filtracién en ¢ = 0, también lo serd F'T} C T}.

OJ
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