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2.2.1. Ejemplo: La cúspide. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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4.2.2. Ejemplos: Filtración Polar de la fibra de Milnor de f . . . . . 72

5. Reducción Semiestable. 75
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Introducción.

La topologı́a algebraica surge con Henri Poincaré al asignar a espacios topológi-
cos grupos algebraicos que se preservan bajo homeomorfismo. En 1895, introdujo
en su artı́culo “Analisis situs” el grupo fundamental de un espacio con el fin de
diferenciar las superficies de Riemann.

A principios del siglo pasado, tuvo lugar el uso de una nueva técnica para es-
tudiar espacios topológicos. La teorı́a de homologı́a singular se basa en considerar
el grupo abeliano generado por ciclos sobre un espacio topológico M, bajo una
relación de equivalencia. Tal grupo asignado a M se le conoce como Hn(M,Z),
donde n depende de la dimensión de los ciclos sobre M.

La teorı́a dual a la teorı́a de homologı́a singular es la teorı́a de cohomologı́a sin-
gular. En 1931, Georges DeRham introdujo la cohomologı́a de DeRham, la cual se
construye a partir de formas diferenciales definidas sobre una variedadM. DeRham
probó que si la variedad M es lisa y compacta, entonces la cohomologı́a singular y
la cohomologı́a de DeRham son álgebras isomorfas.

En geometrı́a algebraica, se definen las variedades algebraicas como el lugar
de ceros de un conjunto de polinomios, sobre un campo dado. A este tipo de va-
riedades se asignan también invariantes topológicos como los grupos de DeRham
algebraicos. Para una variedad algebraica proyectiva lisa sobre los complejos, la
cohomologı́a singular es la cohomologı́a de DeRham algebraica.

Durante los años treinta se introdujo la Teorı́a de Hodge, la cual permitı́a asociar
una estructura más fina para la cohomologı́a de DeRham de una variedad diferen-
ciable de dimensión n.

En 1970, Pierre Deligne introduce en su trabajo “Théorie de Hodge I” un méto-
do para estudiar la estructura de Hodge de una hipersuperficie proyectiva lisa X via
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el complejo de formas diferenciales racionales definidas en U = Pn+1 − X y el
complejo logarı́tmico.

Años después, en 1983, Griffiths y Carlson proponen un método vı́a sucesiones
espectrales para estudiar la estructura de Hodge de una hipersuperficie proyectiva li-
sa de dimensión n, vı́a formas diferenciales racionales definidas en el complemento
de X cuyo orden del polo en X está acotado por n vı́a el mapeo residuo.

Durante el capı́tulo 1 se aborda la construcción de una estructura de Hodge de
una hipersuperficie proyectiva lisa de dimensión n siguiendo las ideas expuestas en
el trabajo de Griffiths y Carlson. Esto con el fin de aterrizar las ideas para el caso
de curvas proyectivas lisas sobre los complejos.

Por otro lado, las variedades algebraicas no siempre son lisas; en 1964 Heisuke
Hironaka demostró que para toda variedad algebraica definida sobre un campo de
caracterı́stica cero existe una resolución, esto es, existe una variedad no singular W
y una función birracional propia Z −→ X .

Para el caso de curvas algebraicas, la resolución de una curva plana reducida
puede obtenerse a partir de una sucesión de explosiones hasta obtener una colección
de divisores excepcionales a cruzamientos normales {Eα}α∈I con multiplicidades
{dα}α∈I .

A lo largo del capı́tulo 2, se hace un análisis del método para:

Resolver una curva plana reducida X = {f = 0}.

Obtener las multiplicidades de cada divisor excepcional.

Construir la gráfica dual de la resolución mı́nima V .

Asignar un orden parcial en el conjunto de vértices de V .

Muy relacionado a la resolución de singularidades de una curva algebraica re-
ducida X = {f = 0} se encuentra el estudio de la fibra no singular Xε = {f = ε}.

En 1968, Milnor demostró en su trabajo “Singular Points of Complex Hyper-
surfaces”que sobre un disco agujerado de radio suficientemente pequeño, existe
una fibración diferenciable localmente trivial cuya fibra, llamada Fibra de Milnor,
es difeomorfa a Xε.
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En el capı́tulo 3 se analiza como la homologı́a singular de la fibra de Milnor
puede calcularse a través de las multiplicidades de los divisores excepcionales de la
resolución mı́nima de un germen de curva plana reducida con una singularidad en
el origen.

La aportación de cada divisor a la topologı́a de la Fibra de Milnor puede calcu-
larse aplicando la fórmula de Riemann–Hurwitz considerando a la fibra no singular
como un cubriente no ramificado sobre los divisores excepcionales. A lo largo del
trabajo se trabajarán con 3 ejemplos ilustrativos en C2:

La cúspide dada por X = {x2 − y3 = 0}.

La cúspide doble, dada por X = {(x2 − y3) (y2 − x3) = 0}.
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Una curva con más de un exponente caracterı́stico

X = {
(
y2 − x3

)2 − 4x5y − x7 = 0}.

En 1977, Bernard Teissier introduce el concepto de variedades polares asociadas
a un germen de hipersuperficie con singularidad aislada en el origen. Aplicando tal
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concepto a una curva algebraica plana reducida X , se tiene que la curva polar Γ
asociada a X provee información geométrica en sus exponentes de Puiseux.

En 1987, Joseph Steenbrink y Steven Zucker demuestran que los exponentes
de Puiseux de Γ se pueden obtener a través de las multiplicidades de los divisores
excepcionales de la resolución mı́nima π de X , la imagen inversa de una forma
lineal genérica L = 0 bajo π y la gráfica dual V de la resolución mı́nima de X .

Los cocientes polares de f en los puntos de ruptura de V , dan pie a construir
una filtración geométrica de la Fibra de Milnor llamada Filtración Polar. Dentro de
dicha filtración se encuentra codificada la rapidez de anulamiento de ciertos ciclos
evanescentes de homologı́a de la fibra Xε conforme ε −→ 0.

En los ejemplos mencionados durante el capı́tulo 4 se ilustra como, además
de filtrar geométricamente la Fibra de Milnor, también la gráfica dual V admite
una filtración determinada por los cocientes polares r(i), i = 1, . . . , g definidos en
dicho capı́tulo.

En el caso de la cúspide, sólo hay una pieza a diferencia de las otras dos curvas:

La cúspide X = {x2 − y3 = 0}.

La cúspide doble, X = {(x2 − y3) (y2 − x3) = 0}.
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Una curva con más de un exponente caracterı́stico

X = {
(
y2 − x3

)2 − 4x5y − x7 = 0}.

En 1969, David Mumford y Pierre Deligne trabajaron con el concepto de la re-
ducción semiestable de una curva en su trabajo “The irreducibility of the space of
curves of given genus”.

A lo largo del capı́tulo 5 se desarrolla y justifica la construcción de la gráfica
dual Ṽ asociada a la imagen inversa Ẽ de los divisores excepcionales vı́a la reduc-
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ción semiestable de una curva algebraica plana reducida, ası́ como el análisis del
primer grupo de homologı́a de la gráfica dual de Ṽ :

Teorema. La gráfica dual del divisor excepcional de la reducción semiestable
asociada a una curva plana irreducible y reducida es un árbol.

Una pregunta que queda como trabajo a futuro es la siguiente,
¿Cuáles son las condiciones necesarias y suficientes para que la gráfica dual

del divisor excepcional de la reducción semiestable asociada a una curva plana y
reducida sea un árbol ?

Uno de los objetivos principales de este trabajo es dar una conexión entre la
filtración de Hodge introducida en el capı́tulo 1 vı́a formas racionales en el com-
plemento de la cerradura proyectiva de la fibra de Milnor de una curva algebraica
plana irreducible y reducida X = {f = 0} en el origen y la Filtración Polar de la
Fibra de Milnor determinada por los cocientes polares obtenidos de la curva polar
Γ asociada a X .

Por una parte, se tiene el siguiente resultado:

Teorema [Steenbrink-Zucker, [15]] Existe un isomorfismo natural de estructu-
ras de Hodge mixtas de los grupos de cohomologı́a relativa

H∗ (Pi, Pi−1)
∼=−−→ H∗

(
C̃i,Σi

)
. (1)

el cual transfiere la acción de la monodromı́a de H∗ (Pi, Pi−1) a la acción de la
transformación cubriente C̃i −→ Ci en H∗

(
C̃i,Σi

)
. La notación usada en dicho

resultado está detalladamente definido en el capı́tulo 4.

Dicho resultado considera una Estructura Mixta de Hodge asociada a los divi-
sores excepcionales resultantes de la reducción semiestable de la singularidad de la
curva, i.e., al lı́mite cuando t −→ 0 de la fibra de Milnor, no se habla de ella en
t 6= 0.

El resultado principal de este trabajo lo complementa en ese sentido y da la
conexión que se deseaba obtener.

Teorema. Sean f, h polinomios homogéneos de grado d en C [z0, z1, z2] tal que:

- Si t = 0, entonces X0 = {f = 0} es una curva singular reducida con
singularidad local irreducible con m exponentes de Puiseux.
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- Si t 6= 0 entonces Xt = {f − th = 0} es una curva proyectiva lisa.

Entonces, para cada t 6= 0 con |t| << 1 existe (F ·t , P·) una estructura mixta de
Hodge compatible con la estructura mixta de Hodge de los divisores excepcionales
(F ·, P·), i.e, (F ·t , P·)

t→0−→ (F ·, P·)

Dicha conexión termina de ilustrarse al aterrizar la filtración (F ·, P·) a nivel del
anillo de polinomios.

Corolario.
Dado f : C2 −→ C un polinomio de grado d de tal forma que la familia de

curvas
Xt = {z ∈ C2 | f (z) = t} (2)

son lisas si t 6= 0 y tienen una singularidad aislada en (0, 0) si t = 0. Existe una
filtración en el anillo de polinomios de grado 2d − 3, compatible con la filtración
(F ·, P·).

Además de la conexión hecha entre ambas filtraciones quedan preguntas por
resolver, entre ellas podemos formular las siguientes:

¿Cómo la filtración polar induce más estructura en la matriz de Riemann
asociada al cup product?

¿Cuál serı́a un Teorema de Positividad de Riemann para este caso?



Caṕıtulo 1
Estructura de Hodge de una hipersuperficie

lisa proyectiva v́ıa formas holomorfas en el

complemento.

El objetivo de este capı́tulo es estudiar, como se hizo en [Carlson-Griffiths [2]],
la estructura de Hodge de la cohomologı́a primitiva de grado n de una hipersuper-
ficie proyectiva lisa definida por un polinomio homogéneo en CPn+1. Antes de
realizarlo introduciremos teorı́a básica de Complejos Filtrados y Teorı́a de Hodge.

1.1. Complejos Filtrados y la filtración de Hodge
En esta sección introduciremos los conceptos de complejos filtrados y la filtra-

ción ingenua de un complejo doble, el objetivo será analizar la filtración de Hodge
de X de manera algebraica.

1.1.1. Complejos filtrados
Definición 1.1.1 Dado un espacio vectorial complejo A, una filtración decreciente
en A está dada por una familia de subespacios vectoriales {F pA} tal que

· · · ⊂ F pA ⊂ F p−1A ⊂ · · · ⊂ F 0A = A, para p ≥ 0.
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holomorfas en el complemento.

Si (A∗, d) es un complejo, una filtración decreciente en (A∗, d) es una filtra-
ción decreciente de subespacios {F pAk} para cada espacio vectorial Ak tal que
d
(
F pAk

)
⊂ F pAk+1, por lo que entonces tenemos una familia de complejos:

{(F pAk, d)}p = {· · · d−→ F pAk
d−→ F pAk+1 d−→ · · · }p

Definición 1.1.2 (Filtración ingenua)
Sea (A∗, d) un complejo de espacios vectoriales y F pA∗ := A≥p, el complejo

obtenido al considerar los términos de orden mayor o igual a p:

0 −→ Ap −→ Ap+1 −→ Ap+2 −→ · · · (1.1)

Definición 1.1.3 (Filtración ingenua de un complejo doble)
Sea (Ar,s, D1, D2) un complejo doble para grados positivos. Sea (A∗, D) el

complejo asociado.

Ak =
⊕
r+s=k

Ar,s, D = D1 + (−1)pD2

Como DAr,s ⊂ Ar+1,s ⊕ Ar,s+1. Entonces

F pAk =
⊕

r+s=k,r≥p

Ar,s

define una filtración decreciente en el complejo (A∗, D), la filtración (F pAk) de
(A,D) es la llamada filtración ingenua del complejo (A,D)asociada al bicomplejo
(Ar,s, D1, D2) .

1.1.2. Filtración de Hodge
Definición 1.1.4 Una estructura de Hodge de peso k es un par (HZ, {Hp,q}p+q=k)
tal que:

1. HZ es un Z-módulo

2. Hp,q son C-espacios vectoriales tales que Hp,q = H
q,p

3. HC := HZ ⊗C ∼=
⊕

p+q=kH
p,q

Definición 1.1.5 Dada una estructura de Hodge de peso k (HZ, {Hp,q}) , definimos
la filtración de Hodge de HC de nivel r como:

F rHC := ⊕p≥rHp,q.
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Teorema 1.1.6 (Hodge) ([17], Pag 205) Si X es una variedad algebraica proyecti-
va lisa, entonces Hk (X,Z) admite una estructura de Hodge de peso k; i.e,

Hk (X,C) =
⊕
p+q=k

Hp,q (X) , donde Hp,q (X) = H
q,p

(X) , p, q ≥ 0,

y Hp,q es el conjunto de clases representadas por formas cerradas de tipo (p, q).

1.1.3. La filtración ingenua de la cohomologı́a de Hodge
Veamos que la cohomologı́a de X puede ser estudiada de una manera algebrai-

ca; que, utilizando la filtración ingenua podemos obtener su filtración de Hodge, la
cual usualmente se introduce vı́a análisis armónico.

Teorema 1.1.7 [17] Si X es una variedad algebraica proyectiva lisa, entonces

Hp,q (X) ∼= Ȟq (X,Ωp
X) .

donde Ȟq (X,Ωp
X) es la cohomologı́a de Čech.

Lema 1.1.8 (Deligne)[3] Si X es una variedad Kähler compacta, entonces la
sucesión espectral asociada a la filtración de Hodge degenera en el primer paso.

Sea X una hipersuperficie proyectiva lisa, denotemos CX la gavilla constante
sobre X .

Consideremos la resolución del operador de derivación antiholomorfo ∂̄ de las
formas diferenciales en X de tipo (p, q):

0 0
↑ ↑

0
∂−→ Ω0,n

X

∂−→ · · · ∂−→ Ωn,n
X

∂−→ 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

...
...

∂̄ ↑ ∂̄ ↑
0

∂−→ Ω0,1
X

∂−→ · · · ∂−→ Ωn,1
X

∂−→ 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

0
∂−→ Ω0,0

X

∂−→ · · · ∂−→ Ωn,0
X

∂−→ 0
↑ ↑
0 0
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holomorfas en el complemento.

donde los grupos de cohomologı́a en los complejos

0→ Ωp,0
X

∂̄−→ · · ·Ωp,q
X

∂̄−→ · · · → Ωp,n+1
X → 0,

son las formas diferenciales de tipo (p, q).
Restringiendo a aquellas secciones con coeficientes holomorfos de grado p, i.e;

Ωp
X y el operador diferencial exterior holomorfo δ obtenemos el complejo holomor-

fo de DeRham de X:

0 −→ OX
∂−→ Ω1

X
∂−→ Ω2

X −→ · · · −→ Ωn
X

∂−→ 0. (1.2)

Más aún, tenemos la inclusión de la gavilla constante i : CX ↪→ OX , de fun-
ciones localmente constantes en las funciones holomorfas. Vı́a i el complejo holo-
morfo de eRham es una resolución de CX debido a que cada columna del complejo
doble

(
Ωp,q
X , (−1)p∂̄

)
es exacto en grado positivo y da una resolución de Ωp

X . Luego
como el complejo de DeRham usual es quasiisomorfo al complejo de DeRham ho-
lomorfo y el primero también es exacto en grado positivo entonces la cohomologı́a
está dada por la gavilla constante en grado 0; y ası́

Hk(X,C) = Hk(X,Ω∗X).

Como también tenemos el bicomplejo de Čech-DeRham, definido en la siguien-
te sección, asociado al complejo (1.2), el cual también degenera, tenemos que sus
grupos de cohomologı́a vertical

Ȟq (X,Ωp
X)

son isomorfos a Hp,q (X) .

Aplicando la filtración ingenua al complejo holomorfo de DeRham

0 −→ Ωp
X −→ Ωp+1

X −→ · · · −→ Ωn
X −→ 0, (1.3)

y tomando el bicomplejo con la resolución del operador de derivación antiholomor-
fa ∂̄ :



1.2 Descripción Algebraica del n-ésimo grupo de cohomologı́a de una
hipersupeficie lisa en CPn+1. 17

0 0
↑ ↑

0
∂−→ Ω0,n

X

∂−→ · · · ∂−→ Ωn,n
X

∂−→ 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

...
...

∂̄ ↑ ∂̄ ↑
0

∂−→ Ω0,1
X

∂−→ · · · ∂−→ Ωn,1
X

∂−→ 0
∂̄ ↑ ∂̄ ↑

0
∂−→ Ω0,0

X

∂−→ · · · ∂−→ Ωn,0
X

∂−→ 0
↑ ↑
0 0

Si d es el operador de derivación en el bicomplejo dado por:

d :
⊕

r+s=k, r≥p

Ωr,s
X −→

⊕
r+s=k+1, r≥p

Ωr,s
X ,

d = ∂ + (−1)r ∂̄. (1.4)

Obtenemos entonces una filtración en la hipercohomologı́a del bicomplejo la
cual nos da la filtración de Hodge de la cohomologı́a de X:

F rHk
DR (X) = F rHk (X,C) =

⊕
p≥r,p+q=k

Hp,q. (1.5)

Corolario 1.1.9 Sea X una hipersuperficie lisa en CPn+1, tenemos que la suce-
sión espectral asociada a la filtración de Hodge que degenera en el primer paso.

Durante las siguientes secciones de este capı́tulo se construirá una estructura de
Hodge para n-ésimo grupo de cohomologı́a de una hipersuperficie lisa en CPn+1

de una manera algebraica.

1.2. Descripción Algebraica del n-ésimo grupo de coho-
mologı́a de una hipersupeficie lisa en CPn+1.

ConsideremosX una hipersuperficie lisa en CPn+1 definida por f un polinomio
homogéneo de grado d en C [z0, . . . , zn+1], sea U = CPn+1 \X .
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Por el lema de Poincaré tenemos la resolución de la gavilla constante

0 −→ CU −→ Ω·U

por el complejo de gavillas de DeRham y por tanto H · (U,C) = H· (Ω·U), la hiper-
cohomologı́a del complejo de gavillas.

Como X es una hipersuperficie la inclusión j : U ↪→ CPn+1, es un morfismo
de Stein; i.e., j−1 (V ) es Stein para cualquier abierto Stein V ⊂ CPn+1, lo cual
implica que Ω· (U) es una resolución j∗−acı́clica; i.e., Rqj∗F = 0, para toda
q > 0 y toda gavilla coherente F ; por tanto

H · (U,C) = H· (j∗Ω
·
U) .

Más precisamente (ver sección 1.3 y 1.4), veamos que para calcular la cohomo-
logı́a del complejo de gavillas de formas diferenciales con polos arbitrarios en X ,
Ω·

CPn+1 (∗X), es suficiente con estudiar formas meromorfas con polos a lo largo de
X de a lo más orden n+ 1.

1.3. Reducción del orden del polo en formas diferen-
ciales algebraicas definidas en el complemento
de X

Introduzcamos el complejo C̆ech-DeRham.
Sea Fj = ∂f

∂zj
, definamos Uj = {z ∈ CPn+1| Fj (z) 6= 0},

U = {Uj}, Wj = Uj ∩
(
CPn+1 −X

)
y W = {Wj}.

Notemos que debido a que X es no singular, U es una cubierta abierta de
CPn+1. Sea

Cq (U ,Ωp (∗X)) =
∏

j0<···<jq

Ωp
Uj0∩···∩Ujq

(∗X) ,

donde Ωp
Uj0∩···∩Ujq

(∗X) denotan las p-formas diferenciales holomorfas en Uj0 ∩
· · · ∩ Ujq con polo en X de orden finito.

Los complejos de Čech y DeRham están relacionados en el siguiente bicomple-
jo:
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...
... · · · ... · · ·

δ ↑ δ ↑ δ ↑
Cq (U ,Ω0 (∗X))

d−→ Cq (U ,Ω1 (∗X))
d−→ · · · d−→ Cq (U ,Ωp (∗X))

d−→ · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑
...

... · · · ... · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

C1 (U ,Ω0 (∗X))
d−→ C1 (U ,Ω1 (∗X))

d−→ · · · d−→ C1 (U ,Ωp (∗X))
d−→ · · ·

δ ↑ δ ↑ δ ↑
C0 (U ,Ω0 (∗X))

d−→ C0 (U ,Ω1 (∗X))
d−→ · · · d−→ C0 (U ,Ωp (∗X))

d−→ · · ·

que resultan de los operadores:

δ : Cq (U ,Ωp (∗X)) −→ Cq+1 (U ,Ωp (∗X))

(δω)(j0,··· ,jq+1) =
∑

(−1)i ωj0,··· ,ĵi,··· ,jq |Uj0∩···∩Ujq+1
,

y

d : Cq (U ,Ωp (∗X)) −→ Cq
(
U ,Ωp+1 (∗X)

)
(dω)(j0,··· ,jq) = d

(
ωj0,··· ,jq

)
son los operadores de Čech y DeRham, respectivamente.

El diferencial total se define como

D :
⊕
p+q=m

Cq (U ,Ωp (∗X)) −→
⊕

p+q=m+1

Cq (U ,Ωp (∗X))

D = d+ (−1)p δ.

El operador D define un complejo cuya cohomologı́a la llamamos la hipercoho-
mologı́a de CPn+1 −X y se denota por H∗

(
CPn+1 −X

)
.

Teorema 1.3.1 (Serre) ([12],Pag. 239) Sea F es una gavilla coherente sobre una
variedad afin V con cubierta abierta finita por variedades afines U = {Ui}, enton-
ces los grupos de cohomologı́a de Čech son cero en niveles positivos:

Hq (U ,F) = 0 ∀q > 0.

Proposición 1.3.2 Sea X una hipersuperficie proyectiva lisa definida por un poli-
nomio Q de grado d. Entonces CPn+1 −X es una variedad afı́n.
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Demostración:
Tomemos el conjunto de monomios en n + 2 variables complejas de grado d

y hagamos la siguientes asignación: Dado un multiı́ndice I = (i0, ..., in+1) , con∑n+1
j=0 ij = d , entonces sea wI = zi00 . . . z

in+1

n+1 . Por lo que:

[
zd0 , z

d−1
0 z1, · · · ,

(
zi00 . . . z

in+1

n+1

)
, · · · , zdn+1

]
→
[
w(d,0,...,0) : w(d−1,1,...,0) : · · · : wI : · · · : w(0,...,d)

]
.

Por lo cual {f = 0} → {
∑
aIwI = 0} es un hiperplano proyectivo, lo anterior

implica que CPn+1−X → CPN −{
∑
aIwI = 0} ∼= CN , donde N es la cantidad

de monomios de grado d en n+ 2 variables.
�

Análogamente los abiertos Uj y Wj son abiertos afines, de donde podemos
concluir como consecuencia del teorema de Serre que

Ȟq (W ,Ωp) = 0 ∀q > 0. (1.6)

Debido a que las p-formas holomorfas en el complemento deX , se pueden estu-
diar con p-formas racionales globales con polo de orden arbitrario en X , entonces:

Ȟq (U ,Ωp (∗X)) = 0 ∀q > 0. (1.7)

Por tanto si en la sucesión espectral del bicomplejo hacemos primero cohomo-
logı́a de Čech obtenemos el complejo algebraico de DeRham de CPn+1 −X :

0→ H0
(
CPn+1,Ω0 (∗X)

)
→ · · · → · · · → H0

(
CPn+1,Ωn+1 (∗X)

)
→ 0.

Demostrando ası́ el siguiente resultado:

Proposición 1.3.3 La hipercohomologı́a de CPn+1 −X calcula la cohomologı́a
de DeRham algebraica del complemento de X:

H∗
(
CPn+1 −X

)
= H∗DR

(
CPn+1 −X

)
.

Teorema 1.3.4 ([6] , Pag. 351) Para una variedad algebraica compleja afı́n lisa,
la cohomologı́a singular es la cohomologı́a de DeRham algebraica.

Por el teorema (1.3.4), podemos estudiar la cohomologı́a singular del comple-
mento de X con formas racionales globales que tengan polo de orden arbitrario en
X .
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Teorema 1.3.5 ([2]) Sea X una hipersuperficie proyectiva y suave en CPn+1 de-
finida por el polinomio homogéneo {f = 0}, entonces Hn+1

(
CPn+1 −X,C

)
se puede representar con formas algebraicas racionales en CPn+1 con polos de
orden a lo más (n+ 1) en X.

Denotemos como Cq (U ,Ωp (lX)) aquellos elementos de Cq (U ,Ωp (∗X)) cuyas
componentes tienen polo de orden l en X y definamos el siguiente operador:

Hl : Cq (U ,Ωp (lX)) −→ Cq
(
U ,Ωp−1 ((l − 1)X)

)
(Hl (ω))(j0,··· ,jq) =

1

1− l
· f
Fj0

Kj0ωj0,··· ,jq ,

donde Kj0 = i
(

∂
∂zj0

)
es la contracción con respecto al campo vectorial ∂

∂zj0
.

A partir de aquı́, omitiremos los subı́ndices de Hl, tomando en cuenta que se
aplicará el operador correspondiente al orden del polo de la forma racional.

Lema 1.3.6 Para l ≥ 2, H satisface dH + Hd ≡ 1, módulo el grupo
Cq (U ,Ωp ((l − 1)X)), donde l > 1.

Demostración: Sea α ∈ Cq (U ,Ωp (lX)) y supongamos sin pérdida de generali-
dad que

(
αpq
)
j0,··· ,jq

= gI
f l
dzI . Para el caso donde j0 /∈ I, tenemos que Hl

(
αpq
)

= 0

pues se hace una contracción con respecto a ∂
∂zj0

, luego:

(
dαpq
)
j0,...,jq

=

(
f ldgI − lf l−1gIdf

f 2l

)
dzI =

dgIdzI
f l

− lgIdfdzI
f l+1

.

Aplicando ahora H a la fórmula anterior obtenemos

H
(
dαpq
)

= 1
1−l ·

gj0f

Fj0f
ldzI − 1

1−l−1
· lgIfFj0
Fj0f

l+1dzI ≡ αpq

⇒ H
(
dαpq
)

+ dH
(
αpq
)
≡ αpq .
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Para el caso cuando j0 ∈ I tenemos que

H
(
αpq
)

=
1

1− l
· fgI
Fj0

i

(
∂

∂zj0

)
(dzI)

dH
(
αpq
)

= d

(
1

1− l
· gI
Fj0f

l−1
dzI−1

)
=

(
1

1− l

)
Fj0f

l−1dgI − gId
(
Fj0f

l−1
)

F 2
j0
f 2l

dzI−1

≡
(

dgI
(1− l)Fj0f l−1

+
gIdQ

f l+1

)
dzI−1

≡ gIdf

f l+1
dzI−1.

Por otro lado:

dαpq =
dgI
f l
dzI −

lgIdf

f l+1

H
(
dαpq
)

=
1

1− l
· f

Fj0f
l
Kj0 (dgIdzI)−

(
1

1− (l + 1)

)
lgIf

f l+1Fj0
kj0 (dfdzI)

≡ gI
f lFj0

(Fj0dzI − dfdzI−1)

= αpq − dH
(
αpq
)
.

�

1.3.1. El bicomplejo de Griffiths-Carlson

Lema 1.3.7 Sea α una cocadena en el complejo Čech-DeRham cuyo orden de polo
lJ ≥ 2 en cada coordenada J. Entonces

α ≡ DHα +HDα

módulo cocadenas cuyo orden del polo sea lJ − 1. En particular, si α es un D-
cociclo, tenemos que

α̃ = (I −DH)α,

es cohomóloga a α y tiene orden del polo lJ − 1.
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Demostración: Sea αpq , la componente de α en Cq (U ,Ωp (∗X)), luego

α−DHα =
∑
p,q

(
αpq − dHαpq − (−1)p−1 δHαpq

)
≡ Hdαpq + (−1)p δαpq .

Como H y δ son independientes entonces conmutan, de donde obtenemos

α−DHα ≡
∑
p,q

(
αpq − dHαpq − (−1)p−1Hδαpq

)
≡ HDα.

�

Demostración:(Teorema 1.3.5)

Sea ΩA = AΩ
fm

, la cual representa una clase en Hn+1
(
CPn+1 −X,C

)
, con

m ≥ n+ 1 y A ∈ C [z0, . . . , zn+1].

La idea para la demostración es reducir el orden del polo de ΩA utilizando la
igualdad demostrada en el lema 1.3.7. El primer paso es encajar ΩA en el complejo
doble de Čech-DeRham, pues es una forma diferencial global cerrada, entonces
ΩA ∈ H0

(
CPn+1,Ωn+1 (∗X)

)
: ΩA ∼

(
AΩ
fm

)
i
, donde i es la coordenada asociada

al abierto Ui.
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0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ΩA =

(
AΩ
fm

)
i
.

Luego (I −DH)m−1
(
AΩ
fm

)
i

será una forma D-cohomóloga a ΩA con polo
simple:

ωn+1
d→ 0 d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ ωn
d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ω0.
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[
(
AΩ
fm

)
j
] = [

∑
i ωi] donde ωi ∈ Ci (U ,Ωn+1−i (1X)) , obteniendo ası́ un D-

cociclo con un polo simple en X.

Tenemos que
∑
ωi la cual denotaremos como

∑
i≤n+1 ω

(n+1)
i , es un D-cociclo

por lo que ωn+1 es δ-cerrada y, por el Teorema 1.3.1 ωn+1 = δγn+1, para
algún γn+1 ∈ Cn (U ,Ω1 (∗X)) . Como ωn+1 tiene un polo simple en X, entonces
también γn+1 tiene un polo simple. Luego

ω(n) =
∑
i≤n+1

ω
(n+1)
i − (−1)nD (γn+1) ,

la cual denotaremos como
∑

i≤n ω
(n), es D-cohomóloga a

∑
ωi y tiene un polo

doble en X y su componente (n+ 1, 0) es 0.

Supongamos que
∑

i≤j+1 ω
(j+1)
i es D-cohomóloga a

∑
ωi, tiene un polo de

orden n− j en X y su componente (k, n− k) es 0 para toda k > j+1, además
por ser D-cociclo existe γj+1 ∈ Cj (U ,Ωn+1−j (∗X)) tal que δγj+1 = ω

(j+1)
j+1 .

Por tanto,
ω(j) =

∑
i≤j+1

ω
(j+1)
i − (−1)j D (γj+1) (1.8)

es D-cohomóloga a
∑
ωi , tiene un polo de orden n + 1 − j y su componente

(k, n− k) = 0 ∀ k > j
Al finalizar el proceso llegamos a que ω(0) tiene un polo en X de orden n+1, es

D-cohomóloga a
∑
ωi y su única componente no cero es (1, n+ 1) , obteniendo

ası́ una forma racional en el complejo doble con polo de orden n + 1 la cual es
D-cohomóloga a ΩA.
�

1.4. Filtración de la cohomologı́a de X por el orden
del polo

En esta sección introduciremos el complejo logarı́tmico en la hipersuperficieX.
El objetivo es analizar el mapeo residuo:

res : Ωn+1
CPn+1 ((n+ 1)X)) −→ Hn (X,C) ,

el cual nos dará la relación entre el orden del polo en X de las formas diferenciales
racionales globales y nivel de la filtración en la estructura de Hodge de la cohomo-
logı́a de X .
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1.4.1. Complejo logarı́tmico
Dada la hipersuperficie lisa X de CPn+1, definamos el complejo holomorfo con

singularidades logarı́tmicas sobre X.
Sea Ωk

CPn+1 (logX) la subgavilla de la gavilla de formas meromorfas Ωk
CPn+1 (∗X)

en CPn+1, holomorfas en U = CPn+1 −X , determinada por:
α ∈ Ωk

CPn+1 (logX) si y sólo si, tanto α como dα admiten un polo simple en
X.

Observación 1.4.1 Si α ∈ Ωk
CPn+1 (logX) entonces dα es d-cerrada.

Lo cual nos permite obtener el siguiente subcomplejo:

0→ O d−→ Ω1
CPn+1 (logX)

d−→ Ω2
CPn+1 (logX) −→ · · · −→ Ωn

CPn+1 (logX)→ 0.

Si tomamos la resolución con δ, el operador de Čech y la hipercohomologı́a del
bicomplejo obtendremos H∗

(
CPn+1,Ω∗

CPn+1 (log X)
)
.

Teorema 1.4.2 ([17], Pag. 208) Sea U = CPn+1−X , con X hipersuperficie lisa,
entonces:

Hk (U,C) = Hk
(
CPn+1,Ω∗CPn+1 (log X)

)
.

1.4.2. Mapeo Residuo
Consideremos Ωn+1

CPn+1 y fijemos la sección

Ω =
n+1∑
i=0

(−1)izidz0 ∧ ... ∧ d̂zi ∧ ... ∧ dzn+1. (1.9)

Luego, la expresión

ΩA =
AΩ

fa+1
con deg(A) + n+ 2 = (a+ 1) deg(f),

define una (n+1)-forma racional con polo en X de orden a+ 1.

Definición 1.4.3 El polinomio A del numerador se llama adjunta de nivel a y ΩA

se dice que tiene nivel de adjunción a.
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Para cada clase de cohomologı́a (k-1)-dimensional α en el complemento de X,
queremos definir una clase de cohomologia k-dimensional Res(α) en X:

resTop : Hk
(
CPn+1 −X,Z

)
−→ Hk−1 (X,Z) .

Para el cual tenemos también un operador:

τk : Hk−1 (X,Z) −→ Hk

(
CPn+1 −X,Z

)
γ −→ τk (γ) .

Donde τk (γ) es el k-ciclo en CPn+1 −X que se puede obtener construyendo
discos normales en k− 1-cadenas en X para después tomar su frontera. El operador
adjunto a τk, salvo multiplicación por 2πi, es el residuo topológico.

Por tanto, si una clase de cohomologı́a de CPn+1 −X está representada por
una forma diferencial α, entonces resTop (α) está definido tal que∫

γ

resTop (α) =
1

2πi

∫
τk(γ)

α.

Proposición 1.4.4 (Griffiths-Carlson, [2]) El mapeo τ es suprayectivo y es iso-
morfismo si n + 1 es par. Para el caso impar el kernel está formado por clases de
homologı́a de X que son múltiplos enteros de la clase del homologı́a de una sección
lineal general CP

n
2

+1 ·X

Corolario 1.4.5 1. Si n+ 1 es par tenemos que

Hn (X,C)
τn+1−−−→∼= Hn+1

(
CPn+1 −X,C

)
.

2. Si n+ 1 es impar la siguiente sucesión es exacta

0→ C[CP
n
2

+1 ·X] −→ Hn (X,C)
τn+1−−−→ Hn+1

(
CPn+1 −X,C

)
→ 0.
(1.10)

Para una k-forma diferencial logarı́tmica en el complemento deX que está dada
por

ω = β + α ∧ df
f
, (1.11)
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donde β ∈ Ωk
CPn+1 , α ∈ Ωk−1

CPn+1 ; se define el residuo como

res : Ωk
CPn+1 (logX) −→ Ωk−1

X

ω −→ res (ω) = α |X .

Observación 1.4.6 El mapeo residuo también se puede definir en el bicomplejo con
singularidades logarı́tmicas en X de la siguiente manera:

res :
⊕
p+q=k

Cq (U ,Ωp (logX)) −→
⊕
p+q=k

Cq
(
U ∩X,Ωp−1

X

)
(
βI + αI ∧

df

f

)
|I|=k

−→ (αI |X)|I|=k .

1.5. Filtración de Hodge de la n-cohomologı́a de X
Haciendo uso de lo definido en la sección anterior, tenemos el siguiente resul-

tado:

Teorema 1.5.1 (Griffiths-Carlson, [2]) El mapeo residuo satisface las siguientes
propiedades:

1. res
(
Ωn+1

CPn+1 ((n+ 1)X))
)

= Hn (X,C)0, donde la parte derecha es el n-
ésimo grupo de cohomologı́a primitiva de X .

2. res
(
Ωn+1

CPn+1 ((a+ 1)X))
)

= F n−aHn (X,C)0 donde la parte derecha se
refiere a la filtración de Hodge de la cohomologı́a primitiva de X y a ≤ n.

3. Si JF = (F0, . . . , Fn+1) es el ideal Jacobiano, generado por las derivadas
parciales, entonces el residuo de la forma ΩA de nivel de adjunción a
tiene nivel de Hodge n− (a− 1), i.e., res (ΩA) ∈ F n−aHn (X,C)0 si y sólo
si, A ∈ JF .

Demostración: La primera parte se obtiene del corolario 1.4.5. Para (2) primero
se demuestra la contención hacia la derecha (⊆) . Consideremos el bicomplejo
Cĕch-DeRham pero utilizando la filtración ingenua en las formas diferenciales de
U = CPn+1 −X: 0 −→ Ωa+1

U −→ Ωa+2
U −→ · · · −→ Ωn+1

U −→ 0
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...
... · · · ... · · ·

δ ↑ δ ↑ δ ↑
Cq (U ,Ωa+1 (∗X))

d−→ Cq (U ,Ωa+2 (∗X))
d−→ · · · d−→ Cq (U ,Ωp (∗X))

d−→ · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑
...

... · · · ... · · ·
δ ↑ δ ↑ δ ↑

C1 (U ,Ωa+1 (∗X))
d−→ C1 (U ,Ωa+2 (∗X))

d−→ · · · d−→ C1 (U ,Ωp (∗X))
d−→ · · ·

δ ↑ δ ↑ δ ↑
C0 (U ,Ωa+1 (∗X))

d−→ C0 (U ,Ωa+2 (∗X))
d−→ · · · d−→ C0 (U ,Ωp (∗X))

d−→ · · · .

Entonces dada una (n+1)-forma diferencial en el complemento cuyo orden del
polo es a+ 1: ω = AΩ

fa+1 , esta se encaja en el bicomplejo

ΩA ∼
(
AΩ

fa+1

)
i

∈ H0
(
CPn+1,Ωn+1 (∗X)

)
.

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ΩA =

(
AΩ
fa+1

)
j
.

Luego (I −DH)a
(
AΩ
fm

)
j

será una forma D-cohomóloga con polo simple y como

Ω·
CPn+1 (log (X)) ⊂ Ω·

CPn+1 (∗X) son cuasi-isomorfos, también será cohomóloga
a una con polo simple logarı́tmico:
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ωa
d→ 0 d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ ωa−1
d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ω0.

Res ↓

ω̃a
d→ 0 d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ ω̃a−1
d→ . . .

d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

...
...

...

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ 0

δ ↑ δ ↑ δ ↑

0 d→ 0 d→ . . .
d→ ω̃0.
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Donde

[
res

(
AΩ

fa+1

)
j

]
=

[ ∑
0≤i≤a

ω̃i

]
; ω̃i ∈ Ci

(
U ∩X,Ωn+1−i|X

)
.

Luego análogamente como en (1.8) podemos encontrar un elemento γ D-
cohomólogo a

∑
i≤a ω̃i cuyo único término distinto de cero sea de tipo (0, n),

pero ya que Dγ = 0, entonces γ es δ-cerrada, luego:

γ ∈ H0 (U ∩X,Ωn
X) ∼= Hn,0 (X) ⊂ F n−aHn (X,C) .

Utilizando la propiedad 1, la imagen del mapeo residuo está contenida en la coho-
mologı́a primitiva de X, cuya filtración de Hodge cumple que:

F n−aHn (X,C)0 ⊂ F n−aHn (X,C) .

Por lo tanto γ se puede ver como elemento de F n−aHn (X,C)0 .
Ahora, para demostrar la contención hacia la izquierda (⊇), si tenemos γ ∈

F n−aHn (X,C)0 ; debido a que:

F n−aHn (X,C)0 =
⊕

p+q=n, p≥n−a

Hp,q
0

⊂
⊕

p+q=n, p≥n−a

Hp,q

∼=
⊕

p+q=n, p≥n−a

Hq (U ∩X,Ωp)

= F n−aHn (X) ,

podemos considerar que γ =
∑

p≥n−a γ
p,q donde γp,q ∈ Cq (U ∩X,Ωp) y

γ es D-cerrada.

Dado que

γ̃ =
∑
p≥n−a

γp,q ∧ df
f
,

es D-cerrada, con polo simple en X y

res (γ̃) = γ,
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entonces análogamente a (1.8), existe una (n+ 1)-forma global, D-cohomóloga a
γ̃, cuyo único elemento no cero sea de tipo (0, n+ 1), y el orden del polo en X
es a+ 1. Terminando ası́ la demostración de (2).

Para la última parte de la proposición se utilizan los cálculos hechos de una
forma exhaustiva en ([2], p.10), en los cuales se obtiene lo siguiente si se toma la
congruencia f ≡ 0:

1. ΩA ≡ (−1)n
(
AΩi
Fifa
∧ df

f

)
, donde Fi = ∂f

∂zi

2. Si I = (i0, · · · iq),KJ = Kjq · · ·Kj0 , ΩJ = KJΩ y además, FJ = Fjq · · ·Fj0
entonces

Hr+1

(
AΩI

FIf r
∧ df
f

)
≡ (−1)n−q+1

r

(
AΩI

FIf r

)
3. Con la misma notación,

δ

(
AΩI

FIf r

)
≡ (−1)n

(
AΩI

FIf r
∧ df
f

)
donde J = (j0, · · · jq+1)

De forma recursiva se obtiene una expresión para el término (n− a+ 1, a) del
cociclo Ω̃A cohomólogo a ΩA:(

Ω̃A

)n−a+1

a
=

(−1)n+a(a+1)/2

a!

(
AΩJ

FJ
∧ df
f

)
|J |=a

. (1.12)

Al sustituir 1.12 en el residuo algebraico nos da el resultado deseado.
�

1.6. Ejemplos.

1.6.1. Curvas lisas en CP2.
El objetivo de esta sección es enunciar un caso particular de los resultados an-

teriores para CP2, y X = {f = 0} una curva proyectiva lisa definida por un
polinomio f de grado d.

Por el corolario (1.4.5) tenemos que τ2 es isomorfismo, de donde

H1 (X,C)
∼=−−→ H2

(
CP2 −X,C

)
,

y por tanto, su operador adjunto también es isomorfismo
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res : Ω2
CP2 (2X)

∼=−−→ H1 (X,C) .

La filtración de Hodge de una curva lisa en CP2 está dada por:

0 ⊂ F 1H1 (X,C) = res
(
Ω2

CP2 (1X)
)
⊂ H1 (X,C) = res

(
Ω2

CP2 (2X)
)

;

aunque se explicará con más detalle en la siguiente subsección, cabe notar que
podemos obtener infomación de la filtración anterior del anillo de polinomios en
tres variables, existe una inclusión natural de un subespacio vectorial de dicho anillo
dada por la multiplicación por f :

C [z0, z1, z2]d−3 ↪→ C [z0, z1, z2]2d−3

g −→ g · f,

más aún, por el teorema (1.5.1,(3)) si ΩA = AΩ
f2

con A ∈ Jf ∩ C [z0, z1, z2]2d−3,
tenemos que,

res (ΩA) ∈ F 1H1 (X,C) ;

induciendo, de este modo, una filtración también en el subespacio vectorial de po-
linomios de grado 2d− 3, dada por el ideal Jacobiano de f que refleja la filtración
de Hodge de la curva:

0 ⊂ JF ∩C [z0, z1, z2]2d−3 ⊂ C [z0, z1, z2]2d−3 .

1.6.2. Familias de curvas proyectivas lisas en CP2.
Supongamos que para t ∈ ∆ ⊂ C en el disco unitario, tenemos una curva

proyectiva Ct ⊂ CP2 definida por un polinomio homogéneo de grado d, {Ft = 0}
la cual es lisa si t 6= 0 y varı́a con respecto a t de manera holomorfa.

Por el teorema 1.3.5, para cada t, las formas algebraicas racionales en CP2 con
polos de a lo más de orden 2 en Xt representan H2

(
CP2 −Xt

)
, i.e;

C [z0, z1, z2]2d−3 −→ H2
(
CP2 −Xt,C

)
(1.13)

A −→ AΩ

F 2
t

,

es suprayectiva.
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Entonces, tenemos estructuras de Hodge para H1 (Xt,C) dadas por la imagen
de la función residuo aplicadas a formas diferenciales racionales determinadas por
polinomios en C [z0, z1, z2]2d−3:

0 ⊂ F 1H1 (Xt,C) = res
(
Ω2

CP2 (1 (Xt))
)
⊂ H1 (Xt,C) = res

(
Ω2

CP2 (2 (Xt))
)

;
(1.14)

y filtraciones en los anillos de polinomios

0 ⊂ JFt ∩C [z0, z1, z2]2d−3 ⊂ C [z0, z1, z2]2d−3 ; (1.15)

las cuales varı́an de manera holomorfa en t.
Teniendo de esta forma haces vectoriales filtrados sobre el disco agujerado.

Ejemplo 1.6.1 Consideremos Xt = {f−tg = 0} para g un polinomio homogéneo
de grado d, lisas para t 6= 0.

Una forma diferencial racional ΩA con polo a lo largo de X0 = {f = 0}
está determinada por un polinomio homogéneo A ∈ C [z0, z1, z2]2d−3 de tal forma
que ΩA = AΩ

f2
. Esta forma diferencial racional se puede extender a una forma

diferencial racional dada por ΩA,t = AΩ
(f−tg)2 .

Por tanto, para cada t 6= 0, tenemos C [z0, z1, z2]2d−3, el cual determina las
formas diferenciales racionales con polos en Xt y que además admite una filtra-
ción. Esto da origen a un fibrado vectorial en el disco agujerado D que admite una
filtración de Hodge de H1 (Xt,C) para cada t vı́a la función residuo.

Además tenemos una noción de cómo varı́a una forma diferencial racional res-
pecto al parámetro t con “dirección”g.
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∂

∂t
(ΩA (t)) =

∂

∂t

(
AΩ

(f − tg)2

)
=

−2gAΩ

(f − tg)3

= −2ΩgA (t) .

Aplicando el operador residuo tenemos también una forma diferencial, ωA (t)
en Xt, la cual puede expandirse en una serie con respecto a la variable t, de donde
tenemos una noción de anulamiento cuando t −→ 0 y X0 tiene una singularidad
aislada.
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Caṕıtulo 2
Resolución y Gráfica Dual de una Curva

Plana Reducida.

En este capı́tulo daremos definiciones y estableceremos la notación que nos
servirá a lo largo del capı́tulo siguiente.

Sean f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de función holomorfa, X = {f = 0}
curva plana reducida con una singularidad en 0.

Tomemos π : Z −→ C2 la resolución mı́nima de X construida a partir de una
serie de explosiones, creando una torre de modificaciones tales que si f̃ = f ◦ π
cumple que f̃−1 (0) es un divisor a cruzamientos normales en Z.

Zj+1

Zj C2

?

εj

H
HHH

HHHHj

Πj+1

-
Πj

.

Si escribimos f̃j = f ◦ πj , en caso de que f̃−1 (0) ⊂ Zj no cumpla ser un di-
visor a cruzamientos normales, en algún momento dicho punto será explotado para
producir Zj+1, generando una curva excepcional Ej+1 más que las ya existentes en
Zj . Para el caso en que f , tiene sólo un factor irreducible (módulo unidades) en-
tonces Zj+1 siempre se obtiene de explotar un punto de Ej . Este proceso terminará
después de un número finito de pasos donde, al final tendremos Z = Zj .
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2.1. Gráfica Dual

La gráfica V de una resolución puede describirse fácilmente después de una
sucesión de explosiones. Consiste de una gráfica sin ciclos con un vértice por ca-
da divisor excepcional y una arista entre dos vértices si sus respectivos divisores
excepcionales se intersectan.

En esta figura denotaremos la flecha considerada como arista distinguida a la
transformada estricta X̃ de X . Si X no es irreducible es posible tener más de una
flecha en cada vértice.

Podemos también dotar a esta gráfica de un orden parcial. Tendremos un ele-
mento distinguido, el cual será un vértice distinguido α∗ correspondiente al divisor
E1; luego, diremos que para dos vértices, α > β si y sólo si existe una cadena de
α∗ a β que pasa por α.

Notemos de la construcción que si existe un vértice α ∈ V conectado con al
menos 3 puntos más entonces existirá β > α tal que Eβ intersecta X̃ .

Definición 2.1.1 Un vértice α en V se dice de ruptura si:

1. α tiene tres o más aristas conectadas a él en el caso cuando la curva es
irreducible.

2. α tiene tres o más aristas conectadas a él o en el proceso de desingulariza-
ción descrito arriba, existe j tal que Eα es la transformada estricta de Ej
y Ej interseca la transformada estricta de X en por lo menos dos puntos
diferentes.
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2.2. Resolución de una Curva Plana Reducida e Irre-
ducible.

Consideremos una curva algebraica reducida en C2, dada por X = {f = 0},
con singularidad en el origen. Supongamos que su parametrización según sus pares
caracterı́sticos está dada por

x (t) = tm (2.1)
y (t) = a1t

k1 + a2t
k2 + . . .+ ajt

kj + . . .+ ast
ks

Para construir la gráfica asociada a la resolución de singularidades de X , recor-
demos que la multiplicidad en el origen ν0 = mult0 (X) está dada por la multipli-
cidad de intersección con una lı́nea en posición general, luego ν0 = min{m, k1}.

Los casos siguientes pueden presentarse durante el proceso de desingularizar
X .

- Caso I. ν0 = m ≤ k1.

La expansión de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-
ción:

x = x1

y = x1y1,

es la siguiente

x1 = x = tm

y1 = y
x1

=
y

tm
.

Sustituyendo tenemos la siguiente expansión de Puiseux para la transformada
estricta de X:

x1 = tm

y1 = a1t
k1−m + a2t

k2−m + . . .+ ajt
kj−m + . . .

- Caso II. ν0 = k1 ≤ m.
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La expansión de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-
ción:

x = x1y1

y = y1,

es la siguiente

x1 = x
y1

=
tm

a1tk1 + a2tk2 + . . .+ ajtkj + . . .

y1 = y = a1t
k1 + a2t

k2 + . . .+ ajt
kj + . . .

Sustituyendo y haciendo la división de polinomios; tenemos la siguiente ex-
pansión de Puiseux para la transformada estricta de X:

x1 = b1t
m−k1 + b2t

m−k1+k2−k1 + . . .+ bjt
m−k1+kj−k1 + . . .

y1 = a1t
k1 + a2t

k2 + . . .+ ajt
kj + . . .

Cabe notar que k1 < m implica que la curva es tangente al eje y y que, k1 > m
implica que la curva es tangente al eje x.

Hay iteraciones del proceso de desingularización de X cuya transformada es-
tricta tiene una expansión de Puiseux de tal forma que k1 = 0; i.e.,

x (t) = tm

y (t) = a1 + a2t
k2 + . . .+ ajt

kj + . . .

Son estos casos los que producen puntos de ruptura en la gráfica dual de la reso-
lución deX y para las cuales, sólo es necesaria una traslación (x, y) −→ (x, y − a1)
para volver a los casos anteriores.

- Caso III. ν0 = m ≤ k2.

La expansión de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-
ción:

x = x1

y − a1 = x1y1,
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es la siguiente

x1 = x = tm

y1 = y−a1
x1

=
y

tm
.

Sustituyendo tenemos la siguiente expansión de Puiseux para la transformada
estricta de X:

x1 = tm

y1 = a2t
k2−m + a3t

k3−m + . . .+ ajt
kj−m + . . .

- Caso IV. ν0 = k2 ≥ m.

La expansión de Puiseux dada por la carta dada por la siguiente transforma-
ción:

x = x1y1

y − a1 = y1,

es la siguiente

x1 = x
y1

=
tm

a2tk2 + . . .+ ajtkj + . . .

y1 = y − a1 = a2t
k2 + . . .+ ajt

kj + . . .

Sustituyendo y haciendo la división de polinomios; tenemos la siguiente ex-
pansión de Puiseux para la transformada estricta de X:

x1 = b1t
m−k2 + b2t

m−k2+k3−k2 + . . .+ bjt
m−k2+kj+1−k2 + . . .

y1 = a2t
k2 + . . .+ ajt

kj + . . .

Este algoritmo nos permite obtener una secuencia de multiplicidades de la trans-
formada estricta de la curva X̃(j) en cada iteración, pues siempre se obtendrá uno de
los casos que previamente vimos, hasta que la curva sea no singular y los divisores
tengan cruzamientos normales.

Además, es posible calcular también la secuencia de multiplicidades de los di-
visores excepcionales. En la iteración j tenemos los divisores {E(j)

i }i∈Ij con mul-
tiplicidades M(j) = {d(j)

i }. Entonces, en la iteración j + 1 es posible calcular la
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multiplicidad del nuevo divisor a partir de las multiplicidades de los anteriores y
la multiplicidad νj = mult0

(
X̃(j)

)
. Basta observar si la explosión se hizo en un

punto de cruce de dos divisores Ei, Ek o no:

Luego,

d
(j+1)
(i,k) =

{ d
(j)
i + d

(j)
k + νj en el Caso A.

d
(j)
k + νj en el Caso B.

(2.2)

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que al inicio del proceso tenemos el
caso I, sea

µ(1,0) = max{n ∈ N | n ·m ≤ k1}. (2.3)

Entonces k1 = µ(1,0) · m + r, con 0 ≤ r < m. De donde ν0 = ν1 = · · · =
νµ−1 = m y m1 = m, m2 = 2m, · · · ,mµ = µ(1,0) ·m. La gráfica dual hasta este
paso serı́a de la siguiente forma:
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Si r > 0, entonces tenemos la siguiente expansión de Puiseux para X̃(µ(1,0))

x (t) = tm (2.4)
y (t) = a1t

r + a2t
k2−µ(1,0)·m + · · · , (2.5)

de donde X̃(µ(1,0)) es tangente al eje y.
Ahora, el proceso nos deja en el Caso II y usamos el algoritmo de la división

para m y r, pudiendo concluir que m = µ(1,1) · r + r(1,1), con 0 ≤ r(1,1) < r. De
donde

νµ(1,0) = νµ(1,0)+1 = · · · = νµ(1,0)+µ(1,1)−1 = r.

Luego, se obtiene la gráfica dual para esta parte del algoritmo:

Del algoritmo de la división para m, k1 obtenemos lo siguiente:

k1 = µ(1,0) ·m+ r (2.6)
m = µ(1,1) · r + r(1,1)

r = µ(1,2) · r(1,1) + r(1,2)

...
r(1,nk1−2) = µ(1,nk1)

· r(1,nk1−1) + r(1,nk1)
r(1,nk1−1) = µ(1,nk1+1) · r(1,nk1)

Notemos que la expansión en este momento es como en los casos III ó IV.
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x (t) = t
r(1,nk1 ) + términos de mayor orden

y (t) = c1 + c2t
k2−k1 + términos de mayor orden.

De esta manera, la siguiente explosión será como el caso B, causando que el
cambio de coordenadas (x, y) −→ (x, y − c1) nos devuelva al caso I o II; en la
gráfica dual esto se refleja creando un punto de ruptura en ella e iniciando el proceso
para r(1,nk1 ), k2 − k1:

.

El proceso terminará cuando el exponente en t de las variables sea a lo más 1
y al menos una tenga sólo término constante. Al final del proceso la gráfica dual
tendrá esta forma:
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.

De lo cual podemos concluir que la secuencia de multiplicidades νi puede ob-
tenerse de algoritmos iterados de la división comenzando con m, k1; para después
continuar con r(i−1,nki−1)

, ki − ki−1.

Por otro lado, dada la secuencia de multiplicidades νi, tenemos la multiplicidad
de la imagen inversa de la curva plana en el i-ésimo paso de la resolución, pudiendo
obtener las multiplicidades de los divisores y, por tanto la parametrización de la
curva plana original. Por lo que podemos enunciar lo siguiente:

Dada una curva plana irreducible y reducida los siguientes datos son equivalen-
tes:

- La secuencia de multiplicidades νi asociados a cada divisor de la resolución
estándar.

- Los exponentes caracterı́sticas de la parametrización de la curva.

x (t) = tm

y (t) = a1t
k1 + a2t

k2 + . . .+ ajt
kj + . . .+ ast

ks

2.2.1. Ejemplo: La cúspide.

Consideremos la curva plana singular dada por X = {x2 − y3 = 0} con la
expansión:

x (t) = t3

y (t) = t2.
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Entonces empieza el algoritmo para m = 2, k1 = 3, luego d1 = ν0 = 2;
haciendo

x = x1y1 −→ x1 (t) = t

y = y1 y1 (t) = t2,

Ahora ν1 = 1, estamos en el caso B, de donde el nuevo divisor E2 tiene multi-
plicidad d2 = d1 + ν1 = 3 y, como tenemos ahora el caso II:

x1 = x2 −→ x2 (t) = t

y1 = x2y2 y2 (t) = t.

Por último ν2 = 1, como tenemos el caso A, para el E3 se tiene d3 = d2 + d1 +
ν2 = 6 por tanto,

x2 = x3y3 −→ x3 (t) = 1

y2 = y3 y3 (t) = t.

Terminando el proceso y obteniendo
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2.3. Gráfica Dual para una Curva Plana Reducida.
Supongamos que una curva plana reducida X tiene X1, X2, . . . , Xs compo-

nentes. Se utilizará un proceso inductivo para juntar las gráficas duales de cada
componente; sean

Y1 = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xs−1

Y2 = Xs,

supondremos que ya se tienen gráficas G1, G2 para la resoluciones de Y1, Y2, res-
pectivamente; ası́ como las multiplicidades para cada una.

Definición 2.3.1 DadaX una curva plana reducida con componentesX1, · · · , Xk;
p ∈ X y una sucesión de explosiones que desingularicen X ,

ZN
πN−→ ZN−1

πN−1−→ · · · π2−→ Z1
π1−→ C2.

Para r = 1, 2, . . . , k; definimos la longitud propia de Xr,

Lr = min

{
n ∈ N

∣∣∣∣∣
·la transformada estricta de Xr en Zn es no
singular e intersecta transversalmente a π−1

n (p)
·π−1
n (Xr1) ∩ π−1

n (Xr) = ∅ si r1 6= r

}
.

Notemos que, si Nr es la longitud de la resolución estándar de cada Xr por
separado, i.e; el número de vértices de la gráfica dual asociado a Xr por separado,
entonces Nr ≤ Lr ≤ N .
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Además, al combinar ambas gráficas, la nueva longitud propia de una rama
Xr de Y1 y de Y2 puede crecer. Lo anterior pasa cuando la cantidad de puntos
infinitamente cercanos en común en las resoluciones de Y1 y Y2 es mayor a Lr.

También es posible si el número de puntos infinitamente cercanos en común es
mayor a la longitud de la resolución de Y2. Por ejemplo, cuando una componente
ya es lisa pero la otra es singular y tangente a la anterior.

Para r = 1, . . . , s−1, si que qr = LY1∪Y2r −LY1r es la diferencia entre las nuevas
longitudes propias de Xr. Entonces la gráfica dual V Y1 se extiende por qr puntos; y
las multiplicidades aumentan según las multiplicidades de los divisores obtenidos
en la resolución de la curva Xs.

De este modo, al unir dos gráficas duales, se deben tomar en cuenta los divi-
sores excepcionales que las componentes de la curva tienen en común cuando las
explosiones son hechas y, en tal caso, las multiplicidades de tales divisores comu-
nes se sumarán. Esto es, si Eα es un divisor que comparten la resolución de Y1 y Y2,
entonces dY1∪Y2α = dY1α + dY2α .

2.3.1. Ejemplo: La cúspide doble

Esta curva X está definida por la ecuación f (x, y) = (x2 − y3) (y2 − x3), la
cual es la unión de dos cúspides X1, X2 en el origen, ambas con la misma gráfica
dual:
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Notemos que las curvas sólo comparten al origen y despúes de la primera ex-
plosión ambas se separan. Esto implica que las gráficas se unirán en E1, sin nece-
sidad de aumentar las longitudes propias de ambas curvas. La multiplicidad m1 =
ν0,1 +ν0,2 = 4 pero, a partir de E1, el cálculo de las multiplicidades se calcula como
en el caso irreducible pues ambas componentes ya se han separado. Obteniendo la
siguiente imagen:

E1 es un ejemplo de punto de ruptura de la gráfica dual aunque sólo dos aristas
están conectados a él.
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Caṕıtulo 3
Fibra de Milnor de una Curva Singular.

Sea f : (C2, 0) −→ (C, 0) una función polinomial donde X = {f = 0} es
una curva plana reducida. En este capı́tulo daremos una descripción topológica de
la fibra no singular de f .

3.1. Fibración de Milnor.
Consideremos Bε ⊂ C2 una bola abierta alrededor del origen de radio ε >

0, cuya frontera es la esfera Sε. Sea Kε = Sε
⋂
X , entonces Kε es una variedad

diferenciable sin frontera de dimensión 1 ([11]).
Milnor ([11]) demostró que X

⋂
Bε es homeomorfo al cono sobre Kε.

Además, la fibra de f , para δ 6= 0:

Xδ = {z ∈ Bε | f (z) = δ}, (3.1)

es una variedad diferenciable real compacta de dimensión 2 con frontera Kε, el
cual es una unión disjunta de nudos en S3.

Teorema 3.1.1 (Milnor ([11])) Para cualquier f : U ⊂ (C2, 0) −→ (C, 0) fun-
ción analı́tica existe ε0 tal que para 0 < ε0 < ε, se cumplen las siguientes propie-
dades:

Si X = {f = 0}, Kε := X
⋂
Sε, entonces la función

ρ : Sε \Kε −→ S1

z −→ f (z)

‖ f (z) ‖
,
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es una fibración diferenciable localmente trivial.

El tipo topológico de Kε es independiente de ε.

Para t ∈ S1 se tiene que Ft = ρ−1 (t) es una variedad diferenciable de
dimensión 2 con el tipo de homotopı́a de un ramillete de µ-esferas. A tal
número µ se le llama número de Milnor.

Notemos que Ft es difeomorfa al siguiente conjunto {z ∈ Bε | f (z) =
constante}, lo cual nos da un teorema de fibración equivalente al anterior

Teorema 3.1.2 (Milnor, [11]) Si 0 < η << ε y Dη = {z ∈ C |‖ z ‖< 1},
entonces la siguiente función es una fibración diferenciable localmente trivial e
homotópicamente equivalente a la anterior

f : Bε

⋂
f−1

(
Dη

)
\X −→ Dη \ {0} (3.2)

z −→ f (z) . (3.3)

Definición 3.1.3 Debido a que esas fibraciones son homotópicamente equivalentes
se les llaman Fibración de Milnor y a sus fibras se les llaman Fibra de Milnor.

Cabe notar que los teoremas anteriores fueron demostrados para funciones f en
cualquier dimensión pero para este trabajo nos enfocaremos al caso de curvas.

3.2. Topologı́a de la Fibra de Milnor.
Para dar una descripción topológica de Xδ, tomemos π : Z −→ C2 la resolu-

ción mı́nima deX construida a partir de una serie de explosiones tal que si f̃ = f◦π
cumple que f̃−1 (0) = X̃ + E es un divisor a cruzamientos normales en Z:(

f̃
)

= X̃ + ΣdαEα. (3.4)

Consideremos una vecindad tubular Uα y UX̃ para cadaEα y X̃ , respectivamen-
te; y sea

Tα = Uα \

(⋃
β 6=α

Uβ ∪ UX̃

)
(3.5)

Notemos que ⋃
Uα = (∪Tα)

⋃
(∪Pαβ)

⋃
PX̃ ,

donde
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Pαβ = Uα ∩ Uβ , topológicamente son polidiscos alrededor de Eα ∩ Eβ .

PX̃ = UX̃ ∩ (
⋃
Uα) también son, topológicamente, uniones disjuntas de po-

lidiscos alrededor de los puntos de intersección de X̃ con la unión de los
divisores excepcionales.

Notemos que, localmente, en Pαβ tenemos una expresión alrededor del punto
de intersección de Eα con Eβ como sigue

f̃ (z1, z2) = z
dβ
1 zdα2 .

Además ∂Pαβ es la unión de dos toros sólidos:

T+ = {(z1, z2) |‖ z1 ‖≤ 1},

T− = {(z1, z2) |‖ z2 ‖≤ 1}.
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de forma que f̃−1 (δ) intersecta a T+, T− en Mcd (dα, dβ) cı́rculos para cada uno
pues,

f̃−1 (δ) ∩ T+ = {(z1, z2) |‖ z1 ‖≤ 1, z
dβ
1 zdα2 = δ}, (3.6)

es la unión de Mcd (dα, dβ) nudos toroidales de tipo
(

dα
Mcd(dα,dβ)

,
dβ

Mcd(dα,dβ)

)
;

análogamente para T−.

Entonces P̃αβ := f̃−1 (δ) ∩ Pαβ son Mcd (dα, dβ) cilindros generados por los
cı́rculos en T+ y T−. Por otro lado

T̃α := Tα
⋂

f̃−1 (δ) −→ Eα \

(⋃
β 6=α

Eβ ∪ X̃

)
, (3.7)

es un cubriente no ramificado dα : 1 ([1]).

De lo anterior tenemos que

χ
(
T̃α

)
= dα · χ

(
Eα \

(⋃
β 6=α

Eβ ∪ X̃

))
= dα ·

(
χ
(
P1
)
−#{β | β 6= α,Eβ ∩ Eα 6= ∅} − sα

)
,

donde sα =

{
0 si Eα ∩ X̃ = ∅
1 si Eα ∩ X̃ 6= ∅.

Además, la frontera de T̃α tiene tα discos disjuntos ttαD, donde

tα = sα + Σ{β|Eα∩Eβ 6=∅}Mcd (dα, dβ) . (3.8)

De donde Tα := T̃α ∨ ttαD es una superficie cerrada sin frontera tal que

χ
(
Tα
)

= χ
(
T̃α

)
+ tα. (3.9)

De esta forma podemos calcular el género de la superficie Tα:

gTα =
2− χ

(
Tα
)

2
. (3.10)

Este proceso nos permite, al juntar cada pieza de la fibra en los abiertos Uα,
tener una imagen topológica de la fibra de Milnor.
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3.3. Ejemplos.
Aunque el proceso anterior es muy ilustrativo, el objetivo de esta sección es

clarificarlo construyendo la fibra de Milnor para dos curvas cuya diferencia radica
en el número de componentes de cada una.

3.3.1. La Cúspide
Consideremos la curva en C2 dada por X = {x2 − y3 = 0}, resolviendo la

singularidad tenemos lo siguiente

Para E1 tenemos que

χ (E1 \ E3) = χ
(
P1 \ {pt.}

)
= 2− 1 = 1,

χ
(
T̃1

)
= d1 · χ (E1 \ E3) = 2,

t1 = Mcd (d1, d3) + s1 = 2.

Por tanto χ
(
T1

)
= 4, de donde podemos concluir que T1 son 2 esferas y, T̃1

son 2 esferas disjuntas menos 1 punto cada una.

Análogamente se hacen las cuentas para E2 pues sólo tiene un punto de in-
tersección con los demás divisores, llegando a que T̃2 son 3 esferas disjuntas
menos 1 punto cada una.

Para E3 tenemos lo siguiente

χ
(
E3 \

(
E1 ∪ E2 ∪ X̃

))
= χ

(
P1 \ {3pts.}

)
= 2− 3 = −1,

χ
(
T̃3

)
= d3 · χ

(
E1 \

(
E1 ∪ E2 ∪ X̃

))
= −6,

t3 = Mcd (d1, d3) +Mcd (d2, d3) + s3 = 6.
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Por tanto χ
(
T3

)
= 0 y gT3 = 1.

Para los polidiscos P1,3, P2,3 tenemos que, P̃1,3, P̃2,3 son 2 y 3 cilindros, res-
pectivamente.

Finalmente tenemos que cada parte de la fibra de Milnor se une naturalmente to-
mando en cuenta cada parte aportada por la vecindad tubular de cada divisor:

Concluyendo ası́ que la fibra de Milnor de la cúspide es un toro con una com-
ponente en la frontera.



3.3 Ejemplos. 57

3.3.2. La Cúspide Doble

Para este caso tomemos una curva en C2 dada por X = {(x2 − y3) (y2 − x3) =
0}, resolviendo la singularidad tenemos lo siguiente

Notemos que los divisores están acomodados de forma simétrica, de modo que
los cálculos serán los mismos para E2, E3 y también para E4, E5.
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Para E2 tenemos que

χ (E2 \ E4) = χ
(
P1 \ {pt.}

)
= 2− 1 = 1,

χ
(
T̃2

)
= d2 · χ (E1 \ E3) = 5,

t2 = Mcd (d2, d4) + s2 = 5.

Por tanto χ
(
T2

)
= 10, de donde podemos concluir que T2 son 5 esferas y, T̃2

son 5 esferas disjuntas menos 1 punto cada una. Por simetrı́a tenemos también
que T̃3 son 5 esferas disjuntas menos 1 punto cada una.

Para E4 tenemos lo siguiente

χ
(
E4 \

(
E1 ∪ E2 ∪ X̃

))
= χ

(
P1 \ {3pts.}

)
= 2− 3 = −1,

χ
(
T̃4

)
= d4 · χ

(
E1 \

(
E1 ∪ E2 ∪ X̃

))
= −10,

t4 = Mcd (d2, d4) +Mcd (d1, d4) + s4 = 8.

Por tanto χ
(
T 4

)
= −2 y gT4 = 2, de lo cual podemos concluir que T̃4 es un

2-toro con 8 discos en su frontera y, simétricamente para T̃5.

Para E1 tenemos lo siguiente,

χ (E1 \ (E4 ∪ E5)) = χ
(
P1 \ {2pts.}

)
= 2− 2 = 0,

χ
(
T̃1

)
= d1 · χ (E1 \ (E4 ∪ E5)) = 0,

t1 = Mcd (d1, d4) +Mcd (d1, d5) + s1 = 4.

Por tanto χ
(
T 1

)
= 4, de aquı́ que T̃1 son 2 cilindros.

Para los polidiscos tenemos que P̃2,4, P̃4,1, P̃1,5, P̃3,5 son 5, 2, 2, 5 cilindros;
respectivamente.
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.

En este caso, la fibra de Milnor es una superficie de género 5 con 2 componentes
en su frontera:

.

3.4. Aportación de cada divisor a la topologı́a de la
fibra de Milnor.

De los ejemplos anteriores podemos enunciar lo siguiente:
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Proposición 3.4.1 Si Eα es un divisor en la resolución mı́nima de una curva plana
irreducible y reducida, éste y su intersección con otros divisores tienen una aporta-
ción topológica a la fibra de Milnor según los casos siguientes:

I- Si ]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 1, entonces Eα aportará discos a la topologı́a.

II- Si ]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 2, entonces Eα aportará anillos a la topologı́a.

III- Si ]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 3, entonces Eα aportará género a la topologı́a.

El género y número de componentes asociados a cada divisor está determinado
por su multiplicidad dα y el conjunto {Mcd (dα, dβ) | Eα ∩ Eβ 6= ∅}.

Demostración: La idea es considerar que la fibra de Milnor puede pensarse
como un cubriente ramificado sobre Eα y aplicar la fórmula de Riemann–Hurwitz.

- Caso I. ]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 1. Si Eγ = {Eβ | Eα ∩ Eβ 6= ∅}.

χ (Eα \ Eγ) = χ
(
P1 \ {pt.}

)
= 2− 1 = 1,

χ
(
T̃α

)
= dα,

tα = Mcd (dα, dγ) + sα = dα.

La última igualdad se tiene pues sα = 0 por tener la resolución mı́nima y, por
la misma razón dγ es divisible por dα. Por tanto, la aportación de Eα son dα
esferas a las cuales se les han removido un punto.

- Caso II. ]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 2. Si {Eγ, Eδ} = {Eβ | Eα ∩ Eβ 6= ∅}.

χ (Eα \ (Eγ ∪ Eγ)) = χ
(
P1 \ {2 pts.}

)
= 2− 2 = 0,

χ
(
T̃α

)
= dα · 0 = 0,

tα = Mcd (dα, dγ) +Mcd (dα, dδ) + sα = 2kα.

La última igualdad se tiene del proceso de resolución visto en (2.2), donde se
puede ver que en aquellos puntos que no son de ruptura en la gráfica dual, el
algoritmo de la divisón aún no ha concluido y aquellos divisores obtenidos
en cada paso como en (2.6) tienen multiplicidades que comparten un mismo
máximo común divisor kα = r(i,j) para algún i, j. Por tanto, la aportación de
Eα son kα cilindros.

- Caso III. ]{β | Eα∩Eβ 6= ∅} = 3. En este caso α es un punto de ruptura y, si

{Eγ, Eδ, Eη} = {Eβ | Eα ∩ Eβ 6= ∅}.
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Por lo visto en la sección anterior, el género y el número de componentes
en la frontera sabemos calcularlos (3.10), lo que aún nos falta calcular es el
número de componentes irreducibles de T̃α. Recordemos que un punto de
ruptura surge en la resolución cuando el algoritmo de la división en (2.1) para
los pares (m, k1) ó

(
r(i−1,nki−1)

, ki − ki−1

)
termina.

En la parametrización de la curva, hasta la última explosión en Eα, tenemos
que para algún i:

x = t
r
(i,nki)

y = tki+1−ki + términos de orden mayor,

donde r(i,nki) = Mcd (m, k1, . . . , ki). Si consideramos el punto de ruptura
anterior a Eα, la parametrización hasta ese punto estaba dada por

x = t
r
(i−1,nki−1)

y = tki−ki−1 + términos de orden mayor.

Tomando la proyección (x, y) −→ x en ambas, la diferencia entre una y otra
parametrización está dada en la siguiente relación

m = gigi−1r(i,nki)
= gir(i−1,nki−1)

. (3.11)

De donde podemos concluir que la diferencia entre ambos puntos de ruptu-
ra son gi−1 componentes en el punto de ruptura anterior a Eα. Para el caso
en que la transformada estricta intersecte a este divisor, Eα aporta sólo una
componente irreducible.

�

Para ilustrar qué pasa cuando se tiene más de un exponente caracterı́stico con-
sideremos

f (x, y) =
(
y2 − x3

)2 − 4x5y − x7.

Cuya parametrización y resolución mı́nima son:

x = t4

y = t6 + t7
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Para analizar cuánto aporta cada divisor, comencemos a construir desde el último
nivel en la gráfica dual

- Como E4 sólo tiene un divisor que lo intersecta, por tanto aporta 13 esferas
con un punto removido.

- E5 es un punto de ruptura, en este caso gT̄5 = 6, tiene 13 componentes en
la frontera por su intersección con E4 y 2 componentes por su intersección
con E3 además Mcd (4, 6, 7) = 1 por tanto T̃5 tendrá sólo una componente
irreducible.

- E3 es un punto de ruptura, con gT̄1 = 1, tiene 2 componentes en la frontera
por su intersección con E5, 4 componentes en su frontera por su intersección
con E1 y 6 componentes por su intersección con E2 además Mcd (4, 6) =
2 ·Mcd (4, 6, 7) por tanto T̃3 tendrá dos componentes irreducibles, cada una
con género 1.
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- Finalmente, tanto E1 como E2 aportan 4 y 6 esferas con un punto removido
cada una pues sólo intersectan a un divisor excepcional. Obteniendo ası́ la
fibra de Milnor de f.
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Caṕıtulo 4
Filtración Polar de una Curva Plana

Reducida.

El objetivo de este capı́tulo es introducir la noción de velocidad de anulamiento
de los ciclos evanescentes de la Fibra de Milnor de una curva plana X .

4.1. Cocientes Polares
Consideremos l : (C2, 0) −→ (C, 0) una función lineal, f : (C2, 0) −→ (C, 0)

una función analı́tica y φ = (l, f) .

Definición 4.1.1 (Curva Polar) Dada una elección genérica de l , el conjunto de
puntos donde Dφ no es de rango máximo se llama curva polar Γ.

Teissier ([16]) demostró que Γ es una variedad analı́tica de dimensión 1 la cual
también se puede considerar, fuera de f−1 (0), como el conjunto de puntos donde
la restricción de f a las curvas de nivel de l, tienen un punto crı́tico. Más aún
Γ ∩ f−1 (0) = {(0, 0)}.

Denotemos ∆ = φ (Γ) y, tomando coordenadas (z, w) ∈ C2 tenemos que cada
componente irreducible ∆i de ∆ es tangente al eje z ([9]), de donde tenemos la
siguiente serie de Puiseux para la imagen de cada componente Γi:

z = aiw
ri + términos de orden mayor, (4.1)
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donde ri < 1 y lo llamaremos cociente polar de f . Si Γi es la componente de Γ
con imagen ∆i podemos ver que

ri =
Γi · L
Γi ·X

, (4.2)

para L = {l = 0} y A · B es el número de intersección de A y B. Consideremos
la resolución mı́nima que desingulariza X , π : Z −→ C2, X̃, L̃ y Γ̃i, las transfor-
madas estrictas de X, L y Γi respectivamente. Sea l̃ = l ◦ π y supongamos que en
Z: (

l̃
)

= L̃+ ΣmαEα(
f̃
)

= X̃ + ΣdαEα.

Teorema 4.1.2 (Steenbrink-Zucker, [15]) Si Γ =
⋃g
i=1 Γi y la imagen de Γi bajo

φ tiene parametrización 4.1. Entonces el conjunto de valores de los ri es igual al
conjunto de los valores de mα

dα
en los puntos de ruptura de la gráfica de la resolución

mı́nima:

{ri | i = 1, . . . , g} =
{mα

dα

∣∣∣ α es un punto de ruptura
}
.

En ([15]) se obtienen las siguientes propiedades de los cocientes polares:

- Dada la función de la gráfica dual V

r : V −→ Q

α −→ mα

dα
,

se tiene que, si α ∈ V y γ es su sucesor, entonces r (γ) ≥ r (α) y r (γ) =
r (α) si y sólo si X̃ ∩ Eα = ∅ y r (β) = r (α) ∀β < α.

- Si X̃ intersecta en algún punto a Eα en la resolución mı́nima; entonces
ninguna componente de la transformada estricta de la curva polar Γ̃i pasa por
ese punto.

- Si Γ̃i intersecta a Eα ∩ Eβ entonces r (α) = r (β).

- Si Γ̃i intersecta a Eα entonces el exponente de Puiseux asociado ri = r (α).

El número de cocientes polares de la curva polar y el número de cocientes polares
en los puntos de ruptura son el mismo; además, su relación es la siguiente:

Proposición 4.1.3 ([15]) Asumiendo que Γ̃i∩ X̃ = ∅ y que Γ̃i∩Eα 6= ∅. Entonces:

ri =
mα

dα
. (4.3)
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4.1.1. Ejemplos.

1. La Cúspide. Para esta curva tenemos f (x, y) = x2 − y3, l (x, y) = y y, sólo
un punto de ruptura en el divisor E3:

La curva polar y su imagen bajo φ están parametrizadas por Γ = {(0, t) |
t ∈ C} y ∆ = {(t,−t3) | t ∈ C}, respectivamente. De aquı́ que ∆ tiene
sólo una componente y su serie de Puiseux está dada por z = w

1
3 ; por tanto,

r1 = r (3) = 1
3
.

2. La Cúspide doble. En este caso, hay tres puntos de ruptura, como la curva
no es irreducible y las gráficas de cada componente se unen en E1, tenemos
como puntos de ruptura E1, E4, E5:

3. Cuando la curva X es irreducible y tiene más de un exponente caracterı́stico,
la gráfica dual tiene más de un punto de ruptura. SiX = {(y2 − x3)

2−4x5y−
x7 = 0}



68 Filtración Polar de una Curva Plana Reducida.

4.2. La Filtración Polar de la Fibra de Milnor.
El objetivo de esta sección es dar una descripción geométrica de cómo los ciclos

evanescentes de la fibra de Milnor difieren entre ellos en el sentido que no todos se
desvanecen a la misma velocidad.

Definición 4.2.1 Una filtración geométrica creciente (decreciente) de un espacio
topológico W es una sucesión de subespacios topológicos {Pi} tal que:

φ ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pi ⊂ . . . ⊂ W,

(φ ⊂ . . . ⊂ P i ⊂ . . . ⊂ P 2 ⊂ P 1 ⊂ W ).

Usando las propiedades y la notación para cocientes polares se construye una fil-
tración creciente de la gráfica dual V y una filtración geométrica decreciente de la
fibra de Milnor.

Definición 4.2.2 Dada f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de curva plana reducida
con singularidad en el origen y r1 > r2 > . . . > rm exponentes de Puiseux de la
curva polar asociada a X; se define la Filtración Polar de la gráfica dual V como
sigue:

V (i) = {α ∈ V | r (α) ≥ ri}. (4.4)

Notemos que, por propiedades de la función r, los conjuntos V (i) unidas por las
aristas entre ellas de la gráfica V son subgrafos conexos de V , asociados a una
unión de divisores excepcionales.
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Definición 4.2.3 Dado el conjunto ordenado de cocientes polares r1 > r2 > · · · >
rm, Bi ∈ R suficientemente grandes (definidos rigurosamente en [10], (2.5)) y
t ∈ C tal que 0 < |t| < ε << 1 , se define una filtración creciente P· para Xt =
f−1 ({t}):

Pi =

{
z ∈ C2

∣∣∣∣∣
·‖z‖ < ε
·‖l (z) ‖ < Bit

ri

·f (z) = t

}
. (4.5)

La filtración P1 ⊂ · · · ⊂ Pm se llama Filtración Polar de la fibra Xt de f .

Las propiedades geométricas de esta filtración fueron descritas en el trabajo de
Steenbrink-Zucker ([15]) en términos de la resolución minima de X y la filtración
polar de V ; considere

E (i) =
⋃

α∈V (i)

Eα. (4.6)

Por ([15], Prop. 8) llamaremos a (4.6) la Filtración Polar de la unión de los divisores
excepcionalesE de la resolución mı́nima deX . Asociando vecindades tubulares Uα
para cada divisor Eα; consideremos

U (i) =
⋃

α∈V (i)

Uα, (4.7)

entonces, para t suficientemente pequeño, tenemos la siguiente propiedad:

Teorema 4.2.4 (Steenbrink-Zucker [15], Prop. 8)

U (1) ∩ f̃−1 (t) ⊂ · · · ⊂ U (m) ∩ f̃−1 (t) , (4.8)

es difeomorfa a la filtración polar de f ; en particular Pm es difeomorfa a la fibra
de Milnor de f .

Observación 4.2.5 - Cada parte de la filtración polar tiene, en forma intuitiva,
una velocidad de anulamiento en l (z) dada por ri.

- Si |t′| < |t| entonces las filtraciones polares de las fibras Xt′ y Xt son difeo-
morfas.

4.2.1. Ejemplos: Filtración Polar de la gráfica dual.
1. Para la cúspideX = {y2−x3 = 0} (ejemplo 1 de 4.1.1) se tiene sólo un punto

de ruptura r1 = 1
3
, la filtración para la gráfica dual sólo tiene un término V (1)

y la filtración polar es trivial; i.e. P1 = Xt.
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2. Si X = (y2 − x3) (x2 − y3) ; la cúspide doble (ejemplo 2 de 4.1.1), la fil-
tración polar consta de dos elementos. Se tienen tres puntos de ruptura y dos
cocientes polares: r1 = 1

5
, r2 = 1

4
:

3. Cuando la curva tiene más de un exponente caracterı́stico (ejemplo 3 de 4.1.1)
entonces la filtración polar de la gráfica dual tiene más de un elemento. Si
X = {(y2 − x3)

2 − 4x5y − x7 = 0}, el conjunto de cocientes polares es el
siguiente: r1 = 1

6
, r2 = 2

13
y la filtración polar tiene dos elementos:



4.2 La Filtración Polar de la Fibra de Milnor. 71

4. Un ejemplo que ilustra el caso general es considerar {r1 > r2 > r3 > r4}
cocientes polares con cuatro puntos de ruptura {α > β > γ > δ} en la gráfica
dual, los elementos de la filtración en V , V (i); están determinados por los
puntos de ruptura:



72 Filtración Polar de una Curva Plana Reducida.

4.2.2. Ejemplos: Filtración Polar de la fibra de Milnor de f .

Considerando la construcción de la Fibra de Milnor vista en el capı́tulo 3, pode-
mos construir la filtración Polar para curvas irreducibles o reducibles:

- La Cúspide Doble: X = (y2 − x3) (x2 − y3) (ejemplo 2 de 4.1.1).

U (1) ∩ f̃−1 (t) =

⋂
U (2) ∩ f̃−1 (t) =

- Curva Irreducible con más de un cociente Polar: X = {(y2 − x3)
2 − 4x5y −

x7 = 0}(ejemplo 3 de 4.1.1)
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Caṕıtulo 5
Reducción Semiestable.

Teorema 5.0.1 (Teorema de Reducción Semiestable [7]) SeaK un campo de ca-
racterı́stica cero algebraicamente cerrado. Sea B un abierto de una curva no sin-
gular sobre K, fije o ∈ B y sea U = B \ {o}.

Supongamos que f̃ : X −→ B es un morfismo suprayectivo de una variedad
X a B tal que la restricción a U es suave. Entonces existe un cambio de base finito
π′ : B′ −→ B con B′ no singular y o′ = π′−1{o}, ası́ como una variedad o sigular
X ′ tal que el diagrama

X ′

B′ ×B X X

B′ B

?

n

@
@

@
@
@R

p

-

?

p2

?

f̃

-
π′

tiene las siguientes propiedades:

1. Si U ′ = B′ \ o′ entonces n es un isomorfismo sobre U ′.

2. La imagen inversa de o′ bajo p2 ◦ n es un esquema reducido el cual es un
divisor a cruzamientos normales en X ′.
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Lo anterior, para el caso de curvas planas reducidas, se construye a partir de la
resolución minimal Z −→ C2 de f , una superficie Z̃ y un mapeo finito Z̃

p−→
Z de tal forma que, la imagen inversa del divisor E es un divisor Ẽ, tal que la
multiplicidad de cada componente es 1 y además, refleja la topologı́a de la fibra de
Milnor.

Consideremos d el mı́nimo común múltiplo de los dα con α ∈ V . Sea Z̃ la
normalización del producto fibrado:

Z̃

Z ×C C̃ Z

C̃ C

?

n

@
@

@
@
@R

p

-

? ?

f̃=f◦π

-
t−→td

Entonces Z̃ es una superficie con singularidades de tipo cociente cı́clico y p
es la cubierta cı́clica correspondiente; Ẽ = p−1 (E) es un divisor reducido a cru-
zamientos normales en Z̃ , de esta forma, E es un retracto por deformación de
Yt := p−1

(
f̃−1 (t)

)
.

A nivel de la superficie Z̃, en las componentes de Ẽ existe una función entre los
divisores Ẽα = p−1 (Eα) −→ Eα de grado dα, esto restringiendo p.

5.1. Algoritmo para construir la gráfica dual Ṽ de la
reducción semiestable

La gráfica dual Ṽ de Ẽ refleja el comportamiento del morfismo p ◦ f̃ :

Proposición 5.1.1 Existe una función finita a uno pṼ : Ṽ −→ V tal que

- La imagen inversa de un vértice α ∈ V son nα vértices, con

nα = Mcd ({dβ | α está conectado con β ∈ V } ∪ {dα}) . (5.1)
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- La imagen inversa de una arista αβ son kα aristas, con

kα = Mcd (dα, dβ) . (5.2)

Demostración: Consideremos el caso de un divisorEα con multiplicidad dα que
sólo intersecta a un divisor Eβ con multiplicidad dβ . Tomemos coordenadas (z1, z2)
alrededor de la intersección Eα∩Eβ en un abierto Uαβ , luego Ũαβ la normalización
de Uαβ ×C C es isomorfo a un abierto analı́tico de la normalización de

{(t, z1, z2) ∈ C3 | zdα1 z
dβ
2 = td}.

Si nαβ = Mcd (dα, dβ) tenemos que

zdα1 z
dβ
2 = td ⇐⇒

(
zeα1 z

eβ
2

)nαβ = (te)nαβ

teniendo que la normalización del anillo

C [z1, z2, t] /
(
zdα1 z

dβ
2 − td

)
son nαβ copias de la normalización del anillo

C [z1, z2, t] /
(
zeα1 z

eβ
2 − te

)
.

Por tanto, la imagen inversa de Eα tiene nαβ componentes.
Para el caso en que haya más de un divisor excepcional intersectando a Eα,

digamos Eβ1 , . . . Eβk se procede del mismo modo para

{(t, z1, z2) ∈ C3 | (z1−x1)dβ1 . . . (z1−xk)dβkzdα2 = td, con diferentes x1, . . . , xk}.

De modo que la imagen inversa de Eα tiene nαβ1...βk componentes, donde

nαβ1...βk = Mcd (dα, dβ1 , . . . , dβk) .

Para ver que la imagen inversa de un divisor Eα es reducida, consideremos
coordenadas locales (z1, z2) alrededor de la intersección Eα ∩ Eβ en un abierto
Uαβ .

Luego, la fibra no singular de f en Z es de la forma zdα1 z
dβ
2 = td.
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Tomando ξ la nαβ-ésima raiz de la unidad tenemos que zdα1 z
dβ
2 − td = 0 se

factoriza como

(zeα1 z
eβ
2 − te)(zeα1 z

eβ
2 − ξte) · · · (zeα1 z

eβ
2 − ξnαβ−1te),

donde eα y eβ son primos relativos que dividen a e. Teniendo ası́ nαβ compo-
nentes que se intersectan de forma transversal dos a dos. Lo anterior implica que
al normalizar se separan en componentes ajenas. Debido a que el divisor excepcio-
nal es un retracto por deformación del la fibra no singular, entonces Eα tiene como
imagen inversa nαβ componentes ajenas.

Sin pérdida de generalidad tomemos la primera componente de la fibra no sin-
gular

S1 = {zeα1 z
eβ
2 = te} ⊂ C3.

Considerando que eα y eβ son primos relativos que dividen a e entonces eαeβ divide
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a e. Entonces existe u ∈ N tal que ueαeβ = e. Luego la siguiente función ψ

C2 −→ C3

(w1, w2) 7→ (w
ueβ
1 , wueα2 , w1w2)

parametriza una superficie S1 ⊂ C3 con coordenadas (z1, z2, t) definida por la
ecuación

t = w1w2.

Ahora, si t = 0 tenemos que w1 = 0, w2 = 0 es un divisor reducido para t = 0 el
cual es un retracto por deformación de la fibra no singular. De este modo el género
de los divisores excepcionales es el mismo que el género aportado a la fibra de
Milnor por la vecindad T̃α vista en el capı́tulo 2.

En el caso donde hay más de un divisor excepcional intersectando a Eα, diga-
mos Eβ1 , . . . , Eβk , se procede de forma análoga. �

El orden parcial de Ṽ se levanta a Ṽ : α̃ ≥ β̃, si y sólo si, existe una cadena de
β̃ a α̃ cuya imagen bajo pṼ es una cadena decreciente en V de pṼ (α) a pṼ (β) .

5.2. Ejemplos de la reducción semiestable a nivel de
la gráfica dual

1. La cúspide. A nivel de los divisores excepcionales, existen funciones

- Ẽ1 = Ẽ1,1 ∪ Ẽ1,2 −→ E1 de grado 2.

- Ẽ3 = Ẽ3,1 −→ E3 de grado 6.

- Ẽ2 = Ẽ2,1 ∪ Ẽ2,2 ∪ Ẽ2,3 −→ E2 de grado 3.

La gráfica dual se levanta de la siguiente forma,
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2. Análogamente, para una curva irreducible con más de un exponente de Pui-
seux, por ejemplo;X = {(y2 − x3)

2−4x5y−x7 = 0}, a nivel de los divisores
excepcionales existen funciones

- Ẽ1 = ∪4
i=1Ẽ1,i −→ E1 de grado 4.

- Ẽ3 = Ẽ3,1 ∪ Ẽ3,2 −→ E3 de grado 12.

- Ẽ2 = ∪6
i=1Ẽ2,i −→ E2 de grado 6.

- Ẽ5 = Ẽ5,1 −→ E5 de grado 26.

- Ẽ4 = ∪13
i=1Ẽ4,i −→ E4 de grado 13.

La gráfica dual se levanta de la siguiente forma,
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Teorema 5.2.1 La gráfica dual del divisor excepcional de la reducción semiestable
asociada a una curva plana irreducible y reducida es un árbol.

Demostración: Consideremos una curva X = {f = 0} con f ∈ C [x1, x2] una
curva plana irreducible, reducida con singularidad en el origen.

Sea π : Z −→ C2 la resolución mı́nima de X construida a partir de una serie
de explosiones tal que E = π−1 (0) es un divisor a cruzamientos normales en Z.

Supongamos queE = ΣdαEα donde dα ∈ N es la multiplicidad del divisorEα,
la cual se puede calcular iterando el algoritmo de la división, a partir de la expansión
de Puiseux de X .

Recordemos de la sección 2.2 que la gráfica dual V de la resolución minimal es
un árbol de la forma:
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.

Notemos que para cada nodo α en V se pueden tener los siguientes casos:

]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 3 ó ]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 2 y Eα ∩ X̃ 6= ∅.

]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 2.

]{β | Eα ∩ Eβ 6= ∅} = 1, i.e., α es un punto final.

Haciendo un análisis de la imagen inversa de las aristas y los nodos de V vı́a
la reducción semiestable, se tiene que tanto el número de nodos como aristas, están
determinados por los máximo comúnes divisores de los nodos adyacentes 5.1.1.

Al inicio del proceso de desingularización de X y, hasta el primer punto de
ruptura, el análisis de la imagen inversa de la gráfica dual será muy similar al com-
pararse con los demás puntos de ruptura; para la primera parte pasa lo siguiente:

Supongamos que X tiene la siguiente expansión de Puiseux, como en 2.1

x (t) = tm (5.3)
y (t) = a1t

k1 + a2t
k2 + . . .+ ajt

kj + . . .+ ast
ks

Luego el algoritmo de la división nos arroja ciertas relaciones a partir de m y k1

como en 2.6:

k1 = µ(1,0) ·m+ r (5.4)
m = µ(1,1) · r + r(1,1)

r = µ(1,2) · r(1,1) + r(1,2)

...
r(1,nk1−2) = µ(1,nk1)

· r(1,nk1−1) + r(1,nk1)
r(1,nk1−1) = µ(1,nk1+1) · r(1,nk1)
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Para la primera relación tenemos que las multiplicidades de los primeros µ(1,0)

divisores son como se muestra en la figura:

Luego, por lo obtenido en 5.2 y 5.1 tenemos que, la gráfica dual de Ṽ hasta el
µ(1,0) − 1 divisor excepcional no tiene ciclos y tiene la siguiente forma:

Para la segunda relación m = µ(1,1) · r + r(1,1), se tiene que la transformada
estricta de X tiene la siguiente expansión de Puiseux:

x (t) = tm

y (t) = a1t
r + a2t

k2−µ(1,0)·m + · · · ,

luego el proceso de desingularización produce la siguiente parte de la gráfica
dual V :
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con multiplicidades {µ(1,0)·m+r, 2
(
µ(1,0) ·m+ r

)
, . . . , µ(1,1)

(
µ(1,0) ·m+ r

)
},

i.e.; {k1, 2k1, . . . , µ(1,1)k1}, para los divisores Eµ(1,0)+1, Eµ(1,0)+2, . . . , Eµ(1,0)+µ(1,1) ,
respectivamente.

Para esta segunda relación tenemos que en la gráfica dual Ṽ tampoco hay ciclos
pues si 2 ≤ i ≤ µ(1,1) − 1 entonces mcd{(i − 1)k1, ik1, (i + 1)k1} = k1 luego, la
imagen inversa de los nodos Eµ(1,0)+i serán k1 nodos y habrán k1 aristas entre ellos.

Notemos que en el tercer paso, de forma inductiva se ve lo que pasa en las demás
relaciones, la multiplicidad del divisor Eµ(1,0)+µ(1,1)+1

es k1 + m + r y en este paso
se tendrán µ(1,2) divisores excepcionales. Además

mcd{k1 +m+ r, µ(1,0)m, (µ(1,0) − 1)m} < m

luego, la imagen inversa del divisor excepcional Eµ(1,0) es menor a m pero tendrá
la misma cardinalidad que la imagen inversa de Eµ(1,0)+µ(1,1)+1 ası́ como la imagen
inversa de la arista que los conecta, teniendo ası́ que no hay ciclos y, siguiendo
iterativamente este proceso, tenemos que la gráfica dual Ṽ es un árbol hasta el
primer punto de ruptura.

Después del primer punto de ruptura, se tiene que la transformada estricta de X
tiene la siguiente expresión de Puiseux:

x (t) = t
r(1,nk1 ) + términos de mayor órden

y (t) = c1 + c2t
k2−k1 + términos de mayor órden.

La gráfica dual hasta este primer algoritmo de Euclides es de la siguiente forma:
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.

Lo cual nos lleva a un proceso análogo a la primera parte del algoritmo de
Euclides pero con los exponentes r(1,nk1 ) y k2 − k1 y, análogamente para k1 y m se
tiene que no habrá ciclos para esta parte de la gráfica Ṽ .

El proceso se repite para todos los puntos de ruptura, obteniendo de forma ite-
rativa que toda la gráfica dual Ṽ es un árbol. �

Lo anterior nos lleva a cuestionarnos sobre las condiciones sobre el germen de
una curva con varias componentes para que la gráfica dual de la reducción semies-
table tenga ciclos.

Ejemplo 5.2.2 Para ilustrar lo anterior consideremos la reducción semiestable
asociada a las siguientes curvas con más de una componente irreducible:

La cúspide doble: X = {(x, y) ∈ C2 | (y2 − x3)(x3 − y2) = 0}
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Cabe notar que para la cúspide doble, el primer grupo de homologı́a de la
gráfica dual de la reducción semiestable es Z.

X = {(x, y) ∈ C2 | (y2 − x3)(x3 − y5) = 0}:
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A diferencia de la cúspide doble, en este caso tenemos que la gráfica dual es un
árbol y, por tanto su primer grupo de homologı́a de la gráfica dual es trivial.

Conjetura 5.2.3 Dado un germen de curva plana reducida y monodromı́a semi-
simple se tiene que la gráfica dual del divisor excepcional de la reducción semies-
table es un árbol.
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Caṕıtulo 6
Estructura de Hodge de una Curva Plana

Reducida.

6.1. Estructura de Hodge Mixta de la Fibra de Mil-
nor.

Definición 6.1.1 Una estructura de Hodge mixta consiste en

1. un Z-módulo finitamente generado H,

2. una filtración creciente W. de HQ = H ⊗Z Q (filtración por peso),

3. una filtración decreciente F . de HC = H ⊗Z C (filtración de Hodge),

de manera que, para todo m, la filtración F induce sobre GrWmH = Wm/Wm−1

una Estructura de Hodge pura de peso m.

6.1.1. Estructuras de Hodge Mixtas Asociadas a Singularidades
Aisladas.

Sea (X, x) un subconjunto analı́tico de una bola lo suficientemente pequeña
en Cn con singularidad aislada en x. Sea π : X̃ −→ X una resolución de x,
donde π es propia y bimeromorfa. Supongamos que π es un biholomorfismo entre
X̃ \π−1{x} yX \{x}. Asumamos queD = π−1{x} es la unión de divisores suaves
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con cruzamientos normales en X̃ . En este apartado daremos una descripción de los
grupos de cohomologı́a de H∗(D), H∗D

(
X̃
)

y H∗{x} (X) como en ([13]).

Estructura de Hodge Mixta de H∗(D).

Consideremos un acomodo de las componentes de D, D = D1∪ . . .∪Dm. Para
q ≥ 1 sea D̃(q) la unión disjunta de todas las q-intersecciones de las componentes
de D:

D̃(q) = ti1<...<iqDi1 ∩ . . . ∩Diq .

Sea δj : D̃(q) −→ D̃(q−1) funciones naturales para j = 1, . . . , q dadas por las
inclusiones

Di1 ∩ . . . ∩Diq ⊂ Di1 ∩ . . . ∩Dj−1 ∩Dj+1 . . . ∩Diq .

Consideremos las proyecciones aq : D̃(q) −→ D. Para p, q ≥ 0 sea Ap,qD =
(aq+1)∗Ωp

D̃(q+1)
. Sean d′ : Ap,qD −→ Ap+1,q

D la diferencial en (aq+1)∗Ωp

D̃(q+1)
y d′′ =

Σq+1
j=1δ

∗.
Luego (A··, d′, d′′) es un complejo doble de gavillas cuyo complejo total es una

resolución de la gavilla constante CD. Este complejo doble carga con filtraciones
dadas por W· y F · dadas por

F pA·· =
⊕
r≥p

Ar·D y WqA
·· =

⊕
s≥−q

A·sD

las cuales además inducen una filtración de Hodge y una filtración por peso en
H∗ (D,C). La filtración por peso también está bien definida sobre Q. aún ası́ la
convención usual propuesta en ([13]) es tomar:

- F pHk (D,C) es la imagen de Hk (D,F pA·D) en Hk (D,C).

- WrH
k (D,C) es la imagen de Hk (D,Wr−kA

·
D) en Hk (D,C).

Estructura de Hodge Mixta de H∗D
(
X̃
)

.

Consideremos el complejo de gavillas Ω·
X̃

(log D). Luego obtenemos explı́cita-
mente filtraciones W y F dadas por

WkΩ
p

X̃
(log D) =

{ 0 si k < 0

Ωp−k
X̃
∧ Ωk

X̃
(log D) si 0 ≤ k ≤ p

Ωp

X̃
(log D) si k > p
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F rΩp

X̃
(log D) =

{ 0 si p < r
Ωp

X̃
(log D) si p ≥ r.

Luego se define

ApD(X̃) = Ωp−1

X̃
(log D) /Ωp−1

X̃

WkA
p
D(X̃) = Wk+1Ωp+1

X̃
(log D) /Ωp+1

X̃

F rApD(X̃) =

{
0 si p < r

ApD(X̃) si p ≥ r.

Obteniéndose que
(
A·D(X̃,W, F )

)
determinan la estructura de Hodge mixta en

H∗D

(
X̃,C

)
([13]).

Estructura de Hodge Mixta de H∗{x} (X) y el Complejo Cono.

Consideremos τ : B· −→ A· un morfismo de complejos de gavillas, donde
(d ◦ τ) (b) = ε(τ ◦ d)(b) y ε = ±1. Se define el complejo cono C ·τ como sigue

Cm
τ = Bm ⊕ Am−1 y, dC(b, a) = (−εdB(b), dA(a) + τ(b)) . (6.1)

Lo anterior da lugar a una sucesión exacta de complejos

0 −→ A·−1 −→ C ·τ −→ B· −→ 0. (6.2)

Si además A· y B· cargan con filtraciones W y F tal que τ es compatible con
dichas filtraciones entonces C ·τ hereda de forma mixta dos filtraciones WC y FC :

F kCm
τ = F kBm ⊕ F kAm−1 (6.3)

WrC
m
τ = WrB

m ⊕Wr+1A
m−1. (6.4)

Definición 6.1.2 Al complejo (C ·τ ,WC , FC) se le llama cono de τ .

En ([13]) se demuestra que si τ es inyectiva entonces se tiene un cuasi-isomorfismo
de complejos via la proyección de la segunda coordenada a su clase de equivalencia:

λ : C ·τ −→ A·−1/τ
(
B·−1

)
(b, a) 7→ [a] .
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Con la notación anterior consideremos los morfismos de complejos:

φ : Ω·
X̃
−→ A·D(X̃)

ω 7→ a∗1(ω)

y la inclusión

i : Ω·
X̃
−→ Ω·

X̃
(log D) .

Como i es inyectiva, entonces el cokernel de i cumple que Cokeri [−1] '
A·D(X̃). Por tanto

H(Ci) ' Hn
D(X̃).

Más aún y con argumentos similares, se demuestra en ([4]) que H∗{x} (X) '
H∗
(
C(i,φ)

)
donde (i, φ) : Ω·

X̃
−→ Ω·

X̃
(log D) ⊕ A·D(X̃). Pues C(i,φ) es cuasi-

isomorfo a Coker(i,φ) [−1].
Cabe notar dos cosas:

1. Ci y C(i,φ) no son parte de complejos de Hodge cohomológicos, pero son
cuasi-isomorfos a complejos soportados en D y que sı́ provienen de comple-
jos de Hodge.

2. Los complejos anteriores no dependen de la resolución π : X̃ −→ X ([13]).

Estructura de Hodge Mixta para la Cohomologı́a Evanescente.

Consideremos de forma análoga al capı́tulo 5, para el proceso de reducción
semiestable, una función plana f : U ⊂ Cn+1 −→ C, donde U es contraı́ble.
Suponga que existe x ∈ U tal que f(x) = 0 y fuera de x se tiene que f es de rango
máximo. Sea X = f−1{0} y supongamos que f induce una fibración diferenciable
sobre el disco agujerado S \{0}. Denotamos Y∞ a la fibra suave de dicha fibración.

Por el teorema de reducción semiestable, existe un número natural e y una va-
riedad compleja Z̃ con las siguientes propiedades:

- Si S̃ es una copia del disco y S̃ → S donde t 7→ te, entonces Z̃ admite
funciones holomorfas p̃ a U y π̃ a S̃.

- La función π̃ resuelve las singularidades de la fibra especial del producto
directo U ×S S̃.

- π̃−1{0} es un divisor reducido con cruzamientos normales en Z̃.
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Sea Ẽ = p̃−1({x}) y Ỹ la clausura en Z̃ de p̃−1(X \ {x}). Entonces Ỹ es una
resolución de X con divisor excepcional D = Ỹ ∩ E.

Recordemos que la trivialización local de f sobre el disco agujerado da lugar a
una monodromı́a geométrica h : Y∞ → Y∞; la cual se puede construir de tal forma
que h sea la identidad fuera de un compacto de U ([14]). La función w 7→ h∗(ω)
induce transformaciones

T : H∗(Y∞) −→ H∗(Y∞) y Tc : H∗c (Y∞) −→ H∗c (Y∞).

Como Y∞ es una variedad Stein de dimensión n, se tiene que Hk(Y∞) = 0 si
k > n y Hk

c (Y∞) = 0 si k < n. Entonces tenemos la siguiente sucesión exacta:

. . . −→ Hk
{x}(X) −→ Hk

c (Y∞) −→ Hk(Y∞) −→ Hk+1
{x} (X) −→ . . .

la cual induce una sucesión exacta de Estructuras de Hodge Mixtas, i.e, un complejo
de gavillas que respeta las Estructuras de Hodge de cada componente del complejo.

Consideremos A·· el complejo de gavillas soportado en Ỹ ∪ Ẽ como se define
en ([14]) considerando las filtraciones análogas a 6.1.1

Apq = Ωp+q+1

Z̃
(log Ỹ + Ẽ)/WqΩ

p+q+1

Z̃
(log Ỹ + Ẽ),

donde d′ : Apq −→ Ap+1,q es inducida por la diferencial en Ω·
Z̃

(log Ỹ + Ẽ) y
d′′ : Apq −→ Ap,q+1 es inducida por el cup product con el pullback de la sección
global dt

t
para t un parámetro en el disco S.

Sean las siguientes filtraciones W y F en A··,

F pA·· =
⊕
s≥p

⊕
q

As,q,

WrA
·· =

⊕
p,q

WrA
p,q,

donde WrA
p,q es la imagen de W2q+r+1Ωp+q+1

Z̃
(log Ỹ + Ẽ) en Ap,q.

Sea K ··c el subcomplejo de A·· definido por:

Kp,0
c = Ωp+1

Z̃
(log Ẽ)/W0

Kp,q
c = Ap,q para q > 0,

con las filtraciones inducidas W y F .
Sea K ·· el complejo cociente de A·· definido por:

Kp,q = Ωp+q+1

Z̃
(log Ỹ + Ẽ)/Ω1

Z̃
(log Ỹ ) ∧WqΩ

p+q

Z̃
(log Ẽ),

con las filtraciones inducidas W y F .
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Teorema 6.1.3 (Steenbrink, [13]) Fijando la función coordenada t ∈ S. Existen
isomorfismos naturales

Hk(Y∞) −→ Hk(K ··) y Hk
c (Y∞) −→ Hk(K ··c ), (6.5)

tal que la función Hk
c (Y∞) −→ Hk(Y∞) es inducido por los morfismos de comple-

jos
K ·c ↪→ A· � K ·.

Las filtraciones respectivas W y F inducen estructuras de Hodge Mixtas en
H∗c (Y∞) y H∗(Y∞)

6.1.2. Construcción Algebraica de la Filtración por Peso (polar)
en el Divisor Excepcional.

En este apartado veremos la construcción hecha por Steenbrink y Zucker en
([15]) de forma algebraica. Consideremos p : Z̃ −→ Z como en (5) y definamos
Ỹ = p−1

(
X̃
)

, y r̃ : Ṽ −→ Q componiendo con r.

Para I ⊂ Ṽ sea ẼI =
⋃
α∈I Ẽα e I ′ = Ṽ�I . Definiremos un complejo de

gavillas soportado en ẼI de la siguiente forma:

K∗ (I) =
[
OẼI

d−−→ ωẼI (δI)
]
, (6.6)

donde ωẼI es la gavilla dualizante de ẼI , y δI es el divisor de puntos de la

intersección ẼI ∩
(
ẼI′ ∪ Ỹ

)
. Entonces, debido a que Ỹ + Ẽ es un retracto por

deformación de Yt:
H∗
(
K .
(
Ṽ (i)

))
∼= H∗ (Pi,C) . (6.7)

Lo cual le provee una estructura de Hodge mixta, via el complejo de gavillas so-
portado en Ṽ (i) como se define en ([14]) considerando las filtraciones análogas a
6.1.1 en particular para i = m recuperamos la estructura de Hodge mixta usual de
la cohomologı́a evanescente.

Para J ⊂ I tenemos lo siguiente:

ωẼJ (δJ) ∼= ωẼI (δI)⊗OẼJ ∼= ωZ̃

(
Ẽ + Y

)
⊗OẼJ ,

por lo cual tenemos una función suprayectiva

K . (I) −→ K . (J) .
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Denotemos K . (I, J) el kernel de tal morfismo; i.e, el complejo siguiente:

OẼI−J
d−−→ ωẼI−J

(
δI |ẼI−J

)
. (6.8)

Esto nos da un complejo de Hodge mixto vı́a la construcción cono como en la sec-
ción 6.1.1. La cual también nos da una estructura de Hodge mixta en la cohomologı́a
relativa. En particular,

H∗
(
K .
(
Ṽ (i) , Ṽ (i− 1)

))
∼= H∗ (Pi, Pi−1) . (6.9)

En el trabajo de Steenbrink-Zucker se hace notar que los puntos de ruptura son
aquellos que realmente están aportando a cada nivel de la filtración polar. Esto nos
motiva a considerar los siguientes conjuntos:

- Ci = {Eα | α es un punto de ruptura de V y r (α) = ri}.

- C ′i = p−1 (Ci) es una unión disjunta de componentes de Ẽ.

- Σ′i = {C ′i ∩ Eβ | r (β) < ri}.

- C̃i = Ci \ Σ′i es una curva suave.

- Σi =
⋃
{C̃i ∩ Ẽβ | r̃ (β) > ri}.

Teorema 6.1.4 (Steenbrink-Zucker, [15]) Existe un isomorfismo natural de es-
tructuras de Hodge mixtas

H∗ (Pi, Pi−1)
∼=−−→ H∗

(
C̃i,Σi

)
. (6.10)

el cual transfiere la acción de la monodromı́a de H∗ (Pi, Pi−1) a la acción de la
transformación cubriente C̃i −→ Ci en H∗

(
C̃i,Σi

)
.

6.1.3. Descripción Geométrica de la Estructura de Hodge Mixta
(de Deligne) de Superficies de Riemann de género g con
agujeros.

Veamos que es posible construir una Estructura de Hodge Mixta para S una
superficie de Riemann de género g a la cual se le han retirado k puntos:
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Consideremos

- S

- Λk = S \ {k pts.}

- {k pts.}

y la sucesión exacta de cohomologı́a relativa:

0 −→ H0
c (Λk,C) −→ H0

c (S,C) −→ H0
c (S,Λk,C) −→

−→ H1
c (Λk,C) −→ H1

c (S,C) −→ H1
c (S,Λk,C) −→

−→ H2
c (Λk,C) −→ H2

c (S,C) −→ H2
c (S,Λk,C) −→ 0;

como S es compacto, H i
c (S,Λk) = H i (S,Λk) ' H i

c ({k pts.}) entonces

0 −→ H0
c (Λk,C) −→ H0

c (S,C) −→ H0
c ({k pts.},C) −→

−→ H1
c (Λk,C) −→ H1

c (S,C) −→ H1
c ({k pts.},C) −→

−→ H2
c (Λk,C) −→ H2

c (S,C) −→ H2
c ({k pts.},C) −→ 0,

por dualidad de Poincaré:

H0
c (Λk,C) ' H2 (Λk,C) = 0

H1
c (Λk,C) ' H1 (Λk,C)

H2
c (Λk,C) ' H0 (Λk,C) = C
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y, como {k pts.} es compacto tenemos lo siguiente:

H0
c ({k pts.},C) = H0 ({k pts.},C) ' Ck

H1
c (S,C) = H1 (S,C) ' C2g

sustituyendo obtenemos

0 −→ C −→ Ck −→ H1
c (Λk,C) −→ C2g −→ 0 −→ C −→ C −→ 0 (6.11)

por tanto,

H1
c (Λk,C) ' C2g+k−1. (6.12)

Para describir la filtración por pesoW. deH1
c (Λk,Q), consideremos {γ1, γ2, . . . , γ2g}

generadores de H1 (S,Z) Como la secuencia de cohomologı́a relativa es compati-
ble entre Estructuras de Hodge Mixtas, es posible obtener una filtración por peso
como sigue

0 −→ H0 (S) −→ W0H
0 ({k pts.},Q) −→ W0H

1
c (Λk,Q) −→ 0, (6.13)

0 −→ Q −→ Qk −→ W0H
1
c (Λk,Q) −→ 0, (6.14)

obteniendo ası́ que

W0H
1
c (Λk,Q) = Qk−1; (6.15)

además,

0 −→ 0 −→ GrW1H
1
c (Λk)

∼=−→ GrW1H
1 (S) −→ 0; (6.16)

esto implica que
GrW1H

1
c (Λk) = Q2g; (6.17)

el cual tiene una filtración de Hodge de peso 1 dada por

F 0GrW1H
1
c (Λk) = C2g ⊃ F 1GrW1H

1
c (Λk) = Cg ⊃ 0. (6.18)

Por otro lado, consideremos los siguientes conjuntos:
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- S

- U = S \ {k pts.},

- V = tki=1Di donde cada Di es un disco alrededor de cada punto removido;

y la sucesión de Mayer-Vietoris:

0 −→ H0 (S) −→ H0 (U)⊕H0 (V ) −→ H0 (U ∩ V ) −→ (6.19)
−→ H1 (S) −→ H1 (U)⊕H1 (V ) −→ H1 (U ∩ V ) −→
−→ H2 (S) −→ H2 (U)⊕H2 (V ) −→ H2 (U ∩ V ) −→ 0;

sustituyendo en (6.19):

H∗ (S) H∗ (U ∩ V ) = ⊕ki=1H
∗ (S1) H∗ (V ) = ⊕ki=1H

∗ (D1) H∗ (U)

H0 (S) ∼= C H0 (U ∩ V ) ∼= Ck H0 (V ) ∼= Ck H0 (U) ∼= C
H1 (S) ∼= C2g H1 (U ∩ V ) ∼= Ck H1 (V ) = 0
H2 (S) ∼= C H2 (U ∩ V ) = 0 H2 (V ) = 0 H2 (U) = 0

obtenemos la siguiente sucesión exacta:

0 −→ C −→ C⊕Ck −→ Ck −→ C2g −→ H1 (U)⊕ 0 −→ Ck −→ C −→ 0.
(6.20)

Haciendo la suma alternada de las dimensiones de cada elemento de la sucesión
exacta, despejando la dimensión de H1 (U) y usando (6.12) obtenemos que

H1 (U) = H1 (S \ {k pts.}) ∼= C2g+k−1 = H1
c (S \ {k pts.}) . (6.21)

De lo anterior, podemos concluir que:

Proposición 6.1.5 Las dimensiones de las filtraciones de la Estructura de Hodge
Mixta de una superficie de Riemann S de género g con k puntos removidos se
pueden calcular a partir de g y k.
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6.2. Construcción Algebraica de Estructuras de Hod-
ge Mixtas en la fibra singular.

Aunque en el trabajo de Steenbrink-Zucker se considera una Estructura Mixta
de Hodge asociada a los divisores excepcionales resultantes de la reducción semi-
estable de la singularidad de la curva, i.e., al lı́mite cuando t −→ 0 de la fibra
de Milnor, no se habla de ella en t 6= 0. El resultado principal de este trabajo lo
complementa en ese sentido.

Teorema 6.2.1 Sean f, h polinomios homogéneos de grado d en C [z0, z1, z2] tal
que:

- Si t = 0, entonces X0 = {f = 0} es una curva singular reducida con
singularidad local irreducible con m exponentes de Puiseux.

- Si t 6= 0 entonces Xt = {f − th = 0} es una curva proyectiva lisa.

Entonces, para cada t 6= 0 con |t| << 1 existe (F ·t , P·) una estructura mixta de
Hodge compatible con la estructura mixta de Hodge de los divisores excepcionales
(F ·, P·), i.e, (F ·t , P·)

t→0−→ (F ·, P·)

Demostración: ConsideremosXt = {f−th = 0} curva proyectiva lisa si t 6= 0,
luego existe una estructura de Hodge pura

F ·t : F 1H1(Xt,C) = H0(Xt,Ω
1
Xt

)⋂
H1(Xt,C)

Recordemos que, aunque F ·t depende de t, su dimensión es constante, lo cual
nos da una aplicación propia de la familia de curvas sobre el disco

X
π ↓

∆

Luego, tenemos que R1π∗CX es un fibrado vectorial localmente trivial sobre el
disco, por tanto es trivial igual a ∆×C2g, donde g = (d−1)(d−2)

2
.

Entonces se tiene una función del disco agujerado a la Grassmanniana sin sin-
gularidades esenciales en t = 0.

F : ∆∗ −→ Grass(g, 2g)

t 7→ F 1H1(Xt,C)



100 Estructura de Hodge de una Curva Plana Reducida.

La cual tiene una extensión continua a t = 0. Sea F = F(0).
Consideremos la construcción hecha en la sección 5 donde se describe la reduc-

ción semiestable a partir de una curva singular, aplicada a la parte local de X0.
Si r1 > r2 > . . . > rm son los cocientes polares del germen en (C2, 0) :

X0,l = {f = 0} yXt,l es la fibra de Milnor deX0,l ; entonces tenemos una filtración
geométrica de

Ỹt,l = X̃t,l ∩ U ,
donde U = ∪Ũi, Ũi = p−1(Ui), para Ui vecindades tubulares de los divisores
excepcionales Ei como en (4.6).

X̃t,l = σ−1(Xt,l) ⊂ Z̃

Z ×C C̃
Z

C̃

Xt,l ⊂ C2

C

pn

t −→ td

π

f

σ = π ◦ p

Por la observación 4.2.5, si t, t′ 6= 0 entonces Xt,l, Xt′,l son difeomorfas, luego
Ỹt,l, Ỹt′,l también son difeomorfas y, ambas se retraen por deformación a σ−1(X0,l)
vı́a rt : X̃t,l −→ Ỹ + Ẽ.

Por tanto, topológicamente, podemos considerar la filtración por peso polar en
el divisor Ẽ, donde σ−1(X0,l) = Ỹ + Ẽ, dada por:

Qi = H∗(K∗(Ṽ (i)),Q),

la cual carga con una estructura mixta de Hodge (Steenbrink-Zucker, [15]).
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ConsiderandoH1(Xt,Qi)λ=1, la parte de la cohomologı́a racional deXt,H1(Xt,Qi)
invariante bajo la monodromı́a, tenemos que la filtración P· está dada por:

Pi := σ∗(r
∗
t (Qi)) para i ∈ {1, . . . ,m}

Pm+1 := Pm ⊕H1(Xt,Qi)λ=1

dicha filtración es rı́gida pues tiene coeficientes en Q, luego se preservan las dimen-
siones correctas conforme t se mueve y se induce una estructura mixta de Hodge en
la fibra Xt,l.

Debido a que Ft
t→0−→ F , tenemos que (F, P ) cumple con lo deseado.

�

6.3. Filtración Polar asociada a la estructura de Hod-
ge de la fibra de Milnor en el anillo de polino-
mios.

En esta sección mostraremos como lo visto en el capı́tulo 1 se complementa
con las secciones anteriores de este capı́tulo. Utilizando la filtración obtenida en la
sección anterior, se dará una filtración polar en el anillo de polinomios.

Corolario 6.3.1 Dado f : C2 −→ C un polinomio de grado d de tal forma que la
familia de curvas

Xt = {z ∈ C2 | f (z) = t} (6.22)

son lisas si t 6= 0 y tienen una singularidad aislada en (0, 0) si t = 0. Existe una
filtración en el subespacio vectorial de polinomios de grado 2d−3, compatible con
la filtración (F ·, P·)

Demostración: Tomemos la inclusión natural Xt ↪→ CP2 como curvas proyectivas
lisas si t 6= 0. Esto es, X̃t es la familia de curvas proyectivas lisas definidas para
cada t por los ceros del polinomio resultante de homogeneizar f − t

(
Ft = f − t

)
.

Como se vio en la sección 1.6.2, para cada t 6= 0, tenemos filtraciones en los anillos
de polinomios

0 ⊂ JFt ∩C [z0, z1, z2]2d−3 ⊂ C [z0, z1, z2]2d−3 ; (6.23)

ası́ como filtraciones de Hodge en la cohomologı́a primitiva H1
(
X̃t,C

)
0

dadas
por la imagen de la función residuo aplicado a clases de formas diferenciales en
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H2
(
CP2 − X̃t

)
, que varı́an de manera holomorfa en t y son determinadas por

polinomios en C [z0, z1, z2]2d−3 :

0 ⊂ F 1H1
(
X̃t,C

)
= H0

(
X̃t,Ω

1
X̃t

)
= res

(
Ω2

P2

(
1X̃t

))
⊂ H1

(
X̃t,C

)
= res

(
Ω2

P2

(
2X̃t

))
.

Consideremos que la monodromı́a de H1
(
X̃t,C

)
es unipotente y por tanto

existe una descomposición en suma directa de eigenespacios asociados a eigenva-
lores distintos a 1 con un eigenespacio asociado al valor propio 1:

H1
(
X̃t,C

)
=
⊕
λ 6=1

H1
(
X̃t,C

)
λ
⊕H1

(
X̃t,C

)
1
.

Realicemos un análisis restringido a la parte de la cohomologı́a que no queda
fija bajo la monodromı́a. Esto define un subespacio F 1At ⊂ At ⊂ C [z0, z1, z2]2d−3

definido de la siguiente forma:

At =

{
g ∈ C [z0, z1, z2]2d−3

∣∣∣∣∣res
(

gΩ(
f − t

)2

)
∈
⊕
λ 6=1

H1
(
X̃t,C

)
λ

}
.⋃

F 1At =

{
g ∈ JFt ∩C [z0, z1, z2]2d−3

∣∣∣∣∣res
(

gΩ(
f − t

)2

)
∈
⊕
λ6=1

H1
(
X̃t,C

)
λ

}
.

Notemos que, como H1
(
X̃t,C

)
es un fibrado en el disco agujerado y la fun-

ción residuo es sobreyectiva en la cohomologı́a primitiva entonces los siguientes
espacios vectoriales tienen dimensión constante:

Bt = At�Ker (res) (6.24)⋃
F 1Bt = F 1At�Ker (res) (6.25)

donde res : C [z0, z1, z2]2d−3 −→ H1
(
X̃t,C

)
. Por tanto, podemos afirmar que

es posible estudiar localmente la cohomologı́a de orden 1 de la fibra de Milnor
Xt = {z ∈ U | f (z) = t}, para U una vecindad del origen vı́a Bt.

Por otro lado, recordemos que por el teorema 4.2.4 la filtración polar Pi es
difeomorfa a

U (1) ∩ f̃−1 (t) ⊂ · · · ⊂ U (m) ∩ f̃−1 (t) ,
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además cada p−1
(
U (i) ∩ f̃−1 (t)

)
se retrae por deformación a p−1 (V (i)), cuya

topologı́a sólo depende de los puntos de ruptura de la gráfica dual y no de t. Por
tanto, podemos definir {T i} como sigue:

Dado el conjunto ordenado de cocientes polares r1 > r2 > · · · > rm, sea
0 < t < ε << 1, y Pi es como en 4.5; la siguiente filtración creciente T · está dada
por:

T it =

{
ω ∈

⊕
λ 6=1

H1
(
X̃t,C

)
λ

:

∫
γ

ω = 0, ∀γ ∈ H1 (Pi,C)

}
. (6.26)

Además define una filtración en Bt dada por:

T̃ it =

{
[g] ∈ Bt : res

(
gΩ(

f − t
)2

)∣∣∣∣∣
Pi

= 0

}
(6.27)⋃

F 1T̃ it =

{
[g] ∈ F 1Bt : res

(
gΩ(

f − t
)2

)∣∣∣∣∣
Pi

= 0

}
(6.28)

las cuales; tanto T ·t como T̃ ·t , son filtraciones de espacios vectoriales que varı́an de
manera holomorfa en t y; análogamente a Pi, tienen dimensión independiente de t.

Por tanto, dado un 0 < ε << 1, ∆∗ = {z ∈ C|0 < ‖z‖ < ε} existe una función
Di para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} dada por

Di : ∆∗ −→ Z (6.29)

t 7→ dim
(
T̃ it

)
;

es semicontinua superiormente.
Luego, existe una función D : ∆∗ → ΠGr (di, d, ) con d, di enteros positivos

para cada i ∈ {1, . . . ,m} continua.
Las filtraciones F 1T̃ it ⊂ T̃ it definidas para t 6= 0 pueden extenderse a t = 0, y

ya que las filtraciones definidas en el teorema anterior para t 6= 0 son compatibles
con la filtración en t = 0, también lo será F 1T̃ it ⊂ T̃ it .
�
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