0 CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICAS

CIMAT

Centro de Investigacién en Mateméticas, A.C.

SENSADO COMPRIMIPO EN IMAGENES DE
RESONANCIA MAGNETICA PESADAS POR
DIFUSION DE AGUA

T E S 1 5

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

Maestria en ciencias computacionales y matematicas
industriales

PRESENTA:

Ricardo Alonso Rios Carrillo

TUTORES:
Dr. Julio C. Estrada Rico

Dr. Alonso Ramirez Manzanares

Guanajuato, Guanajuato, 2017







A mi padre, mi madre y mi tia, por su invaluable apoyo. Los amo.






Reconocimientos

Quisiera agradecer principalmente y sobre todo a mis asesores el Dr. Julio Estrada
y el Dr. Alonso Ramirez. Este 1ltimo ano ha sido particularmente complicado para
mi, pero gracias a su paciencia, dedicacién, consejo y apoyo me han salvado (dicho sin
exageracion) de posibles caminos muy obscuros. Es gracias a ellos que la elaboracién de
esta tesis y mi vida académica ha podido salir adelante, ambos se han hecho un modelo
a seguir para mi persona, y por ello estoy mas convencido de seguir por el noble camino
de la ciencia.

A todos mis companeros, amigos y profesores que he tenido la fortuna de conocer en
CIMAT, todos y cada uno de ellos han hecho invaluables contribuciones a mi persona,
lo cual han hecho de CIMAT una de las experiencias mas trascendentales en mi vida.
Espero haber podido devolver el gesto con creces.

Quiero agradecer al Dr. Salvador Ruiz Correa (IPICYT), la Dra. Rebeca Romo
(UdeG) y el Dr. Alejandro Morales (UdeG), que en primer lugar es gracias a su ejemplo
y apoyo por lo cual he dado y encontrado con mi lugar en CIMAT.

Agradezco a toda mi familia, que siempre esta conmigo en los momentos mas difici-
les, su apoyo incondicional es invaluable.

Finalmente quiero agradecer a mi alma mater, CIMAT, por todo el apoyo econémi-
co, académico y personal. Al Concejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT),
por su apoyo econémico a lo largo de mis estudios de Maestria, debido a ello estudiantes
como yo que dependemos de ello para continuar nuestra bisqueda por la ciencia.

II1






Declaracion de autenticidad

Por la presente declaro que, el contenido de esta tesis es original y no se ha pre-
sentado total o parcialmente para su consideracién para cualquier otro titulo o grado
en esta o cualquier otra Universidad. Esta tesis es resultado de mi propio trabajo y no
incluye nada que sea el resultado de algin trabajo realizado en colaboracién, salvo que
se indique especificamente en el texto.

Ricardo Alonso Rios Carrillo. Guanajuato, Guanajuato, 2017







Indice general

Indice de figuras
Indice de tablas

1. Introduccién
1.1. Objetivo - Motivacion . . . . . . . . . .. .. . o
1.2. Metodologia . . . . . . . . . ..
1.3. Conmtribuciones . . . . . . . . . . .
1.4. Estructuradelatesis. . . . . . . . . . . . ...

2. El sensado comprimido

2.1. El muestreo de senales . . . . .. .. ... ... ..
2.2. Principios del sensado comprimido . . . . .. ... ... Lo
2.21. Raleza . . . . . . . . e

2.2.2. Incoherencia . . . . . .. . ... ... ... e

2.3. Recuperacion de una senial con sensado comprimido . . . . . . ... ..
2.3.1. Sensado Comprimido Robusto . . . . .. ... ... ... ....

2.3.1.1. Lidiando con el ruido: El problema LASSO . . . .. ..

2.3.2. Matricesde sensado . . . . . .. ... L.

3. Principios y técnicas de imagenologia de resonancia por difusién
3.1. Principios fisicos de difusién . . . . . . ... ... ...
3.2. Imaéagenes de resonancia pesadas por difusion . . . . . ... .. ... ..
3.3. Imadagenes por tensor de difusiéon . . . . . . ... ... ...

3.3.1. Modelo de tensor multicompartimiento . . . . . . ... ... ...
3.4. Imagenologia del espacio Q . . . . . . . . . ... .. L.
3.5. Imégenes de espectro por difusién . . . . . . .. ... ...
3.5.1. Funcidn de distribucién-orientacién . . . . . . . . ... ... ...

3.6. Ruidoen DW-MRI . . . . . . . . . . .

4. Metodologia
4.1. Diseno de experimento . . . . . . . . . ... ..
4.1.1. Métricas de error . . . . . . . ... ..o e e

IX

XI

W W N = =

ENEEN >RGN

11
12

13
13
14
18
19
21
21
22
23

VII



INDICE GENERAL

4.2. Generacién sintética delasenal S. . . . . .. ... ... ... ... ..
4.2.1. Senales S con crucesde fibras . . . . .. ... ... ... ... ..
4.2.2. Vectorizando el espacio3D . . . . .. ... ... oL

4.3. Diseno de la matriz de sensado comprimido A . . . . . .. ... ... ..
4.3.1. Construccién de matriz de sensado de Fourier . . . . . . ... ..
4.3.2. Construccién de diccionario de representaciéon basado en distri-

buciones de difusién . . . .. . ... oL L

4.4. Muestreo Q delasenal S(¢) . . . . .. ... .. L.

4.5. Optimizando pardmetros . . . . . . . . .. ..o
4.5.1. Valores iniciales . . . . . . . . . . .. ... ... ...
4.5.2. Parametro Q . . . . . . ..
4.5.3. Pardmetro A . . . . .. ...

5. Resultados y analisis
5.1. Desempeno de métricas bajo variaciones de ruido Riciano . . . . . . ..
5.2. Resultados de optimizacion de parametros . . . . . . . . . ... ... ..
5.2.1. Convergencia pardmetro A . . . . . . . ... ...
5.2.2. Convergenciade . . . . . . ... o
5.3. Desempeno de recuperacion del propagador conjunto promedio . . . . .
5.3.1. Ejemplos de reconstruccién . . . . .. ..o L.

6. Conclusiones
6.1. Trabajoafuturo . . . . . ... . ...

Apéndice A. Algoritmo ADMM
Apéndice B. Informacién adicional sobre el valor q
Apéndice C. Métricas entre distribuciones

Bibliografia

43
43
44
46
48
49
50

53
54

55

56

57

59

VIII



Indice de figuras

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

5.1.
0.2.
5.3.
0.4.
9.5.
95.6.
5.7.

Secuencia de pulsos PGSE . . . . . . ... o oo 0oL 15
Decaimiento de la sefial de DW-MRI en presencia de difusién. . . . . . . 18
Matrices de tensores de difusion y sus elipsoides correspondientes. . . . 20
Estimacién dela ODFen DSI . . . . . .. ... ... ... .. ...... 23
El grid en el protocolode DSI . . . . . . . ... ... L. 29
Diccionario P . . . . . . . . . e 33
Direcciones en la media esfera del diccionario P. . . ... ... ... .. 36
Ejemplo de muestreosen 2D . . . . . ..o Lo oL 38
Ajuste lineal visual de métricas de error . . . . . . .. ... ... .. 45
Ajuste lineal visual de métricas de error para SNR>30 . . . . . . . .. 46
Rango aproximado de valores é6ptimos A . . . . . . ... ... L. 47
Rango aproximado de valores 6ptimos A de muestreos con handicap . . 47
Ejemplo de reconstruccién 1 . . . . . . . ... 51
Ejemplo de reconstruccién 2 . . . . . ..o oo 52
Ejemplo de reconstruccién 3 . . . . . . ... Lo L 52

IX






[ndice de tablas

4.1.
4.2.

5.1.
0.2
5.3.
0.4.
9.5.
9.6.

Parametros del protocolo DST . . . . .. .. .. oo oL 28
Total de muestras m . . . . . . . . . ... 39
Desempeno promedio de métricas de error a diferentes SNR . . . . . .. 44
Varianza del desempeno promedio de métricas de error a diferentes SNR 45
Valores 6ptimos de A para un muestreo élite . . . . . . .. ... ... .. 48
Desempeno de muestreos Gaussianos . . . . . . . .. ... ... ... .. 49
Desempeno de muestreos Gaussianos con handicap . . . . .. .. .. .. 49
Desempeno de muestreos élite . . . . . . ... ... oL, 50

XI






Capitulo 1

Introducciéon

Las imégenes de resonancia magnética pesadas por difusién (DW-MRI en sus siglas
en inglés: “Diffusion Weighted Magnetic Resonanse Imaging”) aprovechan el fenémeno
de difusién de las moléculas de agua en tejido biolégico, produciendo imégenes médicas
que reflejan el mapeo del proceso de difusién en el tejido biolégico, permitiendo inferir
la micro estructura del tejido en cuestién, tales como células, fibras, membranas etc.

Para algunas aplicaciones de imagenes de resonancia magnética pesadas por difusién
(como en tractografia), se requiere obtener el conjunto propagador promedio (EAP, por
sus siglas en ingles: “Ensamble Average Propragator” ) [1] de cada véxel en el estudio.
El EAP describe una distribucién de probabilidad de como las moléculas de hidrégeno
(en general estamos hablando de agua) se han desplazado dentro del véxel, lo cual
ayuda a inferir la infraestructura dentro del véxel, tales como fibras axonales etc.

Por otro lado, en los ultimos anos ha surgido en el campo del procesamiento de
senales un esquema de muestreo y recuperacién de sefiales conocido como sensado com-
primido (CS por sus siglas en ingles: “compressed sensing” o “compressive sampling”)
[2], el cual dicta que, si se cumplen ciertas suposiciones en el esquema de muestreo, uno
puede muestrear y recuperar la senal adecuadamente con un nimero de muestras por
debajo de metodologias habituales.

1.1. Objetivo - Motivacién

Para aproximar el EAP existen varios métodos (como imdagenes por tensor de di-
fusién [3]). Sin embargo, el método més preciso para obtener el EAP son las imdgenes
de espectro por difusion (DSI por sus siglas en inglés: “Diffusion Spectrum Imaging”)
[4], el cual obtiene una discretizaciéon del EAP aprovechando la relacién de Fourier que
existe entre el EAP y el conocido como espacio Q [1] (este siendo el espacio donde
se mide directamente la senal de DW-MRI). Sin embargo, para que el DSI sea efec-
tivo se requiere una cantidad considerable de muestras del espacio Q, lo cual implica
un problema practico muy grande para este tipo de imégenes: Mucho tiempo de
muestreo.




1. INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis es aplicar adecuadamente la técnica del sensado comprimido
para realizar DSI en imagenes de DW-MRI con un nimero de muestras significativa-
mente menor al requerido en el DSI. Esto implica mucho menor tiempo de muestreo, y
obtener aun asi iméagenes con suficiente calidad para diferentes aplicaciones.

Otro objetivo consiste en aprovechar el esquema de la teoria del CS para recuperar el
EAP al proponer un diccionario que introduce informacion de distintas distribuciones de
hidrégeno, lo cual no se ha visto en nuestro conocimiento en otro trabajo con objetivos
similares.

1.2. Metodologia

La teoria del sensado comprimido requiere resolver el siguiente problema de opti-
mizacién convexo [2]:
min || Aoz — yalle, + Azl (1.1)

donde:

» y: Es la senal a muestrear de tamano (en el caso discreto) n. yo implica que ya
estd muestreada, con un tamafo m.

s A: Una matriz de tamafnio n x [ compuesta de dos bases, conocida como la matriz
de sensado comprimido.

= 1: Una representacién rala de la senal a recuperar, de tamano I.

= (): Conjunto de indices con los cuales se muestrea a la senal, existirdn m indices
en tal conjunto.

= \: Pardmetro de regularizacion, relacionado a la tolerancia al ruido.

La senal y corresponde a senales sintéticas de DW-MRI bajo los parametros del
protocolo estandar de DSI. Para validar la robustez de la reconstrucciéon de la senal
obtenida en la solucién, estas senales corresponden a simulaciones de cruces de fibras
(donde modelos mas simples como tensores de difusién fallan) donde también agregamos
cierto nivel de ruido sintético. Para validar la calidad de las reconstrucciones obtenidas,
se exploran algunas métricas de distancia entre distribuciones, las cuales también sirven
de apoyo en la optimizacion de la metodologia.

La matriz de sensado comprimido A se compone de una combinacién de dos bases
tal que A = ®W¥, donde:

= ®: Es la base de sensado, de tamano n X n. En este caso se trata de una matriz de
bases de Fourier debido a que este es el esquema utilizado en imagenes DW-MRI.

= U: Es una base de representacién rala de la senal a recuperar, de tamano n x [.
En esta tesis, esta base corresponde a un diccionario, el cual contiene informacién
sobre posibles distribuciones de difusién. Es importante destacar que el EAP
(distribucién p) se obtiene al realizar la conversién p = Wz.




1.3 Contribuciones

Los pardmetros A y €2 se estiman de una manera aproximadamente éptima mediante
un sencillo esquema de aprendizaje de maquina supervisado el cual serd visto mas
adelante.

1.3. Contribuciones

Algunos trabajos con objetivos similares a los presentados en esta tesis usan bases
wavelets como base de representacién sparse ¥ [5] [6], otros usan bases sparse més
elaboradas y especificas al modelo [7] [8]. Sin embargo, a pesar de que cumplen en
mayor o menor medida con la raleza requerida, estas bases no aportan informacién
extra sobre el EAP que buscamos recuperar.

Esta tesis hace dos principales contribuciones

= Propone un esquema para hacer uso de sensado comprimido en imagenes de reso-
nancia magnética pesadas por difusién, especificamente para imagenes con DSI.

= La base de representacion ¥ propuesta en esta tesis aprovecha el modelo para
introducir informacién de distribuciones de difusién de hidrégeno, y al mismo
tiempo haciendo que la senal x sea lo mas rala posible, como es requerido en el

CS.

De esta forma, la sefial z no sélo cumple con los requerimientos del CS, sino que
ademads también contiene informacion de la posible microestructura dentro del véxel
debido a que proviene de un modelo que supone cierto tipo de micro estructura desde un
inicio, lo cual, en nuestro conocimiento, no ha sido explorado en trabajos con objetivos
similares a los de esta tesis.

1.4. Estructura de la tesis

Este trabajo estd dividido en 6 capitulos, siendo el primer capitulo la introduccién
a la tesis, la cual hace mencién de sus objetivos y motivaciones. El segundo y tercer
capitulo engloban el marco tedrico necesario para el desarrollo de esta tesis, los cuales
detallan respectivamente a la teoria del sensado comprimido y de iméagenes de reso-
nancia magnética pesadas por difusién. El cuarto capitulo contiene la metodologia de
trabajo propuesta en esta tesis para cubrir los objetivos. El quinto capitulo presenta
los resultados obtenidos mediante la metodologia propuesta, asi como un andlisis y
detalles de los mismos. Finalmente el sexto capitulo contiene unas conclusiones breves
que resumen la calidad de los resultados obtenidos y el posible trabajo a futuro que
surge gracias a los resultados de esta tesis.







Capitulo 2

El sensado comprimido

En este capitulo se introduce la teoria relacionada con el esquema del sensado com-
primido, el cual es un modelo reciente para muestrear senales con un nimero de mues-
tras menor a los utilizados en métodos habituales, de tal forma que podamos recuperar
dicha senal sin perdida de informacién. Este capitulo hace una breve introduccién del
esquema habitual de recuperacién de senales y posteriormente los principios necesarios
para el sensado comprimido, asi como algunas propuestas para resolver el problema
que este supone.

2.1. El muestreo de senales

En el campo de procesamiento de senales, para poder muestrear y representar co-
rrectamente una senal f, requerimos una cantidad suficiente de n muestras que com-
ponen a la senal f. El proceso general de muestreo se puede definir como [2]

e = (f,or), k€ [1,2...n]. (2.1)

Esto implica que vamos a correlacionar el objeto que queremos adquirir f con una base
de elementos ¢, la cual podemos representar en una matriz de sensado ®. En el ejemplo
mas clasico, si estos elementos son funciones delta de Dirac, entonces y es un vector de
valores muestreados de f en el dominio del tiempo o espacio. En otro ejemplo, si estas
funciones son formas de onda con sinusoidales, entonces y es un vector de coeficientes
de Fourier. Este dltimo ejemplo es la modalidad de sensado utilizado en imagenes de
resonancia magnética.

Actualmente estd demostrado que es posible reconstruir una senal f de manera
exacta sobre un dominio [a, b] si obtenemos las suficientes muestras con una frecuencia
de muestreo F' adecuada [9]. Esto es conocido como el teorema de muestreo o el teorema
de Nyquist, y dicta que para que la reconstruccién de una senal muestreada sea exacta,
se requiere que la frecuencia de muestreo sea al menos dos veces mas grande que la
maxima frecuencia, Fi,q., contenida en la senal, es decir que haya n muestras contenidas
en el dominio [a, b] con una muestra tomada cada ﬁ, ver Teorema 1.




2. EL SENSADO COMPRIMIDO

Teorema 1 Teorema de Nyquist. Si la mdxima frecuencia contenida en una senal
analdgica r es Fyq, y la serial es muestreada a una tasa de muestreo Fy > 2F,,4.,
entonces la senal x puede ser reconstruida de manera exacta con sus valores muestreados

mediante una funcion de interpolacién [10].

La mayoria de la tecnologia actual, basada en el procesamiento digital (muestreado)
de senales, tiene como base este criterio. Desafortunadamente, en muchas importantes
aplicaciones emergentes, cumplir este criterio puede ser muy costoso, o si lo cumple, la
cantidad de muestras requeridas puede ser muy elevada [11]. Por eso, esquemas como
el Sensado Comprimido, presentado en la siguiente seccién, se ha propuesto como una
herramientas para este tipo de necesidades, donde en vez de tomar n muestras (el
minimo necesario para representar la senal continua) tomarfamos una cantidad de m
muestras mucho menor, y posteriormente recuperariamos la senal de dimensién n que
representa a la senial continua f.

2.2. Principios del sensado comprimido

El sensado comprimido (CS por sus siglas en ingles: “compressed sensing” o “com-
pressive sampling”) [2] es un paradigma en el procesamiento de senales que innova
dentro de los esquemas de muestreo-recuperacién habituales en la adquisicién de datos.
La teoria del CS muestra que es posible recuperar sefiales con menores muestras de los
que usan métodos tradicionales, esto es por debajo del establecido por el Teorema de
Nyquist.

De hecho, el CS sugiere formas econémicas de traducir datos analégicos a datos di-
gitales ya comprimidos [12] como a continuacién se explica. Se sabe que ciertas sefiales
tienen cierta estructura, por lo tanto pueden ser compresas sin mucha perdida de in-
formacion. Por ejemplo, algunos codificadores modernos aprovechan el hecho de que
senales tienen representaciones ralas, y por lo tanto sélo requieren transmitir estos
coeficientes de manera selectiva en vez de toda la senal. Generalmente para esto se re-
quiere muestrear toda la sefial, se computan todos los coeficientes y sélo se codifican de
vuelta los mas significativos, descartando el resto. Este proceso de adquisicién masivo
de datos desperdicia muchos recursos, ya que si estas sefiales son compresibles, posible-
mente no sea necesario adquirir todos los datos. EI CS muestra que efectivamente no
es necesario hacerlo.

Ademss, existen formas de utilizar optimizacion numérica para reconstruir las seniales
completas a partir de esta pequena cantidad de datos recolectados. Por lo tanto el CS
es un protocolo eficiente de adquisicién de datos que muestrea a una frecuencia muy
baja y utiliza poder computacional para reconstruir la senal de lo que parecia ser un
conjunto incompleto de muestras.

El CS se basa principalmente en 3 principios [7]:




2.2 Principios del sensado comprimido

» Raleza: Expresa la idea de que la informacion de la senal esté contenida en pocos
elementos de una base de representacion.

= Incoherencia: Expresa la idea de que la senal de interés debe estar desparramada
en el dominio de adquisicién. Esta idea se encuentra relacionada con el principio
de incertidumbre de la transformada de Fourier, donde informacién localizada en
el espacio directo, se encuentra esparcida en el espacio de Fourier y viceversa.

= Un método de recuperacién basado en una regularizaciéon que promueva soluciones
ralas, como la norma [, con un protocolo eficiente de muestreo.

Aunque la teorfa del CS se puede aplicar en senales continuas [2], en esta tesis vamos
a enfocar el estudio de la teoria del sensado comprimido en el caso de sefiales discretas
tales que f € R™.

2.2.1. Raleza

Cuando una senal tiene una representacién rala (sparse), implica que la senal con-
tiene pocos coeficientes que no tienen valor igual a cero. En la practica no siempre es
posible tener senales ralas con muchos coeficientes que son exactamente igual a cero.
Por ello, podemos decir que la raleza se define con la proporcién de informacién relevan-
te de una senal que se concentra en pocos coeficientes, con el resto siendo relativamente
muy pequenos. En este trabajo llamaremos a una senal S-rala si contiene S elementos
significativamente diferentes de cero en ella.

Matematicamente hablando, si tenemos un vector f € R” el cual expandimos me-
diante la base ¥ = [1)1,19, ..., 1] tal que

l
fo =" witi, (2.2)
i=1

donde sea z; el coeficiente en la secuencia x; = (f,;), nos resulta conveniente expresar
a la senal de la forma matricial

f=Ua. (2.3)

Cuando una senal tiene una representacién rala, uno puede descartar los coeficientes
pequenos sin mucha perdida de informacién, pues conservar aquellos grandes va a ser
suficiente para recuperar a f sin mucha diferencia numérica.

2.2.2. Incoherencia

La coherencia mide la correlacién existente mas larga entre los elementos de una
base de sensado ® y la base de representacion rala ¥. La incoherencia naturalmente se
refiere a la falta de coherencia entre estas dos bases, lo cual expresa la idea de que la
informacién entre ambas bases se encuentre “desparramada’.




2. EL SENSADO COMPRIMIDO

La coherencia entre la base de sensado ® (compuesta de los vectores fila ¢y) y la
base de representaciéon ¥ se define como [2] :

u(@, ) =/n max ]\<¢k,¢j>|, (2.4)

k:[l:-“:n] 7j:[17-'~7l

esto partiendo de la suposiciéon de que la base de sensado ® y la base de representacion
sparse ¥ son ortobases en R". Esta restriccion no es esencial pero simplifica el concepto
aqui presentado.

De forma equivalente, consideremos a la matriz resultante de multiplicar estas dos
bases A = ¢V, tal que a;; = (¢;,1;), podemos expresar la coherencia como

WA =vn - méx  agl. (2.5)
i=[1,...,n],5=[1,...,1]

También podemos interpretar a pu(A) como que tan concentrada esta la energia de
A: tener alta coherencia implica tener muy concentrada la energia de la base en alguna
columna de A.

Si entre ® y W hay elementos correlacionados, la coherencia es grande, si no lo estén,
entonces tenemos alta incoherencia. De que tan grande o pequenia es la incoherencia,
cabe decir que (ver en [2])

u(¥, @) € [1,v/n], (2.6)

donde la cota superior es el caso donde un elemento de algtin vector columna en A (para
nuestro caso con A normalizado) es igual a 1 (esto implica que es el tinico elemento con
un valor diferente de cero para dicha columna). La cota inferior es el caso especial donde
los componentes del los vectores columna en A tienen el mismo valor aj; = agj = ... ay;

para j € [i,1], es decir, son vectores planos, tal que /> 7" | a?j = 1, lo cual resulta de

a1 = agj = ...0pj = ﬁ [7]

Para comprender més adecuadamente el concepto de incoherencia, consideremos la
matriz A expuesta anteriormente en un escenario general donde queremos recuperar la
sefial S-rala z € R! de un vector de observaciones y € R™, tal que y = Ax. Idealmente,
debido a que z es S-rala, requerimos que A admita cierto nivel de incoherencia para la
correcta recuperaciéon. Si u(A) es grande, esto implica que la informacién significativa
para recuperar a x se encuentra en sélo algunas muestras. Por el contrario, si la energia
de la base estd poco concentrada, entonces la informacién en x se encuentra distribuida
en las observaciones.

Para visualizar este concepto, consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que
r € R! es S-rala con S = 1. El coeficiente no-cero es el k € [1,1], esto es

Y1 a1 ... ay| ro1  [awzr]
= T | = (2.7)
0
LYn | Lan1 ... Gpi] -7 - LankLE |




2.3 Recuperacién de una senal con sensado comprimido

Suponga que a;; = 1, eso implica que p(A) se encuentra en la cota superior de cohe-
rencia. Debido a que la norma de esta columna es igual a 1, entonces ag; = 0 para
cualquier j # 4, por lo tanto

Y1 0 0
Yi | = |anwr| = |2k - (2.8)
LYn | 0 | | 0]

En este caso, estamos obligados a muestrear a y;, de otra forma la senal x desparece.
Ahora supongamos que u(A) llega a su cota inferior. Esto implica que A es una
matriz con todos sus componentes iguales a ﬁ, entonces

Y1 1 Tk
:% . (2.9)

Yn Tk

En este caso, podemos muestrear en cualquier punto y adn asi tener informacién sobre
. La informacién de x se encuentra distribuida en la observacién. El sensado com-
primido busca tener pares de bases poco coherentes entre si, esto se hard mas evidente
una vez hayamos visto el problema de CS en la Seccién 2.3.

2.3. Recuperacion de una senal con sensado comprimido

En el CS se busca recuperar la senal f € R™ de un vector de observaciones y € R™
donde m < n, tal que

yo = Paf, (2.10)

donde €2 de cardinalidad m, define un subconjunto de coordenadas indicando en que
puntos evaluamos y adquirimos a yq. La matriz ®q la definimos como resultado de la
operacién o = Mq®, donde la matriz auxiliar de muestreo Mg (de tamanio m xn), co-
rresponde a los m renglones de una matriz identidad (de tamano nxn) correspondientes
a las coordenadas contenidas en ().

Este problema estd mal determinado al tener menos ecuaciones que variables cono-
cidas (m < n). Sin embargo, en el sensado comprimido, podemos recuperar la senal f,
representandola mediante f = Uz , donde la representacién = € R! debe ser muy rala
y es la solucion del problema de optimizacién convexa:

min ||zl
x ' (2.11)
s.t.  yq = PaVx,
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donde

lzlley = lail. (2.12)
)

Para fines de claridad de esta tesis, formulamos este problema expresando la matriz
de sensado ® y la matriz de representacién rala ¥ en la matriz de sensado comprimido

A
A=0U, (2.13)

tal que Aqg = MqA, por lo tanto yq = ¥ = Aqzx.
El problema de optimizaciéon busca principalmente dos objetivos:

= Tener consistencia con los datos observados: La restriccion yq = PqVx agrega
consistencia a los datos. De esta forma se quiere que la solucién se mantenga lo
méas cercana posible a los datos adquiridos.

= Promover soluciones rala: La minimizacién con norma f; promueve soluciones
rala en x (en el CS buscamos que la senal = sea lo més rala posible).

La teoria del CS dicta que al seleccionar m muestras aleatorias, tal que si:

Teorema 2 m > C - py%(®,¥) - S -logn,

donde S es el namero de componentes que no son cero en x y para alguna constante
positiva C, la solucién a la Ecuacién (2.11) es muy probablemente exacta [13]. Del
Teorema 2 hacemos énfasis en algunas cosas:

= Es evidente la importancia de la incoherencia: a menor coherencia, se requieren
menos muestras.

= Jgualmente mientras mas rala sea x, se van a requerir menos muestras.
= Uno puede muestrear m de mucho menor tamafnio que n sin perdida de informa-
cién.

» El esquema (en general) no requiere informacién previa de los coeficientes que no
son cero de . Con este esquema se asume que todo es desconocido en un principio,
al resolver el problema y si la senal es lo suficientemente rala, la reconstruccion
ocurre.

2.3.1. Sensado Comprimido Robusto

Para que el CS sea til en aplicaciones practicas, se requiere que éste sea capaz de
funcionar con senales casi rala y con senales ruidosas. Generalmente las senales en el
mundo practico no son completamente ralas, sino aproximadamente rala. De la misma
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2.3 Recuperacién de una senal con sensado comprimido

forma, en casi cualquier muestreo los datos se obtendran con cierto nivel de ruido, el
cual es inevitable en dispositivos fisicos de sensado o debido al modelado de la senal.

Un concepto clave en el estudio de la robustez del sensado comprimido es el conocido
como “Restricted Isometry Property” (RIP). Con este concepto, se han establecido
diversos resultados [2] sobre la calidad de la reconstruccién cuando la matriz de sensado
comprimido Aq obedece el RIP, definido como:

Definicion 1 Para cada entero s = 1,2,..., se define la constante isométrica ds de la
matriz Aq como el numero mds pequeno tal que

(1= 6s)l|lle, < [[Aawlle, < (1+ 85)l|e

se mantiene para todos los vectores x S-ralo, esto es aquellos vectores x que tienen al
menos s entradas que mo Son cero.

Se puede decir que Ag obedece el RIP de orden s si d; no es muy cercano a 1.
Cuando esta propiedad se mantiene, los vectores S-ralos no pueden estar en el espacio
nulo de Agq, lo cual es muy 1til, si no, no habria forma de reconstruir estos vectores.
Una descripcién equivalente al RIP es decir que todos los subconjuntos con s columnas
tomadas de Aq con casi ortogonales [2].

Particularmente Candés demostré en [2] que para 05 < v/2 — 1 en una recuperacién
sin ruido, z* (el cual es la solucién exacta para la Ecuacién (2.11)) obedece que:

—-1/2

Teorema 3 ||z* — x|y, < Cos™/?||zs — x4,

con Cy una constante, y x5 es el vector x pero solo conservando los s valores més altos
e igualando el resto de los valores a 0. Entonces, si x tiene exactamente s coeficientes
no cero (x = x;), la solucién es exacta.

2.3.1.1. Lidiando con el ruido: El problema LASSO
Ahora considere que tenemos una adquisicién de datos ruidosa, tal que
yo = Aox + z, (2.14)

donde z es un termino de error desconocido. Replanteamos el problema descrito en la
Ecuacién (2.11) con una restriccion relajada:

min ||zl
z ' (2.15)
s.t. ||AQ:U — yQng <e,

donde € es el nivel de ruido en los datos. El problema anterior tiene una forma muy co-
nocida y estudiada en el campo de estadistica y matematicas computacionales, conocida
como el problema LASSO [14]. Este problema lo podemos escribir como

min Aoz = yolle + Az, (2.16)
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donde es ahora el pardmetro A el que regula la tolerancia al ruido en el problema (elevar
el valor de A relaja la tolerancia al ruido), ademés de promocionar lo ralo de la solucién
x. Los problemas en las Ecuaciones (2.15) y (2.16) son equivalentes para una eleccién
adecuada de A para valores de e. El problema en la Ecuacién (2.16) es a su vez convexo
y puede ser resuelto eficientemente. Una forma de hacerlo es con el algoritmo ADMM
descrito en el Apéndice A.

Candés establece en [2] que asumiendo das < v/2 — 1, el error entre z* y z en la
Ecuacion (2.16) es

Teorema 4 ||z* — x|y, < Cos™ 2|z — z|s, + Che.

Donde las constantes Cy y C; suelen ser pequenas. Aqui se observa que el error de la
reconstruccién estd limitado a la suma de dos términos. El primero que ocurriera si
fueran datos sin ruido, el segundo relacionado al nivel de ruido e.

2.3.2. Matrices de sensado

El RIP establece una condicién para definir adecuadamente la matriz de sensado
comprimido Aq, va que nos permite evaluar la eficiencia de nuestro esquema de mues-
treo para obtener una reconstruccién adecuada. Por ello, se busca encontrar matrices
de sensado ® que cumplan con el RIP.

Candés menciona [2] diferentes esquemas para construir matrices aleatorias ® tal
que cumplan el RIP con una probabilidad muy elevada. Uno también puede establecer
el RIP para pares de bases ®, ¥ como han sido descritas a lo largo de este capitulo. Es
importante destacar que estas matrices aleatorias tienden a tener alta incoherencia con
matrices no aleatorias, lo cual ayuda al modelo de manera general.
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Capitulo 3
Principios y técnicas de imagenologia de

resonancia por difusion

En el campo de la imagenologia médica, una de las técnicas méas poderosas y utiliza-
das en estudios de diagnéstico, entre otras aplicaciones, son las Imégenes de Resonancia
Magnética (MRI por sus siglas en inglés). E1 MRI es una técnica de imagenologia to-
mografica no invasiva que produce imagenes con caracteristicas internas de objetos,
mediante mediciones de seniales de resonancia magnética nuclear (NMR en sus siglas
en inglés). Es utilizada principalmente en el campo médico para producir imagenes
de alta calidad dentro del cuerpo humano. Fisicamente el MRI aprovecha propiedades
intrinsecas de las moléculas de hidrégeno del agua en el cuerpo humano y la interaccién
que estas tienen al absorber y emitir energia de radio frecuencia cuando son expuestas
a un campo magnético fuerte externo. Se deja al lector varias referencias para mayor
informacién sobre el MRI si es requerido en [15] [16] [17] .

Las imagenes de resonancia magnética pesadas por difusién hacen un uso especifico
de secuencias de MRI que, aprovechando el fenémeno de difusién de las moléculas de
agua en tejido biolégico, produce imagenes de contraste de MRI. Esas imégenes reflejan
el mapeo del proceso de difusién en el tejido biolégico, permitiendo inferir la micro
estructura del tejido en cuestién, tales como presencia de células, fibras, membranas
etc.

En este capitulo, se hara una introduccion a los principios basicos de DW-MRI, asi
como una introducciéon general a algunas técnicas utilizadas en este tipo de imagenes
que estan relacionadas con la propuesta de investigacién de esta tesis.

3.1. Principios fisicos de difusion

La difusién es un proceso de transporte existente en la naturaleza, en la cual las
moléculas o 4tomos en regiones muy concentradas se mueven a regiones menos concen-
tradas, esto sin necesidad de energia “externa” para ello. En el campo de la fisica, las
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3. PRINCIPIOS Y TECNICAS DE IMAGENOLOGIA DE RESONANCIA POR
DIFUSION

bases de este fenémeno fueron descritas en la “Primera ley de Fick” [18]
J =-DéC (3.1)

donde J es el flujo de las particulas (total de particulas atravesando una unidad de
area por segundo), 0C es el gradiente de la concentracién de la particulas, y D es el
coeficiente de difusién. El coeficiente de difusién D es una propiedad intrinseca del
medio. El valor del D es determinado por el tamano de las moléculas de difusion y
la temperatura de las microestructuras en el ambiente, y esto ha permitido su estudio
como medio de las propiedades bioldgicas del tejido [19]. Las unidades del D en el S.I.
son m?/s.

El proceso de difusion se puede entender como un modelo de “caminantes aleato-
rios”, donde en cada cierto intervalo de tiempo una molécula se mueve cierta distancia
en una direccién aleatoria [20]. Este esquema de “caminantes aleatorios” tiene sus
origenes en las observaciones realizadas por Robert Brown [21]. El reportaba que las
particulas que observaba en un microscopio (en granos de polen) se movian sin causa
aparente (este movimiento aleatorio producido por el choque de moléculas se le conoce
actualmente en la literatura como “movimiento Browniano”). Sin embargo, fue Albert
Einstein [22] quien establecié un esquema probabilistico que describia el movimiento de
un conjunto de moléculas bajo efectos de la difusién, el cual resultaba en una descripcién
coherente del proceso de difusién que reconciliaba los dos esquemas presentados.

Einstein introdujo el concepto de “distribucion de desplazamiento”, que cuantifica la
fraccién de particulas que van a desplazarse cierta distancia en cierto tiempo. Con este
concepto fue posible derivar una relacion explicita entre el desplazamiento cuadratico
promedio (con movimiento ahora conocido como Browiano) y el coeficiente de difusién
D

(r*) = 6DA, (3.2)

para el caso tridimensional, donde (r?) es el desplazamiento cuadritico promedio de
las particulas durante el tiempo de difusién A, y D el coeficiente de difusién.

3.2. Imagenes de resonancia pesadas por difusion

La DW-MRI observa el desplazamiento de las moléculas sujetas al movimiento Bro-
winano dentro de un material. En el caso de imagenes médicas, estas particulas son
agua, la cual estd presente en la mayor parte del tejido humano. Estas particulas de
agua en el tejido, se encuentran en constante movimiento aleatorio debido a las fluc-
tuaciones térmicas naturales entre ellas [23].

La finalidad especifica del DW-MRI es medir la funcién de la densidad de proba-
bilidad p de los desplazamientos r de particulas sobre un tiempo fijo t. Esta funcién
de probabilidad p también es conocida en la literatura como el Propagador Conjunto
promedio (EAP, por sus siglas en inglés: Ensamble Average Propagator), debido a que
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Figura 3.1: Secuencia de pulsos PGSE. La fuerza del gradiente es denotada por g,
t es el tiempo inicial donde el primer gradiente es aplicado, el cual tiene una duracién 4,

mientras que A es el tiempo entre el inicio de ambos gradientes. Figura tomada de [24]

es una funcién de probabilidad de los desplazamientos promedio que ocurren en todo
el espacio medido en cuestién. A su vez, las caracteristicas presentes en el EAP p nos
van a dar informacién de la estructura en el tejido, esto sera visto més a detalle en este
capitulo.

Las DW-MRI adquieren mediciones que son sensibles al movimiento del nucleo
de hidrdégeno en las moléculas de agua (los spins) al estar en presencia de un campo
magnético lineal no uniforme (un gradiente). Los spins que se mueven de manera alea-
toria, sufren cambios en su velocidad de precesién, lo cual resulta en un desfazamiento
de estos spins. Esto provoca una reduccién en la senal de MRI.

La Figura 3.1 muestra la secuencia pulsed-gradient spin-echo (PGSE), la cual es la
secuencia mas comun para DW-MRI y fue propuesta por Stejskal y Tanner [25]. Esta
secuencia consiste en parte de lo siguiente [23]:

= La méiquina de MRI mantiene un campo magnético Hy constante y aproxima-
damente homogéneo. La fuerza de campo magnético Hy serd denominada como
By.

= Los spins se alinean con Hj .

= Kl pulso de radiofrecuencia de 90°, realizado en el tiempo ¢t = 0, pone los spins
en el plano transverso perpendicular a Hy.

e Los spins precesan sobre Hy a la frecuencia de Lamor wy. La cual esté rela-
cionada con By mediante wyg = vBy, donde v es la razén giromagnética de
los spins. En el caso del agua este valor ronda en v = 2.675 x 108$.

= Desperfectos en la homogeneidad en Hy causan que la precesion de los spins
decaigan gradualmente.
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= El pulso de 180° centrado en la secuencia invierte la fase de cada spin.

e Sin la presencia de los pulsos de gradiente, la razén de desfase es la misma
antes y después del pulso de 180° tal que los spins vuelven en fase justo al
tiempo de adquisicién de la senal (también conocido como Tiempo Echo).

Los gradientes (que son espacialmente homogéneos) de difusién compensan la fase
de cada spin mediante una funcién lineal de la posicién de cada spin. En este esquema,
el cambio de fase inducido por el primer pulso de gradiente estd dado por

(I)l — —qTxh (33)

donde z; € R? es la posicién de la particula durante la aplicacién del primer pulso de
gradiente. En la expresién anterior, se combinan varios pardmetros experimentales en
el vector ¢ € R3, tal que

q =79G, (3.4)

donde 7 es la constante giromagnética, ¢ es la duracién del pulso de gradiente, y G € R3
es el vector con magnitud y direccion de tal gradiente. De manera similar, si la particula
se encuentra en la posicién zo € R? al momento de la aplicacién del segundo gradiente,
el cambio de fase estd dado por

Como se menciond, el pulso de radio frecuencia de 180° aplicando entre ambos
gradientes invierte las fases que pudieron haber sido inducidas por el primer gradiente.
El cambio de fase agregado que cada particula sufre esta dada por:

Py — Py = —qT(:Ug —x) = —qTr, (3.6)

donde r = (x9—x1) expresa el desplazamiento entre estas dos posiciones z. Si la particu-
la en cuestién estuvo estacionaria, tal que zo = x1, el cambio de fase se desvaneceria.
En este caso, la magnitud de la sefial no cambiarfa. Sin embargo, si las particulas hi-
cieron difusién aleatoriamente sobre el medio, el incremento de fase que ganan durante
el primer periodo no cancela necesariamente el decremento de fase adquirido durante
el segundo periodo. Esta cancelacién incompleta resulta en una dispersion de fase, por
lo tanto, la senal resultante es atenuada.

En la literatura, generalmente se utiliza una convencion particular para la senal de
difusién: E(q), llamada la atenuacién de la senal de resonancia magnética. La E(q) se
obtiene al dividir la senal de difusién atenuada s(q) entre la senal sin la presencia de
ningun gradiente sy = s(0), tal que E(q) = s(q)/so. La senial de atenuacién de MR esta
dada por:

E(q) = /g(xl)dm/p(r, A)e_iqTr dr, (3.7)
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3.2 Imégenes de resonancia pesadas por difusién

donde p(z1) cuantifica la probabilidad de encontrar un spin en la posicién x; al momento
de aplicar el primer pulso de gradiente. Generalmente esta funciéon se toma como una
constante de valor unitario (resultado de dicha integral sobre una regién con agua). Por
lo tanto, generalmente estaremos tratando con la expresiéon de la forma

Bg) = / p(r, A= dp, (3.8)

(note que es la transformada de Fourier de la funcién p en la onda ¢). Donde p(r, A)
(el EAP) denota la probabilidad de que una particula haya tenido un desplazamiento
r (donde inicialmente estaba la posicién z1 y terminé en z2) después de un tiempo A,
el cual es el tiempo de separacién entre los dos gradientes. Adem4s,

e ™" = cos (¢T'r) —isin (¢'r), (3.9)

representa de alguna forma el kernel de Fourier, andlogo a la relacién frecuencia-tiempo
comunmente utilizada en el procesamiento de senales. La senal de difusién es compleja,
y en este caso la parte real (coseno) e imaginaria (seno) representan los dos ejes com-
ponentes del vector de magnetizacién en el plano perpendicular al campo magnético
principal. Su integracién representa la suma sobre todos los posibles desplazamientos
del conjunto.

Si s6lo consideramos la parte real de la Ecuacién (3.9) en la Ecuacién (3.8) tendriamos
que

E(q) = /p(r, A)cos (¢7'r) dr. (3.10)

Esta tltima expresion da una idea mas clara de como funciona el método de PGSE,
donde es mas sencillo observar como el cambio de fase debido a los cambios en el campo
se cancelan. En ausencia de difusion, los cambios de fase debido a los dos pulsos de
gradiente (o en presencia de difusién pero sin gradientes) se cancelan, debido a que
gr = 0y dado que cos (¢gr) = 1, la senal maxima es obtenida. Pero en caso de difusién,
como ya mencionamos en la Ecuacién (3.6), no necesariamente se cancelan, por lo tanto
la senal resultante tendria una atenuacién. Un ejemplo de atenuacién de la senal sobre
tejido se encuentra en la Figura 3.2.

Es importante destacar que la derivacién de la Ecuacién (3.10) asume que el mo-
vimiento de las particulas cuando el gradiente estd encendido es despreciable. Esta
suposicién se justifica en el caso de que ¢ es muy pequena en comparacién al tiempo
de separacién entre pulsos A, que generalmente es el tiempo de difusiéon ¢ = A. Sin
embargo, en la practica clinica. los valores de § y A son de magnitud similar. Cuando
0 no es despreciable, la compensaciéon de fase de los spins también dependen de su
trayectoria (mientras el gradiente estd encendido) y no sélo de su desplazamiento. Esto
complica el modelado a las mediciones relacionadas con el EAP p. Sin embargo, bajo
ciertas suposiciones (si el EAP tiene forma Gaussiana, y la forma de los gradientes
son rectangulares como en la Figura 3.1) el tiempo no despreciable ¢ reduce a ¢t en un
tiempo efectivo de difusién t = A — 6/3 [23].
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Figura 3.2: Decaimiento de la senal de DW-MRI en presencia de difusion.

En esta figura suponemos un conjunto de fibras orientadas verticalmente. Al aplicar un
gradiente en direccién vertical, hay difusion libre y la senal de DW-MRI resultante es muy
baja. En cambio, al aplicar un gradiente horizontal la difusiéon estd restringida, lo que

resulta en una senal DW-MRI muy elevada. Figura tomada y adaptada de [26]

3.3. Imagenes por tensor de difusiéon

Si la difusion es libre, el propagador de difusién es Gaussiano y la senial de atenuacién
es dada por otra Gaussiana, lo cual resulta en una generalizacién de la Ecuacién (3.20)
tomando en cuenta la duracién de los pulsos, tal que

E(q) = e~4"PaA=0/3), (3.11)
E(q) = e "7, (3.12)

donde para pulsos de gradiente rectangulares como en la Figura 3.1, el valor b (en una
dimension) es

b= (¢*)(A - §/3), (3.13)

y es conocido en la literatura como el valor b (b-value). En el Apéndice B se detalla
una caracteristica referente al valor que puede tomar g en esta ecuacién, relacionado al
tipo de estudio en cuestion.

Este formalismo fue utilizado [27] para un caso de difusién libre en un esquema
donde se utilizé un “tensor de difusiéon” D, una matriz de tamano 3 X 3 que representa
la orientacién natural de la difusién anisotrépica con respecto a los 3 ejes de referencia
de laboratorio. A partir de esto se desarrollé un esquema mas general llamado Imdgenes
por tensor de difusion (DTI, por sus siglas en inglés: Diffusion Tensor Imaging) [3]. El
DTI calcula el tensor de difusion aparente bajo la suposicion de que p es una distribucién
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Gaussiana trivariada de media cero. Si definimos a

pa(r, D, t) = ((47t) det(D) ™2 exp —T), (3.14)
entonces
p(r) = pa(r, D,t). (3.15)
La substitucién de la Ecuacién (3.15) en la Ecuacién (3.10) da
E(q) = et D1, (3.16)

donde el tensor de difusién D es una matriz simétrica de 3 X 3 que caracteriza los
desplazamientos en 3D

D:c:r; D:(;y Dazz
D.y Dy, Dy.|. (3.17)
D:cz Dyz Dzz

Los elementos diagonales de la matriz corresponden a la difusividad sobre los tres
ejes principales, mientras que los elementos que no estan en la diagonal corresponden
a la correlacién entre desplazamientos entre estos ejes. Teniendo en cuenta la Ecua-
cion (3.2), la matriz del tensor de difusién se puede ver como una matriz de covarianza
tridimensional de los desplazamientos sobre cierto intervalo de tiempo.

El tensor de difusién usualmente suele verse en términos de una superficie elipsoide
que representa la distancia que una molécula puede desplazarse con la misma probabi-
lidad desde el origen. Los formalismos del tensor de difusién dan un marco de referencia
interno, conocido en la literatura como el eigensystem [28]. Los principales ejes de este
elipsoide estan dados por los eigenvectores del tensor, mientras que los tamanos son da-
dos por la distancia de difusion en un intervalo de tiempo. Si el tensor de difusién es sélo
la diagonal, estos valores corresponden a sus eigenvalores (denotados como A1, Ag, A3)
y estos corresponden a la difusion sobre cada eje principal del tensor. En la Figura 3.3
se muestran algunos ejemplos de tensores tedricos y su correspondiente elipsoide.

El tensor de difusién es muy utilizado en DW-MRI, dado que para cada voxel en el
estudio podemos obtener un tensor que denota la anisotropia de la difusiéon en el tejido.
Sus principales ventajas son su facil implementacion e interpretacién, sin embargo, el
modelo Gaussiano que asume el DTI no siempre serd suficiente para explicar micro
estructuras méas complejas en el tejido, como un cruce de fibras. Por lo tanto, el DTI
tiene muchas limitaciones.

3.3.1. Modelo de tensor multicompartimiento

Una generalizacion de DTI reemplaza el modelo Gaussiano de p en la Ecuacion (3.15)
con una mezcla de Gaussianas [23]

p(r) = aipa(r,Di,t), (3.18)

i=1
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Figura 3.3: Matrices de tensores de difusién y sus elipsoides correspondientes.
Los tensores (a) y (b) son ambos isotrépicos (difusién libre), donde cada uno tiene sus tres
valores en la matriz iguales. Sin embargo (a) duplica el tamafio de (b). Los tensores (c),
(d) y (e) estén alineados con respecto al eje x, por lo tanto sus valores fuera de la diagonal
son 0. El tensor en (f) ha sido rotado sobre el eje z en un dngulo de 60°, y esto se refleja

en que valores relacionados con x,y fuera de la diagonal sufren cambios. Figura tomada de

[28].

donde cada a; € [0,1] y > ,_;a; = 1. Los desplazamientos de particulas en medios
que contienen n compartimientos distintos, entre los cuales no ocurre intercambio de
particulas, tienen la distribucién de la Ecuacién (3.18) si la funcién de densidad de
desplazamientos del i-ésimo compartimiento, el cual tiene una fraccién de volumen a;,
es la Ecuacion (3.15).

Al tomar la transformada de Fourier de la Ecuacién (3.18) y al substituir en la
Ecuacién (3.10) obtenemos

E(q) = Z aze 1" Dia, (3.19)
=1

Este modelo tiene la ventaja de poder obtener estimaciones de p que no necesariamente
vienen de una fibra. Sin embargo, tiene varias complicaciones, como por ejemplo que se
requieren de algoritmos de optimizacién no lineal para poder optimizar los parametros
de este modelo.
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3.4 Imagenologia del espacio Q

En esta tesis nos interesa la definicién del tensor de difusién para poder simular
senales de resonancia con la Ecuacién (3.16) y la Ecuacién (3.19). En las referencias
[28] [23] [29] se encuentra mds informacion si el lector desea conocer mas a fondo los
detalles sobre el DTI, tales como el calculo de dicho tensor y sus propiedades.

3.4. Imagenologia del espacio Q

En la Ecuacién (3.8) se mencioné que existe una relaciéon de Fourier entre la senal
de MRI y la densidad de probabilidad p(r). Formalmente la imagenologia del espacio
Q [1] procura aprovechar esta caracteristica para obtener la probabilidad p(r). En la
imagenologia del espacio Q, la Ecuacién (3.8) generalmente se escribe de la siguiente
forma

Elg) = / P(r)e= 2" gy, (3.20)
donde ahora
oG
=" 21
¢=5— (3.21)

y con un A que serd un tiempo de difusién fijo para todo el experimento. Nota: En la
Ecuacién (3.20) el vector ¢ no se encuentra en términos de radianes, esto hace que la
ecuacién ahora tenga un 27w no presente en la Ecuacién (3.8). Para mayores detalles
referirse al Apéndice B.

La relacién fundamental entre la senal E(q) y el propagador de difusién p(r) esta
dada por la siguiente transformada de Fourier [1]

p(r) = / E(g)e 2 dg, (3.22)

donde el vector de espacio de Fourier (espacio Q) estd en coordenadas cartesianas
mediante ¢ = (¢, gy, qz), y €l vector en el espacio real estd dado por r = (ry, 7y, 7).

Es importante volver a mencionar que la relacién en la Ecuacién (3.20) estd basada
en la suposicion de que el tiempo del pulso de gradiente § es muy pequeno, tal que las
moléculas no hagan de manera significativa difusién durante su aplicacion. Este criterio
es usualmente conocido como la aproximacion de pulso pequenio [30]. Sin embargo, bajo
condiciones ideales y un tiempo de difusién A fijo, la senal E(q) depende directa y
solamente del vector ¢, el cual podemos controlar variando la fuerza y orientacién de
los campos magnéticos de los gradientes G.

3.5. Imagenes de espectro por difusion

En el DSI [4] (por sus siglas en inglés: Diffusion Spectrum Imaging) se propone un
esquema que procura medir directamente a p sin la necesidad de un modelo previo o
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suposiciones de p (cosa que se hacia en DTI por ejemplo). Esta técnica se basa en el
modelo del espacio Q) de la seccién pasada. En la practica, para excluir contaminacién
de la fase proveniente de las inhomogeneidades y movimiento bioldgico, el propagador
de difusién es reconstruido tomando la transformada de Fourier del médulo de la senial
compleja de MRI

p(r) = / |E(g)]e™™0"" dg, (3.23)

como resultado, los propagadores de difusién p recuperados mediante la Ecuacién (3.23)
son simétricos (p(r) = p(—r)), debido a que la informacién asimétrica en la senial de
MRI se encuentra contenida en la parte imaginaria[30], ademéds de que la transformada
de Fourier de una senal simétrica y real también es una senal simétrica y real.

DSI adquiere una medida para cada ¢ en una reticula rectilinea tridimensional de
vectores de onda ¢. De esta configuraciéon de muestras, podemos utilizar la transformada
de Fourier rapida (FFT) para invertir la transformada de Fourier y obtener una reticula
similar de muestras del EAP p. Por lo tanto, DSI muestrea la senal F en una reticula
de ¢ y la FFT obtiene muestras de p en una reticula de desplazamientos r [31]. Los
primeros dos paneles de la Figura 3.4 ilustran en un ejemplo simple este procedimiento.

Note que el DSI ignora los efectos del aprozimacion de pulso pequeno discutidos en
la seccién pasada. Aunque en la préctica (como ya se ha mencionado) no es posible rea-
lizar mediciones con pulsos g de duracién ¢ infinitamente pequenos, una aproximacién
del muestreo de la reticula de £ como una funcién de ¢, es obtenida mediante medi-
ciones con distintos valores b (Ecuacién (3.13)), hasta un maximo valor b establecido,
y distintas orientaciones del gradiente.

3.5.1. Funcidon de distribucion-orientacion

En la practica, no sélo estamos interesados en tener muestras discretas de p, tam-
bién estamos interesados en la estructura angular de la forma de p. El siguiente paso en
el DSI es simplificar més atin los datos, tomando la suma radial pesada de p, median-
te la Funcion de distribucion-orientacion (ODF, por sus siglas en inglés: Orientation
Distribution Function) [4], definida para el caso continuo como:

ODF(u) = / p(pu)p® dp, (3.24)

donde |jul| =1y p = |[r|. La ODF mide la cantidad de difusién en la direccién del
vector unidad u. Para el caso discreto, se resuelve la integral como una sumatoria
discreta sobre un rango discreto para p. La Figura 3.4 es un ejemplo de la obtencién
de la ODF para un caso sencillo con DSI en 2D.

La ODF tiene picos en las direcciones donde el EAP p tiene mayor masa. Por lo
tanto, en DSI los picos de la ODF muestran estimaciones de las orientaciones de fibras.
La ODF puede tener multiples picos, lo cual permite al DSI obtener orientaciones de
varias fibras que cruzan en un mismo véxel [23].
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3.6 Ruido en DW-MRI

DSI tiene multiples ventajas sobre DTI y técnicas de multicompartimiento, dado que
puede resolver multiples orientaciones de fibras, sin asumir ningin modelo o requerir
resolver problemas de optimizacion no lineales. Sin embargo, en la practica no es muy
usado. Esto se debe a que esta técnica requiere una gran cantidad de muestras para
obtener suficientes detalles en la reconstruccién del EAP p, lo cual, resulta en tiempos
de adquisicién muy grandes. El protocolo més comin de DSI (propuesto por Wedeen
[4]) involucra tomar 515 muestras en el espacio Q, en comparacion a sélo los 7 requeridos
en el esquema mas simple en DTT.

HEE

grid sampling samples of p project p onto sphzre DF

Figura 3.4: Estimacién de la ODF en DSI. En este ejemplo en 2D observamos el proce-
dimiento de DSI y estimacién de la ODF. El primer panel muestra las mediciones realizadas
en funcién de g. Los puntos blancos muestran los valores de ¢ donde fue muestreada E(q),
estos forman una reticula. El segundo panel muestra a p, ese siendo la transformada de
Fourier del espacio ¢, donde los puntos blancos representan los vectores de desplazamiento,
en la misma reticula anterior. Para obtener la ODF en el cuarto panel, interpolamos la
reticula de muestras de p y lo integramos sobre los ejes radiales desde el origen, como lo

describe el tercer panel. Figura tomada de [31]

3.6. Ruido en DW-MRI

Aunque la senales de DW-MRI son complejas, es comun utilizar la magnitud de estas
senales en la practica para evitar artefactos relacionados con la fase, o por requisito de
ciertas técnicas como en DSI. Generalmente se asume que el ruido en la parte real y
compleja de la senial de DW-MRI es Gaussiano con media cero. Sin embargo, calcular la
magnitud de una senal compleja implica un mapeo no lineal, por lo tanto, la distribucién
de su ruido no es Gaussiano. El ruido obtenido en la magnitud de la senal esté descrito
mediante una distribucién Riciana [32].

Si la senal sin ruido estd denotada en I y la senal medida estd denotada en M, la
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distribucién riciana de M se encuentra definida por [33]

R(M) = ge_(M2+I2)/2"2BO({7—]\2/I), (3.25)
donde By es la funcién Bessel de orden cero modificada del primer tipo, ¢ denota la
desviaciéon estandar de la parte real e imaginaria de la imagen. En altos niveles de
la relacién senal-ruido (SNR por sus siglas en inglés: Signal to Noise-Ratio, definida
como la relacién existente entre la potencia de la senal y el ruido que contiene), el
ruido Riciano tiende a una distribucién Gaussiana, mientras que a bajo niveles es
aproximadamente de una distribucién Rayleigh (de hecho, si no hay senal presente
ambas distribuciones serfan iguales).

Una forma de anadir ruido Riciano a una senal de DW-MRI, es anadir ruido Gaus-
siano a la parte real y la parte imaginaria de la senal, y posteriormente obtener la
magnitud. Asumiendo que sélo tenemos la parte real (o la magnitud) F, y la parte
imaginaria sea 0, anadir ruido Riciano seria:

E=\(E+X)?2+Y2 (3.26)

donde X y Y son variables independientes de una normal con cierta varianza o>

X,Y ~ N(0,0%), (3.27)

donde la desviacion estandar de la sefial esta en funcion de la senal sin difusion Sy y el
SNR de la misma

g = SO
~ SNR’

(3.28)
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Capitulo 4

Metodologia

En la Seccién 1.1 se mencioné que uno de los principales objetivos de esta tesis es
presentar un esquema de trabajo para realizar sensado comprimido en DSI, de tal forma
que tomando las menos muestras posibles (y manteniendo la calidad de reconstruccién)
reduzcamos de manera efectiva el tiempo de escaneo, siendo este el principal problema
del DSI.

En este capitulo se presenta la metodologia propuesta para dicho esquema de tra-
bajo. Se muestra el esquema para hacer uso de la técnica de sensado comprimido en
DSI. Se detalla bajo qué criterios y parametros son simuladas las sefiales de DW-MRI
sintéticas utilizadas en esta tesis. Se explica el procedimiento para calcular la matriz
de sensado comprimido A, y se presenta una propuesta de metodologia para optimizar

algunos de los parametros requeridos en resolver dicho problema de sensado comprimi-
do.

4.1. Diseno de experimento

La teorfa del sensado comprimido requiere resolver el siguiente problema de opti-
mizacién convexo LASSO :

min - [[Aoz = yole + Az, (4.1)
donde:
= (): Conjunto de indices de cardinalidad m, con los cuales se muestrea a la senal.
» yo: Vector de tamano m, con las muestras de la senal y (de tamafio n).

» A: Es la matriz de sensado comprimido (Seccién 4.3). Esta se compone de dos
bases (A = PV):

e ®: Matriz de sensado de tamano n x n.

e U: Matriz de representacién rala de tamafio n x I.
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4. METODOLOGIA

La matriz Ag de tamano m x [, denota que sélo se mantienen las filas de A
indicadas en el conjunto €.

= 1: Vector de tamano [, el cual es una representacién rala de la senal a recuperar.

= \: Pardametro de regularizacion, relacionado a la tolerancia del ruido y penaliza-
cién de la representacion rala de la senal.

En este capitulo se definen todas las variables y pardmetros necesarios para el
planteamiento y resolucién de este problema, aplicindolo a un esquema de muestreo a
utilizar en el protocolo de DSI. Si definimos a:

= ¢: Un cubo discretizado en n posiciones. Donde cada posicién corresponde a dis-
tintos valores ¢ en un espacio Q 3D discretizado.

= 5% Esla senal DW-MRI a muestrear, la cual se encuentra distribuida en el cuboide
c. Cada elemento en S¢ serd denotada mediante s(i). El Seccién 4.2 detalla como
simularlas.

= (): Conjunto de m indices del cuboide ¢ con los cuales se muestrea a la senales
S¢. Estrategias de muestreo se discuten en la Secciéon 4.4.

= So: Vector de tamano m de las senales muestradas mediante las coordenadas )
en S°.

» Mq: Matriz auxiliar de muestreo de tamano m x n. Corresponde a los m renglones

de una matriz identidad n x n correspondientes a las coordenadas contenidas en
Q.

= F': Matriz de sensado de tamano n X n. Es una matriz de bases de Fourier, el cual
es el esquema utilizado en DW-MRI (Seccién 4.3.1).

= P: Matriz de representacién de tamano n x . Esta matriz es un diccionario basado
en distribuciones de probabilidad de difusién (Seccién 4.3.2).

= z: Un vector de tamano [ el cual corresponde a los coeficientes correspondientes
al diccionario P. Este vector debe ser lo mas ralo posible.

Entonces si ® = MqF y ¥ = P, podemos reescribir la Ecuacién (4.1) como:
min | MoFPz — Salle, + Melle, (4.2)

donde buscamos recuperar el EAP p en ¢, el cual obtenemos con p = Px y acomodando
en c. En esta tesis buscamos evaluar la calidad del p obtenido haciendo variaciones en
los parametros de 2 y A\ para diferentes tamanos de muestreo m. Estrategias para la
optimizacion de €2 se encuentran en la Secciones 4.4 y 4.5.2, mientras que estrategias
para optimizar A se encuentran en la Seccion 4.5.3. En esta tesis vamos a hacer uso del
concepto de la matriz de sensado comprimido A, definida como Aq = MqF P.
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4.1 Diseno de experimento

En esta tesis se resuelve el problema en la Ecuacién (4.2) mediante un solver con-

tenido en el lenguaje de computo matemaéatico Matlab, que usa el algoritmo ADMM
(Apéndice A), siendo éste (de un conjunto de pruebas realizadas) el mds eficiente con
respecto a otros solvers que se probaron [34] [35]. El Algoritmo 1 resume el procedimien-
to para resolver este problema y evaluar la calidad de la reconstruccién, donde definimos
a la senial obtenida al realizar el DSI completo en S¢ como el EAP pg; ground-truth, la
cual nos va a servir para evaluar la calidad de la reconstruccion obtenida.

Algorithm 1 Diseno y prueba de un experimento

Require: senial S¢, A, 2, matriz A, diccionario P, SNR

1:

2:

Obtenemos py; ground-truth de S¢ como sigue: pgy = FFT(S€).

Obtenemos la sefial ruidosa S¢ agregando ruido Riciano a S¢ con el SNR deseado.

: Formamos vector de muestras Sq a partir de la senial S¢ como sigue: Vectorizamos

Se para posteriormente Sq = MQSC.

: Tomamos los renglones correspondientes en A como sigue: Aqg = MqA.
: Optimizamos z en la Ecuacién (4.1).

: Obtenemos vector p solucién a partir de x como sigue: p = Px.

: Pasamos p a espacio 3D en cubo c.

: Obtenemos error entre el py y p solucion.

: return p

Notas:
= Fl ruido Riciano lo agregamos mediante el método descrito en la Seccién 3.6.

= El cubo ¢ es de un tamaiio de 16 x 16 x 16. Este se encuentra en una potencia de 2
para poder abarcar los 515 datos requeridos en DSI y poder usar la transformada
rapida de Fourier (FFT).

s Las métricas de error utilizadas se describen en la Seccién 4.1.1.

4.1.1. Meétricas de error

Para comparar la calidad del EAP reconstruido de la metodologia contra el EAP

ground-truth, se propone utilizar un conjunto de métricas adecuadas para comparar
distribuciones:

s D,,. Distancia Euclideana.

» M D Earths Mover’s Distance.
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= Dy; Divergencia Kullback-Leibler.
» Dj, Divergencia Jensen-Shannon.

La definicién de estas métricas se encuentran en el Apéndice C. Para medir la
sensibilidad de estas métricas se propone un simple experimento, comparando multiples
senales vs. esas mismas senales con ruido Riciano, a diferentes niveles de SNR. Lo
anterior nos permite explorar la sensibilidad de las métricas.

4.2. Generacion sintética de la senal S

Las senales sintéticas E(q) de DW-MRI de esta tesis cumplen con el protocolo
propuesto por Wedeen para DSI [4]. Este consiste en tomar N = 515 valores codificados
mediante su valor ¢, teniendo en cuenta dentro del espacio Q los puntos en un cubo
reticulado dentro de una esfera de 5 unidades reticuladas, el cual llamaremos el grid.
Representamos ¢ como:

q = agqyz + bgy + cq, (4.3)

con a, b, ¢ siendo nimeros enteros y vVa? + b? + ¢ < 5. Los valores ¢, ¢y, ¢- contenidos
en el vector ¢ denotan la modulacién de fase con respecto a la direccion coordenada.
La Figura 4.1 muestra un esquema visual de dicho grid. Los pardmetros del protocolo
DSI se encuentran en la Tabla 4.1.

Pardametro/Variable Valor
Imaz 40mT /m
J 60ms
A 66ms
N 515
binaz 170005 /mm?

Tabla 4.1: Parametros del protocolo DSI - Estos son los valores de pardmetros utili-

zados en el diseno y las simulaciones, propuesto para DST [4].

Estas senales son simuladas mediante un modelo de tensor (Seccién 3.3), especifi-
camente mediante la Ecuacion:

E(q) = S(;f) = ¢~ (AT 0a, (4.4)
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4.2 Generacién sintética de la senal S
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(a) El grid en un plano 2D

(b) El grid en 3D

Figura 4.1: El grid en el protocolo de DSI. El panel (a) muestra un plano en 2D del
grid del protocolo, el valor maximo del grid se alcanza en ¢5 . El panel (b) muestra el grid

en 3d, en este se observan los puntos del cubo reticulado dentro de la esfera de 5 unidades

donde sg es la imagen sin difusién. En este trabajo suponemos todas nuestras seniales
han sido normalizadas, lo cual implica que sy = 1, por lo tanto FE(q) = s(q).

En el DSI el valor ¢ ird modulando la direccién y tamano de paso para cada muestra
del protocolo. Esto lo hace modulando mediante la direccién y potencia de gradiente,
pues supone un mismo tiempo efectivo de difusion para todo el estudio. Pasa visualizar
esto podemos expandir la definicién del gradiente g en ¢ como

709G

_ 4.
¢=— (4.5)

donde g es la direccién unitaria del gradiente,

9= H[[a’ b.d (4.6)

a,b, C] Hfz ’

y G es la magnitud del gradiente, que como dicta el protocolo llegara hasta un g,,q, en
los puntos esquinados de la reticula.
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Por requerimientos de la transformada répida de Fourier (proceso requerido pa-
ra obtener el EAP en DSI), este grid de 515 puntos se centra dentro de un cuboide
reticulado, ¢, de tamano 16 x 16 x 16, centrando el grid en la coordenada [9,9,9]. La Fi-
gura 4.1b es un ejemplo de este procedimiento. Esto resulta en un conjunto de n = 4096
valores. Sin embargo, todos aquellas valores fuera del grid tienen valor 0 como lo indica
la siguiente regla:

(4.7)
0, En otro caso.

{S(qi), a2+ +c2 <5

Los valores de los tensores de difusién D se encuentran en un rango de valores

anatémicamente plausibles para fibras comunes en tejido cerebral. En nuestras simu-

laciones siempre suponemos que existe una direccién de fibra dominante, aunque el

modelo de tensores engloba la difusién extra e intraxonal. La forma de los tensores
propuestos es

M0 0
0 A3 O (4.8)

0 0 o3

donde

)\1 S Al, (4.9)
A23 € Ags, (4.10)
A =[1.5x1072,1.9 x 1079, (4.11)
Aoz =[1x107%.5x 1079). (4.12)

Para obtener una imagen en una direccién especifica requerida, solo es necesario
rotar el tensor candnico anterior en la direccién requerida, mediante una matriz de ro-
tacion. El Algoritmo 2 describe una funcién para obtener una senal S con la metodologia
descrita.

Algorithm 2 Funcién getS(D, @, t)
Require: ¢, D, Coleccién @

1: for i de 1 hasta lenght(Q) (515 puntos en DSI) do
¢ = Q(i).

s(qi) = spe”

o

tq] Da;

w

4:  Colocamos s(g;) en el grid en su coordenada correspondiente.
5. Centramos el grid en cuboide ¢ de tamafio 16 x 16 x 16 para formar S°.

6: return S°¢
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4.2 Generacién sintética de la senal S

4.2.1. Senales S con cruces de fibras

Para simular senales S con cruces de fibras, utilizamos un modelo multicomparti-
miento (Seccién 3.3.1). Todos los experimentos en este trabajo se realizan suponiendo
un cruce de dos fibras con cierto angulo £ de separacion, tal que la Ecuacién (3.19) sea

5(ai) = ar51(qi) + azso(q)) = are 9 D1y gye i Do (4.13)

donde a; € [4,.6] y ag =1 —ay. Entre s1(¢;) y s2(gi) existe un dngulo £ de separacién
en el rango de Z € [60°,90°]. Esto lo logramos rotando D2 en un eje con respecto a D
con el dngulo requerido.

En esta tesis se hardn una serie de experimentos, donde para simular distintos
tamanos y direcciones de posibles microestructuras en véxeles, simularemos de manera
aleatoria senales con los parametros y métodos anteriormente descritos. El Algoritmo 3
resume la construccién de una senal aleatoria.

Algorithm 3 Funcién randomS(D;, @, t)
Require: ¢, Coleccién @, A1, Aog, angl, ang2

1: Generar D con Ay ~ U(Al), Aogg ~ U(Agg)
2: Generar Dy con A\ ~ U(Al), /\23 ~ u(Agg)

3: Rotar D en direccién aleatoria r en la esfera

4: Rotar Dy en direccién r

5: Rotar D9 en sobre un eje con dngulo Z ~ U(angl, ang?2)
6: S1 = getS(D1,Q,t)

7. So = getS(D2, Q, t)

8 a; ~U(4,.6),a0=1—

9: S =151 + a2Ss

10: return S

4.2.2. Vectorizando el espacio 3D

En la Ecuacién (4.2) la senal muestreada Sqg € R™, que contiene muestras de S¢,
tiene forma vectorial. Nuestras senales S¢ se encuentran en un cubo ¢ 3D de 16 x
16 x 16, por lo tanto requerimos pasar estos espacios a una forma vectorial. Para ello,
simplemente se vectoriza el cuboide ordenando por columnas, sélo hay que tener en
cuenta la ubicacion donde se encuentran las muestras del grid.

31



4. METODOLOGIA

4.3. Diseno de la matriz de sensado comprimido A

La matriz de sensado comprimido A de tamano n x[ se compone de una combinacién
de dos bases tal que A = ®¥ (Seccién 2.2), donde:

s ®: Es la matriz de sensado de tamano n X n. En este caso se trata de una matriz
de bases de Fourier F', debido a que este es el esquema utilizado en imagenes
DW-MRI, por lo tanto & = F.

= U: Es una matriz de representacién rala de la senal a recuperar de tamano n X [.
En este caso se trata de un diccionario P basado en distribuciones de difusion de
hidrégeno. Por lo tanto, en este trabajo W = P. Es importante destacar que en
este estudio el EAP p se obtiene al realizar la conversién p = Pux.

En esta seccién explicamos ciertos detalles en la construccién de ambas matrices.

4.3.1. Construccion de matriz de sensado de Fourier

En la Seccién 2.3.2 se hace mencién de un par de estrategias para la construccién
de la matriz ® cumpliendo los requisitos del sensado comprimido (Seccién 2.2). Sin
embargo, también es importante modelar esta matriz en funcién del problema a tratar.

En el caso de DW-MRI, la senal E(q) esta en funcién de la transformada de Fourier
que se realiza sobre el véxel (Seccién 3.2). Por lo tanto, en este esquema nuestra matriz
® se compone de la base de Fourier correspondientes a esta transformacién [36]. En
esta tesis utilizamos las funciones contenidas dentro del paquete computacional Matlab
para el calculo de las transformaciones rapidas de Fourier.

Dado que la sefial S en la Ecuacién (4.2) es un vector de un espacio 3D, es necesario
armar una matriz de transformacion de Fourier correspondiente a una transformacién
3D de un espacio 3D vectorizado. Para ello optamos por la estrategia en el Algoritmo 4,
donde obtenemos para cada columna de la matriz de sensado W, una base de Fourier
en forma vectorial correspondiente a la transformacién 3D de una imagen 3D con solo
un coeficiente encendido en la posicién deseada. La matriz ® resultante serda denotada
como matriz F'| y tiene un tamano de 4096 x 4096 para el caso de nuestro cubo ¢ con
n = 4096 posiciones.

4.3.2. Construccion de diccionario de representacién basado en dis-
tribuciones de difusién

Como se vio en la Seccion 2.2, para que el sensado comprimido sea efectivo, se re-
quiere que la senal a recuperar f sea lo mas rala posible bajo uno base de representacién
U tal que

f =z, (4.14)
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4.3 Disenio de la matriz de sensado comprimido A

Algorithm 4 Matriz de transformacién Fourier 3D
Require: Dimensién de tamano r en cada arista de cubo ¢

1: for ¢ de 1 hasta r do

2: for j de 1 hasta r do

3: for k de 1 hasta r do

4: Construimos un cubo I donde I;;; = 1 y el resto es 0.

5: Obtenemos I f: la transformada de Fourier 3D de I.

6: Vectorizamos I f en vf.

7: El vector vf corresponde a la columna (i — 1) + (7 — 1) + k de la matriz de

transformacién 3D final de Fourier F

8: return F

donde z es una senal rala. En la Seccién 1.3 se mencionan algunas estrategias en la
literatura para el diseno de esta matriz para DW-MRI, sin embargo, estas estrategias
desaprovechan el hecho de que bajo una base adecuada es posible extraer informacién
adicional sobre el EAP de la senal rala x, pues sélo se enfocan en mantener la raleza.

En este trabajo la matriz de representacién rala W es construida bajo la estrategia
de que sea un diccionario P, tal que ¥ = P, donde cada atomo de este diccionario co-
rresponde a una distribucién de probabilidad de difusion de hidrégeno, un posible EAP.
De esta forma, la solucién contenida en la senal z se formaria bajo una combinacién
lineal de cada uno de estos atomos, los cuales fueron construidos suponiendo un modelo
de microestructura interna en cada atomo. Por lo tanto, de los coeficientes “encendidos”
en la senal = (aquellos que tengan un valor mayor a un treshold propuesto) podemos
intuir tamanos, formas y dngulos que forman el EAP reconstruido (Figura 4.2).

Figura 4.2: Diccionario P. El diccionario P se compone de EAPs provenientes de dis-
tintos posibles tamanos y direcciones de fibras, y x contendria los coeficientes de la combi-

nacién lineal entre ellos que componen el EAP solucién.
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4. METODOLOGIA

Note que cuando elegimos la matriz de Fourier como matriz de sensado, estamos
haciendo una conversion del espacio real al espacio ¢

S = Fp, (4.15)

donde p se encuentra en el espacio real. Por lo tanto el EAP resultado p, lo podemos
obtener al realizar la operacién

p = Pzx. (4.16)

El EAP resultante de dicha operacion estaria descrito por

p= Z a;Atom(D;, Q,t), (4.17)
i=1
donde
i x; > .01
e L R (4.18)
0, x; < .01

En este caso no se garantiza que ), a; = 1, aunque podemos hacer una normalizacién
temporal en x para tener una interpretaciéon mas clara de los porcentajes de los dtomos
en el diccionario P que componen al EAP resultante .

La funcién Atom(D,@,t) (Algoritmo 5) realiza la propuesta de EAP para cada
atomo del diccionario. Esta funcion realiza tal procedimiento simulando un proceso
de DSI, donde ya teniendo un espacio Q armado como en la Seccién 4.2, realiza la
transformada réapida de Fourier y posteriormente vectoriza este espacio para que sea
un atomo del diccionario. Este espacio Q lo simula mediante el procedimiento descrito
en la Seccion 4.2. Esta funcion recibe como parametros el tiempo efectivo de difusién
t = (A —9/3) (Tabla 4.1), la coleccién @) que se compone de los vectores g donde se
realizan las supuestas muestras para DSI (Seccién 4.2), y un tensor de difusiéon Dj,
elemento de la coleccion D gjeccion, €n la que cada de uno de los elementos D; en ella
es Unico en sus valores y direcciones. Un resumen de este procedimiento se encuentra
en el Algoritmo 6.

Para los eigenvalores en los D; suponemos solo hay una direccién de difusiéon an-
siotrépica dominante Aa3 = Ay = A3 v A1 > Ao3. Estas variables toman valores en
rangos de tamanos anatémicamente plausibles en tejido cerebral, discretizando en los
puntos

A €[1.5,1.6,1.7,1.8,1.9] x 1077, (4.19)

Ao3 € [1,.2,.3,.4,.5] x 1072, (4.20)

para un total de 25 posibles combinaciones de tamanos. Cada uno de estos tamanos es
proyectado en 256 posibles diferentes direcciones equidispaciadas en la media esfera (el

EAP es simétrico, sélo basta discretizar media esfera para capturar bien esas direccio-
nes), la Figura 4.3 muestra las direcciones tomadas en la media esfera. Por lo tanto, en
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4.3 Disenio de la matriz de sensado comprimido A

Algorithm 5 Funcién Atom(D, Q,t)
Require: ¢, D, Coleccién @)

1. for i de 1 hasta lenght(Q) (515 puntos en DSI) do

tq] Da;

2 s(qi) = soe”
3:  Colocamos s(g;) en el grid en su coordenada correspondiente.
4: Centramos el grid en cubo ¢ de tamano 16 x 16 x 16.

5: p3D = FFT de cuboide.

6: return p3D

Algorithm 6 Construccion de Diccionario P

Require: t, colecciones Q y D oeccion
1: for j de 1 hasta length(D ojeccion) dO
2. Dj = Deoleccion(J)
3t p3D = Atom(Dj, Q,1).
4:  Vectorizamos p3D en p;.
5. El vector p; corresponde a la columna j del Diccionario P.

6: return P
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4. METODOLOGIA

este caso, el diccionario P se compone de un total de [ = 6400 atomos, que se componen
de la combinaciones de tamanos y direcciones de los D; contenidos en D ojeccion recién
mencionados. Note que el diccionario P viene de modelos de difusién sin ruido, por lo
tanto el EAP reconstruido bajo esta metodologia serd una solucién sin ruido, lo cual
implica que estaremos filtrando ruido de la senal muestreada en la reconstruccion final.

Figura 4.3: Direcciones en la media esfera del diccionario P. Esta figura muestra
las 256 direcciones en la media esfera utilizadas para rotar los tensores que conforman el

diccionario P. Debido a la simetria del EAP solo requerimos media esfera.

4.4. Muestreo () de la senal S(q)

En el CS buscamos tomar el menor niimero de m muestras posibles de una senal
de tamafio n, tal que si m << n, ain podamos reconstruir dicha sefial con una calidad
préactica suficiente. En este trabajo, dichas muestras corresponden a un subconjunto de
mediciones del espacio Q discretizado en el cubo ¢ (de tamano de 16 x 16 x 16), tomando
solamente de aquellas 515 posiciones en el grid (Figura 4.1b). Los indices correspon-
dientes a estas muestras se encuentran contenidas en el conjunto ). Dependiendo de
la naturaleza de las bases, un muestreo aleatorio uniforme puede ayudar a mantener
la incoherencia (Seccién 2.2). Sin embargo, al tratarse de un problema mas especifico
(imdgenes de DW-MRI), podemos tomar en cuenta algunas consideraciones especiales
con el muestreo que van a ayudar a optimizar el resultado:

» Menzel [5] propone distintas estrategias de muestreo para el espacio-Q. De sus
resultados, es seguro decir que una estrategia adecuada para el muestreo del
espacio-Q es con un muestreo Gaussiano. Este resultado es 1égico, ya que el mues-
treo Gaussiano va a favorecer el centro del espacio ), donde sabemos a-priori que
son justamente aquellos valores ¢ que contienen mas informacién sobre la forma
general del EAP (de manera anéloga, piense en los valores ¢ del centro del espacio
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4.4 Muestreo Q2 de la senal S(q)

Q como aquellas que caracterizan la menor frecuencia de la senal, por lo tanto
son las que conservan mads informacién, mientras que aquellas valores ¢ elevados
conservan més informacién de los detalles de pequena magnitud de la senal). El
muestreo Gaussiano se realiza mediante el Algoritmo 7, con una varianza que
asegure abarque el grid.

= En todos los casos de §2 se toma la muestra correspondiente a la medicién sg,
siendo sp la medicién en el centro del espacio Q (sp = s(qo))-

» El espacio Q es por definicién simétrico (ver Seccién 3.5), por lo tanto, resulta
conveniente inyectar la informacién de esta simetria en la reconstruccién. Esto lo
logramos tomando a cada muestra con su par simétrico. Esta informacién al ser
redundante nos permite tomar virtualmente aiin menos muestras, al solo repetir
la muestra con su punto simétrico en cubo c.

Algorithm 7 Muestreo 2 Gaussiano
Require: m, var

1: Se inicia €2 como un conjunto vacio.

2: while El niimero de elementos en () sea menor a m do
3 a~ N(0,var),b ~ N(0,var),é ~ N(0, var).

4 a=round(a), b =round(b), ¢ = round(¢).

5. if Va2 + b2+ 2 <5 then

6: Anadimos elemento de coordenadas [a b c] a Q.

7: return

En este trabajo se van a explorar algunos muestreos {2 que denominaremos mues-
treos con handicap. Estos muestreos (ademds de cumplir con las tres caracteristicas
anteriormente mencionadas), aseguran muestrear todo el centro del espacio Q. Este
centro corresponde a un cubo subconjunto de ¢, de tamafio 3 x 3 x 3 ubicado en la
coordenada central de c.

La razon de compresién (RC) se define como el entero mas préximo posible de la
razon entre el tamano de la senial a recuperar y sus muestras tomadas

N
RC = —. (4.21)
m
En esta tesis se manejan razones de compresién que van desde 2 hasta 8, y los posibles

valores m para estas razones se encuentran en la Tabla 4.2
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4. METODOLOGIA

(a) Muestreo Gaussiano. (b) Muestreo uniforme.

Figura 4.4: Ejemplo de muestreos en 2D. Esta figura presenta un par de ejemplos
de muestras tomadas de un grid en un plano 2D. El muestreo Gaussiano favorece mas el
centro de este espacio. Nota: El tamano de este grid 2D no corresponde al utilizado en esta

tesis, es sélo un ejemplo ilustrativo. Figuras tomada de [5].

4.5. Optimizando parametros

Finalmente en esta tesis buscamos explorar optimizar los pardametros del problema
LASSO (Ecuacién (4.1)) que pueden influir en la calidad de la reconstruccién:

= ). Este pardmetro es una penalizacién a la no raleza del vector solucion x, ademas
esté relacionada con la cantidad la tolerancia al ruido del problema.

= () Indices de las muestras a tomar. Buscamos saber si existe un conjunto de
muestreos que resuelvan de manera mas eficiente el problema independientemente
de la senal de entrada.

Muy probablemente no existe un muestreo éptimo para todas las posibles estruc-
turas que se puedan simular, menos para datos in-vivo, pues habra muestreos que
favorezcan cierto tipo de estructura y direccién que otros. Sin embargo (y sobre todo
en razones de compresion elevadas) buscamos explorar la posibilidad de obtener un
conjunto de muestreos (2 élites que de manera general obtengan resultados aceptables.

Para optimizar estos parametros se toma una estrategia de optimizacion alternada,
donde dejamos fijo a € y optimizamos para A, para posteriormente fijar a A y opti-
mizar para ). Esta optimizacién alternada se realiza mediante un simple esquema de
aprendizaje de maquina supervisado, descrito en las siguientes secciones.

4.5.1. Valores iniciales

Para iniciar el método iterativo se realiza el siguiente procedimiento para elegir una
Ao inicial.

38



4.5 Optimizando pardmetros

Razén de compresion | m

259
173

129
103
87

75
65

CO | N | O | O | =W | N

Tabla 4.2: Total de muestras m - Total de muestras m adquiridas segin su razén de

compresién

1. Se propone un conjunto de nTest senales de prueba creadas aleatoriamente (Al-
goritmo 3).

2. Obtenemos el py; de cada una de ellas mediante su transformada de Fourier.
3. Agregamos ruido Riciano a estas sefiales.

4. Cada una de estas senales es muestreada mediante un conjunto €2, muestreo pro-
veniente de una distribucién Gaussiana (Serd un muestreo aleatorio distinto para
cada senal).

5. El método lasso en Matlab acepta resolver el problema LASSO sin que el valor
de X este especificado. Cuando esto sucede, Matlab calcula el valor mas grande
posible de lambda que da una solucién casi nula, a partir de esta, calcula una
secuencia de posibles valores lambda, donde el méximo valor en la secuencia es
el obtenido en el paso anterior.

6. De este conjunto de posibles valores A, conservamos aquel donde la soluciéon z
propuesta por Matlab es aquella que nos da el menor error con respecto al py; de
la senal S en cuestién.

7. Finalmente promediamos las nT'est valores A obtenidos, para tener una aproxi-
macion de un .

4.5.2. Parametro ()

Es muy poco probable que exista un solo {2 que sea capaz de muestrear de ma-
nera 6ptima (para su posterior reconstruccién del EAP) todas las posibles formas y
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4. METODOLOGIA

estructuras contenidas en senales .S, sin embargo, en este trabajo procuramos buscar al
menos un conjunto de muestreos €2 élites que funcionen en promedio mejor que todo el
conjunto de posibles combinaciones de muestreos aleatorios. En una iteracién de opti-
mizacién en €, fijamos el pardmetro A (la primera iteracién se realiza con la propuesta
de )¢ inicial, para el resto de las iteraciones con el A 6éptimo calculado de la iteracién
de X anterior). Para la convergencia de este pardmetro, idealmente buscamos no haya
muchos cambios en el conjunto de élites {2 entre iteraciones. La metodologia se resume

en:

10.

Se propone un conjunto de nTest senales de prueba creadas aleatoriamente (Al-
goritmo 3).

Obtenemos el py; de cada una de ellas mediante su transformada de Fourier.
Agregamos ruido Riciano a estas senales.
Se proponen un conjunto de muestreos {2 a probar.

= Este conjunto se compone en parte de muestreos creados con una distribucién
Gaussiana, y el resto de muestreos Gaussianos con handicap que aseguraran
muestrear el centro del espacio Q (ver Seccién 4.4).

En caso de no ser la primera iteraciéon, realizamos “elitismo” al conjunto de mues-
treo a probar, esto es que agregamos el sub-conjunto de los mejores muestreos
obtenidos de la iteracion anterior a la poblacién a probar.

Para cada muestro €2 en el conjunto propuesto, resolveremos el problema LASSO
(Ecuacién (4.1)) con cada una de las senales ruidosas propuestas en el conjunto
de senales.

= Esto lo hacemos con las A obtenidas en el procedimiento de optimizacién de
A anterior.
» Para cada solucién obtenida en este paso, mediremos el error contra los pg

de las senales sin ruido.

Para cada muestro ) en el conjunto propuesto, obtenemos el error promedio
obtenido del las soluciones obtenidas en el problema LASSO con cada una de las
seniales a reconstruir.

Guardamos el sub-conjunto de aquellas {2 que dieron en promedio el menor error
obtenido del paso pasado, con fines de realizar “elitismo” en futuras iteraciones.

Elegimos de este subconjunto como muestreo 6ptimo a aquella 2 que obtuvo
menor error.

Checar convergencia.
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4.5 Optimizando parametros

4.5.3. Parametro )\

El parametro A es especifico para cada problema, pero es posible aproximarnos al
rango de soluciones validas para el problema. Para verificar dicho rango se propone la
siguiente heuristica:

1. Definimos un rango de busqueda.

2. Resolvemos el problema LASSO con una poblacién aleatoria de senales S con
alguna propuesta de A contenido en el espacio de bisqueda, estos se hacen con
un esquema de muestreos aleatorios.

3. Promediamos el error obtenido de las soluciones obtenidas en LASSO con dicha
poblacién de senales.

4. Basandonos en estos errores promedios podemos obtener cierta intuicion de ese
espacio de valores buenos para A.

5. Repetimos aproximando el espacio de busqueda, hasta quedar satisfecho con el
rango.

Sin embargo, para la optimizacién de €2 requerimos dejar fijo el valor de A, para ello,
fijamos el pardmetro € con el mejor muestreo {2 del conjunto de élites de la iteracién
pasada para el entrenamiento y entrenamos el valor de A con la siguiente metodologia:

1. Se propone un conjunto de nTest senales de prueba creadas aleatoriamente (Al-
goritmo 3).

2. Obtenemos el py; de cada una de ellas mediante su transformada de Fourier.
3. Agregamos ruido Riciano a estas senales.

4. Cada una de estas senales es muestreada mediante el muestreo éptimo €2, resul-
tado de la optimizacién de €2 anterior.

5. Obtenemos con Matlab un conjunto de posibles valores A donde existe una solu-
cién valida.

6. De este conjunto de posibles valores A, conservamos aquel donde la solucién x
propuesta por Matlab es aquella que nos da el menor error con respecto al py; de
la senal S en cuestion.

7. Finalmente promediamos las nT'est valores A obtenidos, para una aproximacion
de la A éptima del 2 6ptimo en la iteracion.

8. Checar convergencia.

Para la convergencia de este pardmetro, se busca que los cambios en A no sean tan
fuertes entre iteraciones, pero con un criterio muy suave, por que es probable que el
mejor élite sea distinto en cada iteracién, entonces se espera haya algo de variacién en
este pardmetro.
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Capitulo 5

Resultados y analisis

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos respecto a las metodologias
del capitulo anterior. En este capitulo se explica cuales con las métricas de error mas
adecuadas para el estudio en cuestién. Se resumen los resultados de la propuesta de
optimizacién de los pardmetros A y €2, y se detallan algunas conclusiones al respecto.
Ademas se presentan una serie de pruebas y resultados para probar la robustez del
método, asi como una serie de ejemplos de reconstrucciones correctamente obtenidas
mediante la metodologia propuesta en esta tesis.

5.1. Desempeno de métricas bajo variaciones de ruido Ri-
ciano

Para medir la sensibilidad de las métricas de error presentadas en la Seccién 4.1.1,
se propone un sencillo experimento donde generamos senales aleatorias, les agrega-
mos ruido Riciano en distintos niveles de SN R, extraemos sus EAP y comparamos
la diferencia con las métricas presentadas. Los resultados del desempefio promedio de
las distintas métricas se encuentra en la Tabla 5.1, mientras que la varianza de estos
promedios se encuentra en la Tabla 5.2.

Idealmente nos gustaria que existiera una relacion lineal entre el nivel de ruido y
nivel de error, esto daria una buena intuicién del significado del valor numérico obtenido
en la métrica del error con respecto el ruido en la senal. En las Figuras 5.1 y 5.2,
hacemos una visualizacién de los errores obtenidos en diferentes SNR de la Tabla 5.1.
En la Figura 5.1 , podemos observar que existe cierta estructura del nivel de SNR y las
métricas, sin embargo las senales mas ruidosas (SN R < 30) afectan considerablemente
dicha forma. En la Figura 5.2 sélo graficamos para aquellos valores de SNR > 30, y
en esta podemos observar que hay una relacion maés lineal entre el nivel de ruido y
las métricas, siendo la divergencia Kullback-Leibler (Apéndice C) la que se comporta
de manera mas lineal. También es importante destacar que es la divergencia KL la
que tiene mayor varianza en sus resultados, siendo esto interesante pues implica que
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SNR Euc EMD Kull-Leib Jen-Shan

10 0.6824 0.9599 5.6536 0.1907
20 0.4334 0.5280 1.9542 0.0950
30 0.2864 0.3527 1.3171 0.0608
40 0.2393 0.2645 1.0763 0.0453
50 0.1930 0.2171 0.9021 0.0357
60 0.1594 0.1770 0.7718 0.0297
70 0.1413 0.1553 0.6808 0.0251
80 0.1181 0.1311 0.5904 0.0217
90 0.1047 0.1159 0.5138 0.0187
100 0.0981 0.1076 0.4657 0.0167

Tabla 5.1: Desempeno promedio de métricas de error a diferentes SNR

tiene mayor sensibilidad para captar estas diferencias que las diferentes métricas. Por
estas razones, ademads de que es muy fécil de calcular, serd la divergencia Kullback-
Leibler la métrica estandar de error que usaremos para las distintas pruebas en
esta tesis.

5.2. Resultados de optimizacion de parametros

En la Seccién 4.5 se presenté una estrategia para optimizar los pardmetros A y €.
Esta consiste en alternar la optimizacién de ambos pardmetros, hasta lograr un punto
de convergencia. Sin embargo, algunas observaciones en los experimentos surgen con
respecto a la convergencia de estos parametros:

= El valor de A\ depende de la naturaleza de las muestras a tomar, esto es, del ruido
en la senal, de la forma natural de la senal y de la poblaciéon muestreada. Por
lo tanto va a existir un valor especifico de A éptimo para cada caso distinto. Lo
mejor que podemos hacer es procurar aproximarnos al rango donde se encuentran
estos valores 6ptimos.

= De la misma forma, va a existir un muestreo 6ptimo {2 distinto para cada ca-
so especifico, es de esperar ya que ciertos muestreos aleatorios van a favorecer
muestrear la forma del EAP mas que otros. Esto se hace més evidente con los
experimentos realizados, y a pesar de eso se verd que hacer muestreos aleatorias
con las consideraciones propuestas en esta tesis es una buena estrategia.
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5.2 Resultados de optimizacién de parametros

SNR Euc EMD Kull-Leib Jen-Shan

10 1.23E-02 6.40E-03  2.04E4-00 2.43E-04
20 5.30E-03 2.96E-03 1.57E-01 4.51E-05
30 2.14E-03 1.40E-03 8.26E-02 1.90E-05
40 1.48E-03 8.78E-04 2.91E-02 1.87E-05
50 1.22E-03 1.00E-03 1.89E-02 9.88E-06
60 8.58E-04 4.25E-04 1.26E-02 5.85E-06
70 5.20E-04 2.73E-04 9.28E-03 4.97E-06
80 3.81E-04 2.21E-04 8.39E-03 3.39E-06
90 3.90E-04 1.68E-04 9.66E-03 4.26E-06
100 3.74E-04 2.32E-04 6.24E-03 2.60E-06

Tabla 5.2: Varianza del desempeno promedio de métricas de error a diferentes SNR
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Figura 5.1: Ajuste lineal visual de métricas de error. Esta grafica se encuentra nor-
malizada con respecto al error maximo obtenido por cada métrica. En esta figura podemos
notar cierta forma cuya en el desempeno de las métricas, donde la curva sucede debido a

desempefio de valores SNR bajos.
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0.2 .
30 40 50 60 70 80 90 100
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Figura 5.2: Ajuste lineal visual de métricas de error para SNR > 30. Esta grafica
se encuentra normalizada con respecto al error maximo obtenido por cada métrica para
SNR > 30. En esta figura podemos notar que efectivamente hay una forma de relacién
lineal entre el error obtenido en las diferentes métricas en SINR > 30, siendo la divergencia

Kullback-Leibler la que mejor se ajusta a una linea.

En las siguientes secciones se elaboran mas a detalle estas observaciones.

5.2.1. Convergencia parametro A

En algunos resultados previos de la metodologia de optimizacién propuesta en la
Seccion 4.5.3, se observo que el pardametro A no daba indicios de converger, pues este es
aproximadamente éptimo solamente al muestreo €2 elegido como 6ptimo en la iteracién
anterior pero no a toda la poblacién de muestreos a probar. Esto no es sorprenderte,
pues el valor éptimo para A\ es Unico para cada problema, aunque es posible que nos
podamos aproximar al rango que pueda definirse como un espacio de solucién para este
parametro.

Para aproximarnos a un rango que contenga posibles valores adecuados para el
pardmetro A, seguimos la metodologia propuesta en la Seccién 4.5.3. A partir de los
primeros resultados se determiné que un rango de bisqueda inicial aceptable se encuen-
tra en [.001,.5]. En la Figura 5.3 se muestra una grafica con los resultados correspon-
dientes de dicha prueba, probando con tamanos de pasos en el valor A de .001. De esta
figura podemos empezar a notar que un rango mas preciso de bisqueda se encuentra en
[.005,.015], aunque también podemos observar que para razones de compresion (RC)
elevadas el valor X\ tiene un comportamiento inestable. Por otro lado, al realizar la mis-
ma prueba con muestreos Gaussianos con handicap (que como serd visto en la siguiente
seccién, tienen un mejor desempefio y resultan més adecuados a nuestro problema)
este comportamiento es mas estable. Los resultados de dicha prueba de muestreos con
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Figura 5.3: Rango aproximado de valores 6ptimos A. Se promedia el error obtenido

para un conjunto de pruebas en diferentes A, el minimo se encuentra aproximadamente en

0.011.
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Figura 5.4: Rango aproximado de valores 6ptimos A de muestreos con handicap.
Se promedia el error obtenido para un conjunto de pruebas en diferentes A, el minimo se

encuentra aproximadamente en 0.011.

handicap se encuentran en la Figura 5.4. De esta podemos observar que existe mayor
estabilidad para RC mads elevados, esto gracias a la informacién del handicap ayuda
considerablemente a pruebas con menores muestras, ademds podemos notar que un
rango adecuado para valores A sigue siendo [.005,.015]. También podemos observar que
a mayor RC mayores valores A son requeridos, pues note los valores mas adecuados de
A se encuentran justo después de la primera gran curva en cada funcién de la grafica,
la cual sucede cada vez mas préxima a .015 conforme el RC aumenta.

En la Secciéon 4.5.3 también se establecié una metodologia para optimizar el pardme-
tro A dado un muestreo fijo, proceso que es parte de un método iterativo mas general que
procura optimizar alternadamente ambos parametros. En la siguiente seccién veremos
que es posible obtener un conjunto de muestreos élite que son 6ptimos para un conjunto
de senales de prueba. Para dichos élites es posible establecer un valor aproximadamente
optimo de A con la metodologia propuesta. Un ejemplo de valores A obtenidos para un
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muestreo ) élite obtenido en diferentes RC se encuentran en la Tabla 5.3. De esta tabla
es més claro que a mayor RC se requiere un valor de A més elevado (aunque de una
magnitud similar), esto es 16gico pues elevar A implica que relajamos el problema para
tolerar un poco mas error, lo cual es de esperar a valores de RC elevados.

RC )\ 6ptima

2 0.006
4 0.010
6 0.011
8 0.013
10 0.015

Tabla 5.3: Valores éptimos de A\ para un muestreo élite

5.2.2. Convergencia de ()

La metodologia propuesta en la Seccién 4.5.2 hace una busqueda en el conjunto de
posibles €2, al estar proponiendo conjuntos de muestreo en cada iteracién del método.
En cada iteracién hacemos “elitismo” de la poblacién, esto es que se conservan aquellos
muestreos ) que dieron mejores resultados en la iteracién y los inyecta en la siguiente
poblacion de muestreos a probar. Con esto buscamos explorar si existe algiin conjunto
de posibles muestreos €2 que puedan fungir como muestreos universales.

En la metodologia, para una iteracion donde se va optimizar una nueva poblacion de
muestreos, se proponia un nuevo conjunto de senales aleatorias con que optimizar esta
poblacion, tal que en la siguiente iteracién, un nuevo conjunto de senales optimice la
nueva poblacién (con elitismo) de muestreos. Si los élites después de varias iteraciones
empezaran a converger, darfamos por terminado el método. Sin embargo, en base a
pruebas iniciales, se observé que los élites entre las iteraciones eran distintos para cada
iteracion, evitando la convergencia.

Por otro lado, se hicieron una serie de pruebas con las misma metodologia pero
fijando el conjunto de senales con las cuales entrenar el muestreo para todas las ite-
raciones del experimento. En estas pruebas se pudo observar que habia elitismo de
manera, efectiva, conservando entre iteraciones élites que provenian inclusive de prime-
ras iteraciones. Esto refuerza la idea de que efectivamente hay muestreos que favorecen
cierto tipo de estructura, pero muy dificilmente podemos encontrar un conjunto que
funcione mejor o peor en todos los casos, sino que tenemos un conjunto de soluciones
optimales que podemos usar de manera indistinta para sentido practico.
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5.3. Desempeno de recuperacion del propagador conjunto
promedio

En esta seccién se presentan resultados de los errores obtenidos promediados al
reconstruir el EAP de un conjunto de senales aleatorias ruidosas mediante el esquema
de CS presentado. Para esto, bajo un mismo nivel de ruido de SN R = 30, generamos un
conjunto de 250 senales S aleatorias, las cuales son muestreadas bajo distintas razones
de compresién para posteriormente reconstruir su EAP con la metodologia propuesta,
fijando el parametro A segun los resultados anteriores. Las métricas de error presentadas
son con la distancia Euclideana y la divergencia Kullback-Leibler.

La Tabla 5.4 presenta los resultados de realizar este experimento con muestreos
aleatorios Gaussianos, tal que cada muestreo serd distinto para cada senial a reconstruir.
En la Tabla 5.5 se realiza el experimento con muestreos aleatorios Gaussianos pero esta
vez nos aseguramos de muestrear el centro del espacio-Q (handicap). En la Tabla 5.6
se realiza el experimento pero fijando el muestreo con alguno de los muestreos élite
obtenido en los resultados anteriores.

RC Prom. Euc Var. Euc Prom. KLL Var. KL

2 0.1253 0.0006 0.0298 0.0001
4 0.1391 0.0011 0.0400 0.0004
6 0.1594 0.0016 0.0639 0.0012
8 0.1629 0.0018 0.0661 0.0013
10 0.2205 0.0035 0.1344 0.0074

Tabla 5.4: Desempeno de muestreos Gaussianos

RC Prom. Euc Var. Euc Prom. KL Var. KL

2 0.1226 0.0006 0.0279 0.0002
4 0.1263 0.0011 0.0333 0.0003
6 0.1282 0.0012 0.0374 0.0004
8 0.1339 0.0015 0.0395 0.0005
10 0.1423 0.0022 0.0440 0.0007

Tabla 5.5: Desempeno de muestreos Gaussianos con handicap
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RC Prom. Euc Var. Euc Prom. KL Var. KL

2 0.1216 0.0006 0.0271 0.0001
4 0.1192 0.0009 0.0287 0.0002
6 0.1171 0.0010 0.0299 0.0002
8 0.1214 0.0014 0.0326 0.0004
10 0.1254 0.0019 0.0357 0.0006

Tabla 5.6: Desempeiio de muestreos élite

En base a los resultados de estas tablas queremos realizar las siguientes observacio-
nes:

» La diferencia de error promedio obtenido entre aquellos muestreos aleatorios y
aquellos muestreos aleatorios con cierta ayuda (muestreos élites y muestreos con
handicap) son considerables, por lo tanto es buena estrategia optar por alguna de
estas alternativas.

= Los muestreos élites son aquellos con los mejores resultados, aunque realizar mues-
treos aleatorios con handicap en el centro es una buena estrategia que no requiere
optimizacion.

= La metodologia filtra el ruido Riciano. Note que los errores promedios presentados
son significativamente menores a aquellos obtenidos en la Tabla 5.1, esto es un
indicativo de que los resultados tienen menor ruido, el cual sensibilizaba a las
métricas.

= El error es mayor conforme el RC aumenta. Esto es de esperar, pues el problema
se vuelve mas complejo conforme menos muestras.

5.3.1. Ejemplos de reconstruccién

En esta secciéon presentamos algunos ejemplos de reconstrucciones obtenidas con
la metodologia propuesta, visualizando el ODF (Seccién 3.5.1), el cual condensa el
EAP en una figura donde podemos distinguir los principales picos y cruces del EAP,
obtenido mediante un software para visualizar ODFs en DSI Studio [37]. Cada figura
corresponde a la reconstruccién del EAP mediante la metodologia, partiendo de una
senal aleatoria generada con base en una microestructura plausible con SNR = 30,
con su respectivo error KL. Recuerde estos errores comparan el EAP reconstruido con
aquel que obtendriamos de la senial completa sin ruido.

Las Figuras 5.5 a 5.7 contienen dichos ejemplos. De estas figuras surgen las siguiente
observaciones:
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ODF original ODF recuperado

Figura 5.5: Ejemplo de reconstrucciéon 1. RC = 2, SNR = 30,Dy; = 0.0193,
Deye = 0.0657. Visualizacién del ODF obtenido al reconstruir el EAP con la metodologia

presentada.

= Reiteramos en el protocolo mas comin de DSI se requieren 515 muestras del
espacio Q. En estos ejemplo se requieren considerablemente menos muestras
(259,129,65), ademads debido a la simetria del espacio Q, en realidad solo se requie-
re la mitad de estas muestras (129,65,33) y usar como muestra su punto simétrico,
virtualmente teniendo un radio de compresién ain menor en todos los casos.

= Aunque el ODF obtenido no es una reconstruccién perfecta (esto se debe princi-
palmente debido al ruido Riciano), la aproximacién obtenida es més que suficiente
para su uso practico.

= Otra ventaja interesante del esquema dicho, es que debido a que el diccionario
P propuesto parte de un modelo sin ruido, entonces el resultado final también es
sin ruido, haciendo un filtrado de ruido efectivo en la reconstruccion final.

= Ademads de las reconstrucciones obtenidas, el vector solucién x propiamente nor-
malizando puede dar una intuicién del porcentaje de composicién de microestru-
cutra que tienen estos EAP. Esta idea puede explorarse mas a fondo con diccio-
narios que posean informacion ain mas especifica como difusién intra-xonal.
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Figura 5.6: Ejemplo de reconstrucciéon 2. RC = 4 SNR = 30, Dy = 0.0235,

Deye = 0.0899. Visualizacién del ODF obtenido al reconstruir el EAP con la metodologia

presentada.

ODF original

ODF recuperado

Figura 5.7: Ejemplo de reconstruccién 3. RC = 8§,SNR = 30, Dy; = 0.0107,

Deye = 0.0766. Visualizacién del ODF obtenido al reconstruir el EAP con la metodologia

presentada.




Capitulo 6

Conclusiones

En el capitulo anterior se hicieron algunos comentarios como anélisis de los resul-
tados obtenidos con la metodologia propuesta. De estos queremos enfatizar algunos
puntos:

= La divergencia Kullback-Leibler presenta una sensibilidad interesante al ruido
Riciano, esto nos permite usarla como base de métrica de error para comparar y
optimizar los resultados obtenidos con los esperados.

= Es posible obtener un rango de valores 6ptimos para el pardmetro A, y aunque no
es posible obtener un valor especifico debido a la naturaleza del problema, este
rango puede servir como base de seleccion.

= La teoria del CS sugiere que los muestreos sean aleatorios, pero gracias al cono-
cimiento que tenemos del problema (imdgenes de DW-MRI) podemos asegurar
mejores muestreos al realizarlos con una distribuciéon Gaussiana, y atin mejores
muestreos si aseguramos el centro del espacio Q.

= A si mismo, es posible obtener un conjunto de muestreos élites que aseguran
obtener menor error en promedio con la metodologia propuesta.

= Kl error obtenido en las reconstrucciones del EAP se encuentra en rangos muy
aceptables, por lo tanto el diccionario P propuesto en esta tesis es apto y funcional
para este esquema.

Podemos dejar como conclusién que la metodologia presentada cumple con los obje-
tivos propuestos en esta tesis, al poder realizar de manera efectiva sensado comprimido
en DSI, haciendo uso de un diccionario que contiene informacién de distribuciones de
difusion de hidrégeno, lo cual nos ayuda a inferir aiin mas la micro-estructura interna
de los voxeles del estudio. Ademads, este esquema abre las puertas para futuras investi-
gaciones aprovechando la forma de construccion de dicho diccionario.
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6.1. Trabajo a futuro

El diccionario con distribuciones de difusién de hidrégeno presentado ha funciona-
do adecuadamente, por lo tanto el vector soluciéon contiene informacién de las posibles
microestructuras contenidas en la senial de difusion, esto abre las puertas para explorar
a mayor detalle este tipo de propuestas, las cuales no se han observado (en nuestro
conocimiento) en otros trabajos. Una posibilidad para ampliar el esquema mencionado
es crear atomos del diccionario que corresponden a “sticks”. Estos sticks buscan expli-
car la difusién intraxonal dentro de los voxeles del estudio. Esto es posible mediante
un modelo descrito por Neuman para difusién en medios restringidos cilindricos [38].
Con estos sticks seria posible obtener una estimacion de la difusién intraxonal, lo cual
seria informacién muy util para algunas aplicaciones sobre estimaciéon de propiedades
microestructurales y deteccién de dafio axonal.

En este trabajo todas las senales de entrenamiento y prueba son sintéticas (median-
te modelos de tensor multicompartimiento con ruido sintético). Es importante llevar
este método con pruebas in-vivo al campo clinico, para poder validar el esquema con
senales reales. De ser posible esta validacién, este método podria ser utilizado en apli-
caciones clinicas para DSI, con un tiempo considerablemente menor de muestreo que
los protocolos habituales de dicha técnica.
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Apéndice A

Algoritmo ADMM

Una forma de resolver el problema Lasso en ecuacién (2.16) es un algoritmo basado
en Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) [39]. La siguiente nomencla-
tura se conserva del paper en cuestion. Este método resuelve el problema de la forma

13151,1121 l(z)+g(2)

(A.1)
st. Ar+Bz=c
Con esta notacién, el problema de regresién Lasso es
i Ux) +g(=) = ¢ Az~ blle, + Al
min [(x z) = =||Ax — z
x,z g 2 b o (A.2)

st. x—z=¢c

Este es un algoritmo iterativo, donde las actualizaciones hechas en cada iteracién
son:

a* = (AT A+ p) 71 (AT b + p(2F — uF)) (A.3)
= Sy 4+ ib) (A.4)
Mk+1 — Iuk + xk—l—l . Zk—l—l (A5)

donde A es el conjunto de datos (arreglo alto, nuestra matriz de sensado compri-
mido), = contiene los coeficientes (o la solucién en este caso sparse que buscamos al
problema), p es el pardmetro de penalizacién (pardmetro de Lagrangiano aumentado),
b es la respuesta (arreglo grande, en este caso nuestras muestras), y S es el operador
de soft thresholding

a—k, a>k
Sk(a) =<0, la|| < & (A.6)
at+k, a<k
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Apéndice B

Informacion adicional sobre el valor g

En la literatura suelen existir dos definiciones del valor de ¢, naturalmente ambas
son equivalentes, sélo hay tener en claro una distincién del tipo de unidades en las que
se encuentra, dependiendo del contexto en el que se maneja.

El valor ¢ se define como

q =79G, (B.1)

donde

rad

= 7 Es la proporcién giromagnética, cominmente sus unidades son *77

= § Es el tiempo del pulso de gradiente, sus unidades son s

» G Es la magnitud (también direccién) del gradiente de difusién, sus unidades son
T

m

Por lo tanto las unidades del valor ¢ son %. En la imagenologia del espacio Q,
este espacio Q es analogo a un espacio de frecuencias en un andlisis clasico de Fourier.
Podemos ver a los valores g como los componentes frecuenciales de este espacio.

En el Q-space imaging el valor g; se define como

oG

o (B.2)

q=

De esta forma hacemos la conversién de radianes a ciclos tal que el valor § tiene sus

unidades en %, andlogo a un componente frecuencial de m.
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Apéndice C

Métricas entre distribuciones

Dado a que los EAP son funciones de densidad de probabilidad discretas, es po-
sible utilizar algunas métricas comunes en el campo de la probabilidad y aprendizaje
de méaquina para medir similitud entre ellos. En este anexo definimos algunas de las
utilizadas en esta tesis.

Distancia euclidiana

La definimos como

_IP-Qly

Deye = ) C1
1Pl (©1)

donde consideramos a ) el EAP reconstruido a comparar el el EAP de referencia P.
La norma Frobenius para el caso 3D se define como

1X1ly = \/ZZZWV (©2)
k i 7

Earths Mover’s Distance (EMD)

Obtener esta distancia implica minimizar el siguiente problema de optimizacién

[40]
Hlxln Z Cijl’ij
]
st. >0

inj = wp; (C.3)
J
Zﬂfzj = wq;
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C. METRICAS ENTRE DISTRIBUCIONES

donde:

= (C: Matriz de pesos, para este caso simple distancia euclideana entre dos puntos
para x.

= wp,wy: Valor del pin en el histograma 3D. Deben estar normalizados.

Divergencia Kullback-Leibler

Para el caso discreto se encuentra definida como [41]

P()

Qi)

D (PllQ) = Z P(i)log (C.4)

Notas:
» Esta divergencia no es simétrica Dy (P||Q) # D (Q||P).
= Solo se encuentra definida si en Q); = 0 implica P; = 0.

= Si P; =0, esa contribucion se toma como 0.

Divergencia Jensen-Shannon
Para el caso discreto se encuentra definida como [42]
1 1
D;u(PIIQ) = 5 Dua(PIIM) + 1 Dy(@I) (©5)

donde

M:%@+Q) (C.6)

La Djs es una versién simétrica y suave de la divergencia Kullback-Leibler.
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