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Introduccion

La Teoria de Juegos es una rama de la matematica que se dedica a modelar y caracte-
rizar formalmente situaciones en las que se deben tomar decisiones, especialmente en
el campo de la economia y la politologia, aunque también se ha aplicado exitosamente
en ambitos, como la biologia y la ciencia militar.

El objetivo de la Teoria de Juegos consiste en analizar las estrategias déptimas para
la toma de decisiones, ademés del comportamiento de los agentes participantes en
la situacion o juego. Este estudio es de gran importancia, pues todos los acaeceres
del mundo demandan la toma de alguna decision, por mas simple que pueda parecer.
Algunas de estas situaciones requieren de una profunda reflexion, mientras que otras
se hacen practicamente de forma automaética. Cabe notar que las decisiones tomadas
estan vinculadas a los objetivos personales que se pretendan alcanzar, y asi, cuando
se conocen las consecuencias de cada alternativa, la eleccion de una solucién determi-
nada resulta una tarea racional.

La Teoria de Juegos ya se percibia desde muchos siglos atras, aunque no existia como
tal. El Talmud es una recopilacion de leyes y tradiciones antiguas desde el siglo V
D.C. que supone la base religiosa de los judios; en dicho texto se discute la toma de
decisiones para la reparticion de bienes, como el ejemplo del caso de la muerte de un
hombre que tiene tres esposas. Pero formalmente, Emile Borel desde 1921 a 1927 y
John von Neumann en 1928 publican articulos encontrando la solucién y probando el
teorema de minimax para juegos bipersonales, respectivamente. Sin embargo, son los
mateméticos John Von Neumann y Oskar Morgenstern los considerados padres de la
Teoria de Juegos desde la publicacion en 1944 de la obra The Theory of Games and
Economic Behaviour.

El gran impacto que la Teoria de Juegos ha tenido en el desarrollo de la Economia
actual queda evidentemente reconocido con los cinco Premio Nobel de Economia que
se han otorgado a personas que trabajan en dicha area: John Nash, Reinhard Selten,
John Harsanyi y recientemente Alvin Roth y Lloyd Shapley.
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Los juegos se clasifican en dos clases: los cooperativos y los no cooperativos. En los
juegos cooperativos los jugadores disponen de mecanismos que les permiten realizar
acuerdos condicionales. El problema central de los juegos cooperativos es el de brin-
dar métodos para repartir entre los jugadores las utilidades que se obtienen con su
cooperacion. En los juegos no cooperativos, los jugadores no poseen mecanismos para
disponer de acuerdos y los jugadores actian de forma independiente. El objetivo de
la teoria de juegos no cooperativos, es proporcionar recomendaciones del comporta-
miento que deben seguir los jugadores para obtener estados deseables.

El conocimiento de conceptos bésicos en estas dos ramas de la teoria es necesario para
el desarrollo del trabajo que aqui se realiza. Por ello, en el Capitulo 1 se presentan
varias definiciones y resultados importantes en la literatura de juegos cooperativos.
Por otro lado, el Capitulo 2 contiene las definiciones y conceptos de solucién maés
conocidos en la teoria de juegos no cooperativos.

En este trabajo se presentan modelos de juegos en dos diferentes estructuras, las cua-
les presentaremos a continuacion.

En el Capitulo 3 estudiamos una clase de juegos que fue propuesta en Vargas-Valencia
(2013). Dichos juegos modelan situaciones en las cuales la cooperacion satisface res-
tricciones anidadas dadas por una estructura de nivel. Esta estructura es definida
por una familia ordenada de particiones del conjunto de jugadores de tal forma que
cada particion es un refinamiento de la siguiente particion. Esta estructura modela
situaciones en las cuales los agentes estan clasificados en una jerarquia de varias ni-
veles, como lo son la estructura de division politica en un pais, o la divisiéon de una
empresa en departamentos o areas que agrupan actividades y tareas con relaciones
jerarquicas que se dan entre estas. Posteriormente, proponemos un valor para estos
juegos mediante una adaptacion del valor de Shapley. En este trabajo, presentamos
una nueva caracterizacion axiomatica para el nuevo valor obtenido. Para cumplir este
proposito, introducimos una nueva propiedad llamada contribucion de clases balan-
ceadas que generaliza otras propiedades en la literatura. Finalmente, implementamos
los valores obtenidos de dos formas diferentes, la primera con un proceso multietapa
y la segunda mediante la definicion y estudio de la extension multilineal de la nueva
clase de juegos. Los resultados de este capitulo seran publicados en Sanchez-Sanchez
y Vargas-Valencia (2016). Este capitulo est& organizado de la siguiente manera: En
la Seccion 3.1, se presenta el modelo describiendo el conjunto de coaliciones factibles
y se muestran algunas propiedades algebraicas de este conjunto como un conjunto
parcialmente ordenado con la relaciéon de inclusion, dichas propiedades son la princi-
pal herramienta para dar una representacion de un juego anidado con respecto a una
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base de los juegos de unanimidad anidados. En la Secciéon 3.2, se determina un valor
de Shapley para juegos anidados definiéndolo primero sobre la base de juegos de una-
nimidad anidados y luego extendiéndolo linealmente. Para interpretar la adaptacion
del valor de Shapley, se define un juego para cada clase donde sus jugadores seran las
subclases que lo componen, con el valor de Shapley ponderado de estos juegos, donde
los pesos son las cardinalidades de las subclases, se define una distribucién entre los
agentes que forman tales subclases. En la Seccion 3.3, considerando un vector de pesos
para modelar la asimetria entre los agentes, se brinda un valor de Shapley ponderado
adaptado para juegos anidados. En la Seccién 3.4, se propone un proceso multietapa
que proporciona un algoritmo para calcular los valores propuestos, con este proceso
se obtiene una vision sencilla e intuitiva de las reglas de asignacion desarrolladas a lo
largo del capitulo. Finalmente, en la Seccion 3.5 definimos una extension multilineal
para los juegos anidados. Esta extensién nos permite mostrar una forma diferente de
calcular el valor de Shapley adaptado.

Juarez y Kumar (2013) estudia los mecanismos de reparticion de costos compartidos
para la conexion de una red, con los cuales se implementa una red de minimo costo.
En este trabajo presentamos un estudio estrechamente relacionado. En el Capitulo 4
presentamos un nuevo modelo donde los jugadores cooperan invirtiendo tiempo para
desarrollar ciertos proyectos y en este caso, nuestro objetivo es caracterizar y estu-
diar los mecanismos que implementen asignaciones de tiempo que generen la mayor
productividad. La estructura de las coaliciones esta dada solamente por los proyectos
factibles, es decir, un conjunto de jugadores que no pueda desarrollar un proyecto no
es una coalicion. Los jugadores estdn dotados con tiempos fijos que invierten en los
diferentes proyectos, los cuales generan utilidades dependiendo de la forma en que los
jugadores asignen los tiempos. Un mecanismo reparte las utilidades totales generadas
por los proyectos entre los jugadores dependiendo de la asignacion de los tiempos y
de la utilidad generada por cada uno de los proyectos. En este trabajo, se estudian los
mecanismos que incentivan a los jugadores a contribuir con su tiempo de forma que
genere la maxima utilidad agregada en el equilibrio de Nash, sin importar la forma
en que se producen dichas utilidades (eficiencia). El principal resultado obtenido es
la caracterizaciéon de todos los mecanismos que satisfacen dicha eficiencia, méas aun,
también se caracteriza una clase mas pequena de mecanismos que ademas de satis-
facer la eficiencia, son anénimos (simétricos) e independientes de las asignaciones de
tiempo. Posteriormente, se estudia la robustez de los mecanismos eficientes cuando
hay cambios en las caracteristicas iniciales del juego, como lo son el aumento en los
tiempos eficientes o incremento en el conjunto de jugadores, las mejoras tecnologicas
para aumentar la utilidad de los proyectos o la aparicion de nuevos proyectos fac-
tibles. De aqui, una clase de mecanismos es caracterizada al requerir que los pagos
aumenten si dichas condiciones iniciales también aumentan. Finalmente, se estudian
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y caracterizan los mecanismos que son libres de manipulacion de grupos (mecanismos
a prueba de estrategias de grupo). Los resultados de este capitulo son un trabajo en
colaboracion con Ruben Juarez y Kohei Nitta, que esta establecido en Juarez et al.
(2017). Este capitulo se desarrolla de la siguiente forma: En la Seccion 4.1 se presenta
el modelo para la situacion de asignacion de tiempos en proyectos y se introducen
algunos mecanismos de reparticion conocidos. En la Seccion 4.2 se define un juego no
cooperativo que ayuda a estudiar la implementacion de los mecanismos en el modelo
descrito, se establece el concepto de equilibrio de Nash para dicho juego y se describe
el estado del juego socialmente mas deseable (eficiencia). Posteriormente, se definen
los mecanismo separables, pues aqui se demuestra que estos resultan ser los tinicos
mecanismos que implementan eficiencia como un equilibrio de Nash. Ademas, se ca-
racteriza una subfamilia de mecanismos eficientes que satisfacen las propiedades de
anonimidad y tiempo-independencia. En la Seccion 4.3 se estudia la monotonicidad
de los pagos a los jugadores con respecto al aumento de tiempo disponible de trabajo
y con respecto al incremento en las funciones de producciéon. Al requerir que dichos
pagos no disminuyan con el incremento del tiempo y/o las funciones de produccion,
se caracteriza una familia de mecanismos que dependen de la conexion de los proyec-
tos (a través de la interseccion de pares no vacios). Finalmente, en la Seccion 4.4 se
encuentra una condicién necesaria y suficiente para caracterizar la familia de meca-
nismos eficientes que es libre de manipulacion de grupos.

El objetivo general del presente trabajo de investigaciéon es modelar, caracterizar,
solucionar e implementar matematicamente juegos en diferentes estructuras y sus
mecanismos de reparticion. Dicho objetivo se conforma paso a paso con los siguientes
objetivos especificos:

= Modelar, definir y caracterizar matematicamente la situacion de juegos con
restricciones de cooperaciéon anidadas.

= Proponer y caracterizar soluciones para los juegos cooperativos con restricciones
anidadas, que cumplan axiomas especificos que modelan caracteristicas desea-
bles en la realidad.

= Brindar algoritmos y expresiones para la implementacion de dichas soluciones.

= Modelar y definir la situacion de reparticion de ganancias en estructuras de
proyectos.

= Caracterizar mecanismos de reparticion en estructuras de proyectos que imple-
menten la eficiencia social como un equilibrio de Nash.
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= Investigar los mecanismos eficientes de reparticion con respecto a su robustez y
su libertad de manipulacion de grupos.



VI



Indice general

1. Conceptos béasico de juegos cooperativos

1.1.
1.2
1.3.

1.4.

Modelo. . . . . . .. ... . L.
Estructura y descomposicion . . . . . .. ..
Soluciones para juegos cooperativos . . . . .
1.3.1. Valor de Shapley . . ... .. .. ..
1.3.2. Valor de Shapley ponderado . . . . .
El potencial de un juego . . . .. .. .. ..

2. Conceptos basicos de juegos no cooperativos

2.1.
2.2,
2.3.

Juegos en forma estratégica . . . .. .. ..
Dominancia . . . . . ... ... ... ...
Equilibriode Nash . . . . .. .. ... ...

3. Juegos con restricciones anidadas

3.1
3.2.

3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Modelo . . . . .. .. ... ... ... ....
Adaptacion del valor de Shapley . . . . . ..
3.2.1. Caracterizacion . . . . . . ... ...
Adaptacion del valor de Shapley ponderado
Valor como un proceso multietapa . . . . . .
La extension multilineal para juegos anidados
Conclusiones y trabajo futuro . . . . .. ..

4. Reparticién de ganancias en proyectos

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.
4.5.

Modelo . . ... ... .. ... .......
4.1.1. Mecanismos . . . . . .. . ... ...
Mecanismos eficientes . . . . . .. ... ...
4.2.1. Mecanismos separables . . . . . . ..
Monotonia . . . . . . .. ... ...
Manipulaciéon de grupo . . . . . .. ... L.
Conclusiones y trabajo futuro . . . . .. ..

VII

25
28
33
36
39
40
42
43



VIII INDICE GENERAL



Capitulo 1

Conceptos basico de juegos
cooperativos

Supoéngase la siguiente situacion: México, Colombia y Brasil desean cooperar para
realizar un evento sobre ciencia y tecnologica en latinoamérica. Si México organiza el
evento por si solo, debido a su cobertura, el costo de realizacion es de USD 60000. Por
otro lado, si Colombia hace el evento, teniendo en cuenta la cantidad de participantes,
el evento tiene un costo de USD 40000. Pero, si Brasil lleva a cabo el evento, su costo
es de USD 80000. En caso, que dos de los paises organicen el evento conjuntamente
los costos son: Para México y Colombia el costo es de USD 80000, si se une México
y Brasil es de USD 120000, y para Colombia con Brasil es de USD 110000. Ahora
bien, si los tres paises realizan el evento conjuntamente el costo del evento es de USD
150000. Asi, se concluye que si los tres paises cooperan se obtiene un ahorro en los
gastos de realizacion. Pero, con esta situacion surge el problema de repartir el costo
total de forma “justa” entre los participantes, teniendo en cuenta todas las situaciones
posibles. El objetivo de los juegos cooperativos es resolver este tipo de situaciones.

Al principio de este capitulo se abordan conceptos basicos de la teoria de juegos
cooperativos, especificamente se formaliza y caracteriza el conjunto de dichos juegos;
dotandolos, ademas, con una estructura de espacio vectorial, pues con esta caracteri-
zacion se obtienen resultados y axiomatizaciones de valores que cumplen la propiedad
de linealidad. Luego, se muestran las interpretaciones y caracterizaciones de algunos
de los principales valores conocidos dentro de los juegos cooperativos, como son el
valor de Shapley y el valor de Shapley ponderado. Posteriormente, se presenta una
seccion dedicada al potencial de un juego.
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1.1. Modelo

Sea N = {1,2,...,n} un conjunto finito y no vacio de jugadores. Se le llamara coali-
cion a cualquier subconjunto no vacio S C N, que se interpretan como los diferentes
grupos de jugadores que se forman para jugar unidos. Se denotara por 2 al conjunto
potencia del conjunto de jugadores, es decir, al conjunto de todos los subconjuntos
de N el cual representa a todas las posibles coaliciones de jugadores que se pueden
generar.

En varias aplicaciones de juegos cooperativos los jugadores modelan personas o gru-
pos de personas, por ejemplo, sindicatos, ciudades, naciones, etc. Sin embargo, existen
interesantes modelos de teoria de juegos de problemas econémicos en los cuales los
jugadores no son personas. Los jugadores también pueden ser objetivos de un pro-
yecto econdémico, factores de produccion, o algunas otras variables econémicas de la
situacion en cuestion.

Definicién 1.1.1. Un juego cooperativo es un par (N,v), en el cual N representa el
conjunto de jugadores participantes y v es una funcion que le asocia un ntmero real
v(S) a cada uno de los subconjuntos S de N,

v:2V SR
Ademés, se asumira que v(0) = 0.

La interpretacion que se le da a un juego cooperativo es que los jugadores pertenecien-
tes una coalicion S deciden jugar unidos, en éste caso, consiguen una valia conjunta
v(S). Una coalicion se considera formada no sélo cuando los jugadores que la con-
forman deciden jugar unidos, sino que también estan de acuerdo en como repartir
la ganancia conjunta v(S). Asi, el juego v especifica la ganancia que puede obtener
cada una de las coaliciones. Como resultado del juego, se tiene un vector de pagos
r € R", donde su i-ésima entrada, x;, representa el valor asignado al jugador i en
el juego correspondiente. De aqui, se tiene que el problema principal de los juegos
cooperativos es obtener un vector de pagos que sea “justo” dadas las condiciones en
que se lleva a cabo el juego.

Durante el desarrollo del presente trabajo se supone la divisibilidad arbitraria de los
pagos. Es decir, no se tendran en cuenta situaciones en las que no se pueda realizar
la division de la utilidad, como por ejemplo, la situacién en la cual una coalicién
obtenga un objeto indivisible como lo es una joya, pues ésta evidentemente solo puede
pertenecer a un jugador.
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Ejemplo 1.1.2. Supoéngase la situacion en la cual las fabricas 1, 2 y 3 se encuentran
sobre una mismo camino y desean cooperar para pavimentarlo, con el fin de comuni-
carse con la autopista P. La organizacion de las fabricas y el costo de pavimentacion
de cada uno de los tramos, en unidades monetarias, se representa en el siguiente

diagrama:
P 1 3

A 30 O 20 O < 10 O
Esta situacion se modela con un juego cooperativo donde N = {1,2,3} y para todo
S C N, v(S) representa el costo de pavimentacion para comunicar las industrias en
la coalicion S con la autopista, y se muestra en el Cuadro 1.1.

S {3 [ {20 [ {3} [ {1,2} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
v(S) 730 |50 | 60 | 50 | 60 | 60 60

Cuadro 1.1: Representacion del juego (N, v) que modela el costo de la pavimentacion
del camino en unidades monetarias.

Ahora, el problema radica en dividir el costo total de la pavimentaciéon del camino
entre las fabricas que desean cooperar (1, 2 y 3).

Definicién 1.1.3. Un vector de pagos x es un elemento de R" cuya i-ésima coorde-
nada representa el pago correspondiente en el juego cooperativo del i-ésimo jugador.
Se denotara por z(S5) a
z(S) = in, VS C N.
ies

Los juegos cooperativos modelan situaciones en las que los jugadores pueden recibir
o dar cierta utilidad, por ello, la palabra pago debe interpretarse segtin la situacion,
pues el jugador puede obtener o aportar dicho pago.

Se dice que un vector de pagos tiene racionalidad individual si y solo si z; > v({i})
para todo ¢ € N. También, se dice que tiene racionalidad de grupo si y so6lo si
z(S) > v(9) para toda S € 2V. Asi mismo, se dird que un vector de pagos = es
eficiente si y s6lo si z(IN) = v(N). Entonces, con un vector de pagos individualmente
racional, cada jugador garantiza que obtiene al menos lo que obtendria si juega por si
solo, mientras que en un vector con racionalidad de grupo, cada una de las coaliciones
consigue por lo menos lo que ella garantiza si todos sus integrantes jugaran como un
solo agente.

Existen diversas propiedades que pueden cumplir los juegos cooperativos, y éstas se
pueden interpretar segin la situacion que dichos juegos modelan. A continuacién se
describen algunas de estas caracteristicas, las cuales clasifican los juegos cooperativos.
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Definiciéon 1.1.4. Se dice que un juego (N, v) es superaditivo si y solo si
v(SUT) > wv(S)+v(T)
siempre que SNT =0, con S,T C N.

La mayoria de los juegos cooperativos que surgen en la realidad son superaditivos, ya
que si los elementos de SUT juegan juntos, pueden acordar jugar la partida como dos
coaliciones diferentes, garantizando con ello al menos v(S)+v(7T). Sin embargo, muy a
menudo se viola la superaditividad. Por ejemplo, pueden existir leyes antimonopolio,
lo cual reduce las ganancias de S U T, si se llega a formar. Ademaés, las grandes
coaliciones pueden ser ineficaces, ya que es méas dificil para ellos llegar a acuerdos
sobre la distribucion de sus beneficios.

Definicién 1.1.5. Un juego (N, v) es convexo si y solo si
v(SUT)4+0v(SNT)>v(S)+v(T), VS, T CN.

Claramente, un juego convexo es superaditivo. La siguiente caracterizacion de juegos
convexo es equivalente: Un juego es convexo si y solo si, para todo i € N,

V(S U{}) —o(S) <u(TU{i}) —o(T), ¥YSCTCN\{i).

Por lo tanto, el juego (N,v) es convexo si y sélo si la contribucion marginal de un
jugador para una coalicién es monoédtona no decreciente con respecto a la inclusion
de teoria de conjuntos. Esto explica dicho término convexo. Los juegos cooperativos
convexos aparecen en algunas aplicaciones importantes de la teoria de juegos.

Definicién 1.1.6. Se dird que un juego es mondtono si v(S) < v(T') para todo T'y
S subconjuntos de N tal que S C T.

Los juegos cooperativos monotonos se presentan en situacion en las que se obtiene un
mayor beneficio cuando se dejan ingresar jugadores a una coalicion.

Definicién 1.1.7. Se dice que un juego (N, v) es simétrico si y solo si, para cuales-
quiera dos coaliciones S'y T'de N con la misma cardinalidad, se tiene que v(S) = v(T).

Los juegos simétricos modelan situaciones en las que la valia obtenida por una coa-
licion depende de la cantidad de jugadores que posee, sin importar quienes son, es
decir, estos juegos no perciben diferencias entre un jugador y otro.

Definiciéon 1.1.8. Un juego (IV,v) es de suma constante si y s6lo si

v(S)+v(N\S)=v(N) VS CN.
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Los juegos cooperativos de suma constante se han investigado ampliamente en los
primeros trabajos en la teoria de juegos (véase Von Neumann y Morgenstern (1944)).
A menudo los juegos politicos son de suma constante.

Definicién 1.1.9. Se dice que un juego es simple si y solo si v(S) = 0 6 1 para toda
S C Ny v(N)=1. Dado un juego simple se dira que

1. S es una coalicion ganadora si y sblo si v(S5) = 1.
2. 1 es un jugador vetador si y so6lo si estd en toda coalicion ganadora.

Los juegos simples son utilizados, generalmente, para ver la importancia o poder que
poseen los jugadores en una situacion dada. Usualmente, son utilizados para modelar
juegos de votacion.

Definiciéon 1.1.10. Un juego (IV,v) es inesencial si y solo si es un juego aditivo,
que cumple que v(S) = Y. s v({i}) para toda S C N.

Es evidente que un juego inesencial es trivial desde el punto de vista de la teoria de
juegos. Es decir, si cada jugador ¢ € N aporta v({i}) al entrar en cualquier coalicion,
entonces la distribucion de v(NN) se determina tnicamente.

De aqui en adelante se denotara por
©={0: N — N |6 es biyectiva}

y por
6(S) = {6(i) | i € S}.

Es decir, © contiene todos los 6rdenes totales que se pueden definir sobre el conjunto
N, o si se desea interpretar de otra forma, es el conjunto de todas las permutaciones
de los n jugadores. De ésta forma, 6 se interpretard como un intercambio de papeles
en el juego. Es decir, el jugador i pasara a tomar el papel del jugador 6(i) y

0(5) = {0() | i € S}

el papel de S.

1.2. Estructura y descomposicion

Dado un conjunto fijo de jugadores N = {1,2,...,n}, n := |N|. En caso de que
no exista ambigiiedad con el conjunto de jugadores, el juego cooperativo (N,v) se
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denotard solamente por su funcion caracteristica v. Sea G el conjunto de juegos
cooperativos con conjunto de jugadores N:

Gy ={v|v:2YV = R, v(0) =0}.

A continuacién se definen operaciones de suma, producto por escalar y elemento
neutro sobre el conjunto Gy, con el fin de dotarlo de una estructura de espacio
vectorial.

Definicién 1.2.1. Sean v,w € Gy y a € R. Entonces,
s (v+w)(S) =v(S) +w(9), para todo S € 2V (suma).
= (av)(S) = av(S) para todo S € 2V (producto por escalar).
» 0p(S) = 0 para todo S € 2% (elemento neutro).

De inmediato se observa que el conjunto Gy con la estructura definida anteriormente
es un espacio vectorial. Entonces, ordenando los conjuntos pertenecientes a 2V \ {0}
con una funciéon biyectiva

o2V \ {0} — {1,2,...,2" — 1},

es posible asignar a cada coalicion S C N, S # () la entrada o(S) de un vector en
R2"~1. Asi, teniendo en cuenta que cada funcion caracteristica en Gy le asigna el valor
de cero al conjunto vacio, es claro que GV es isomorfo a R?"~! esto se debe al mor-
fismo que asigna a cada funcion v € Gy el vector v € R, tal que (v),(5) = v(S)
y su inverso.

Con lo anterior se ha mostrado que para N fijo, G tiene una estructura de espacio
vectorial con dimension 2™ — 1. Ahora, es importante dar una base para éste espacio,
que serd util para la descomposicion y andlisis de los juegos cooperativos. Por ello se
introduciran los siguientes juegos.

Juegos de unanimidad

En esta seccion se definen y estudian los llamados juegos de unanimidad, pues ellos
constituiran una base para Gy, que es de gran importancia a lo largo de éste trabajo.

Definiciéon 1.2.2. Para T C N, T # (), se le llamara juego de unanimidad en T
al juego (N, ur), donde

uT(S):{l st SDOT,

0 en otro caso.
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Lema 1.2.3. El conjunto Uy := {ur | 0 # T C N} es una base de Gy.

Demostracion. Existen 2" — 1 juegos de unanimidad y la dimension de G también
es 2" — 1. Por lo tanto, solo tenemos que demostrar que los juegos de unanimidad son
linealmente independientes. Supongamos, por contradiccion, que ) 2rcy arur =0,
donde no todos los ar € R son cero. Sea T un conjunto minimal en

{(TCN|T#0, ar #0}.

Entonces,

lo cual es una contradiccién. Por tanto, el conjunto Uy es linealmente independiente
y tiene 2" — 1 elementos, es decir, es una base de Gy. O

Asi, la tnica descomposicion de un juego v en términos de los juegos de unanimidad
estd dada por

donde {07} es un conjunto de nimeros reales que representan los coeficientes de la
combinacion lineal, estos son conocidos como los coeficientes de Harsanyi (1963).

Ejemplo 1.2.4. Tomando el juego cooperativo de tres jugadores presentado en el
Ejemplo 1.1.2, su descomposiciéon en términos de los juegos de unanimidad es:

v = 30uyqi 231 — 30uqy 2y — 30ugy 3y — S0uya 3y + 30wy + 50uqay + 60uys).

Los coeficientes de Harsanyi se determinan de manera recursiva como sigue:

Evaluando la la descomposicion en una coalicion S # () se tiene que,

entonces,

5 =v(S) = or (1.1)

donde d; = 0. Cada coeficiente dg se pueden interpretar como el beneficio adicional
que la coalicion S obtiene en caso de que ésta se forme, tomando en cuenta que todas
las subcoaliciones de S ya han sido formadas.

Evidentemente, los coeficientes (1.1) son tnicos para cada v € Gy. Existe otra repre-
sentacion para dichos coeficientes, como se muestra en el siguiente resultado.
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Lema 1.2.5. Sea v € GG y su descomposicion lineal v = Z@#TQN drur, entonces

0s = Y _(=1)ISI=ly(T) (1.2)

TCS

1.3. Soluciones para juegos cooperativos

Esta seccion esta dedicada a la mostrar y caracterizar soluciones para los juegos
cooperativos. Intuitivamente, la soluciéon de juegos cooperativos debe brindar un vec-
tor de pagos, o alternativamente, un conjunto de vectores de pagos para cada juego
(N,v). Es deseable que una solucion cumpla con propiedades que modelen caracte-
risticas deseables en la realidad (las cuales se propondran como axiomas) y ademés
demostrar que existe una tnica soluciéon que cumple dichas propiedades.

Esta idea de solucién posee la ventaja que no pide condiciones a la solucién de un
juego en particular. El problema de dividir la valia que obtenga cada coalicion se
transforma en el de si los jugadores aceptan o no los supuestos elementales que refle-
jan situaciones en la realidad. Desde luego los jugadores deberan aceptar el resultado
que de ellos se desprende.

Se comenzara por definir formalmente una soluciéon para juegos cooperativos.
Definicién 1.3.1. Una solucion para juegos cooperativos en G es un operador
p: Gy — R",

donde su i-ésima entrada representa el pago que la solucion le asocia al jugador .
Para simplificar la notacién, de aqui en adelante se dird que

p(N,v) = (¢i(N,v))ien = ¢(v)
es una solucion asociada al juego (IV,v). También, dado un juego (N,v) fijo y un
subconjunto S C N, el juego (S,v) := (S,v|s) denota el subjuego obtenido restrin-
giendo v a los subconjuntos de S, y de igual forma su solucién se representard por

©(S,v) = p(v|g). Asi mismo, se utilizaran las correspondientes letras minusculas para
referirse a la cardinalidad de las coaliciones (|S| = s, |T| =t, |R| = r, etc.).

A continuacion se presentan y caracterizan dos conocidos valores que seran de gran
importancia en el desarrollo de este trabajo.
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1.3.1. Valor de Shapley

En Shapley (1953), el ganador del premio noble en economia (2012) Lloyd S. Shapley
establece una solucion de gran importancia en el &mbito de la teoria de juegos, pues,
ha generado una gran cantidad de investigaciones. Ya que, como menciona Alvin
Roth, también ganador del premio, en el libro The Shapley value, Essays in honor of
Lloyd S. Shapley, “La razon de que el valor de Shapley ha sido el foco de tanto inte-
rés es que representa un enfoque distinto a los problemas de interacciéon estratégica

compleja que la teoria de juegos pretende iluminar”.!

Shapley menciona: “El fundamento de la teoria de juegos es la suposicion de que los
jugadores de un juego pueden evaluar, con sus propias medidas de utilidad, cada “po-
sibilidad” que pueda surgir como consecuencia de una jugada. Al tratar de aplicar la
teoria a cualquier campo, uno normalmente esperaria que se permita incluir en la cate-
goria de “posibilidades”, la posibilidad de tener que jugar un juego. Por consiguiente, la
capacidad de evaluar el juego es de importancia critica”?. En esta seccién se estudia el
valor de Shapley, que proporciona una evaluacion a priori de cada partida coalicional.

El valor de Shapley es una soluciéon para juegos cooperativos que se caracteriza por
los siguientes axiomas.

Axioma 1.3.2. Aditividad. Para todo (N,v) y (N,w) € Gy, una solucion ¢ satis-
face el axioma de aditividad st

©(N,v) + (N, w) = p(N,v + w).

Este axioma tiene una interpretaciéon que, aunque intuitiva, es importante, pues tiene
un gran sentido en la modelaciéon de situaciones reales que se interpretan como juegos
cooperativos. Lo que expresa el axioma de aditividad es que, si se desean repartir
ciertos costos en dos procesos de negociacion diferentes, el resultado debe ser el mismo
si se hacen por separado o de manera conjunta.

Axioma 1.3.3. Eficiencta. Para todo (N,v,B) € Gn g, una solucion ¢ satisface el
axioma de eficiencia Si

Lo que este axioma le esta requiriendo al operador solucién es que la cantidad total
repartida entre los jugadores en cada juego sea igual al monto que puede obtener la
gran coalicion en dicho juego.

Traduccion del texto original Roth (1988).
2Traduccién del texto original Shapley (1953).
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Definiciéon 1.3.4. Se dira que un jugador i es nulo en (N, v) si y solo si v(SU{i}) =
v(S) para toda S C N\ {i}.

Un jugador nulo representa en un juego cooperativo a un agente que se encuentra pre-
sente en la situacion de juego simplemente como un observador, es decir, su presencia
no afecta la forma del juego.

Axioma 1.3.5. Nulidad. Una solucion ¢ satisface el axioma de nulidad, si i es un
Jugador nulo en (N, v), entonces,

wi(N,v) = 0.

Este axioma establece que a alguien que participe inicamente como observador den-
tro del juego no le corresponderle pago alguno.

Para presentar el siguiente axioma se deben tener en cuenta las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.6. Para cualquier par (0, v) € © X Gy se define el juego cooperativo
permutado (N, 0 % v) de tal forma que (f*v):2¥ - Ry

(0% 0)(071(S)) = v(S), VS €2V,

Los que desea captar la definicién anterior es que 6 x v represente un nuevo juego
donde los jugadores cambian papeles de acuerdo a la permutaciéon 6; entonces, como
los jugadores en 6(S) suplantan a los que estan en S, el monto que puede obtener
0(S) en 0 x v debe ser el igual al que podria conseguir S en v. De igual manera se
define la permutacion de un vector de pagos, como sigue.

Definicién 1.3.7. Para cada par (6,z) € © x R" se define un nuevo vector de pagos
0 x x, donde su ¢ — ésima coordenada esta dada por

(0xx); = Tg-1(3;).-

Axioma 1.3.8. Simetria. Para todo (0,v) € © x Gy, una solucion ¢ satisface el

azioma de simelria st
(N, 0% v) = (0% ¢p)(N,v).

La propiedad que este axioma representa es que la solucion no dependa de las ca-
racteristicas personales del jugador. Por lo tanto, si los jugadores cambian papeles
durante el juego y cada coaliciéon logra obtener la misma valia que la coalicion a la
que suplanta, se debe obtener que a cada jugador en el nuevo juego se le asigne lo
mismo que se le asigné al jugador al cual sustituye en el juego original.

El siguiente lema se utilizara durante la demostraciéon del posterior teorema.
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Lema 1.3.9. Sean R, T C N, |R| =r, |T| = t, entonces,

(- (r—=1D(n—r1)!
:;% t n! '

Teorema 1.3.10. Shapley, 1953. Existe un tnico valor ¢ sobre G, conocido como
Valor de Shapley, que satisface los axiomas de aditividad, eficiencia, nulidad y
simetria. Ademas, dicho valor esta dado por la siguiente expresion:

pi(v) = w [w(SU{i}) —v(S)] VieN. (1.3)
S#i )

Demostracion. Por el Lema 1.2.3 se tiene que

v = Z 6TUT7

asi, si dicho valor ¢ existe, por su aditividad se obtendria que

p(v) = > p(drur),

TCN

por ello, para obtener el resultado, basta probar que el valor ¢ existe y es tinico para
los juegos
(ST st S ) T,
drur(S) = { 0 en otro caso.

Obsérvese que:
1. La valia de la gran coalicién para dichos juegos es dpur(N) = o7.
2. Sii ¢ S, entonces i es un jugador nulo en dpur.

3. 814, € N,i,j €T y0estal que 7(i) = jy 671(T) =T, por el axioma de
simetria se tiene que

QDZ(H X 5TUT> = 90971(1') (6TUT) = (pj (5TUT)-
Entonces, dada la forma en que se tomo6 6, se tiene que, dpur = 0 * drur, y asi
©i(0 * drur) = @i(0rur);

por tanto,
gOi(éTUT) = @j(dTuT) VZ,j € N.
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De esta forma, si se tiene que ¢ satisface los tltimos tres axiomas, el nico valor
posible para dgug es
. siieT
(N, orup) =9 ¢ ’
#ilN, Orur) 0 en otro caso.

Asi, ¢ existe y es Unica, ésta es

pi(N,v) = Z%T (1.4)

T3

Para finalizar la prueba, se demostrara que (1.4) es igual a (1.3). Por el Lema 1.2.5
se tiene que

) = Y=Yy Bl
- (_1)t—(r+1)

_ ZZ(—lt)”U(R)_Z > (R, (1)

R>i TDOR R#i TDRU{i}

asi, aplicando el Lema 1.3.9 a los términos en (1.5) se tiene que

| | |

oilv) = Z (r — 1).(n—r).U<R) B Z (r)(n—r— 1)!U(R)

n! n!
R>i R
_ Z (s)l(n ;‘3 —1)! [v(SU{i}) —v(9)].
SFi '

]

El valor de Shapley tiene una expresion alternativa que brinda una interesante inter-
pretacién, como se muestra a continuacion.

Sea R € Sy (el grupo de todos los ordenes de N) y i € N. El conjunto de jugadores
que preceden a i en el orden R se denotara por

PF={jeN|R(j) <R()}

y por mF =v (PRU{i}) — v (PF). Asi, el valor de Shapley esta dado por

) == S mk (1.6)

: RESYM N
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Para ver que la expresiones (1.3) y (1.6) son iguales, s6lo hay que notar que
HR | PR = S}‘ =sl(n—s—1)!

El valor de Shapley con la expresion (1.6) tiene la siguiente interpretacion probabi-
listica: si se elige al azar un orden R de N con una distribucién uniforme sobre los
n! 6rdenes posibles y se le asigna al jugador i la utilidad marginal que aporta cuando
se incorpora a los jugadores que lo preceden, mX, entonces, ;(v) es el pago esperado
que obtiene 1.

En lo que sigue, se denotara el valor de Shapley por Sh(N,v) = (Sh;(v))icn. Ademas,
observando la expresion del valor de Shapley, inmediatamente se concluye que es un
operador lineal, es decir: para v,w € Gy y «a, 5 € R,

Sh(av + pw) = aSh(v) + BSh(w).

Ejemplo 1.3.11. Considérese el juego cooperativo dado en el Ejemplo 1.1.2. El calcu-
lo del valor de Shapley para este juego se presenta en el Cuadro 1.2

R | =G v ()

1 =1 1 =2 1 =3
123 30 20 10
132 30 0 30
213 0 20 10
231 0 20 10
312 0 0 60
321 0 0 60
Shi(v) 10 20 30

Cuadro 1.2: Valor de Shapley para el juego del Ejemplo 1.1.2. Para calcular los pagos
Shi(v) se suman los valores en las columnas de cada jugador y se promedian por la
cantidad de ordenes, 3! = 6.

Después de la publicacion del articulo Shapley (1953), muchas investigaciones se han
realizado, y gran parte de ellas se centran en reformular la axioméatica del valor de
Shapley pues consideran que algunos de los axiomas son insatisfactorios. A conti-
nuacion se presenta una caracterizacion axiomatica de dicho valor que se mencionara
posteriormente.

Myerson (1977) introduce un concepto muy importante para la teoria del valor en
juegos cooperativos, éste es,
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Axioma 1.3.12. Contribuciones balanceadas. Para cualesquiera dos jugadores
i,7 € N y todo (N,v) € Gy, una solucion ¢ satisface el axioma de contribuciones
balanceadas st

pi(v) = @i(vlngy) = @i (V) — @i (vl gy)-

La interpretacion que se le da a este axioma es la siguiente: lo que le afecta cualquier
jugador, 7 € N, a cualquier otro jugador ¢+ € N, al salir del juego, es igual a lo
que afecta el jugador i, al jugador j, al salir del juego. Es decir, el hecho de que
un jugador salga del juego perjudica de la misma manera a todos los jugadores que
permanecieron. Con esto, Myerson introduce un valor que asocia un vector de pagos a
los juegos donde se tiene un grafo que representa conexiones o lasos de comunicaciéon
entre los jugadores, y como resultado, propone la siguiente caracterizacion:

Teorema 1.3.13. Myerson, 1977. El valor de Shapley es la tinica solucién para
juegos cooperativos que satisface los axiomas de eficiencia y contribuciones balancea-
das.

1.3.2. Valor de Shapley ponderado

Otro operador solucién que ademas tiene la caracteristica de ser lineal es el valor de
Shapley ponderado. Este valor tiene como objetivo brindar una soluciéon que tenga
en cuenta el “esfuerzo” que los jugadores necesitan realizar. Teniendo en cuenta esta
premisa, la idea es repartir el monto total de acuerdo a ponderaciones que modelan
dicho “esfuerzo”. Esta idea de reparticion da lugar al valor de Shapley ponderado, un

2
valor que no necesariamente satisface el axioma de simetria.

Como se observa en la demostracion del Teorema 1.3.10, el valor de Shapley es una
aplicacion lineal que al jugador i € N en el juego de unanimidad (N, us), con S C N,
le asocia el vector de pagos

sti €S,
en otro caso.

i) ={ ; (L7

Intuitivamente se observa que los los jugadores en S reparten una unidad de for-
ma igualitaria entre los miembros que la conforman. El valor de Shapley ponderado
generaliza esta idea proponiendo diferentes formas de dividir esta unidad entre los
agentes de S en ug y para ello, se tiene en cuenta un vector de pesos positivos
A = (N)ien € R™ dado en forma exogena y en cada ug los jugadores reparten la
unidad proporcionalmente a sus pesos.
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Definicién 1.3.14. El valor de Shapley ponderado con un sistema de pesos
simple A € R", A > 0, es un operador lineal ©* : G — R" tal que
2 sii€T,

A ={ D)
@i (ur) { 0 en otro caso.

(1.8)

donde A(S) = >, .o A\

€S

Cabe notar que ¢* es equivale al valor de Shapley si y s6lo si A = (1,1, ..., 1).

De aqui en adelante, se denotaré el valor de Shapley ponderado de un juego (N, v),
con vector de pesos A por

WShA(N,v) = (WSh}(v)),_ -
Ejemplo 1.3.15. Sea el juego de tres jugadores considerado en el Ejemplo 1.1.2,
supongase que se desea dividir el costo de la pavimentacién teniendo en cuenta las
producciones y ganancias de las empresas y asi apoyar a las fabricas menos favorecidas.
Entonces, teniendo en cuenta que la fabrica 3 tiene mayor ganancias, seguida de la
fabrica 2 y la que menos ganancias obtiene es la fabrica 1, de tal forma que el esfuerzo
que 1 hace para participar en el proyecto es tres veces mas que el de la fabrica 3 y
dos veces més que el de la fabrica 2 se asigna al juego el vector de pesos A = (3,2, 1);
el valor de Shapley ponderado para este vector es

9
27

1 5
17-,40- ).
10)

WSh(v) = ( -

Asi, se observa el apoyo que la fabrica 3 brinda a las otras dos fabrica, ademas, de la
disminuciéon de los costos para que las fabricas 1 y 2 participen en el proyecto.

Analogo al valor de valor de Shapley, el valor de Shapley ponderado tiene una in-
terpretacion probabilistica con la siguiente expresion. Sea A un vector de pesos; para
toda ¢ € N se tiene
WShMv)= > prr(R)mF (1.9)
RESY My

donde, para cada orden R = (i1, g, ..., in),

Para interpretar esta formula probabilistica, considérese la situacion en la que un ju-
gador en IV, digamos 7, se selecciona de manera aleatoria utilizando una distribucién
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de probabilidad tal que la probabilidad que un jugador sea elegido es proporcional a su
peso, y se posiciona al final del orden. Posteriormente, se selecciona otro jugador, 7,1,
utilizando el mismo proceso para n—1 jugadores y se coloca en la pentltima posicion.
Continuando el mismo proceso n — 2 veces, se obtiene un orden R = (i1, 42, ...,%,) ¥
la probabilidad que ocurra dicho orden es justamente la férmula anterior.

A continuacion se introducen conceptos y axiomas para la caracterizacion del valor
de Shapley ponderado.

Definicién 1.3.16. Se dird que la coalicion S C N es una coalicion natural de socios
en el juego (V,v), si para todo T C Sy R C N\ S se tiene que

W(RUT) = v(R).

Una coalicién natural de socios se comporta como un solo individuo, ya que ninguna
de sus subcoaliciones propias refleja un cambio al entrar a otra coalicion.

Axioma 1.3.17. Asoctacion. Sea S es una coalicion de socios en (N,v), entonces
una solucion ¢ satisface el axioma de asociacion i

oi(v) = ¢i (p(v)(S)ug), Vies,
donde 9(v)(S) = ¥,cq 6v).

Este axioma se puede interpretar de la siguiente forma: se espera que cada coalicion
natural de socios juegue como un solo individuo en v y reparta lo obtenido entre sus
jugadores en forma independiente.

Axioma 1.3.18. Positividad. Sea (N, v) un juego mondtono, una solucion ¢ cumple
el axioma de positividad si

p(v) = 0.

Teorema 1.3.19. Kalai & Samet, 1987. Una solucién ¢ satisface los axiomas de
eficiencia, aditividad, positividad, nulidad y asociacion si y so6lo si existe un sistema
de pesos )\ tal que ¢ es el valor de Shapley ponderado W .Sh*.

Para estudiar la demostracion del teorema anterior se puede referir a Kalai y Samet
(1987). De igual forma, en dicha referencia es posible encontrar diversas automatiza-
ciones del valor de Shapley ponderado.
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1.4. El potencial de un juego

En esta secciéon se presentan resultados que se usan durante el desarrollo del trabajo.
Lo aqui presentado se basa en el conocido articulo, Potential, value, and consistency
de Sergiu Hart y Andreu Mas-Colell.

En la economia, ocasionalmente se abordar el problema de reparticion asignando a
cada jugador su contribucién marginal a la gran coalicion, es decir, al jugador ¢ le
corresponde

¢i(v) = v(N) = v(N\ {i}).

Evidentemente, esta regla de reparticién no se puede llevar a cabo en general, pues la
suma de estas contribuciones marginales puede ser diferente a la valia de la gran coa-
licién, y no habra forma de conseguirla (esto es, ¢ no cumple el axioma de eficiencia).
Hart y Mas-Colell (1989) introducen el concepto de potencial de un juego, propuesto
como un operador que asigna un niimero real a cada subcoalicién de N de tal forma
que a cada jugador se le asigne su contribuciéon marginal a la gran coalicién con res-
pecto a esta funcién potencial; por ello, al requerir que la asignaciéon sea eficiente, el
proceso queda determinado de manera tnica.

Definicién 1.4.1. Se llamara funcién potencial a la aplicacion P : Gy — R, que
asocia un namero real P(S,v|s) a cada subjuego (S,v|s) de (N,v) € N de tal forma
que
Y D'P(N,v)=v(N) y P(0)=0 V(N,v)€ Gy, (1.10)
iEN
donde, D'P(N,v) = P(N)—P(N\{i}) es la contribucion marginal del i-¢simo jugador
respecto a P.

Por tanto, una funcioén potencial cumple la caracteristica de que la asignacion de las
contribuciones marginales de cada jugador con respecto a la gran coalicion (para di-
cha funciéon potencial) siempre suma exactamente la valia de la gran coalicion.

Con el fin de simplificar la notacion, se escribira P(S) para hacer referencia a P(S, v|g),
con S C N.

Teorema 1.4.2. Hart & Mas-Colell, 1989. Para todo juego (N,v) € Gy, el vector
de pago resultante (D*P(N));eN coincide con el valor de Shapley del juego. Més atn,
el potencial de cualquier juego esta tinicamente determinado por las condiciones dadas

en (1.10) aplicadas tnicamente al juego y a sus subjuegos (es decir, (S, v|g) para toda
S CN).
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Por las condiciones dadas en (1.10), y aplicando la funcion potencial a toda S C N,
se obtiene que

1 .
P(S) =~ |v(S)+ > P(S\{i})
ics
Fijando inicialmente P(()) = 0, se determina P(S), S C N, de manera recursiva. De
aqui, por el teorema anterior, se tiene un algoritmo recursivo determinado de manera
tnica que calcula el valor de Shapley, mediante el uso de la funciéon potencial

Shi(N,v) = P(N) — P(N \ {i}).

De forma andloga se caracteriza el valor de Shapley ponderado con la siguiente fun-
cion.

Definicién 1.4.3. Se llamara w-funcién potencial a la aplicacion P, : Gy — R,
que asocia un namero real P, (S,v|s) a cada subjuego (S,v|s) de (N,v) € N de tal
forma que
> w'D'P,(N,v) =v(N) y Pu(®) =0, (1.11)
ieN
para todo, (N,v) € Gy y toda coleccion de pesos positivos w = (w');cn.
Teorema 1.4.4. Para toda coleccion w = (w');cn de pesos positivos existe una tnica
funcion w-potencial P,,. Mas atin, la funcién solucién resultante, asociada al vector de

pagos (w'D'P,(N,v)),cy a el juego (N, v), coincide con el valor de Shapley ponderado
WSh*. Finalmente, P, puede ser calculado recursivamente por la formula

P,(N,v) =

o [V + DR i)

iEN

En Hart y Mas-Colell (1989) también se muestra que los valores de Shapley y Sha-
pley ponderado, para todo (N,v) y cualquier vector de pesos positivos w = (w');ey
cumplen el principio de preservacion de diferencias, como siguen:

Shi(N.v) = Shi(N\ {j},v) = Sh;(N,v) = Sh;(N \ {i},v)

WSh(N,v) = WShe(N\ {j},v) _ WSh#(N,v) - WShZ(N \ {i}, )

w* wr




Capitulo 2

Conceptos basicos de juegos no
cooperativos

Los modelos de juegos no cooperativos representan situaciones abstractas de la vida
real, en las cuales individuos racionales (jugadores) deben tomar decisiones por si solos
acerca del comportamiento o acciones (estrategias) que deben realizar para obtener
un beneficio, teniendo en cuanta que éste depende de las acciones de cada uno de los
demés individuos. En estos modelos, los jugadores no poseen mecanismos externos
que les permitan garantizar el cumpliendo de acuerdos o compromisos entre grupos
de agentes, es decir los jugadores actiian de forma independiente. De esta forma, el
principal objetivo de ésta teoria es establecer cuales estrategias deben seguir los juga-
dores, basandose en el comportamiento esperado de los demas jugadores, obteniendo
situaciones con caracteristicas deseables. Especificamente, la teoria recomienda per-
files de estrategias que conducen a un equilibrio, en el cual la estrategia asignada a
cada jugador debe ser 6ptima para ¢l cuando los demas jugadores toman las estrate-
gias que se les fueron asignadas. Asi, cada jugador no tiene incentivos para desviarse
del comportamiento que le fue recomendado, lo que garantiza que la recomendacion
propuesta es realizable por si misma.

En esta seccion nos enfocamos en el modelo de juegos en forma normal, los cuales per-
miten representar matemaéaticamente las situaciones de juegos no cooperativos en los
cuales los resultados obtenidos por cada perfil de estrategias pueden ser representados
con un vector de utilidades que favorece a cada uno de los jugadores. Posteriormente,
con el objetivo de proponer sugerencias de estrategias para que sean implementadas
(0 no ser implementadas) por los jugadores se introducen varios conceptos. El primer
concepto es la dominancia (débil o estricta), el cual dota al conjunto de perfiles de
estrategias con un orden parcial para cada jugador, es decir, nos informa cuando una
estrategia es “mejor” que otra. Bajo la hipdtesis de que los jugadores son “raciona-
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les” y que no implementan estrategias dominadas, se puede introducir un proceso de
eliminacion iterada de estrategias dominadas, también llamado racionalizacion. En
dicho proceso, las estrategias dominadas son sucesivamente eliminadas del juego y de
este modo lo simplifica. Posteriormente, se introduce la nocién de estabilidad, la cual
es capturada con el concepto de equilibrio de Nash. Finalmente, se presentan algunas
propiedades interesantes que posee dicho equilibrio, lo cual lo hace favorable como
implementacion.

Para obtener mayores detalles, demostraciones y ejemplos el lector se puede referir al
libro Maschler et al. (2013), el cual fue texto guia para el desarrollo de este capitulo.

2.1. Juegos en forma estratégica

Un juego en forma estratégica es un modelo el cual consiste de un conjunto de juga-
dores, el conjunto de estrategias para cada jugador, y un resultado para cada vector
de estrategias, el cual es usualmente dado por un vector de funciones de utilidades
que favorece a los jugadores.

Definiciéon 2.1.1. Un juego en forma estratégica es una terna ordenada G =
(N, (S))ien, (ui)ien) , tal que:

» N ={1,2,...,n} es un conjunto finito de jugadores.

= S; es el conjunto de estrategias del jugador ¢, para todo jugador ¢« € N. Se
denota el conjunto de todos los vectores de estrategias por

S:SIXSQX...XSH.

= u; : S — R es una funcion que asocia cada vector de estrategias s = (8;);en con
el pago (utilidad) wu;(s) del jugador i, para todo jugador i € N.

Cabe resaltar que en esta definicion el conjunto de estrategias disponible para los
jugadores no tiene que ser finito, de hecho, en el Capitulo 4 se presenta un juego con
un conjunto de estrategias que puede ser infinito. En el caso que los conjuntos de
estrategias de cada jugador sean finitos, se dird que el juego es finito.

El hecho de que cada funcién u; depende del vector de todas las estrategias s y no
solamente de la estrategia del jugador ¢, s;, le da el sentido a estos juegos, es decir,
describe una situacion en la cual hay interaccion entre las decisiones de los diferentes
jugadores.
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Notacién 2.1.2. Dado un jugador ¢ € N, el conjunto de perfiles de estrategias de
los demas jugadores se denota por

S—i = Xj;,,giSj.

En este modelo se supondra que todos los jugadores determinan las estrategias de
manera simultanea, omitiendo elementos temporales en el anélisis de los juegos.

2.2. Dominancia

Existen situaciones en las que un jugador posee una estrategia que le proporciona
mejores resultados que sus otras estrategias, para cualquier conjunto de estrategias
de los demés jugadores. En este caso al jugador le conviene utilizar dicha estrategia
para optimizar su utilidad.

Definicién 2.2.1. Una estrategia s; del jugador i es estrictamente dominada si
existe otra estrategia t; del jugador i tal que para cada vector de estrategias s_; € S_;
de los otros jugadores se tiene que

Ui (85, 5-3) < ui(ts, 5-5).

En este caso se dice que s; es estrictamente dominada por t;, 6 que t; domina estric-
tamente a s;.

También se puede utilizar esta idea para que un jugador evite el uso de las estrategias
que le generen menor beneficio en el resultado, en el caso que no exista una tnica
estrategia que le convenga utilizar més que otras.

Definicién 2.2.2. Una estrategia s; € S; del jugador i es débilmente dominada
si existe otra estrategia t; € .5; tal que:

» Para cada vector de estrategias s_i € S_1 de los otros jugadores,

wi(si,5-1) < ui(ty, s_1).

» Existe un vector de estrategias t_: € S_i de los jugadores tal que

’lLi(Si, t_Z) < Ul(tl, t_Z)

En este se dird que la estrategia s; es débilmente dominada por la estrategia ¢;, y que
la estrategia t; domina débilmente a la estrategia s;.
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Si un jugador decide restringir sus estrategias y no usar sus estrategias débilmente
dominadas, no sera afectado y su utilidad no disminuye, pues existen otras estrategias
que le generaran al menos el mismo beneficio sin importar que hagan los demés
jugadores.

Definicién 2.2.3 (Eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas).
Sea SY = S; y se define S¥, k > 0 de la siguiente forma:

Sitt={s; € SF | At; € S tal que w;(t;, s-1) > ui(s;, s_i), Vs_i € S*,},

ademéas
00 . ~0O k
S =N, S;

El conjunto S;° se denomina el conjunto de estrategias no dominadas estrictamente
de forma iterativa del jugador i y el conjunto S™ = xS el conjunto de estrategias
conjuntas no dominadas estrictamente de forma iterativa del juego G.

El proceso de eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas es llamado
racionalizacion.

Definicién 2.2.4. Si S consiste de un so6lo elemento, decimos que el juego es re-
soluble en estrategias no dominadas estrictamente de forma iterativamente.

El proceso de racionalizaciéon es una herramienta eficiente que permite algunas veces
obtener resultados significativos, de aqui podemos introducir un concepto de soluciéon
més general. Una solucién es cualquier regla que determine el comportamiento de los
agentes en un juego dado.

2.3. Equilibrio de Nash

Uno de los conceptos de soluciéon mas importante en la literatura de teoria de juegos
no cooperativos es el equilibrio de Nash, dicho equilibrio caracteriza un concepto de
estabilidad en un juego. En éste es necesario que los agentes tengan una expectativa
correcta sobre lo que los demés van a jugar y viceversa, es un perfil de estrategias
en el cual la estrategia de cada jugador es 6ptima dadas las estrategias de los deméas
jugadores.

*

Definicién 2.3.1. Un vector de estrategias s* = (s}, s3, ..., s7) es un equilibrio de

cy O

Nash si para cada jugador i € N y cada estrategia s; € 5; se satisface que:
ui(s%) = ui(si, s7y).

El vector u(s*) es el equilibrio de pagos correspondiente a el equilibrio de Nash s*.
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El proceso de racionalizacion y el equilibrio de Nash estan relacionados como sigue.

Proposicion 2.3.2. Todo equilibrio de Nash sobrevive al proceso de eliminacion ite-
rativa de estrategias estrictamente dominadas.

Proposicion 2.3.3. 5@ un juego es resoluble en estrategias no dominadas iterativa-
mente entonces esa estrategia conjunta es un equilibrio de Nash y ademds es el unico
equilibrio de Nash.

El concepto de equilibro de Nash se puede obtener desde otra perspectiva, a conti-
nuacion se introducen las definiciones necesarias para describirla.

Definicion 2.3.4. La estrategia 5; € S; es una desviacion rentable del jugador i
en el perfil de estrategias s € S si u;(5;, s-7) > u;(s).

En un perfil que es equilibrio de Nash, cada jugador no posee una desviaciéon rentable.

Definicién 2.3.5. Un equilibrio de Nash s* es estricto si toda desviaciéon de algin
jugador le produce una pérdida; es decir, si u;(s*) > wu;(s;, s*;) para cada jugador
i € N y cada estrategia s; € S; \ {s}.

La estabilidad es una de las propiedades mas deseables que posee el equilibrio de
Nash, pues lo hace ser un perfil autoejecutable. Una condicién necesaria para que se
cumpla ésta propiedad, es que dados los perfiles de los demas jugadores, cada jugador
no tenga una estrategia alternativa que le genere un beneficio mejor estrictamente.

Definicién 2.3.6. Sea s_i € S_i un perfil de estrategias de todos los jugadores sin
incluir a ¢. La estrategia de un jugador ¢ es una mejor respuesta a s_1 si

w; (84, 5-1) = gl&)f wi(t;, s_1).
La siguiente definicion, basada en el concepto de mejor respuesta, es equivalente a la
definicion de equilibrio de Nash en la Definicién 2.3.1

*

Definicién 2.3.7. El perfil de estrategias s* = (s7, 83, ..., s%) es un equilibrio de Nash

cy Op

si s7 es una mejor respuesta a s*, para cada jugador i € N.

En un equilibrio de Nash, cada jugador responde de la mejor forma posible segiin
el comportamiento potencial de los demas jugadores. Ademéas nigun jugador pue-
de mejorar su utilidad si se desvia individualmente del perfil de estrategias que se
recomienda.
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*

Proposicion 2.3.8. Sea s* = (s, s5,...,s%) un perfil de estrategias. Entonces s} es

una mejor respuesta a s*, para cada jugador © € N si y sdlo si para cada jugador
BinN y cada estrategia s; € S; se cumple u;(s*) > w;(s;, s*;).

Esto establece que las dos definiciones de equilibrio de Nash 2.3.1 y 2.3.1 son equiva-
lentes.

Las normas de comportamiento social pueden verse como equilibrios Nash, pues si
una norma no fuera un equilibrio, algunos individuos en la sociedad podrian encontrar
alguna desviacion de la norma que le genere una ganancia, y asi dejaria de ser una
norma.



Capitulo 3

Juegos con restricciones anidadas

Existen situaciones reales en las cuales un conjunto de agentes poseen mecanismos pa-
ra realizar acuerdos. Usualmente, esas situaciones pueden ser modeladas como juegos
cooperativos (de utilidad transferible). Uno de los principales problemas en éste tipo
de modelos es la distribucion de pagos entre los agentes. Cuando existen acuerdos
coalicionales a priori, estas situaciones son modeladas con juegos cooperativos con
estructura coalicional (es decir, una particion del conjunto de jugadores). Diferentes
extensiones del valor de Shapley para esos juegos han sido presentados por Aumann y
Dreze (1974) y Owen (1977). Sin embargo, algunas veces la informacion brindada por
las estructuras coalicionales son insuficientes. Especificamente, una estructura coali-
cional no puede describir las situaciones donde la cooperacién surge en varios niveles
(es decir, con multiples particiones del conjunto de jugadores). Para este caso, Winter
(1989) introduce juegos con estructuras de nivel y presenta una extension del wvalor
de Owen para dichas estructuras.

En el modelo clasico de juegos cooperativos, cualquier conjunto de jugadores es una
coalicion factible. De hecho, un juego cooperativo puede ser modelado como una fun-
cion real valuada definida sobre el conjunto potencia del conjunto de jugadores. Pero
en algunas situaciones, la cooperaciéon entre jugadores puede estar restringida por
condiciones exogenas, las cuales evitan la formaciéon de algunas de dichas coaliciones.
Algunos trabajos enfocados a juegos con cooperacion restringida son presentados en
Myerson (1977) y Owen (1986), para juegos de comunicacion; Faigle y Kern (1992),
para juegos cooperativos bajo restricciones de precedencia; Bilbao y Edelman (2000),
para juegos en geometrias convexas; y Koshevoy y Talman (2014), para juegos con
estructura general de coalicion.

En éste capitulo se presenta un modelo con restricciones de cooperacion dadas por
una estructura de nivel. Para dar un ejemplo, a continuacién se presenta una situacion

25



26 CAPITULO 3. JUEGOS CON RESTRICCIONES ANIDADAS

con estructura de division politica. Considere el problema de asignaciéon del pago de
cada ciudad para el mantenimiento de autopistas. Los segmentos de autopista son
generalmente la responsabilidad de la entidad sobre la cual fueron construidas, en
este sentido, la cooperacion entre las entidades gubernamentales puede reducir los
costos de mantenimiento del sistema completo de autopistas. Usualmente se alienta
a las entidades individuales a utilizar los fondos federales para mejorar la eficiencia y
la seguridad de dicho sistema, entonces, un porcentaje de los costos de construcciéon y
mantenimiento de las carreteras interestatales en muchos paises se han pagado prin-
cipalmente a través de impuestos sobre los combustibles, tasas de usuarios, impuestos
sobre la propiedad y otros impuestos recaudados por los gobiernos federal, estatal y
local. Los costos de mantenimiento y los porcentaje subsidiados son diferentes, ade-
mas la informacion es recolectada por cada entidad. Por esta razon, las coaliciones son
solamente posibles entre ciudades en el mismo condado, entre condados en el mismo
estado y entre estados.

Una estructura de nivel (mencionada en el parrafo anterior, como estructura de divi-
sion politica) describe una jerarquia de cooperacion entre los jugadores, como hemos
mencionado anteriormente, siendo las ciudades los jugadores. Winter (1989) brinda
un modelo con esta estructura y propone una solucion llamada valor de estructura de
nivel (LS-value). Este valor se calcula como las contribuciones marginales esperadas
del jugador a las coaliciones formadas por un proceso secuencial, de tal forma que
cualquier orden que sea consistente con la estructura de nivel!, cada jugador se une a
sus predecesores en el orden, con una distribuciéon uniforme sobre estos 6rdenes. Sin
embargo, los valores de esas contribuciones marginales no pueden ser calculadas en
la situacion descrita anteriormente. Este valor requiere informacion de las coalicio-
nes que no son factibles. Por ejemplo, cuando s6lo una ciudad se une a sus ciudades
predecesoras en un orden consistente con la division politica, podemos obtener con-
juntos de condados junto a ciudades en una parte de otro condado, o conjuntos de
estados junto con condados en otro estado junto a algunas ciudades en otro condado.
En este capitulo nos centramos en resolver este problema con informacion restringida.

En este capitulo se presentan juegos con estructura coalicional similar a la presentada
por Winter (1989), pero con una importante diferencia conceptual, la cooperacion
entre jugadores esta restringida por restricciones anidadas dadas por una estructura
de nivel. Asi, el dominio de la funcion caracteristica no es el conjunto de potencia
del conjunto de jugadores. En esta estructura, el conjunto de jugadores se clasifica
en varios niveles, de acuerdo a una familia de particiones del conjunto de jugado-

'Un orden es consistente con la estructura de nivel si los jugadores de la misma clase aparecen
sucesivamente.
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res, (P°, P, ..., PP1) donde cada particion es un refinamiento de la siguiente. A lo
largo del capitulo, P° denota la particion de singuletes y la tltima particion PPt
denota la particion de la gran coalicion, estas seran llamadas particiones triviales.
Los elementos de cada particion serdn llamados clases y cada una de estas posee
un conjunto de subclases, el cual es el conjunto de elementos en la anterior parti-
cion contenidos en la clase. De hecho, las subclases proporcionan una particion de
la clase a la que pertenecen. En este modelo, seran consideradas coaliciones factibles
solamente los subconjuntos de jugadores que satisfacen restricciones anidadas en el
siguiente sentido: Una coalicion S es la union de subclases pertenecientes a la misma
clase. Los juegos definidos en el conjunto de coaliciones factibles seran llamados jue-
gos cooperativos con estructuras anidadas o simplemente juegos anidados. El modelo
clasico ocurre exactamente cuando el conjunto de jugadores sblo tiene las particiones
triviales. En este sentido, las restricciones anidadas son consideradas como una regla
de formacion y se considera que solamente las coaliciones factibles pueden tener valia.

Los articulos citados anteriormente, en los cuales se estudia la cooperacién restrin-
gida, proponen adaptaciones del valor de Shapley para solucionar los juegos en las
nuevas estructuras de cooperacion; en ellos podemos observar dos enfoques diferen-
tes de adaptacion: Para juegos de comunicacion y juegos con estructura de coalicion
general, se proponen diferentes maneras de extender la funcién caracteristica a las
coaliciones infactibles en las que se puede calcular el valor de Shapley. Por otra parte,
los modelos de juegos cooperativos bajo restricciones de precedencia y juegos sobre
geometrias convexas definen procesos en los que sé6lo se usan las coaliciones factibles.
Esto evita una definicién artificial del valor en coaliciones infactibles. En este capitulo
se sigue el segundo enfoque y se da una solucion para el nuevo tipo de juegos defini-
dos en modelo de juegos anidados, usando solamente el valor de coaliciones factibles.
Especificamente, se desarrolla una adaptacién del valor Shapley para estos juegos,
se estudia la estructura de las coaliciones factibles y se obtiene un valor calculado
con una modificaciéon de las contribuciones marginales, en estas toda una subclase
se incorpora o abandona la coalicion. En el caso particular en el cual s6lo hay una
particion distinta de las triviales, (P°, P, P?), la adaptacion propuesta del valor de
Shapley coincide con el valor colectivo presentado por Kamijo (2013).

Existen caracterizaciones conocidas para los valores en juegos con estructuras de nivel
las cuales utilizan generalizaciones o adaptaciones del principio de contribuciones ba-
lanceadas de Myerson (1980). Calvo et al. (1996) proporcionaron una caracterizacion
del valor de estructura de nivel usando la propiedad de contribuciones balanceadas la
cual establece que para cualquiera dos subclases que pertenezcan a la misma clase,
la ganancia o el déficit en el pago total de los miembros en cada subclase debe ser
igual cuando la otra subclase abandona el juego. Gomez-Ria y Vidal-Puga (2011)
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propusieron otro valor para juegos con estructuras de nivel; lo caracterizan con la
propiedad de contribuciones balanceadas per capita, ésta propiedad establece que para
cualquiera dos subclases que pertenezcan a la misma clase, la cantidad promedio que
los jugadores en cada subclase ganaria o perderia deberia ser igual cuando la otra
subclase abandone el juego, dicho promedio se toma sobre la cardinalidad de cada
subclase.

En este trabajo, se introduce una propiedad para juegos anidados mediante una ge-
neralizacion de la propiedad contribuciones balanceadas colectivas de Kamijo (2013),
que serd llamada propiedad de contribucion de clases balanceadas, la cual establece
que para cualesquiera dos subclases que pertenezcan a la misma clase, el cambio en
el pago para cada jugador en cada subclase debe ser igual cuando la otra subclase
completa abandona el juego.

La extension multilineal de (Owen, 1988, sec. 10) es una herramienta eficiente para
calcular el valor de Shapley para juegos con un conjunto grande de jugadores. Owen
et al. (1992) modifican este método para calcular el valor coalicional de Owen (1977).
También, proponen una camino para generalizar este método para el valor de estruc-
tura de nivel. En este trabajo, se define la extension multilineal para juegos anidados
y se usa para obtener otra expresion del valor de Shapley adaptado.

3.1. Modelo

Para presentar el modelo de juegos bajo restricciones anidadas de cooperacién, es
necesario introducir algunos aspectos generales y notaciones. Para describir la es-
tructura de nivel, se consideran miltiples particiones del conjunto de jugadores N =
{1,2,...,n}, las cuales tienen ciertas caracteristicas que se presentan a continuacion.

Sean P y () particiones de N, se dice que P es un refinamiento de (), y es denotado
por P < @, si para todo X € P, existe Y € () tal que X CY.

Definicién 3.1.1. Una estructura de nivel es una sucesion g = (PO, Pl ... PPt
con P* una particion de N, 0 < k < p + 1, tal que:

= PO ={{1} {2} ... {n}}
n ’PP+1 — {N}

» PP < PEFL para todo 0 < k < p.
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P* es llamado el k-ésimo nivel de *B. El O-nivel y el (p+ 1)-nivel son llamados niveles
triviales. En el caso que no existan particiones diferentes a las triviales, se dird que
B es una estructura de nivel trivial.

Se denotara por P* = {C},C5,...,CF } y M* = {1,2,...,m4}, en éste sentido, cada
elemento de P* serd llamado una k-clase. Ademas, se considera el conjunto de indices

de CF definido por:

My ={s | C;7 S Cf} (3.1)

Entonces, toda clase C* puede ser caracterizada como la uniéon de los elementos en
la particion P*~! que la compone, como sigue:

ct=J

seMP

Ahora es posible introducir el modelo de juegos bajo las restricciones anidadas dadas
por una estructura de nivel. Dado que este modelo s6lo considera coaliciones de ju-
gadores en conjuntos de (k — 1)-clases que pertenecen a la misma k-clase, solamente
estas coaliciones serdn permitidas, el conjunto compuesto por dichas coaliciones sera
llamado el conjunto de coaliciones factibles de C¥, el cual es

B = {U CHYT C Mt’“} : (3.2)

seT

parak=1,...,p+1yt=1,.. my Entonces, el conjunto de coaliciones factibles en
el nivel k es
mg
B* =B}
t=1

Por lo tanto, el conjunto de todas las coaliciones factibles en una situacién de coope-
racién con restricciones anidadas es la unioén de todas las coaliciones factibles en los
(p + 1)-niveles,

p+1

By = U B*.
k=1

Observacion 3.1.2. Las clases CF, t = 1, ..., my, son coaliciones factibles en los niveles
kyk+1.
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Es posible considerar (By,C) como un conjunto parcialmente ordenado (o poset).
Mas atn, By es un lattice finito con los operadores usuales unidn e interseccion?,
este tiene algunas propiedades interesantes. Para este trabajo especifico las siguientes
propiedades son de primordial importancia.

Observacion 3.1.3. Por (3.2) es posible asegurar que cada subconjunto parcialmente
ordenado (BF,C) y (2M C) son isomorfos. De hecho, todo intervalo

S,T]={ReBy : SCRCT}
con S,T € B¥, S CT, es un dlgebra de Boole.

Observacion 3.1.4. Dados S, T € By, si SCT y S € BF pero T ¢ BF entonces
[S,T] =[S, CY]U[CF, T).

Esto quiere decir que [S,T] es un conjunto atéomico parcialmente ordenado, debido a
que la uniéon de todas las coaliciones que cubren a S es CF C T3.

A continuacion, se muestra una situacién con restricciones anidados de cooperacion
que se utilizara utilizar para ejemplificar varios aspectos a lo largo del capitulo, éste
tiene la estructura de division politica mencionada en la introduccién en el problema
de asignacion de costos en el mantenimiento de autopistas.

Ejemplo 3.1.5. Sea N = {1,2,3,4} el conjunto de ciudades en un pais. Dichas
ciudades estdn agrupadas en condados: C{ = {1}, C3 = {2,3} y C3 = {4}. Ademds,
estas ciudades provienen de diferentes estados C; = {1,2,3} y C3 = {4}. Mds ain,
se denota la clase del pais completo por C3 = {1,2,3,4}. Asi, enlonces el conjuntpo
de indices que caracterizan las clases de los niveles superiores son:

MP ={1,2}, My = {3}, M} ={1,2}.
Entonces, el conjunto de coaliciones factibles es

By = {{}, {1}, {2}, {3}, {4},{2,3},{1,2,3},{1,2,3,4}}.

El conjunto By define las coaliciones factibles para restricciones anidadas de coope-
racion (en adelante denominado estructura anidada), lo que nos permite dar una
definicién para este tipo de juegos analogos a los juegos TU,

2La minima cota superior de S y T en el poset es S unido T. De forma dual, la mdzima cota
inferior de Sy T es S intersectado T', (Stanley, 1998, p. 285).
3R cubre a Ssi S C Ry no existe Q € By tal que S C Q C R.
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Definicién 3.1.6. Se llamara juego cooperativo anidado al par (v, By), donde N =
{1,2,...,n} es el conjunto de jugadores, By es una estructura anidada y v : By — R
es una funcion caracteristica tal que v(f)) = 0.

A lo largo de este trabajo, la funcién v estd restringida a subconjuntos propios de
By, que también son estructuras anidadas. Haciendo abuso de la notaciéon, se usa
la misma letra para designar la funciéon en By y su restriccion en los subconjuntos
propios.

Ejemplo 3.1.7. Sea N = {1,2,3,4} el conjunto de ciudades con estructura anidada
presentada en el Ejemplo 3.1.5. La funcion caracteristica que modela los costos de
mantenimiento de un sistema de autopistas estd representado en la Tabla 3.1

S {1} | {2} | {3} | {4} | {2,3} | {1,2,3} | {1,2,3,4}
o) T 1T 1 [0 |1 2 4 6

Cuadro 3.1: Funcion caracteristica de los costos de mantenimiento de un sistema de
autopistas

Se llamaréa conjunto de juegos cooperativos anidados en By al conjunto
Gpy ={v|v:By = R, v(0) =0}

Analogamente al caso de juegos cooperativos TU, se denota Gz, con una estructura
de espacio vectorial sobre el campo de los numeros reales. Sea v,w € Gg, v a € R:

» (v+w)(S) =v(S) 4+ w(S), para todo S € By (suma).
» (av)(S) = av(S) para todo S € By (producto por escalar).
» 0g(S) = 0 para todo S € By (elemento neutro).

De aqui se sigue que
~ |BN‘71
Gpy ~ R

y una base para este espacio vectorial es:
UBN = {UT|T c BN, T 75 @},
donde ur es el juego anidado de unanimidad definido como

1si SOT
0 en otro caso,

ur() = {



32 CAPITULO 3. JUEGOS CON RESTRICCIONES ANIDADAS

para cada S € By.
Todo juego anidado es combinacion lineal de los juegos anidados de unanimidad,

v = Z Ar(v)ur y v(S) = ZAT(U), VS € By.

TeBN TCS
TEBN

Usando la fomula de inversion de Mébius (Stanley, 1998, p. 303),tenemos que

Ar(v) = Y (R, T)(R), VT € By,

RCT
ReBy

donde p es la funcion de Mdobius. Por lo tanto, por las Observaciones 3.1.3 y 3.1.4,
aplicando técnicas para el calculo de la funcion de Mébius (Stanley, 1998, Example
3.8.3, Corollary 3.9.5), u(R,T') toma la siguiente forma:

[ (=DARD) &i R T € BY
i, T) = { 0 en otro caso,

donde {(R,T) := [{CF~' : C¥' C T\ R}|. Entonces,

Ar(v) = > (=1)"y(R), VT € By, (3.3)

RCT
R,TeBF

Siguiendo el trabajo de Harsanyi (1963), Ar(v) es llamado el dividendo de T en el
juego v.

Ahora, se definiran los los juegos de k-classes*. La principal idea de éstos juegos es
observar las (k — 1)-clases como agentes mediante los conjuntos de indices definidos
en (3.1).

Definicion 3.1.8. Sea (v, By) un juego anidado. El juego de clases en CF de (v, By)
es un juego clasico (Mf, vep) definido por

ver(R) = v (U Cfl> ;

sER
para cada R C M.

En caso de que no exista confusion, se denotara el juego (MF, vctk) solamente con su
funcién caracteristica vex.

4Este juego es conocido como juego cociente en Owen (1977).
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Observacion 3.1.9. Por definicion, podemos notar que si CF C C*1 entonces el
indice t € M¥*1 es un jugador en Vekt1 Y MF es la gran coaliciéon en vor. De hecho,

v(CF) = vep (M) = vern ({t).

Ejemplo 3.1.10. Los juegos de clases para el juego anidado (v, By) del Ejemplo 3.1.7
son (M¢,vee), (M3, vez) y (M7, ves), con funciones caracteristicas presentadas en las
Tablas 3.2 y 3.3, respectivamente.

k{1 {2} [ {1,2} k1 {3}
ver (R) | 1 | 2 1 vez (R) | 1

Cuadro 3.2: Juegos de clases donde los condados son jugadores.

r {1} [ {2} | {1,2}
ver (R) | 4 | 1 6

Cuadro 3.3: Juegos de clases con estados como jugadores.

Dado un jugador fijo ¢« € N, este pertenece a una clase por cada nivel, dichas clases
estan presentes en diferentes juegos de clases en los cuales el jugador ¢ tiene un rol.
Se denotara el conjunto de todos los juegos de clases en los cuales i esta presente por

Ji = {ver | i € CF.

Con el fin de simplificar la notacion para el resto del documento, usualmente se
denotara el indice de la k-clase que contiene el jugador i como [i]*, y se representara
simplemente por [i] cuando no exista ninguna confusion, es decir, el jugador ¢ esta en
la clase C[';?}, para cada k.

3.2. Adaptacion del valor de Shapley

Una solucion o valor para juegos cooperativos anidados es una funciéon f tal que asig-
na a todo juego (v, By) un vector f(v,By) € R", donde sus entradas representan el
pago para cada jugador en N. A continuacién se introduce un valor para los juegos
anidados que es una adaptacion del valor Shapley.

Aqui se presenta un valor similar al valor de Shapley en el sentido que a los juegos en
la base Ug, se les asigna el mismo valor que el valor de Shapley asigna a los juegos
de unanimidad clasicos,



34 CAPITULO 3. JUEGOS CON RESTRICCIONES ANIDADAS

A oS dieT
J(ur, By) =< I ’ 3.4
#ilur, By) { 0 en otro caso. (34)
El valor lineal que satisface (3.4) para todo juego v € Gg,, es

AS (%
wi(v,By) = Z S( ), (3.5)

o 1

SeBy

donde Ag(v) son los dividendos de v. Por lo tanto, de la férmula para los dividendos,
tenemos que la ecuacion (3.5) toma la forma

i(v,By) = Y s (0(S) = v(S5-0)),

531
SeBy

donde S_; := S\ C[’z]_l, para todo S € B¥ y

_1)UST)
=3 E sz
= T
s,TeBf

Esta expresion de ¢ permite observar la similaridad con el valor de Shapley pondera-
do® para los juegos en J; si tomamos cada CF~' € C* como un jugador en (MF, Ve ).
Se presentard la siguiente expresion de ¢, ya que serd 1til para brindar una interpre-
tacion inicial de este valor. Ademas, se mostrara un proceso intuitivo para calcular ¢

en la Seccion 3.4. 5
hy(w) — w([i
o, B) = oli) + 30 L jm & (3.6)

donde cada peso ()A); es la cardinalidad de la clase representada por j en el juego de
clases w. Es sencillo comprobar que (3.6) es lineal y satisface (3.4).

Cada término \
Sh (w) — w(|i
Dy o S() = wll)
Al

tiene la siguiente interpretacion: El juego de clases es solucionado con un valor de
Shapley ponderado (Sh@]), donde los pesos representan la asimetria del tamano en

SEl valor de Shapley ponderado fue introducido por Kalai y Samet (1987), este valor sera denotado
por Sh*(w) para un juego w y un vector de pesos \.
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las clases participantes. La diferencia S h@] (w) — w([7]) representa el exceso o defecto
de lo que el valor asigna a la clase y la cantidad que ella puede obtener por si so-
la (w([z]) = U(C{%)). Finalmente, una distribucion igualitaria de dicha diferencia es
realizada entre los miembros de la misma clase. La distribucion en partes iguales de
esa cantidad proporciona una solucién que sugiere un apoyo “colectivo” en cada clase.
De hecho, la expresion (3.6) de ¢ surge como una generalizacion para el conocido
valor colectivo presentado por Kamijo (2013) para estricturas coalicionales. Tomando
B = (P° P, P?) el cual tiene solamente una particion diferente de las triviales, se
obtiene la expresion simplificada

Shiy (vee,) — v(Cpy)

Gyl

@i(v, By) = Shi(v) + ., Vi€e N,

que es equivalente al valor colectivo.

A continuacion, se muestran algunas propiedades interesantes que el valor ¢ satisface.
Para esto, se debe considerar By restringido a una coaliciéon S, como sigue,

Bs:={T € By |TCS}

Si se restringe el juego anidado a una clase C', se tiene que el valor ¢ para el jugador

i € C! es dado por,
1

@i(v, Ber) = v(i) + Z Di(ver ).

[2
k=1

De esta manera, se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.1. Sea C! C C'*'. Dado un jugador i € C', entonces el valor en la
estructura restringida BC£+1 es

cp,»(v, BCéJrl) = gpi(v, Bcﬁ) + Di(UCiJrl).

Ejemplo 3.2.2. Para calcular el pago que asigna la solucion (3.6) al jugador 2 del
juego presentado en le Fjemplo 3.1.7 se tiene que:

W(2D) =1, DoC}) = 5, Do) = 5, Du(C) = ¢

Asi, la asignacion final del valor esta dado por

By - (14l by L L Ll Ly (1925 135
PR EN) = 3T T Ty T Ty T Ty ) T\ 121201 )
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3.2.1. Caracterizacion

A continuacion se presentard una caracterizacion axiomatica para el valor ¢, para ello
se presentan las propiedades de eficiencia y otra propiedad que extiende la propiedad
de contribuciones balanceadas.

Definicién 3.2.3. Un valor f es eficiente si,
Zfi(v,B) =v(N)
iEN

para cada v € G, .

Definicién 3.2.4. Un valor f satisface Contribucion de Clases Balanceadas (CCB)
si y sélo si, para todo C!,CL ¢ C*! (1 =0,...,p) se tiene que

filv, Bci“) — filv, BCW\C@) = [i(v, Bcﬁﬂ) - fj(U»Bc#l\Cg)a
para todo i € C!, j € C! y todo v € Gp, .

CCB requiere que dadas dos clases C! y C! en la misma clase superior C!*!, el cambio
en el pago medido con el valor para cada jugador en C, si la clase C! abandona el
juego, debe ser igual al cambio en el pago medido con el valor para cada jugador en
C! si C! abandona el juego.

Observacion 3.2.5. En el caso que solamente se tengan los niveles triviales 8 =
(PO, P1), entonces By = 2. Asi, la propiedad CCB coincide con la siguiente propie-
dad definida por by Myerson (1980).

Un valor f satisface Contribuciones Balanceadas si 'y so6lo si

fi(.2Y) = filw. 20 = f(0.2V) = f(0,2M0),
para todo 7,7 € N y todo juego anidado v € Gyn.

Observaciéon 3.2.6. Cuando existe solamente un nivel diferente a los niveles triviales
B = (P°, P, P?), la propiedad CCB coincide con la siguiente propiedad presentada
por Kamijo (2013).

Un valor f satisface Contribuciones Balanceadas Colectivas si 'y so6lo si

fi(%BN) - fi(U,BN\Cg) = fj(UaBN) - fj(vyBN\Ct1>a
para cada i € C}, j € CL, t # s, y para todo v € Gg,,.

Proposicion 3.2.7. ¢ es eficiente y satisface CCB.
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Demostracion. Es sencillo verificar que ¢ es eficiente. Ahora veamos que ¢ satisface
CCB: Sean (v, By) y C’[lﬂ, C[lj] C C!'*1, para un 7 fijo. Debido a la definicion de ¢, note
que si [ = 0 entonces ¢ es el valor de Shapley sobre C! y claramente este cumple

CCB. Ahora, si [ > 1, por Proposicion 3.2.1 tenemos
902-(1), BCﬁH\C[I,]) - (pi(v, Bcﬁl) = Di(vciﬂ) - Di(vcﬁl\c[l_])
7 J

De igual forma, obtenemos una expresion analoga para el jugador j y debemos verificar
que

Di(vei) = Dilvgrrngr ) = Dj(vern) = Dj(verner, ),
J 7

asi, calculando esta expresion obtenemos que

Al Al ’

lo cual fue demostrado por Hart y Mas-Collel, p. 604 Hart y Mas-Colell (1989). Asi,
se concluye que ¢ cumple la propiedad de CCB. n

Ahora, presentaremos una caracterizacion de ¢ utilizando las dos propiedades men-
cionadas en la Proposicion 3.2.7.

Teorema 3.2.8. Eziste un unico valor para juegos cooperativos con estructura anida-
da que satisface las propiedades de eficiencia and CCB. Dicho valor es ¢ en 3.6.

Demostracion. Como se probo en la Proposicion 3.2.7, sabemos que ¢ es eficiente
y satisface CCB. Fijemos una estructura By con al menos un nivel de anidacion.
Supongamos que existen dos valores eficientes f y g que satisfacen CCB. Veamos
que, dado i € N, f;(v, By) = gi(v, Bx), para todo v € Gg,,.

La demostracion se realizard utilizando inducciéon sobre los niveles. Consideremos el
nivel £ = 1. Dado que las clases del nivel inferior son conjuntos de un solo elemento,
tenemos que las coaliciones realizables en Bcr[li] son

B = 2%

asi, el juego del primer nivel, (v, Bc[l_]), es un juego cooperativo tradicional y la pro-
piedad de CCB es equivalente a la propiedad de contribuciones balanceadas, definida
por Myerson (1980). Por tanto, podemos concluir que

(v, Bey ) = gi(v, Bey, ) = Shi(Cy,v).
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Ahora bien, supongamos que el resultado se cumple para los niveles k, k <[ < p, es
decir,

fi(v7 BC[’z]) = gi(vv BC[’%)'

y procedemos a probarlo para el nivel [ + 1.

Usemos induccioén sobre la cardinalidad del conjunto de indices de Ct*1, que denota-
remos por M.

Sea i € C}j C C/*'. Primero, supongamos que [M/*'| = 1, es decir que la tnica

subclase que posee CI es C’fﬂ, entonces

(U, Boﬁl) = (U, Bsz‘ ),

]

y asi, por hipotesis de inducciéon concluimos que
fi(’l), BC,HI) = fi(v, Bcfi]) = gi(U7BC£) = gi(’U, BCiJrl)

Supongamos que el resultado se tiene para |[M!™!| = m. Ahora probemos el resultado
para |M™ =m + 1.

Tomemos [M;™'| = m +1 > 1, entonces existe j € C[;; C C/*', tal que C}; # CJj.
Debido a la propiedad de CCB, tenemos que para h = f y h = g se cumple

hi(U, Bc’f:%l) — hj (U’ BC,,Z.+1> == hZ(U, BC7L~+1\C[Z]) - h‘](v, BC’£~+1\C[Z]>7
J 7
Entonces, por hipétesis de induccion sobre |M!™!| tenemos que fi(v,BCm\C[,]) —
r o\
gi(v,b’cﬁl\ch) y fj(v,Bcﬁﬂ\Ch) = g;(v, Bcﬁl\ch) y asi se obtiene que
J 7 7
fi(v, Boier) — gi(v, Boir) = [fi(v, Bearr) — g5 (v, Bie).
Ahora, debido a la eficiencia, fijando i y sumando sobre j € C%*1) se obtiene que
fi(v, Beirr) — gi(v, B ) = 0.

Asf, hemos probado que f;(v,Bgir1) = gi(v, Byit1) para todo i € C!*1. Entonces,
aplicando induccion sobre I, hemos probado que f;(v, Ber) = gi(v, Bex) para todo
k < p+ 1, en particular tomando k = p + 1, se obtiene que para todo 7 € N,

fi<U, BN> = gi(v, BN)
[l

Proposicion 3.2.9. (Myerson (1980), Theorem 1) Sea By = 2V) la estructura anida-
da trivial. El valor de Shapley es el inico valor eficiente que satisface CCB.
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La demostracion es inmediata de la Observacion 3.2.5 y el Teorema 3.2.8

Proposicion 3.2.10. (Kamijo (2013), Theorem 2) Sea B = (P°, P!, P?) una es-
tructura de nivel. El valor colectivo (3.2) es la inica solucidn eficiente que satisface
CBC.

Kamijo (2013) obtiene la caracterizacion del valor colectivo mediante las propiedades
de eficiencia, contribuciones balanceadas y contribuciones balanceadas colectivas. Asi,
la demostracion del resultado anterior es inmediata de las Observaciones 3.2.5, 3.2.6 y
el Teorema 3.2.8. Mas atn, este trabajo provee un enfoque diferente de éste resultado
pues el dominio de las funciones caracteristicas en los juegos anidados es By. De
aqui, se concluye que el valor colectivo s6lo usa la informacion de las coaliciones que
satisfacen las restricciones anidadas cuando la estructura de nivel es g = (P°, P!, P?).

3.3. Adaptaciéon del valor de Shapley ponderado

Se introduce un vector de pesos para modelar cierta asimetria entre los jugadores.
Para obtener una solucion que tenga en cuenta esta asimetria, proponemos un valor
que asigna a los juegos de unanimidad anidados el mismo valor que el valor de Shapley
ponderado asigna a los juegos de unanimidad clasicos, es decir,

— siieT
v By) =13 «@ 3.7
@i (ur, By) { 0  en otro caso, (3.7)

donde w = (w;)ien es un wvector de pesos positivos y w(T) = > ..y w;. Es sencillo
verificar que un valor que satisface (3.7), para todo juego (v, By) € Gp,, €s

02 (v, By) = v(i) +w,

> Shi(w) — w(li])

weJ; w[l]

donde w; es la suma de los pesos de los miembros en la clase que j representa en el
juego de clases w.

Para caracterizar este valor es necesario adaptar ligeramente la propiedad CCB como
sigue.

Definicion 3.3.1. Un valor f satisface w-Contribuciones Balanceadas de Clase (w-
CCB) si y solo si, para todo C!,C! ¢ Ct*! (1 =0, ..., p), se tiene que

fi<U, BC£+1) - fl'<U, BC£+1\ij]> B fj (U, BC«frl) - fj (’U, Bcfrl\o[zi])

Y

w; Wy

para todo i € C!, j € C! y todo v € Gp, .
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En este sentido, w-CCB requiere que la contribucion de las clases es balanceada
en proporciéon a los pesos de cada jugador. Con esta nueva propiedad, es posible
caracterizar el valor ¢* en los siguientes resultados.

Proposicion 3.3.2. ¢ es eficiente y satisface w-CCB.

Teorema 3.3.3. Existe un unico valor para juegos cooperativos con estructuras anida-
das que satisface las propiedades de eficiencia y w-CCB, dicho valor es p*.

Las demostraciones de los resultados anteriores son andlogas a las demostraciones
realizadas de la Proposicion 3.2.7 y el Teorema 3.2.8, respectivamente.

3.4. Valor como un proceso multietapa

En esta secciéon se presenta un proceso intuitivo para solucionar los juegos anidados
como implementacion del valor . Este proceso brinda otra interpretacion del valor
desarrollado a lo largo del capitulo.

Se comienza distribuyendo el monto v(N) entre las clases en el nivel superior (nivel
p) tomandolas como jugadores. Esto se logra definiendo el juego de clases Vertt el
cual es solucionado con el valor de Shapley ponderado con pesos iguales al tamaifio
de las clases. Asi, se ha asignado

S ht/\(vcg’“)
a cada clase C?.

Posteriormente, se distribuye el monto obtenido entre las subclases de cada clase CY.
Pero ahora se debe tener en cuenta que el nuevo valor para cada clase C} es Shf‘(vcfﬂ)

y no v(C?). Esto es modelado mediante la definicion del siguiente juego.

s wep(R) si RCMP
w; (R) _{ Shi(vgpn) si R= M.

Posteriormente, el juego anterior es solucionado con el valor de Shapley ponderado,
donde los pesos son la cardinalidad de cada subclase. Se obtiene que el pago asignado
a la clase CP~1 C C? es

S h?(wcf)

Este proceso se repite hasta el primer nivel, lo que darfa lugar a una asignacion entre
los agentes debido a que las subclases de clases en el primer nivel son singuletes.
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Ademés, esta asignacion es eficiente porque en cada paso generamos una soluciéon
eficiente y empezamos a distribuir v(N).

El algoritmo de asignacién para obtener el beneficio de un jugador con el proceso
multietapa descrito anteriormente se presenta en el Algoritmo 1.

Algorithm 1 Proceso multietapa para juegos cooperativos anidados
Input: Juego anidado (v,By) y i € N.
W’ (R) UC{)-H(R).
Apy1 Sh[)%](UC{H»I).
for k=paldo
Se define el juego

Calcular ay < Sh@} (wﬁ]).
end for
return a;, pago para el jugador 7.

El resultado proporcionado por este algoritmo coincide con el valor discutido en la
Seccion 3.2 para un jugador ¢ € N en el juego anidado.

Proposicion 3.4.1. Sea (v,By) y i € N. Entonces ay = ¢;(v,By), donde a; es el
resultado del Algoritmo 1.

Para probar esta proposicién, es necesario observar como cambia el valor Shapley
ponderado debido a una variaciéon en el valor de la gran coalicion, el siguiente lema
expone dicho cambio.

Lema 3.4.2. Sea (N,v) y (N,w) son juegos TU y a € R, tales que:

_Jwu(S) si SCN
w(S)—{ a si S=N,

Entonces para todo vector de pesos A € R} se tiene que:

Sh) (N, w) = Sh}(N,v) + Ai@;(_?;\g)f\f)

Demostracion. De acuerdo a la formula del valor de Shapley ponderado presentada
en (Dragan, 2008, p. 2), se tiene que para cada jugador i € N,

SAN, w) = A S s (w(S) — w(S\ {i}). (3.8)

St
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donde,

_ (=1
Ys= Y NeoT) VSEN S#0.
T:TNS=0

Por otro lado vy = %N) y w(S) = v(S) para todo S C N. Entonces, sumando y

v(N)
A(N)

restando \; a la ecuacion (3.8) se obtiene que

a—v(N)‘

NN — ShMNN .
Shi(N,w) = Sh(N,v) + \; V)

Usando el Lema anterior, se obtiene que el termino a; del Algoritmo 1 es,

- U(C{%)

Ak+1
_ apA k—1
ay = Sh[i}(vcfg]) + 10| |

Por recursion, es sencillo verificar que a; tiene la siguiente expresion.

v Shiy(vers) = v(Cly)
_gpr k-1 i &
ap = Sh[i}(vcﬁ]) + |C[z‘} | <Z |C’l}| .

1=k [i

Considerando que ]C’ﬁ]\ = 1, se puede concluir la demostracion de la Proposicion 3.4.1.

Esta implementacion se puede desarrollar de forma andloga para el valor ponderado
w

@

3.5. La extensién multilineal para juegos anidados

Como lo mencionan Owen et al. (1992), la extension multilineal (MLE) ha mostrado
ser una herramienta eficiente para calcular el valor de Shapley para juegos TU con
una gran cantidad de jugadores. Por esta razon ellos modifican el método de MLE
para calcular el valor de Owen (1977) para juegos con estructura coalicional. Méas atin,
ellos proponen un camino para generalizar dicho método para el valor en estructuras
de nivel de Winter (1989). En esta seccion, se modifica la MLE para calcular el valor
© para juegos anidados.

De acuerdo con el trabajo de (Owen, 1988, sec. 10) se define la extension multilineal de
un juego anidado extenston usando la descomposicion lineal presentada en la Seccion

3.1 como sigue:
Flar, gl = D [ a2s),

SeBn jeS
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donde Ag(v) para todo S € By son los dividendos definidos en (3.3).

Es posible calcular el valor ¢ para un juego anidado utilizando esta extension. El
siguiente resultado muestra una nueva forma de hacerlo.

Proposicion 3.5.1. Sea (v,By), i € N y f(v) la extension multilineal de v. Entonces
el valor ¢ estd dado por

i(v, By) = /0 agéf) it, .., ]dt.

Demostracion. Calculando la derivada parcial de f(v) con respecto a ¢; se tiene que

9f(v) 3
8—[q17"'7qn] = HqJAS(U)
q; i
S3i jeS
SEBN j#i
Ahora, evaluando esta derivada en la diagonal principal [¢,...,¢] e integrando con
respeto a t, se obtiene que

/Oag—((;)[t,...,t]dt - /0 > I Ag(v)dt

S2i
SeBy

= Z A|SSE|U) = (v, By).
531

SeBy

3.6. Conclusiones y trabajo futuro

La principal conclusion de este capitulo es que el modelo de juegos con restricciones
anidadas dan lugar a un tipo especial de juegos con un dominio de coaliciones factibles
en una nueva estructura compuesta de algebras booleanas. Debido a las propiedades
de dicha estructura, la adaptacion algebraica del valor de Shapley que se usa para este
tipo de juegos permiti6 caracterizarlo y obtener una expresion cerrada para este valor.

Hay una serie de direcciones que se pueden tomar para trabajos futuros, en parti-
cular para el avance de aplicaciones en el estudio de situaciones mas complejas. Por
un lado, seria interesante estudiar este modelo con una estructura de comunicaciéon
(grafica o red) y proponer nuevos valores. Como primer paso en esta direccion, el es-
tudio de los modelos de estructura de comunicacién de dos niveles ha sido presentado
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por van den Brink et al. (2015). De hecho, dado que la caracterizacion de los valores
aqui presentados se realiza con la propiedad de CBC, esto sugiere un camino claro
para proponer un valor de Myerson adaptado para la estructura de comunicacion en
n-niveles. Por otro lado, también es relevante estudiar diferentes soluciones para la
extension multilineal de los juegos anidados, por ello seria interesante proponer un
modelo para juegos con coaliciones fuzzy bajo una estructura de cooperaciéon anidada.

También seria interesante proponer adaptaciones y caracterizar diferentes conceptos
de solucion del valor de Shapley para los juegos que surgen en nuestro modelo. El
indice de poder de Banzhaf podria ser adaptado para juegos simples como la gene-
ralizacion presentada por Alvarez-Mozos y Tejada (2011) y otros conceptos generales
de solucion como el nticleo y el nucleolo podrian ser estudiados. Todos éstos caminos
se dejardn para trabajos futuros y no se presentan en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Reparticion de ganancias en proyectos

Los mecanismos de reparticion de ganancias son ampliamente utilizados por compa-
nias para aumentar sus ganancias. Dichos mecanismos incluyen bonos en efectivo a
los empleados, que se otorgan en funcién de su desempeno individual o colectivo. Por
ejemplo, bajo un plan de propiedad de acciones de empleados, las empresas asignan
acciones de su stock a los empleados, por lo tanto recompensan a los empleados en
base a la ganancia agregada de la empresa.!

Aunque varios estudios empiricos abordan la efectividad de los mecanismos de re-
particion de ganancias para aumentar la productividad de una empresa, poco se ha
dicho teéricamente sobre la relacion directa entre la rentabilidad de las empresas y
las recompensas para los empleados.? Nuestro trabajo es el primer estudio en esta
area, caracterizando una gran clase de mecanismos que relacionan las ganancias de
la empresa con los pagos a sus empleados.

Para abordar estos aspectos, consideramos un modelo en el que los jugadores deciden
cémo asignar su dotacion fija de tiempo entre diferentes proyectos que generan ga-
nancias. Cada proyecto podria tener diferentes funciones de produccion que generan
utilidades dependiendo de las asignaciones de tiempo de los jugadores. Nos enfoca-
mos en el caso con informacion asimétrica: Un planificador (como el propietario de
la empresa o gerente) no conoce las funciones de produccién mientras que los em-

'El plan de acciones de los empleados estd ampliamente utilizado en empresas de Silicon Valley
y ha generado varios empleados millonarios, por ejemplo en Google, Facebook y Yahoo. Este meca-
nismo se asemeja a los mecanismos de ganancia promedio u otras variaciones asimétricas discutidas
en el capitulo.

2Estudios empiricos sobre reparticién de ganancias en las empresas han sido estudiados en Kruse
(1992), Bhargava (1994) and Kraft y Ugarkovi¢ (2006), Weitzman y Kruse (1990) y Prendergast
(1999)

45
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pleados tienen informacion perfecta sobre ello, el planificador debe asignar los pagos
dependiendo tnicamente de la ganancia total final generada por cada proyecto y la
asignacion de tiempo de los jugadores en los diferentes proyectos.® Una aplicacion de
este problema es la division del excedente de fin de ano en las empresas.

La idea central es que aunque el planificador trata de maximizar la ganancia total de
la empresa, es posible que no conozca las funciones de produccion. Es decir, el objetivo
del planificador es regular un esquema de pago como un mecanismo que implemen-
ta la asignacion de tiempo que genera la maxima ganancia total en el equilibrio de
Nash para cualquier conjunto de funciones de produccion. Llamamos a esta propie-
dad eficiencia. Asi, aunque el planificador tiene una desventaja en la informacion con
respecto a los jugadores, esta nocion de eficiencia conduce al mejor resultado para el
planificador, como si el éste tuviera informacién completa.

Por ejemplo, considere el mecanismo de reparto proporcional que divide la utilidad
total de cada proyecto entre los jugadores en proporciéon a su asignaciéon de tiempo a
tales proyectos. Este mecanismo no es necesariamente eficiente porque los jugadores
pueden tener incentivos para dedicar una mayor proporciéon de tiempo a proyectos
que les generan mayor utilidad segin lo invertido, mientras que la empresa podria
producir una mayor ganancia cuando los jugadores invierten su tiempo colectivamen-
te en un solo proyecto.

Para ver esto, considere el siguiente ejemplo. Sean tres jugadores 1, 2 y 3 y tres
proyectos colaborativos entre estos jugadores, {1,2}, {1,3}, {1, 2, 3}. Supongamos que
cada jugador estd dotado de una unidad de tiempo que se dividen entre los proyectos
a los que pertenecen, y cada proyecto genera beneficios basados en el tiempo asignado
por los jugadores. Por ejemplo, supongamos que las funciones de produccion de dichos

proyectos son « (t‘l{m} + t§1’2}> para el proyecto {1,2}, fmin <ti1’3},t§1’3}> para el

t~1[1,2,3}’ t§1,2,3}7 t:{)’1,2,3}

proyecto {1,3} y v min < > para el proyecto {1,2,3}. Cuando a =

2.5, 8 =3y v =6, las asignaciones de tiempo eficientes son

(20 1,28 ) (82,4029, (699,6729)) = ((0,0,1), (0,1), (0,1)),

es decir, se requiere que todos los jugadores inviertan su tiempo en el proyecto {1, 2, 3}
y genera una utilidad de 6 unidades.

3Esta informacion asimétrica es natural en grandes empresas, donde el propietario de la empresa
establece politicas generales de la reparticion de ganancias para los empleados antes de que se realicen
las funciones de produccién.
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Bajo el reparto proporcional, cada jugador recibe 2 unidades de ganancia. Sin embar-
go, esto no es un equilibrio bajo el mecanismo de reparto proporcional ya que tanto
los jugadores 1 como 2 tienen incentivos de asignar todos los recursos al proyecto
{1,2}, donde pueden recibir 2.5 unidades de ganancia en lugar de 2.

Por otro lado, considere el mecanismo de reparticion de ganancia promedio, en el
que cada jugador recibe una parte fija de la ganancia total generada por la empresa.*
Este mecanismo es eficiente porque si un jugador se desvia del equilibrio que genera la
méaxima ganancia total (equilibrio eficiente), entonces la ganancia total de la empresa
no aumenta y tampoco aumentaria su pago.

De otro modo, considere el mecanismo de Shapley, donde la utilidad de cada proyecto
es igualmente distribuida entre los jugadores que pertenecen al proyecto, independien-
te de como se asignen los tiempos. Cuando los proyectos factibles tienen el mismo
tamano, por ejemplo si todos los proyectos tuvieran que ser realizados por 2 jugado-
res, el mecanismo de Shapley es eficiente. Esto se debe a que si un jugador se desvia
del equilibrio eficiente, entonces la ganancia total de la empresa no aumenta. Por lo
tanto, dado que la ganancia de la empresa es s6lo la suma de las utilidades de cada
proyecto, la utilidad agregada de los proyectos en los que participa este jugador no
aumenta, y tampoco su pago. Sin embargo, en general, el mecanismo Shapley no es
eficiente cuando los proyectos tienen diferentes tamafos.’?

De forma maés general, considere un mecanismo donde los pagos de cada jugador so6lo
dependen positivamente de la utilidad total (agregada) generada por los proyectos en
los cuales el jugador participa, como tambien de las asignaciones de tiempo y utilida-
des generadas en los proyectos en los cuales ¢l no participa, estos mecanismos seran
llamados separables. Dichos mecanismos son eficientes debido a que si un jugador
decide cambiar sus asignaciones de tiempo, entonces su decision sélo puede cambiar
la utilidad total de sus proyectos. Si la utilidad total de sus proyectos disminuye,
entonces la utilidad total de la empresa también disminuye, asi el jugador empeoraria
su pago. La reparticiéon de ganancias promedio y el mecanismo de Shapley, son casos
particulares de mecanismos separables.

El principal resultado que aqui se presenta es la caracterizacion de todos los mecanis-
mos que satisfacen la eficiencia, la clase de mecanismos eficientes coincide exactamen-

4El mecanismo puede interpretarse como el mecanismo de adjudicacién de acciones, en el cual se
da a los jugadores una proporcion fija de acciones en la empresa, por lo que su asignacion final de
ganancias depende de la ganancia total generada por la empresa.

Esto se puede ver en el ejemplo anterior, donde existen proyectos de tamafio 2 y 3. En este caso,
los jugadores 1 y 2 tienen el incentivo de desviarse del equilibrio eficiente.
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te con la clase de mecanismos separables (Teorema 4.2.8). La clase de mecanismos
eficientes, anonimos e independientes del tiempo es pequena y puede describirse facil-
mente como combinaciones lineales de Shapley y mecanismos de ganancia promedio,
donde el peso asignado a los mecanismos depende del tamano de los proyectos que
pueden realizarse (Proposicion 4.2.9).

También observamos la monotonia de los pagos a los jugadores con respecto al aumen-
to de tiempo disponible de trabajo (tiempo-monotonia) y con respecto al incremento
en las funciones de produccion (tecnologia-monotonia). En particular, la propiedad
tiempo-monotonia requiere que los incrementos en el tiempo disponible para los ju-
gadores no empeoren los pagos; un caso particular de esta propiedad es la propiedad
Jjugador-monotonia, la cual requiere que los jugadores no empeoren cuando nuevos
jugadores llegan a la empresa. La propiedad tecnologia-monotonia requiere que las
mejoras en la tecnologia de los proyectos (representados como aumentos en la funcion
de produccion en cualquier asignacion de tiempo) no deben empeorar los pagos de los
jugadores; un caso particular de dicha propiedad es la propiedad proyecto-monotonia
que requiere que los pagos de los jugadores no deben empeorar cuando nuevos pro-
yectos se crean en la empresa.

La clase de mecanismos eficientes que satisfacen estas propiedades de monotonia de-
penden de la conexion de los proyectos (a través de la interseccion de pares no vacios).
Los jugadores que estan conectados (directa o indirectamente a través de la intersec-
cibn no vacia entre pares de proyectos a los que pertenecen) deben obtener un pago
que sea mono6tono en la utilidad total generada por los proyectos que estan conectados
(Proposicion 4.3.7).

Finalmente, se anexa una propiedad a la clase de mecanismos mencionada anterior-
mente, que resulta ser necesaria y suficiente para caracterizar los mecanismos efi-
cientes que satisfacen la propiedad de equilibrio fuerte de Nash, donde los jugadores
no pueden mejorar sus pagos formando coaliciones para coordinar sus asignaciones
de tiempo en los diferentes proyectos y perjudicando a los que estan fuera de dicha
coalicion® (Proposicion 4.4.4).

Literatura relacionada

El concepto de implementacion de la asignacion eficiente en un equilibrio de Nash
ha sido ampliamente explorado en la literatura. Maskin y Sjostrom (2002) estudia la
implementacion total de asignaciones eficientes en diferentes funciones de produccion.

6Mecanismos a prueba de estrategias de grupo
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Sin embargo, la literatura de implementacion en economias generales ha dado lugar
tipicamente a imposibilidades, en contraste con esta literatura aqui se presenta una
economia especifica en la que varios mecanismos pueden implementar la asignacion
eficiente.

Este capitulo se centra en el caso en que los jugadores deben aportar su asignacion
de tiempo completo y la ganancia total se asigna a los jugadores, por lo tanto, los te-
mas tradicionales de los riesgos morales estan descartados (por ejemplo, Holmstrom,
1982), esta restriccion es similar a los mecanismos de asignacion para un recurso di-
visible fijo (tal como un dolar) dependiendo de lo que reportan los jugadores (por
ejemplo, de Clippel et al., 2008 y Tideman y Plassmann, 2008).

Un trabajo estrechamente relacionado estudia los mecanismos de reparticion de cos-
tos compartidos que implementan una red de minimo costo. Por ejemplo, Juarez y
Kumar (2013) se enfoca en la implementacion de la asignacion eficiente en la red de
conexion, donde los jugadores deben tener incentivos para seleccionar la red de mini-
mo costos, este equilibrio debe Pareto-dominar todos los otros equilibrios. Otra obra
estrechamente relacionada, Hougaard y Tvede (2012, 2015) caracteriza de manera ve-
raz la implementacion de redes de minimo costo al cambiar la regla en que se reporta
la informacion. Las clases de mecanismos caracterizadas por Juarez y Kumar (2013)
y Hougaard y Tvede (2012, 2015) se asemejan a la estrecha clase de mecanismos ca-
racterizada en la Proposicion 4.2.9, en contraste con esta literatura, el modelo que
aqui se presenta permite implementar una clase més grande de reglas de asignaciéon
que no han sido exploradas en la literatura de implementacién.

4.1. Modelo

Sea N ={1,2,...,n} un conjunto de jugadores en una economia. Ciertas coaliciones
de jugadores de N se pueden formar para colaborar en el desarrollo de actividades
o proyectos, la realizaciéon de dichas actividades generan utilidades segin el tiempo
que los jugadores inviertan en cada proyecto. Por simplicidad, se asume que no hay
proyectos repetidos, aunque un argumento similar puede hacerse cuando los proyectos
se repiten.

Formalmente, sea L C 2V \ {0} el conjunto compuesto de los diferentes proyectos.
Cada proyecto es representado por la coaliciéon de jugadores necesaria para desarro-
llarlo. Por ejemplo, si L contiene todas las coaliciones de 2 jugadores, entonces todo
grupo de dos jugadores puede colaborar en algin proyecto. Si L = 2V \ {0} entonces
cualquier coalicién puede desarrollar en un proyecto. Se denotara por L; al conjunto
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de proyectos de L que contiene al jugador ¢ y por L_; al conjunto de proyectos de L
que no contienen al jugador 1.

Dado un conjunto A y T > 0, se define

A(T, A) = {xeRﬁ | in:T}

€A

como el T-simplex sobre el conjunto A.

Cada jugador ¢ tiene una dotacion de 7; unidades de tiempo las cuales puede dividir
entre los proyectos en los cuales participa. Entonces, el conjunto de todas las posibles
asignaciones de tiempo que el jugador ¢ puede realizar estan descritas en el conjunto
D; = A(T;, L;). Asi, el conjunto de todas las asignaciones de tiempo para todos los
jugadores es D = II;cy D;. Para una asignacion de tiempo ¢t € D, la cantidad t& sera
interpretada como la cantidad de tiempo que el jugador ¢ invierte en el proyecto K.
En esta seccién el conjunto de jugadores N, el conjunto de proyectos L y las dotacio-
nes de tiempo 11,715, ..., T, serén fijas. En la Seccion 4.3 se estudiarad la posibilidad
de cambios con respecto a N, L'y Ty, T5,...,T,.

Cada proyecto genera cierta utilidad, sea F = IR{JLr el vector de utilidades para todos
los proyectos, donde para cada F' € I, el monto FX es la utilidad generada por la
realizacion del proyecto K € L.

4.1.1. Mecanismos

Dado el modelo anterior, es necesario proponer una forma de repartir las utilidades
generadas por los diferentes proyectos entre los jugadores que los desarrollan, para
ello introducimos el siguiente concepto del cual se estudiaran propiedades deseables.

Definicién 4.1.1. Sean N, Ly T1,T5,...,T,, un mecanismo es una funcion conti-
nua ¢ : D x F — R% tal que

D_witF) =3 F" (4.1)

Kel

Las variables independientes en un mecanismo son las diferentes asignaciones de tiem-
po v utilidades de cada proyecto, por otro lado las variables dependientes es una dis-
tribucion completa de la ganancia total entre los jugadores.
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Dicha funcion recibe el nombre de mecanismo pues es la herramienta por la cual un
planificador puede lograr que los jugadores que desarrollan los proyectos alcancen
una produccion socialmente eficiente, esto mediante la fijacion de la forma de repartir
dichas utilidades.

La restriccion en 4.1 quiere decir que la cantidad total repartida es exactamente igual
al total agregado de las utilidades que producen los proyectos, es decir que no sobran
o faltan ganancias por repartir en la economia, a esta propiedad se le llamaré balance
de presupuesto a lo largo de este capitulo.

A continuacién, se presentan algunos de los mecanismo mas utilizados.

Mecanismo de ganancia promedio

La ganancia final de la economia entera es dividido en partes iguales entre todos los
miembros. Es decir, para cada i € N,

1 K
KelL

Mecanismo de Shapley

La ganancia final producida por el proyecto K € L es repartida en partes iguales
entre los jugadores en K. La asignacion total para cada jugador es la suma de las
asignaciones en los proyectos. Es decir, para cada i € NV,

FK
pilt, F) =y K]
KeL;

donde | K| el el nimero de jugadores en el proyecto K.

Mecanismo de reparticién proporcional

La utilidad final producida por el proyecto K es dividida en proporciéon a las contri-
buciones de tiempo de los jugadores en K. Esto es, para cada i € N,

tK . K
3 et >0
ot F) = Y Pri()FX, donde Pri(t") :{ S S Ljer ;
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Mecanismo de Shapley generalizado

La asignacion de cada jugador es una proporcion fija de la ganancia generada por los
proyectos en los que participa y una parte de la ganancia no asignada de los proyectos
en los que no participa. Formalmente, considere cualquier coleccion de proyectos L C
2N\ {(), N} y cantidades individuales positivas 71,72 . ..,7, tales que para cualquier
proyecto K € L, el total de cantidades en dicho proyecto no exceda de 1, ZjeK v < L
Asi, para cada jugador i se tiene,

pit, Fy =7 > FX+ Y LG_Z%‘) M.

KeLi MeL—i ZZGN\M i JEM

Cabe resaltar que los mecanismos de ganancia promedio, Shapley y Shapley gene-
ralizado son independientes de la asignaciéon de los tiempos. Pero por otro lado, el
mecanismo de reparticion proporcional depende de la forma en que los agentes asig-
nan sus tiempos. Ademas, cualquier combinacién convexa de mecanismos es también
un mecanismo.

4.2. Mecanismos eficientes

La estrategia del jugador 7 es una asignacion de su recurso de tiempo entre los dife-
rentes proyectos en los que participa.

Sea f = (f)ker el vector de funciones de produccion, donde f¥ : R¥ — R, es una
funcién continua y no decreciente en cada variable. Se denotara por F al conjunto de
vectores de funciones de produccion.

En ésta seccion, se estudia el juego no cooperativo de informacion perfecta donde la
estrategia del jugador 7 es una funcién de F a D; que asigna a cada vector de funciones
de produccién una asignaciéon de tiempo para cada proyecto. Sea S; el conjunto de
funciones de F a D;. El pago de un jugador depende de su propia asignacion de
tiempo y de las asignaciones de los demas jugadores, de las funciones de produccion
y de la asignacién dada por el mecanismo.

Definicién 4.2.1. Dado un mecanismo ¢, se estudia el Juego no cooperativo
G? =[N, (S1,...,8n), (7], ..., 7¢)] donde

= El espacio de estrategias del jugador i es S;;
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» La funcién de utilidad del jugador i en el vector de estrategias (S;,S_;) y
vector de funciones de produccion f € F es

72(S0 S0 f) = i ((tist0), [P )] ey ) - donde t; = S(f) Vj € N

Estamos interesados en las estrategias que son equilibrios de Nash, donde los juga-
dores no tienen incentivos para desviarse, asumiendo que las estrategias de los otros
jugadores permanecen fijas.

Definicién 4.2.2. Un perfil de estrategias (S}, S5,...,S") es un equilibrio de Nash
del juego G¥ si para cada vector de funciones de produccion f € F,

Bajo un vector de funciones de produccion, un conjunto de estrategias genera asig-
naciones para los diferentes proyectos, una estrategia eficiente domina cualquier otra
estrategia para cualquier conjunto de funciones de producciéon. Dichas estrategias son
las que generan un estado socialmente 6ptimo.

Definicion 4.2.3. Un perfil de estrategias (5),5,,...,5,) es eficiente si para
cada f y para cualquier otra estrategia S

D) = Y "), donde ty = Si(f) v i = Si(f)

KelL KelL

Para un planificador es deseable tener un mecanismo que mantenga el estado de
los jugadores con asignaciones que proveen las dos propiedades anteriores, pues bajo
estas, los jugadores no tendran incentivos para desviarse de la produccion socialmente
6ptima. Por ello, se definen a continuaciéon los mecanismo que se desean caracterizar.

Definicién 4.2.4. Un mecanismo es eficiente si un perfil de estrategias eficientes
es un equilibrio de Nash.

Como se discutié anteriormente, el mecanismo de ganancia promedio es eficiente. Los
mecanismos de Shapley y Shapley generalizado son eficientes para algunos conjuntos
de proyectos L.

4.2.1. Mecanismos separables

En esta seccion, se caracterizan los mecanismos que son eficientes. Existen muchas
restricciones que la eficiencia impone sobre un mecanismo, una de ellas es que el
pago de un jugador debe depender de la ganancia total generada por los proyectos en
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los cuales él participa, en lugar de las ganancias de los proyectos individuales. Otra
restriccion es que la asigncion de tiempo de un jugador no debe influenciar su propio
pago (pero puede influenciar el pago de otros jugadores). Los mecanismos separables
discutidos a continuacion incluyen estas dos restricciones.

Definiciéon 4.2.5. Un mecanismo ¢ es separable si existen funciones no-decrecientes
en la primera coordenada (g1, gs, - - -, gn) tales que,

sz(ta F) = Gi <Z FK7 (tB7FB)B€L_i> Vi € N.

KelL;

Un mecanismo es separable si el pago del jugador 7 s6lo depende de la ganancia total
agregada de sus proyectos, ) . r, F Ky de las asignaciones de tiempo y ganancias de
los proyectos que no contienen a i, (2, FP)pcp .. La clase de mecanismos separables
es amplia, a continuacion se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 4.2.6. A. El mecanismo de ganancia promedio es un mecanismo separa-
ble generado por las funciones

FH
ngP <Z FK7 (tB7FB)BELi) = ZHEL ) Vi e N.

n
keL;

B. Suponga que la gran coalicion no es factible, es decir N ¢ L. Considere el
mecanismo (¢, F) = > 5. %, para cada i € N, donde todo jugador
obtiene como pago el promedio de las ganancias de los proyectos a los cuales él
no pertenece. Dicho mecanismo es separable y generado por las funciones,

FB ,
gfzk (Z FK,(tB,FB>BEL_i> - Z mu \V/ZEN

KelL; BeL_;

C. El mecanismo de Shapley es separable so6lo cuando el conjunto L contiene coa-
liciones del mismo tamano c. En este caso,

g>" (Z FX, (tB,FB)BeL_i) :% Y FX, VieN.

KelL; KelL;

D. El mecanismo de Shapley generalizado es un mecanismo separable generado por
las funciones
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giGSh (Z FK7 (tB>FB)B€L_i> = % Z FK +

KeL; KelLi

S — (1 -y %-) FM.

MeL—? ZlEN\]\/[ ’.Yl jEM

Observacion 4.2.7. Cabe resaltar, que la combinaciéon convexa de mecanismos se-
parables es también un mecanismo separable generado por la combinaciéon convexa
de las funciones g.

El mecanismo de reparticiéon proporcional no es separable debido a que el pago de un
jugador depende de sus asignaciones de tiempo a los diferentes proyectos.

La proposiciéon 4.2.9 proporcionara una clase entera de mecanismos separables ba-
jo dos supuestos adicionales. Para caracterizar dicha clase, primero se mostraré el
Teorema principal de este Capitulo.

Teorema 4.2.8. Un mecanismo es eficiente si y s6lo si es separable.

Demostracion. Primero, mostraremos que si un mecanismo es separable, entonces el
mecanismo es eficiente.

Supongamos que un jugador, digamos ¢ € N, se desvia de una estrategia eficiente
bajo un mecanismo separable. Entonces, la desviacion por el jugador ¢ no conduce a
un aumento en la utilidad total de sus proyectos en cualquier funciéon de produccion
debido a la definicién de estrategia eficiente. Asi, el jugador 7 no puede aumentar su
ganancia porque g; es una funciéon no decreciente en la primera coordenada, lo cual
es una contradiccion.

A continuacién, mostramos que si un mecanismo es eficiente, entonces el mecanismo
es separable para cualquier conjunto de funciones de produccion.

Paso 1: Mostraremos que si un mecanismo es eficiente, entonces el pago del jugador
1 no depende de su asignacion de tiempos. Esto es,

@i (ti7t—i7F> - hz (t—i7 F) )

donde t; es la estrategia del jugador i y t_; = (t1,to,...,t;_1,ti41,...,t,) representa
la coleccién de estrategias de todos los demas jugadores.
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Primero, consideremos k € L' y definimos las funciones de produccién como siguen:
ff@)y = cF, for k #k;
R = e <t§_“) ;

donde ¢* € R, es una constante para cada k € L.

Por definicién de estrategia eficiente, el jugador ¢ asigna todo su recurso al proyecto
k, es decir, t; = EF € D;, dondeEkk—T sik =k, yEfk—OstEL \ {k}.

Entonces, para todo t; € D; tenemos que
i (Ef,t,i, f(Efa Li)> > Y (tNi; t_i, f(t, Lz)) .

Sea ¢ = [c*|rer, cuando € tiende a 0, f(t) — c. Por lo tanto, por continuidad de ¢
tenemos que

©; (Ef,t,i,c) > i(ti,t_i,c), parat; € D;. (4.2)
Por otro lado, fijemos #; € D; y consideremos las siguientes funciones de produccién:

fFh = ¢ "+ e (min{tf, ¢F}), for k € L;;

177

fft*) = ¢, parakelL\ L.
Note que el perfil 6ptimo del jugador i es igual a ;. Dado que ¢ es eficiente, tenemos
que,
©i (fi,tﬂ‘, f (ﬂiﬁ)) 2> $i (Efat—i, f (Efifi)) :

Cuando € tiende a 0, f(t) — c. Asi, debido a la continuidad de ¢ tenemos que,

i ({{Z: t*i? C) > Pi (Efa ti, C) . (43)
Por lo tanto, las desigualdades (4.2) y (4.3) nos permiten concluir que

Pi (Eiat—iv C) = @i <E§7t—i7 C) .

Asi, el pago del jugador ¢ es independiente de su asignacion de tiempo. Analogamente,
los beneficios de los otros jugadores son también independientes de su propia asigna-
cion de tiempo.
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Paso 2: Mostrarémos que el pago para el jugador ¢ depende de la suma de las ganan-
cias de los proyectos a los que él pertenece.

Primero, consideremos k € L; y definamos las siguientes funciones de produccion:
i) = Frthey Yt
jek\{i}

f)y = ck+7<2t§>, para k € L\ {k}

j€k
donde v < 1y ¢* € R, son constantes arbitrarias.
Debido a la eficiencia, para todo ¢; € D; tenemos que
©i <E§>Li> f <E57t7i>> > i (Bt f (Fit23)) -

Por tanto, cuando ~ tiende a 1 tenemos que

F(BEG) = | e Y a3 4 :

&+ Z tf] = F",
keL\L;

y ademas,

/ (Ez', t—i) —

cF+ Z tf] =G,
kel

jek
Asi, por la continuidad de ¢;, tenemos que
©i (Efat—z‘, F*> > ; (i, 15, G") .

Por tanto, transferir todo el tiempo de i al proyecto k no disminuye el pago para el
jugador 1.

Por otro lado, dado t; € D;, consideremos las siguientes funciones de produccion,

fft) = ck+7min{t~f,tf}+2tf, para k € L;;
jek

i) = &+ (th) donde k € L\ L;.

jek
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Para v < 1, el perfil 6ptimo debe ser ¢; = ¢;. Comparando éste con el perfil subéptimo
t; = (T;,0,...,0), y haciendo 7 tender a cero, tenemos que:

©i (Efat—i, F*> < ;i (ti,t-i, G*) .

Por tanto, tenemos que el pago del jugador ¢ es invariante a la reasignacion de utili-
dades en los proyectos que contienen al jugador .

Asi, de los Pasos 1 y 2 tenemos que ; depende de la utilidad agregada de los pro-
yectos en los cuales el jugador ¢ pertenece, asi como de las utilidades de los demas
proyectos y las asignaciones de tiempo de los deméas jugadores.

Paso 3: Veamos que el mecanismo es una funcién no-decreciente de las utilidades
totales de los proyectos.

Consideremos las siguientes funciones de produccion:

iy = i+t D
jek\{i}
Aty = F+4> th, parake L\ {k},
jek
donde y <1y d > 0.

Entonces, en el perfil 6ptimo, el jugador i asigna su todo su tiempo al proyecto k.
Asi, para cualquier perfil arbitrario t;, se tiene:

pi| Do FHGENT A Y D L F | 2 (Zc’“+(6)tf+vZZt§,F_i,t_i>.

keL; keL; jek\{i} keL; keL; jek
Cuando ~ tiende a 0, tenemos que,
@i (Z Ck+5ﬂ,F_i,t_i) Z (Z Ck—|—5ti-€,F_i,t_i> .
keLi kELi

Por lo tanto, el Paso 3 se concluye dado que & € [0,1], {¢* e, v tF < T} son numeros
arbitrarios. N
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Se dird que un mecanismo es anénimo si es independiente del nombre de los juga-
dores, es decir que un jugador ¢ puede ser reemplazado con un jugador j, pero las
asignaciones de tiempo y pagos siguen siendo iguales. Cabe resaltar, que para tener
un mecanismo anénimo es necesario que dado un conjunto en L, entonces todos los
conjuntos de su tamano también deben estar en L.

También, un mecanismo es tiempo-independiente si el mecanismo solo depende de
la utilidad generada por los diferentes proyectos pero no depende de las asignaciones
de tiempo de ningan jugador en los diferentes proyectos. La clase de mecanismos efi-
cientes y anénimos es amplia, a continuaciéon se mostrara una caracterizacion de los
mecanismo eficientes, anénimos y tiempo-independientes.

Proposicién 4.2.9. » Dado ¢ un entero tal que 0 < ¢ < n y sea L* = {S C
N | |S| = ¢} el conjunto de proyectos con igual tamano c. Un mecanismo es
efictente, anonimo y tiempo-independiente en L¢ st y sdlo si es una combinacion
conveza del mecanismo de Shapley y ©*.

» Dado LT = U.er L€ para algin T C {1...,n—1}. Un mecanismo o es eficien-
te, andnimo y tiempo-independiente en LT si y solo si ¢ es un mecanismo de
Shapley generalizado con el mismo peso para todos jugadores. Es decir, existe

0<a< minleLﬁ tal que p;(F;, F_;) = aZSEL? FS+ ZRein 1n__|f]‘%TFR.

» Dado L tal que L = LT U{N} para algin T C {1...,n—1}. Un mecanismo es
anonimo, eficiente y tiempo-independiente en L si y solo si es el mecanismo de
ganancia promedio.

Demostracion. Consideremos el mecanismo ¢ eficiente, anénimo y tiempo-independiente.
Paso 1: Mostraremos que ¢ es lineal.

Note que por Teorema 4.2.8, anonimidad e independencia de tiempo, existe una fun-
cion g tal que ¢; puede ser representado como sigue,

ei(F) =g Z FE, (FB)BGLZ (4.4)

KeLT

paratodoi e Ny F €F.
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Es importante resaltar que debido a la anonimidad el resultado de

g Z FK7<FB>B€LTZ-

KeLT

es el mismo para cualquier permutacion de las utilidades de los proyectos con igual
cardinalidad en LT,

De hecho, si M = (M, M, ..., M) para algin M € R, por anonimidad y balance de
presupuesto

y T |L7] :
Ahora, procedemos a mostrar que g es lineal. Sea F' un vector de utilidades arbitrarias
en LT.

Sin perdida de generalidad, existen proyectos RU{1} y RU{2} en L, donde |R|+1 €
Tylé¢R,2¢ R. Denotamos el vector F' tal que,

i FEUY i K = RU{2}
FE=¢ PRI 6i K= RU{1}
FK, en otro caso.

Note que Y pecrr FX =3 perr FX. Més atin, por anonimidad tenemos que @;(F) =
@;(F') para todo i € N \ {1, 2}. Por tanto,

p1(F)+@a(F) = Y FN— > (F)

KeLT 1€N\{1,2}
S AR DRl
KeLT i€EN\{1,2}

= o1(F) + @a(F)

debido al balance de presupuesto. Entonces, p1(F) — p1(F) = @2 F) — o F).
Asi, si

A= Z FE, x=FR 2 = (FP)perr \nugay
KeLT

B = Z FKa Y= FRU{l}a f—2 = (FB)BeLZQ\Ru{u-
KeLY
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por (4.4) tenemos que

9(A,x,z0) —g(A+x —y,y,2.0) = g(B+y —x,2,22) — g(B,y, 2-2).
Asi, paraa =2 —yy C' = B — «a tenemos que

g Az, z) —g(A+a, 2 —a,z.1) = g(Crx,z2-9) — g(C + a,x — a, z_9).

Lo anterior significa que el cambio en los resultados de g cuando transferimos un
monto de un proyecto a la primera entrada, solamente depende del monto transferido
y la cardinalidad del proyecto.

Por tanto, la funcion hy(a) = g(A,z) — g(A+ o, zp, — a, x_p) es aditiva, debido a que

ho(a) = g(A,z) —g(A+a,zp, — a,2p)
hb(ﬁ) = g(A‘f—O{,CL'b—O{,I_b)—g(A+Oé+/8,ZEb—(X—B7I'_b),

y entonces,

hp(a) + ho(B) = g(A,x) —g(A+a+ B2 —a—B,24)
= hy(a+pB).

Dado que g es continua, hj, : R — R es continua y aditiva, entonces existe \, € R tal
que, hy(z) = \pz.

Ahora, listamos todos los proyectos en LT, por (by, b, ...,b,). Si F = ﬁ Swerr FF
entonces,

7—1
hbj(Fbj_F) = g ZFk+Z(FbP_F)7F7'”7F7Fbj7"' 7Fbr
keLl p=1

J
— g Y. F*+> (F —F),F,F,--- [F,F* .. F

keLl p=1

Asi, tenemos que

Zhbj(Fbj_F):g ZFkanlv"'7Fbr _g(|L;F|F_17F’77F)
j=1

keLT
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Entonces,
g Y FF Y P =) N (FY - F)+ S F,
keLT j=1

y asi podemos concluir que g es lineal, es decir ¢ también es lineal.

Paso 2: Mostraremos que

o(F)=a Y PS4 Y L

SerLT ReLT, n— IR

Como mostramos anteriormente g y ¢ son lineales, entonces

pi(F)=a Y F54+ Y ppF"

SeLf ReLT,

Sea Ep el vector de utilidades tal que E5 = 1si K = P y 0 en otro caso. Por anoni-
midad ¢;(Ep) = a para todo i € Py ¢;(Ep) = fp para todo j ¢ P.

Ahora, debido a la propiedad de balance de presupuesto tenemos que

|Pla + (n — |P])Sp = 1.

Entonces,
_ 1—|Pla

— PelL”
n—|P| para €

Bp

De aqui, se concluye el Paso 2 inmediatamente.

Paso 3: Mostraremos que si N € LT, entonces ¢ es el mecanismo de ganancia pro-
medio.

Si L = {N} entonces,
LFN

) =1y

lo cual es claro por balance de presupuesto.

Ahora, si T # () entonces existen proyectos RU {1} y RU{2} en LT donde 1 ¢ R,
2 ¢ Ry asi podemos proceder como en el paso anterior para obtener que,
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n—|R
serLT ReLT, I

para algin o.

Por anonimidad ¢;(Fy) = « para todo i € N. Asi, a|N| = 1 por balance de presu-
puesto, entonces o = 1/n y
1
(F) =~ K,
pi(F)=— > F
KeLT

[]

Observacion 4.2.10. Es importante resaltar que las propiedades de eficiencia, ano-
nimidad e independencia de tiempo, fueron suficientes para obtener una familia de
mecanismos que son lineales.

4.3. Monotonia

Hasta ahora, el modelo presentado ha tenido fijos la cantidad de jugadores N =
{1,...,n}, las asignaciones de tiempo 7" = (T1,...,T,) y el conjunto de proyectos
L, asi Para cada problema [N, T, L], en la Seccion 4.1 se ha encontrado la clase de
mecanismos eficientes. En esta seccion, el trabajo se enfoca en analizar la robustez de
dichos mecanismos eficientes con respecto a los cambios en N, L y T'. En particular,
se estudia la monotonia de la asignacion de un mecanismos con respecto al aumento
de N, Ty L.

Dado el problema [N, T, L], se denotara por Ef f¢[N,T, L] al conjunto de equilibrios
de Nash bajo ¢.

Aumentos en los tiempos de trabajo suceden frecuentemente en las empresas, estos
cambios usualmente benefician a los empleados que reciben el aumento, pero pueden
perjudicar a aquellos empleados cuyo tiempo no cambia. La siguiente propiedad re-
quiere que dicho aumento en el tiempo no debe danar a los agentes en el equilibrio
eficiente, independientemente de si recibieron un aumento en su asignacion de tiempo
0 1o.

Definicion 4.3.1. Un mecanismo eficiente ¢ es tiempo-monétono en [N, T, L]
si para cualquier jugador i, y tiempos 7; > T;, algin equilibrio eficiente S* €
Eff?[N,T, L]y algtn equilibrio eficiente S € Ef f?[N, (T;,T-;), L], entonces

P(S* (1), F(S* () < e(S(f), F(S(F))-
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Asi, esta propiedad requiere que si cualquier jugador aumenta su tiempo disponible,
entonces el pago de todos los jugadores en cualquier equilibrio eficiente debe ser débil-
mente mejor que los pagos en cualquier otro equilibrio que cuando no hay incremento
del tiempo disponible. Ademas, un mecanismo es tiempo-mondtono si no hay una
situacion de equilibrio eficiente en la que todos los jugadores estén de acuerdo en que
un jugador reporte un menor tiempo disponible.

Un caso particular de tiempo-monotonia ocurre cuando se considera monotonia de
tiempo en el problema [N,T,L] con T; = 0y T; > 0, esta situacion se puede in-
terpretar como un aumento en el conjunto de jugadores 6 jugador-monotonia del
mecanismo, donde los jugadores no deben estar en peores condiciones cuando nuevos
jugadores se unan al juego.

Se dird que un vector de funciones de produccién f es una mejora tecnologi-
ca de f si para algin proyecto K € L y asignaciones de tiempo t* se tiene que

FE) = For).

La siguiente propiedad requiere que las mejoras tecnolégicas no deben perjudicar a
ningtn jugador, independientemente de si estdn o no participando en los proyectos
que mejoraron.’

Definicion 4.3.2. Un mecanismo eficiente ¢ es tecnologia-monétono en [N, T, L]
si para algln equilibrio eficiente S* € Ef f¢[N, T L], alguna funcion de produccion f

y alguna mejora tecnologica f de f, entonces o(S*(f), f(S*(f)) < o(S*(f), fF(S*(f)).

La propiedad de tecnologia-monotonia requiere que si las utilidades por proyecto au-
mentan incluso con la misma asignaciéon de tiempo, entonces debe haber un aumento
en los pagos para todos los jugadores. De hecho, los jugadores pueden tener diferen-
tes herramientas y habilidades que les permitan desarrollar proyectos con el mismo
tiempo invertido, asi con un mecanismo tecnologico-monotonico, los jugadores deben
elegir herramientas y métodos de trabajo que generen la mejor calidad y mayores
beneficios de los proyectos para obtener utilidades mas altas.

Un caso particular de tecnologia-monotonia ocurre para cuando hay una mejora tec-
nologica de una cero-tecnologia, es decir fX(t%) = 0 para todo t, a una no-cero
tecnologia fX () > 0 para algtn . Este caso se puede interpretar como proyecto-
monotonia, donde los jugadores no deben empeorar, en caso que aumenten los pro-
yectos disponibles.

"Thomson (2007) define un concepto muy similar, que se llama “monotonia estricta de recursos”
en problemas de asignacion.
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Definicién 4.3.3. Dos proyectos H y K en L son conectados en L, denotado
H ~ K, si H= K 0 existe una sucesion de proyectos en L, (Fy, Py, ..., P,,), tal que
H=P,K=P,,y PB._iNP.#0 paratodor =1,....m.

La anterior definicion quiere decir que dos proyectos estan conectados si podemos en-
contrar una secesion de proyectos factibles donde cada par de proyectos consecutivos
tienen al menos un jugador en comun.

Es sencillo verificar que la conectividad es una relacion de equivalencia, entonces la
clase de equivalencia de P bajo ~ es definida como [P| := {H € L|P ~ H}.
Ademas, hay una particiéon tnica de L que agrupa los proyectos si y sblo si estan
conectados, se denotra esta particiéon por

L).:={[P||P € L}.

Definicién 4.3.4. El mecanismo separable ¢ es un mecanismo clase-equivalente

si existen funciones g; : Ri/w — R, parai=1,2,...,n tales que
L/~
dgiA)= > Ap vAeRY
iEN [PleL/~

y para todo ty F,
gp(t,F) = (gl (A)792(A)7"‘7gn(A))7

Ap = > F1.
He[P)

Cuando L contiene a la gran coalicion N, entonces todos los proyectos estan conecta-
dos. Por lo tanto, los mecanismos clase-equivalente asignan pagos a los jugadores s6lo
en funciéon de la utilidad total producida. Sin embargo, existe una gran clase de me-
canismos clase-equivalentes que dependen en gran medida del conjunto de proyectos
disponibles, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

donde

Ejemplo 4.3.5. Suponga que el conjunto de proyectos realizables es

L={{1,2},{1,2,3},{4,5}, {5,6}, {6,7,8}}.

Entonces, existen dos clases de equivalencia {1,2,3} y {4,5,6,7,8}. Asi, los meca-
nismos clase-equivalentes son tales que la asignacion de los jugadores depende tinica-
mente de los valores F''2 + F''23 and F* 4 [0  F678,

Por ejemplo, un mecanismo plausible es tal que la asignacion para los jugadores en
{1,2, 3} puede estar en proporcion al nimero de proyectos en los que participan:
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2(F12 +F123) 2(F12 +F123) F12 +F123
t,F) =
¢[1,273]( ) ) ( 5 ) 5 ) 5 )
y la asignacion de los jugadores en {4,5,6,7,8} puede ser equidistribuida:

F45 —l—F56 +F678
5)

Cuando el conjunto de proyectos factibles incrementa y se incluye el proyecto {3,4},
es decir, ahora

oi(t, F) = para i € {4,5,6,7,8}.

L={{1,2},{1,2,3},{4,5},{5,6},{6,7,8},{3,4}},

entonces todos los proyectos estan conectados, por tanto los inicos mecanismos plau-
sibles de clase equivalente asignan una parte a los jugadores dependiendo tinicamente
del valor total producido:

F12 +F123—|—F45 —|—F56 —|—F678—|—F34.

Dado que los mecanismos clase-equivalentes son separables, la funcion g;(A;, A_;) es
no-decreciente en A;, la utilidad total generada por la clase que contiene al jugador
7. Sin embargo, tal jugador podria verse afectado negativamente una vez que los
beneficios de una clase diferente aumentan. Esto se descarta bajo monotonia, como
se define a continuacion.

Definicién 4.3.6. Un mecanismo clase-equivalente es mondtono si ningin jugador
empeora cuando una clase diferente aumenta su utilidad, es decir, la funciéon g es
mono6tona en cada coordenada, g(A) < g(A) para A < A.

Proposicion 4.3.7. Las siquientes tres propiedades son equivalentes para un meca-
nismo eficiente p:

(1) ¢ es tiempo-mondtono.
(11) ¢ es tecnologia-mondtono.
(111) ¢ es un mecanismo clase-equivalente que es mondtono.

Demostracion. Propiedad (111) = Propiedad (1) es trivial.

Ahora probaremos que Propiedad (1) = Propiedad (111).
Paso A1: Probaremos ¢; es independiente del tiempo.
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Por Teorema 4.2.8, el pago del jugador ¢, depende solamente de las asignaciones de
tiempo de los demas jugadores. Entonces,

Ahora, veamos que ¢; es independiente de las otras asignaciones de tiempo t_;.

Considere las siguientes funciones de produccion constantes:

fE¥t*) =, VkelL.

Note que bajo estas funciones de produccion, cualquier asignacién de tiempo es un
equilibrio de Nash eficiente. Supongamos que el tiempo para cualquier jugador j # i
incrementa, T] =T +e.

Entonces, para algtin proyecto k € L, por tiempo-monotonia tenemos que

Vi (a;f,{m},f? + e, (f?)peLj\{k}> > i (aty), Vi, t; y t
Tomando el limite cuando € tiende a cero se tiene que
pi(at) > @i(asts), Yi, t y T
Intercambiando los roles de t_; y t_; tenemos que
ei(asty) > g (i), Vi, to y i

Asi,

gi(asty) =i (i), Vi, to; y i
Paso A2: Ahora, veremos que el pago de un jugador es invariante a transferencias de
utilidades entre proyectos conectados.

Consideremos dos proyectos conectados S y T, donde j es un jugador en SNT. Ade-
maés, consideremos el siguiente conjunto de funciones de produccion, para cualquier
B < R+:

FrE) = o +pt5;
%) = o+ ptf;
fEER) = of, VK #S,T

Note que bajo eficiencia, el jugador j asigna cualquier distribucion de su tiempo so-
lamente a los proyectos S y T mientras que los otros jugadores pueden asignar su
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tiempo arbitrariamente.
Ahora, consideremos que el tiempo para el jugador j incrementa, T] =T +e
Por tiempo-monotonia, el pago de cualquier jugador ¢ € N satisface que
i (a1, 0% + 5T;,0") < i (a7, 0% a” + B(T; + €)) .
Asi, el limite cuando € tiende a 0 es
Pi (OéisuTa aS + 57}7 aT) < i (aisyT7 asu aT + 513) :
Intercambiando las asignaciones de tiempo, tenemos que
Pi (a_&T’ asv aT + 61—;) < Pi (a_&T) aS + B(T‘j + E)a aT) .
Si e tiende a 0, entonces
@i (05T o " + BTy) < i (a7, % + BT}, a").
Por tanto,
Pi (a_S7T7 Q/Sa aT + 5T7) = ¥i (O[_S’Ta aS + ﬂirjv aT) ’

Asi, el pago del jugador ¢ es invariante a transferencias de utilidad entre proyectos
conectados.

La demostracion se concluye repitiendo este argumento para todos los pares de proyec-
tos conectados. Asi, el mecanismo ¢ es equivalente a un mecanismo clase-equivalente

qg.
Paso A3: Ahora, probaremos que g; es monétono para todo ¢ € N.

Sin perdida de generalidad, sea S € L cualquier proyecto dado. Consideremos las
siguientes funciones de produccion,

25 = a5~|—tf, para algin j € S,
Ay = o, VK #£S,
donde a® es una constante para cada K € L, tal que

A[p] = Z CLK.

Ke[P]
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Tenga en cuenta que bajo eficiencia, el jugador j asigna su tiempo total al proyecto
S mientras que los otros jugadores pueden asignar su tiempo arbitrariamente.

Suponga que T = 0 y supongamos que el tiempo del jugador j incrementa, T; = € > 0.
Debido a tiempo-monotonia y el Paso A2, el pago del jugador ¢ satisface que

9i(Ajs), As)) < gi(As) + 6, As)), Vi€ N,

Por tanto, la funcién g; es no-decreciente en toda entrada. Entonces, el mecanismo
clase-equivalente g es mono6tono.

Propiedad (111) = Propiedad (11) es trivial.
Ahora, probaremos que la Propiedad (11) = Propiedad (111).
Paso B1: Veamos que ¢; es independiente del tiempo.

Por Teorema 4.2.8 tenemos que el pago del jugador ¢, depende de las asignaciones de
tiempo de los demas jugadores, esto es,

pi(t, F) =i (Fit), Vi
Ahora probaremos que ¢; es independiente de las demas asignaciones de tiempo t_;.

Consideremos las siguientes funciones de producciéon constantes:
fEt*)y =, VkelL.

Observe que bajo estas funciones de produccion, cualquier asignacién de tiempo es
un equilibrio de Nash eficiente. Supongamos que la tecnologia en el proyecto S tiene
una mejora.

5% = a4 e
Entonces, por tecnologia-monotonia, tenemos que

i ((ak)keL\S,ocS + e;f_i> > i (oty), Vi, t; y t.
Tomando el limite cuando € tiende a cero, se tiene

ei (i) > @i(osty), Vi, to; y i
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Intercambiando los roles de t_; y t_; tenemos que
i (a7t—1) > Pi (CY, tN—Z) ’ VZ, l—i y [

Por tanto,

gi(asty) =i (i), Vi, to y i
Paso B2: En este paso, probaremos que el pago de un jugador es invariante a trans-
ferencias de utlidad entre proyectos conectados.

Considere dos proyectos conectados S y T tales que j es un jugador en SNT. Ademas,
considere el siguiente conjunto de funciones de produccion:

) = o+t
%) = &8+t
R = o VK #£ST

Note que bajo eficiencia, el jugador j asigna cualquier distribucion de su tiempo a los

proyectos S y 1" mientras que los otros jugadores pueden asignar su tiempo arbitra-
riamente.

Considere la siguiente mejora tecnolégica de f7:

"y = '+ BtJT + €
fE) = 4Bt
5t*) = &, VK #S,T.
Por monotonia tecnologica, el pago para cualquier jugador ¢ € N satisface
@i (¢, + BT, ") < i (57,5, " + BT +e) .
Asi, del limite cuando € tiende a 0, tenemos que
Pi (C_SVT7 Cs + 671]7 CT) S Pi (C_S’Ta CS7 CT + 67}) .

Alternativamente, considere las siguientes funciones de produccion,

2% = 4Bt + €
frih) = "+ Bty
fRER) = o, VK #ST
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Repitiendo el argumento anterior tenemos que

S02( -5, T T+B S)§¢z< STT S+5T+€)

Cuando € tiende a cero, esto nos lleva a que
i (757,67 4 BT}, %) < i (757, 7,5 + BT,

Asi,

0i (57,5 "+ BT;) = ¢ (57, % + BT, ") |

Por tanto, el pago del jugador ¢ es invariante a transferencias de utilidad entre pro-
yectos conectados.

La demostracion se completa repitiendo este argumento para todos los pares de pro-
yectos conectados. Asi, ¢ es un mecanismo clase-equivalente g.

Paso B3: Ahora, probaremos que g; es monotono para todo 7 € N.
Consideremos las siguientes funciones de produccién constantes:
ff¥*y =d*, VkelL,

tales que

Observe que cualquier asignacion de tiempo es un equilibrio de Nash eficiente.
Supongamos que la tecnologia en el proyecto S ha sido mejorada,
5% =a +e
Entonces por monotonia tecnolégica tenemos que
9i(Ars), A_is)) < gi(As) +€,Ag), VieN.
Asi, la funcién g; es no-decreciente en todas las entradas. Por tanto, el mecanismo g

es monotono.

]
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4.4. Manipulacion de grupo

Hasta ahora, se han estudiado equilibrios en los cuales los jugadores no tienen incen-
tivos para desviarse individualmente, es decir por si solos no les conviene cambiar sus
asignaciones, si los demas jugadores las conservan. Pero, pueden existir situaciones
en las cuales hay comunicacion entre los jugadores y pueden formar coaliciones para
desviar sus estrategias aumentando sus ganancias, lo cual puede perjudicar al resto
de jugadores. Dicha situaciéon no solo causaria danos a algunos jugadores, sino que
también puede causar que se pierda la generacion de la utilidad socialmente 6ptima.
Por ello, es importante para el planificador, tener mecanismos que eviten lo mencio-
nado anteriormente.

La siguiente propiedad evita la coordinacion de asignacion de tiempo por los jugadores
en un equilibrio. Esta es capturada mediante el uso de una nocién tradicional de
equilibrio fuerte de Nash (Aumann (1959)).

Definicién 4.4.1. Se dice que un equilibrio de Nash (S7,...,S*) de un juego G¥ es
un Equilibrio fuerte de Nash si dado un grupo de jugadores 7' C N y estrate-
gias Sp de ellos, si existe una funcion de produccion f tal que ¢;(S*(f), f(S*(f)) <
gpi(SZ(f), f(S:(f)) para algin i € T, entonces existe j € T tal que p;(S*(f), f(S*(f)) >
i (S(f), F(S5(f)), donde S = (S, 5 ).

Bajo un equilibrio fuerte de Nash no hay ningin grupo de jugadores que pueda
coordinar asignaciones de tiempo y mejorar débilmente todos sus pagos, y que por
lo menos un jugador en el grupo mejore estrictamente. Esto estd relacionado con
la literatura sobre mecanismos a prueba de estrategias de grupo (coalicién) Moulin
(1999).

Definicion 4.4.2. Un mecanismo clase-equivalente satisface la propiedad de mono-
tonia de grupo débil (MGD) si para todo S C N, A € RJLF/N y Ag < Ag tales que
gi(A) = gi;(As, A_g) para todo i € S, entonces g;(As, A_g) < g;(A) para todo j € S.

Observacion 4.4.3. Cabe resaltar que MGD es una propiedad méas débil que la
monotonia. De hecho, considere un mecanismo clase-equivalente tal que para algin
jugador i, g;(A;, A_;) es estrictamente creciente en A;, este mecanismo satisface MGD,
pero no satisface monotonia necesariamente, pues no impone ninguna restriccion al
cambio de g; cuando las ganancias de proyectos diferentes de A; varian.

La siguiente proposicion, caracteriza los mecanismos eficientes que son a prueba de
manipulaciéon de grupo.

Proposicion 4.4.4. Sea ¢ un mecanismo eficiente. FExiste un equilibrio eficiente en
el juego G¥ que es un equilibrio fuerte de Nash si y solo si ¢ es un mecanismo clase-
equivalente que satisface MGD.
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Demostracion. La parte sdlo si es clara pues bajo la funcién g, cada jugador asig-
na sus recursos de tiempo para alcanzar el nivel méximo (eficiente) de la utilidad
total en su clase de equivalencia, incluso si algunos jugadores forman una coalicion,
no pueden aumentar su pago individual porque la utilidad agregada tampoco puede
aumentar. Pero, si las utilidades de un conjunto de jugadores se mantienen iguales si
estos disminuyen las utilidades de algunos proyectos, entonces el pago de todos los
demas jugadores no aumenta, es decir el mecanismo tiene un equilibrio fuerte de Nash.

Probemos la parte si:

Paso 1: Veamos que ¢; es independiente de las asignaciones de tiempo, t; y t_;.
Por Teorema 4.2.8, ¢ es tal que,

@Z(t,F) = s <Z Fk, (Fb)bGL_i ,t_z‘> y Vi.
keL;

Consideremos las siguientes funciones de producciéon que no dependen del tiempo:
fEt*)y = o, VkelL,
donde o son constantes arbitrarias.

Supongamos que ¢; depende de ¢_;. Entonces, un jugador j puede ayudar al jugador
1 a recibir un mayor pago por cambiar su asignacion de tiempo, pues las otras asigna-
ciones se mantendrian constantes, lo cual violaria la propiedad de equilibrio de Nash
fuerte. Por tanto, tenemos que

ei(t, F) = ¢; (Z FK (FB)BEL) , VieN.

KeL,;

Paso 2: Ahora, mostraremos que el pago de cualquier jugador es invariante a la trans-
ferencia de utilidades entre proyectos conectados.

Consideremos dos proyectos conectados S y T tales que j es un jugador en S N7T.
Ademas, consideremos el siguiente conjunto de funciones de produccion:

Iy = "+ i
2% = &+t
Ry = o VK #£ST
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para cualquier g > 0.

Note que bajo eficiencia, el jugador j asigna cualquier distribucion de su tiempo entre
los proyectos S y T mientras que los demas jugadores pueden asignar sus tiempos de
forma arbitraria.

Por Teorema 4.2.8 y Paso 1, tenemos que el pago del jugador j es invariante a trans-
ferencias de utilidades entre S'y T', debido a que la primera entrada de g; no cambia.

Entonces, por equilibrio fuerte de Nash, tenemos que para cualquier jugador i € N,

Pi (CiS’Ta CS + ﬁ]}, CT) = @i (Ci&T? CS; CT + B]}) :

Asi, el pago de cualquier jugador 7 es invariante a transferencias de utilidad entre
proyectos conectados.

Repitiendo el argumento para todo par de proyectos conectados, tenemos que ¢ es
un mecanismo clase-equivalente g.

Paso 3: Ahora, probaremos que g satisface MGD.

Actuando por contrareciproco , suponga que existen S C Ny A € Ri/N tales que
Ag < Ag, gi(A) = gi(As, A_s) y para algiin j € N\ S, g;(As, A_g) > gi(A). Entonces,
la coalicion S U {j} viola la propiedad de equilibrio fuerte de Nash. O

4.5. Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se introdujo una clase grande de mecanismos que implementan las
asignaciones de tiempo eficientes. El principal resultado muestra que la clase de me-
canismos eficientes coincide con la clase de mecanismos separables, en los cuales los
pagos de los jugadores solamente dependen de la utilidad total generada por sus pro-
pios proyectos, como también de las asignaciones de tiempo y utilidades generadas de
los proyectos en los cuales no participa. Esta gran clase de mecanismos eficientes se
contrae sustancialmente cuando otras propiedades son impuestas. Cuando se anexa
la anonimidad e independencia de tiempo, se caracteriz6 una subclase de mecanismos
que resulté ademas ser lineal. Otra interesante subclase fue obtenida al imponer pro-
piedades de monotonia con respecto al tiempo y la tecnologia, dicha clase depende de
la conexién entre los proyectos factibles y las utilidades de las clases de equivalencia
de proyectos que generan la relacion de conexion. Esto también es cierto al enfocarse
en los mecanismos que evitan que coaliciones de jugadores puedan coordinarse para
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asignar sus tiempos y mejorar sus pagos, perjudicando a los demas.

Es necesario realizar una investigacion més profunda para entender la reparticion de
las utilidades en problemas dindmicos (en el tiempo), Juarez et al. (2016) ha iniciado
este estudio centrandose en la division axioméatica de ganancias finitas y secuenciales
en redes.
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