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FAUSTO ONGAY

RESUMEN. La graficacién de objetos, y en particular curvas, por ordenador, es
un tema activo de investigacién actualmente; y parte del interés de este estudio
es que plantea a la vez problemas no triviales de indole tedrico y problemas de
indole préactico evidente.

Estas notas son tan sélo un asomo a este vasto y atractivo tema.

1. INTRODUCCION

El estudio de las curvas es un tema central dentro de la geometria clésica, cuyos
origenes se remontan al menos a la geometria griega. Asi por ejemplo, las propiedades
esenciales de las cénicas ya eran conocidas desde la antigiiedad y estan descritas en
los tratados clasicos de Euclides y Apolonio.

Por otro lado, el advenimiento de los ordenadores ha cambiado considerablemente
el énfasis en lo que se puede considerar util para entender una curva en el plano
o en el espacio. Por ejemplo, los programas mas refinados, como Mathematica,
MatLab o Maple, permiten ahora a un profesor de calculo graficar multitud de
curvas complicadas, con una precision que los métodos clasicos dificilmente podrian
igualar.

Sin embargo, para su desarrollo, pero también para poder hacer un uso eficiente
y correcto de ellos, ain estos programas necesitan de una adecuada comprension de
las ideas clésicas de la geometria de curvas. Esto ha dado lugar al rapido desar-
rollo de un area de estudio relativamente nueva: la graficacion por computadora,
que interrelaciona la informatica con la geometria diferencial clasica. Estas notas,
disenadas para un curso corto de cinco sesiones —e inspiradas muy fuertemente en
unas notas de curso de Juan Monterde, catedratico de matemaéticas de la Universi-
dad de Valencia, y de quien he aprendido lo poco que sé sobre el tema—, son un
mero atisbo a este amplio panorama.

En la primera parte recordaremos las definiciones y propiedades principales de las
curvas parametrizadas, principalmente en dos —y en menor medida en tres— dimen-
siones. Recordaremos en particular las ideas basicas de parametrizacion, longitud
de arco, curvatura y torsion.

Después hablaremos de los polinomios de Bernstein. Mencionaremos algunos as-
pectos de interés tanto tedrico como préactico de este tipo de polinomios, en particular
de su aplicacion a la graficacién de curvas mediante las llamadas curvas de Bézier.

Date: Julio, 2012.
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Finalmente, hablaremos de las curvas llamadas de hodoégrafo pitagérico y men-
cionaremos algunas de sus propiedades y aplicaciones, llegando en la tltima parte a
algunas ideas que han sido objeto de estudio en trabajos muy recientes.



2. GEOMETRIA DE LAS CURVAS EN EL PLANO Y EL ESPACIO

2.1. Conceptos basicos. Hay dos nociones de curva que manejamos en la practica:
la primera es la de curva geométrica (e.g., cuando hablamos de ‘un circulo’), la
segunda es la de curva parametrizada. Como no hay ganancia en restringirse a dos
o tres dimensiones en esta parte, daremos las definiciones para n dimensiones en
general:

Definicién 1. Una curva parametrizada en el espacio R™ es una funcion diferen-
ciable o : I CR — R™. A la variable t € I se le llama el pardmetro de la curva.

La imagen de una curva parametrizada es (y decimos que ‘o determina’) una
curva geométrica.

Decimos que R™ es el espacio ambiente de (o ‘donde vive’) la curva.

Usualmente se escoge I = [a,b] como un intervalo cerrado y acotado (es decir,
un conjunto compacto y conero); pero a veces puede ser necesario considerar un
dominio abierto, o no conexo; por ejemplo todo R o una unién de intervalos. Estas
excepciones a la regla se indicardn explicitamente, si se requieren.

En todo caso y como se ve, hay que distinguir cuidadosamente entre las dos
nociones de curva: una curva geométrica es un subconjunto del espacio ambiente R,
en tanto que una curva parametrizada es una funciéon, que intuitivamente describe
‘cémo se recorre’ una curva geométrica.

En particular, es claro que una curva parametrizada tiene més informacion que
una curva geométrica, ya que esta tultima es sélo la imagen de la funcién; pero
por otro lado, uno de los problemas centrales en la geometria diferencial es estu-
diar conceptos intrinsecos del objeto geométrico, es decir, que no dependan de la
parametrizacién, asi que ambas nociones son importantes.

Recordemos ademaés que una funcién o : I C R — R” equivale a una coleccién de
n funciones aq,...,q, : I — R, y diferenciable significara para nosotros que cada
a; es de clase al menos C?, es decir, que tiene hasta segundas derivadas continuas
(aunque en realidad procederemos como si tuviera derivadas de todos los 6rdenes
que resulten necesarios para un argumento dado).

Finalmente y como ya dijimos, en lo que sigue usualmente tendremos n = 2,
aunque ocasionalmente consideraremos n = 3 (curvas en el plano y el espacio, resp.)

Ejemplo 1. Quizd la curva mds importante sea el circulo unitario, que se denota
usualmente por S'. Como curva geométrica, y con base en su definicion estindar
como el conjunto de puntos a distancia 1 del origen, es claro que puede definirse por
la condicion
St={(z,y) eR?; 2> +9*=1}.

Una parametrizacion de esta curva es entonces —por ejemplo— a(t) = (z(t),y(t)) =
(cost,sint), t € [0,27]; pero hay una infinitud mds. Todas son sin embargo de la
forma (cos(f(t)),sin(f(t))), para alguna funcion f, que en esencia sélo debe satis-
facer que su imagen cubre un intervalo de longitud 2.

Cambios de parametro: Lo dicho al final del ejemplo se formaliza asi:
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Definicién 2. Dada una curva parametrizada o : I — R?, una reparametrizacion
de la curva es la composicion con un difeomorfismo, es decir, una funcion biyectiva
(por consiguiente invertible) y (bi-) diferenciable, h : J — 1.

La reparametrizacion determina asf una nueva curva parametrizada, 8(s) = a(h(s)),
s € J, cuya imagen sin embargo determina la misma curva geométrica.

Con nuestras suposiciones, la condicion de invertibilidad corresponde a la condicion
R (s) # 0, s € J; para un intervalo (es decir, para un dominio conexo) esta condicién
puede dividirse en dos casos: h'(s) > 0 6 h/(s) < 0; el primero permite recorrer la
curva en el mismo sentido, el segundo lo hace en sentido opuesto, es decir, da un
cambio en la orientacién. (Aqui ‘/’ significa, como es usual, derivada con respecto
al parametro, en este caso s.)

Relacién con la mecanica clasica 1: Una de las aplicaciones fundamentales de
las curvas parametrizadas es en el estudio de la mecanica.

En efecto, podemos pensar que el espacio fisico puede identificarse con (o mode-
larse por) el espacio euclidiano R3, y entonces una curva parametrizada representa
la trayectoria de una particula puntual (idealizada). El parametro se identifica en-
tonces con el tiempo.

En virtud de esta analogfa, si pensamos que la curva a(t) representa la trayectoria
de una particula, o/(t) representa su velocidad (instantédnea) y «’(t) su aceleracién.
Recordamos entonces que la segunda ley de Newton dice que si F' es la fuerza
que se ejerce sobre una particula, su movimiento se rige por la ecuacion diferencial
F = ma”, donde m es la masa de la particula.

Esta interpretacion mecdnica ayuda en ciertos casos a visualizar cémo se puede
ver una curva, porque dice en particular que la segunda derivada apunta en la misma
direccion que la fuerza que ‘empuja’ a la particula, y que es la responsable de que
cambie su velocidad, tanto en magnitud (la rapidez), como en direccién.

Cuspides, autointersecciones y curvas cerradas. Una curva parametrizada
suave puede tener dos clases de complicaciones, importantes, pero en muchos casos
no deseadas, ya que ahi no se puede definir la recta tangente en general: Puede
tener cuspides, que son puntos «(ty) en donde la recta tangente no estd definida
nunca, y en los que necesariamente o'(ty) = 0; y puede tener autointersecciones,
que ocurren cuando hay dos valores distintos t1, to tales que a(t;) = a(tz). Noétese
que en las autointersecciones la recta tangente puede o no estar definida; en general
sin embargo, no se puede definir de manera tnica.

Sin embargo, hay un tipo de autointerseccion que si es muy importante en la

practica:

Definicién 3. Una curva v : I = [a,b] — R"™ es cerrada simple si a(a) = a(b), pero
a es inyectiva en el intervalo abierto (a,b).

2.2. Longitud de arco: Sitenemos una curva diferenciable o, intuitivamente pode-
mos pensar que representa el desplazamiento de una particula, y entonces, para un
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(pequeno) intervalo de tiempo At = t — tg, la cantidad /(o) At aproxima el des-
plazamiento entre (o) v a(t); esto es Aa(ty, t) = o/ (ty)At; esto motiva la siguiente
definicion

Definicién 4. Sea a : I — R™ una curva parametrizada, y fijemos un punto ty € 1.
La longitud de arco de la curva entre los puntos a(ty) y «(t) es

t
)= [ lo'@)ldu
to
(Por supuesto, la longitud de arco depende también del punto inicial ty.)

La longitud de arco de una curva es invariante bajo reparametrizaciones. Mas
precisamente:

Proposicién 1. Sea a: I — R™ una curva parametrizada; si h : J = [c,d] — I]a,b]
es un cambio de parametro, entonces

[ 1onai= [Cienas

Prueba. Basta con aplicar la férmula de cambio de variables; supongamos por sim-
plicidad que h es creciente, entonces:

b h(d) d d
[ letonae= [ el = [ @@= [ 15 ds

h(c)
U

Mas en general, considerando subintervalos de J e I apropiados, se ve que dados
dos puntos en la curva, la longitud de arco entre ellos s6lo depende de los puntos
dados, y es por consiguiente una propiedad intrinseca de la curva geométrica.

Curvas regulares: La clase de curvas mas importante son las regulares:

Definicién 5. Una curva parametrizada es reqular si ' (t) # 0 para toda t

Su importancia se debe especialmente al siguiente resultado:

Proposicién 2. Si 5 : I = [a,b] — R"™ es reqular, entonces, para todo punto inicial
to la longitud de arco es una funcion creciente de J = [s(a), s(b)] en [a,b].

En consecuencia, su inversa define una reparametrizacion de la curva, a : J —
) )
R™, que también es reqular. Mds ain, « satisface ||o/]] = 1.

La demostracion de esta proposicion es de nuevo directa y la omitimos; lo que
es importante es que ahora podemos, de ser necesario, suponer que toda curva
parametrizada lo esta por longitud de arco a partir de algin punto fijo (por ejemplo
uno de los extremos del intervalo dominio). Si una curva estd parametrizada por
longitud de arco, por brevedad diremos a veces que es una curva natural, y en este
caso siempre denotaremos el pardmetro por s (dejando ¢ para designar un ‘parametro
arbitrario’).
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2.3. Curvatura de curvas planas. La idea en general es medir qué tanto se aleja
una curva de ser una recta. En el caso del plano esto se puede hacer de varias
maneras, en el fondo equivalentes; pero esencialmente todo se reduce a medir cémo
cambia la direccién del vector tangente, ya que una recta se caracteriza por la
condicion de que su vector tangente tiene direccion constante, independientemente
de la parametrizacién.

Definicién 6. Si « es una curva natural, el marco asociado a un punto o(s) es el
par de vectores T(s) = o/(s) y N(s); donde N(s) es el inico vector tal que T(s), N(s)
tiene la misma orientacion que la base canonica ey, €s.

Proposicion 3. Dada una curva natural o : I — R, existe una tunica funcion
ki1 — R tal que T'(s) = o (s) = k(s)N(s). Esta funcion se llama la curvatura de
la curva en el punto a(s).

Prueba. Basta con notar que ||o/|| = 1 implica que que (¢/,a”) = 0, de modo que
o’ es normal a T y por consiguiente paralelo a N. O

Ejemplo 2. El circulo de radio R centrado en el origen se puede parametrizar por
B(t) = (Rcost, Rsint), t € [0,2x]. Como ||| = R, vemos que el pardmetro de
longitud de arco se puede tomar como s = Rt, y entonces T(s) = (—sins,coss) y
N(s) = (—coss,—sins), y T'(s) = (1/R)N(s).

Ast, la curvatura del circulo de radio R es 1/R, lo que ilustra que la curvatura
ast definida efectivamente refleja nuestra intuicion, ya que un circulo de radio muy
grande lo vemos ‘mucho menos curveado’ que uno de radio muy pequeno.

Relacién con la mecanica 2: Si « es una curva natural, su rapidez es constante.
En términos mecanicos esto dirfa que las (posibles) fuerzas actuando sobre una
particula que tiene esta trayectoria sélo cambian su direccion, por lo que siempre
son normales a la trayectoria.

Dicho de otro modo, siempre podemos descomponer a una fuerza, y por tanto a
la aceleracién, en dos componentes: una tangencial y otra normal; y vemos asi que
la curvatura se puede interpretar como una medida de la aceleracion normal a la
trayectoria. La aceleracion tangencial es la medida de los cambios en la rapidez, y
se puede compensar con un cambio de parametro, que podemos interpretar como un
ajuste en nuestra manera de medir el tiempo; pero la aceleracion normal, que mide
los cambios en la direccién, no se puede compensar.

Parametro arbitrario: Se puede probar que la curvatura de una curva regular no
depende de la parametrizacién, por lo que es también una propiedad intrinseca de la
curva geométrica. Se tiene ademas la siguiente expresion explicita para la curvatura
en términos de un parametro arbitrario:

_ 20)y"() =y () f"()
(@'(1))2 + (y/(£)2)*?

K(t)
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Circulo de curvatura: La recta tangente a una curva en un punto dado puede
considerarse como la mejor aproximacion lineal —o de primer grado— de una curva
cerca de ese punto. Una aproximacién de segundo grado —o cuadratica— se obtiene
con el circulo de curvatura:

Definicién 7. Si « es una curva regular, su circulo de curvatura en el punto Py =
a(ty), es el circulo que pasa por Py, y cuyo centro se encuentra sobre la recta normal,
en la misma direccion que o, y con radio 1/|k(to)].

(Si k(t) = 0 el circulo de curvatura ‘degenera’ en una recta.)

2.4. Curvas en el espacio. Con las modificaciones necesarias, varias de las ideas
anteriores se pueden extender a las curvas en el espacio.

El triedro de Frenet: Primero, se puede asociar un marco a cada punto de una
curva regular en tres dimensiones como sigue:

Si a es una curva natural tal que a’(s) # 0, entonces por el mismo argumento
de antes, en cada punto T(s) = a/(s) y N(s) = T'(s)/||T"(s)|| definen dos vec-
tores ortonormales; éstos no constituyen una base de R?, pero obtenemos una base,
ademas con la misma orientacion que la base candnica, si agregamos al vector
B(s) =T(s) x N(s). Esta base se llama el marco o triedro de Frenet.

Los vectores T', N y B se llaman respectivamente el vector tangente, el vector
normal (principal) y el vector bi-normal.

Los vectores T'y N guardan una relacion con la mecanica parecida a la ya discutida
en el caso de las curvas planas. El plano que generan se llama el plano osculador
de la curva (‘6sculo’ significa ‘beso’), y es el plano que mejor aproxima a la curva a
segundo orden, ya que contiene también a su circulo de curvatura. Vemos entonces
que la variacién de B mide esencialmente como cambia el plano osculador, pues si
B es constante la curva es plana.

Finalmente, los tros dos planos que se pueden construir tienen también nombres:
el plano generado por T' y B se llama el plano rectificador de la curva, y el plano
generado por N y B el plano normal.

Las formulas de Frenet-Serret: La relacién descrita arriba se precisa en las
formulas de Frenet-Serret, que son el punto culminaante en la teoria clasica de las
curvas en el espacio:

Proposicién 4. Sea a una curva natural tal que o'(s) # 0; entonces existen dos
funciones k(s) y 7(s) tales que la variacion del triedro de Frenet satisface las rela-
ciones

T'(s) = K(S)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s)
B(s) = —7(s)N(s)

La demostracion de este bello teorema, que no daremos aqui, puede hallarse en
muchos textos de cdlculo avanzado, y, sin ser trivial, es relativamente directa; sim-
plemente nos limitamos a senalar lo siguiente:
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La primera ecuacion es idéntica al caso del plano; asi que, como ya indicamos,
la interpretacion de la curvatura sigue siendo la misma: mide qué tanto se aleja la
curva de ser (localmente) una recta. La tercera ecuaciéon muestra entonces que la
interpretacion de la torsién es como una medida de que tanto se aleja la curva de ser
una curva plana, ya que el plano osculador esta determinado por el vector binormal.

En segundo lugar, la integracion de estas ecuaciones diferenciales ordinarias de-
termina el triedro de Frenet. Con ello, queda determinada la curva, salvo por las
condiciones iniciales en « y o’; esto corresponde a determinar la curva salvo por una
transformacion rigida. Este resultado se conoce como Teorema fundamental de la
geometria de curvas.

Finalmente, nétese que las ecuaciones son de tercer orden, ya que tanto N como
B involucran hasta derivadas de segundo orden. Esto contrasta con la segunda ley
de Newton, que es de sequndo orden.



3. LOoS POLINOMIOS DE BERNSTEIN

En la practica, especialmente al hacer uso del ordenador, debemos limitarnos a
objetos que sean computables. La computabilidad de algo es un tema complejo,
pero en una primera aproximacion, podriamos considerar que esto significa que
solo podemos programar objetos que se obtengan mediante operaciones algebraicas
con numeros y, de hecho, de nimeros racionales (aunque por simplicidad no nos
impondremos esta ultima limitante aqui, y trabajaremos con numeros reales en
general).

3.1. Polinomios. Pero puesto asi, lo que si debe resultar claro es que una de las
clases de funciones mas importantes bajo esta éptica son los polinomios, y la clase
asociada de curvas polinomiales.

Recordemos pues algunas de las nociones basicas relativas a esta clase de fun-
ciones:

Definicién 8. Un polinomio (con coeficientes reales) en la variable t es una ex-
presion de la forma

p(t) = ag + art + agt® + -+ + a,t"

Los nimeros a; € R son los coeficientes del polinomio y, si a, # 0, decimos que n
es el grado del polinomio, que denotaremos por degp.

Como es bien sabido, los polinomios se pueden sumar entre ellos y multiplicar por
nimeros de la manera obvia, y también se pueden multiplicar entre ellos, mediante
la agrupacion de los términos que tienen la misma potencia de x:

(ag+ -+ ant™)(bo+ - +but™) =co+---+ Cm—i—nthrn?

donde los coeficientes se obtienen explicitamente mediante la férmula
k

C — E aibk_i.
=0

La primera parte dice entonces que los polinomios forman un espacio vectorial.

Observacion 1. La sequnda parte también se puede expresar algebraicamente, di-
ciendo que los polinomios forman un anillo (de hecho un dlgebra); y el otro ejemplo
de anillo que conviene tener en mente es, claro estd, el de los enteros, 7.

Pero no profundizaremos mas en esta parte algebraica del asunto, limitandonos a
observar que, aunque aqui introdujimos a los polinomios como funciones definidas
en todo R, estas consideraciones se aplican también cuando restringimos el dominio
de t a algun intervalo fijo I, lo que en las aplicaciones es indispensable.

En la practica de hecho, casi siempre se toma I = [0, 1], aunque ocasionalmente
resulta conveniente considerar otros intervalos, como J = [—1, 1]. Pasar del espacio
de los polinomios definidos en un intervalo a los definidos en otro se puede hacer
con una reparametrizaciéon sencilla; por ejemplo, para pasar de I a J (como arriba),
se puede usar simplemente la reparametrizacion afin ¢ — 2t — 1.
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Ahora bien, no es dificil ver que el grado de los polinomios satisface que

deg(f + g) < max{deg f,deg g}

y

deg(fg) = deg f + degyg.
Por consiguiente, para un grado fijo n, se tiene que los polinomios de grado < n
forman un espacio vectorial de dimensién n + 1. Una base evidente de ellos es la de
las potencias, 1,t,t%,--- ™.
3.2. Polinomios de Bernstein. Los polinomios de Bernstein son una base distinta
del espacio de polinomios, y fueron introducidos por Serguei Bernstein en 1912 para
obtener una demostracion alterna del teorema de aproximacion de Weierstrass. Esta
nueva base se ha revelado particularmente til para la graficacién por ordenador.

Por razones que apareceran en breve, al trabajar con ellos resulta ademés con-
veniente restringirse al intervalo I = [0, 1], y en adelante, si no especificamos lo
contrario, adoptaremos esta convencion.

Definicion 9. Sea n > 0 fijo; el i-ésimo polinomio de Bernstein de grado n, 0 <
1 < n, es el polinomio B : I — R definido por:

BI'(t) = ( )t"(l — )"

Aqut (7;) denota, como es usual, al coeficiente binomial (’Z) e

n
1

n!
(n—i)! -

Es claro que para n fija, los polinomios B} son todos de grado n.

Ejemplo 3. Escribamos los polinomios de Bernstein para grados bajos: Sin = 0,
entonces, BY(t) = 1; sin =1 entonces Bj(t) =1 —t, Bi(t) =t; si n = 2 entonces
B2(t) =1—2t+ 2, B¥(t) = 2t — 2t*, B3(t) = t*.

Por dltimo, la grifica siguiente muestra a BS. Hemos extendido el dominio mds
alld de [0, 1], para tener una idea de su aspecto global, pero obsérvese que tiene ceros
unicamente en 0 y 1 (s Por qué?):

05+

-05 0.5 10 15

Figura 1. El polinomio de Bernstein Bj.

Por cuestiones practicas, es conveniente extender la definicién de los coeficientes
binomiales —asi como la de los polinomios de Bernstein—, declarando (T;) = 0 si
1<061>n.
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Los polinomios de Bernstein tienen muchas propiedades muy ttiles para la grafi-
cacién: la grafica siguiente, que los compara con la base de las potencias (para
n = 10), da una idea de por qué es esto, mostrando que aquellos estan distribuidos
de una manera mucho mas homogénea que éstas:

10
0.8;
0.6;
04|

0.2

—
0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 2. Los polinomios de Bernstein B}' y las potencias ¢ (n = 10)
Esto se precisa en la segunda afirmacién de la siguiente proposicién:
Proposicién 5. Los polinomios de Bernstein son no-negativos en [0,1]: B*(t) > 0,
t €1, y de hecho son positivos, salvo quizd en los extremos.

Tenen ademds la propiedad de ser una particion de la unidad:
S8 -1
=0

Prueba. La no-negatividad es inmediata, deido a que estamos restringiéndonos al
intervalo I, ya que entonces t y 1 — ¢ (asi como el coeficiente binomial) son > 0.

Pero de hecho, el mismo argumento dice que son estrictamente > 0, salvo si t = 0
6t = 1. En tal caso se tiene que uno de los términos adopta la ‘forma indeterminada’
0%, que por convencién es un 1. Esto ocurresiy sélosit =0ei=06t=1ei=n.

Como consecuencia de esta observacién, se tiene que B*(0) = 0si i # 0 y que
B"(1) = 0 si ¢ # n. Esto se pude escribir de manera elegante en términos de la
llamada Delta de Kronecker: BM(0) =67, B*(1) = o7

Finalmente, para ver que tienen la propiedad de particion de la unidad, basta con
recordar el teorema del binomio de Newton, que afirma que

(a+b)" = Z <T;) a'b"",
i=0

y aplicarloaa=tyb=1—t. U
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La derivada de un polinomio de grado n es otro polinomio, de grado n — 1; pero
con los polinomios de Bernstein podemos ser méas explicitos ain, y dar la siguiente
férmula de recurrencia:

Proposicion 6. Para todo i,n se tiene que
dB}
dt

(t) =n (B (t) = NP 7H(t))

Prueba. Para i = 1,--- ,n — 1, la demostracién es una aplicacion sencilla de la
definicién y de la regla de Leibniz, junto con el hecho que

(=) Qo=a('7)

Cuando i = 0 y cuando i = n, hay que usar que B"'(t) = B (t) = 0. dJ

La proposicién anterior permite probar ademas que los polinomios tienen un
maximo tunico en el intervalo [0, 1]:

Corolario 1. EIl polinomio B}'(t) tiene un mdximo unico en el intervalo I = [0, 1]
en el punto i/n

Prueba. Es bastante directa de la proposicion anterior y del hecho que los polinomios
B! son no-negativos en [; el unico punto delicado que hay que notar es que para
1 =0y para ¢ = n el maximo no corresponde a un punto critico del polinomio, sino
que corresponde al valor de la funcién bajo consideracion en uno de los extremos
del intervalo (véase la figura 2). O

3.3. Otras propiedades. Veamos dos propiedades méas de los polinomios de Bern-
stein:

Relacién con la base de potencias: Se pueden obtener férmulas explicitas que
relacionan las dos bases (y que muestran que los polinomios de Bernstein son, efec-
tivamente, una base). Conviene dividir la demostracién de este hecho en dos partes:

Lema 1. Para todan y para 0 <i<n
n—1 .
n\ (n—1 ,
BM(t) = —1)k e,
{URDICS ()

Prueba. Basta con desarrollar (1—¢)"~* utilizando la férmula del binomio de Newton

t

Proposicion 7. Para todan y para 0 < i <n

n—i (k41
RSV
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Prueba. Aplicamos el lema anterior al lado derecho y tenemos:
n—i k+z n—i (k+z)
Z Biul) =2~

0 > (ngk(—l)l (Z j: k) (n — ; — /f) tl+k+i)

Factorizamos ahora todo lo que no depende de [ en la suma interior y usamos el
teorema del binomio:

S RS L TEA LSRR A
Xy = e ()
(

k=0 7

Enseguida notamos que:

- ()

Finalmente, usamos la propiedad de particién de la unidad:

n—1i k+z n—i .
Z OEDY (n l; Z) (1t =

i k

g

Noétese que el caso i = 0 es simplemente la propiedad de particién de la unidad.
El caso ¢ = 1 tiene también cierta importancia para las aplicaciones y se conoce
como precision lineal; mas adelante veremos el porqué de esta terminologia.

Elevacion del grado: Por tltimo, ya que un polinomio de grado < n — k es obvi-
amente un polinomio de grado < n, cuando k& > 0 es 1til tener la siguiente formula,
que da los polinomios de Bernstein de un grado dado en términos de polinomios de
grado mayor:

Proposicion 8. Supongamos que 0 < k <n y que 0 <1 < n — k; entonces
n—=k (n—i—l)
n—k k—l n
Bt =Y () )

Ejercicio 1. Calcula la curvatura de la grdfica del polinomio B3.

Ejercicio 2. Prueba la siguiente propiedad de simetria de los polinomios de Bern-
stein:

an(t) = BZ—i(l - t)-

¢ Qué significa en términos de reparametrizaciones?
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Ejercicio 3. Prueba, utilizando la propiedad del mdxzimo unico, que para n = 3 los
polinomios de Bernstein son linealmente independientes. Por consiguiente, son una
base del espacio de polinomios de grado < 3.

¢ Por qué basta con probar la independencia lineal? ;Cémo se podria generalizar este
argumento?
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4. CURVAS DE BEZIER

Curvas polinomiales Como indicamos, tal vez las curvas méas importantes para la
graficacion son las curvas polinomiales:

Definicién 10. Una curva a(t) es polinomial (o polinémica, como se dice en otros
paises de habla hispana) si sus componentes x(t), y(t) son polinomios.

El grado de una curva polinomial a(t) es max{degx,degy}

Motivacion. La aplicacién de los polinomios de Bernstein a la graficaciéon por
ordenador se hace mediante las llamadas curvas de Bézier, que estudiaremos a con-
tinuacién. Pero, ;jcomo surgieron?

Pues bien, es interesante notar que en la actualidad, cuando tenemos que efectuar
una reparacion en un automovil, normalmente no pensamos en lo complejo que puede
ser construir una refaccion que ajuste correctamente. Sin embargo, en 1911 en una
feria automotriz la firma Cadillac pregonaba, con justificado orgullo (Standard of
the World es el lema de Cadillac), que sus vehiculos estaban tan bien fabricados que
las piezas de tres distintos se podian intercambiar jy obtener vehiculos funcionales!

Figura 3. Un Cadillac de 1910

Esto se debe, entre otras cosas, a que antes de los ordenadores las curvas debian
trazarse a mano, con curvigrafos, y esto evidentemente introducia una gran posibil-
idad de error (y ndtese la elegante curva del capé del Cadillac de la figura).

Figura 4. Un curvigrafo
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Pero esta situacion cambi6 radicalmente en 1959, cuando un fisico y matematico
francés, trabajando como ingeniero en Citroén, Paul DeCasteljau, introdujo un algo-
ritmo para trazar curvas polinomiales de manera eficiente, usando puntos de control.

Un tanto irénicamente, las politicas de privacia de Citroén hicieron que el trabajo
de DeCasteljau fuera ignorado casi por completo, y el método se dio a conocer a
través del trabajo (independiente, pero un poco posterior) de otro ingeniero, pero
éste de la firma rival Renault, Pierre Bézier.

4.1. El algoritmo de DeCasteljau. Dados n + 1 puntos en el plano, F,--- , P,,
la hoy llamada curva de Bézier definida por ellos esta dada por el algoritmo recursivo
siguiente:

Definicién 11. Parar=1,--- ,nyi=0,--- ,n —r definamos PX(t) = P;, y

Pl(t) = (1= t)P/~(t) + tPI'(t) s t €[0,1].
Entonces, la curva de Bézier asociada es a(t) = P (t), t € [0,1]. Los puntos P; se
llaman puntos o vértices de control y el poligono determinado por ellos se llama el
poligono de control de la curva de Bézier

Hacemos ahora la observacién de que P es una curva polinomial de grado r (los
propios puntos de control se identifican, en el primer paso, con curvas de grado cero),
de modo que el algoritmo de DeCasteljau va aproximando por polinomios de grado
cada vez mas alto, hasta llegar a producir un polinomio de grado n.

Pero para entender qué hace el algoritmo de DeCasteljau es conveniente seguir
con detalle el procedimiento para unos pocos puntos; n = 3 es probablemente lo
mejor (ejercicio), aunque n = 2 es suficiente para darse una idea; hagamos pues este
ultimo caso:

Ejemplo 4. Consideremos dados los puntos de control Py, P, y P. Calculando
los polinomios intermedios tenemos entonces: Pl(t) = (1 — )Py +tP, y PL(t) =
(1—t)Pi+1tPs; estas son simplemente las ecuaciones de los segmentos (interpolacion
lineal o combinacion convezxa) entre los puntos Py y Py (en ese orden) y Py y P,
respectivamente. El paso critico es el siguiente.

Aqut, por el nimero de puntos, llegamos ya a la curva de Bézier (y esto es lo que
quizd oculta un poco la recurrencia en este grado), y tenemos una sola curva:

P2(t) = a(t) = (1 = )P} (t) + tPL(t) = (1 — t)*Py + 2(1 — t)tP, + t*P;.
En todo caso, es claro que o es una curva de grado 2, y la sequnda tqualdad arriba

muestra que los puntos sobre o se obtienen interpolando linealmente entre los puntos
en las curvas (en este caso rectas) de la etapa anterior.
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Py

P2

Po

Figura 5. El algoritmo de DeCasteljau

La utlima igualdad del ejemplo muestra ahora cémo intervienen los polinomios
de Bernstein en el proceso:

Proposicion 9. Las curvas intermedias en el algoritmo de DeCasteljau satisfacen
Pi(t) =) Bj(t)Pu;.
j=0

En particular, la curva de Bézier asociada al poligono de control Fy,--- , P, estd
dada por

alt) = > BI()P.

Es esencial observar que la curva de Bézier no interpola entre los puntos del
poligono de control. De hecho, en general sélo interpola entre los dos puntos ex-
tremos; es decir, se satisface que a(0) = Py y a(l) = P,, pero en general sélo esos
dos puntos caen sobre la curva. (;Por qué?)

Ejemplo 5. Para ilustrar las propiedades de las curvas de Bézier, consideremos en
lo que sigue el siguiente ejemplo explicito de una curva de grado 4, con poligono de
control: Py = (0,0), P, = (1,4), P, = (3,4), Py = (6,0), P, = (7,3). (Todas las
graficas estan programadas en Mathematica.)

Py P,

Ps

P
o Py

Figura 6. Una curva de Bézier y su poligono de control.

Observacién 2. FEs relativamente claro que entre mds puntos tenga el poligono de
control mas posibilidades hay para manipular las curvas de Bézier. La formula de
elevacion del grado es util para escribir relaciones entre las curvas que se obtienen
por el proceso de incluir puntos adicionales de control. Sin embargo, es igualmente
claro que mientras mayor sea el grado, mayor serd el coste computacional.
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Por otro lado, cabe observar que las curvas intermedias en el algoritmo de De-
Casteljau son ellas mismas curvas de Bézier, cuyos poligonos de control consisten
de algunos de los puntos (siempre consecutivos) del poligono inicial.

La moraleja de este tipo de observaciones es que en la practica es importante
escoger adecuadamente los puntos, tanto en posicion como en numero, pero ademdas
en ocasiones puede ser mejor subdividir las curvas de Bézier.

Como la curva de Bézier estda evidentemente determinada por su poligono de
control (y viceversa, si se fija el grado), a veces escribiremos o = [P, - - - , P,]. Con
esta notacion se tiene evidentemente la siguiente propiedad de simetria

alPy, -+, Pl(t) = [P, -, P](1 —t),
que corresponde a la simetria natural de los polinomios de Bernstein.

Sin embargo, cualquier otra permutacién que se haga de los puntos de control, que
generaria un nuevo poligono de control, en general afectara fuertemente el aspecto
de la curva de Bézier. La figura siguiente ilustra lo que sucede al intercambiar los
dos ultimos putos del poligono de control de la curva del ejemplo 5.

Figura 7. Curvas de Bézier con permutacion de uno de los puntos del poligono de
control.

En general, lo méas que se puede decir es:

Proposicién 10. La (imagen de la) curva de Bézier estd contenida en la envolvente
conveza de los puntos de control.

Prueba. Esto es consecuencia directa de que los puntos generados en todo el proceso
del algoritmo de DeCasteljau se obtienen como combinaciones convexas de puntos
del poligono de control. O

La proposicion se ilustra de nuevo con la curva del ejemplo 5.

Figura 8. Envolvente convexa del poligono de control
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Proposicién 11. La derivada de una curva de Bézier de grado n, a[Py,-- - , P,], se
puede escribir como curva de Bézier de grado n—1 como sigue: Sea AP; = P, 1 — P;,
entonces

n—1
o/ (t) =n>_ Br'(t)AP.
=0

Una consecuencia de esta proposicion, 1til en la practica para hacer los ajustes
en el trazado de las curvas manipulando sus puntos de control, es que la tangente a
la curva de Bézier en los extremos es paralela a los lados inicial y final del poligono
de control:

Ad0)=n(Pr—PF); d1)=n(P,— P,1).

Mas en general, las curvas de Bézier tienen una propiedad que se llama control
pseudo-local. De manera mas precisa, si a(t) y @(t) son curvas cuyos poligonos de
control difieren tinicamente en los i-ésimos puntos, digamos P; y P, entonces las
curvas difieren en B!'(t)(P; — P,). La propiedad de méximo tinico dice entonces que
es alrededor de t = i/n, esto es, cerca de P;, donde las curvas muestran su mayor
variacion:

De nuevo, usando la curva de ejemplo 5, la figura ilustra que sucede al cambiar

P5 de (6,0) a (6, —2):

Figura 9. Control pseudo-local de las curvas de Bézier.

La ultima propiedad que mencionaremos es:

Proposicién 12. ( Invariancia afin) Sea « la curva de Bézier asociada al poligono
de control Py, --- , P,. Si ¢ es una transformacion afin del plano, es decir, la com-
posicion de una transformacion lineal con una traslacion, entonces la curva de Bézier
asociada al poligono de control ¢(FPy), - ,d(P,) es precisamente ¢(«):

p(albo, -, Pal(t)) = al(¢(Fo), - ¢(P)](t).

La proposiciéon anterior es también esencial para la graficacion, porque en la
practica significa que siempre podemos llevar nuestro diseno a una regién prede-
terminada del espacio, por ejemplo, jla pantalla de nuestro ordenador!
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Para concluir esta parte, veamos el siguiente ejemplo (desarrollado por Juan Mon-
terde), que nos dard una mejor idea de cémo se puede aplicar lo anterior a la grafi-
cacion de objetos por ordenador:

Ejemplo 6. Primeramente, la siguiente curva fue generada utilizando tres curvas
de Bézier de grado 5, cuyos puntos de control fueron definidos de manera totalmente
voluntaria, con criterios meramente estéticos (de hecho, la curva que escogimos para
nuestro ejemplo guia es una variante de grado 4 de la primera de estas curvas).

La eleccion del grado de las curvas es arbitraria, pero obsérvese que para reducir
el coste computacional se escogio un grado relativamente pequeno. Las uniones de

las curvas se aprecian en las cuspides de la curva global, que ocurren en las abscisas
10 y 16.

O ENNWW
uouviouiou

i 5 10 15

Figura 10. Un perfil generado con tres curvas de Bézier de grado 5.

Esta parte del proceso evidentemente no es matemdatica, y depende de los gustos
y de las habilidades artisticas del usuario; pero usando esta curva para generar una
superficie de revolucion se puede obtener entonces el siguiente atractivo diseno para
una mano de un mortero:

Figura 11. Mano de mortero, modelada por la superficie de revolucion obtenida del
perfil anterior.
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Ejercicio 4. Prueba la proposicion:

Proposicion Las curvas intermedias en el algoritmo de DeCasteljau satisfacen
Pi(t) =) Bj(t)Pu;.
j=0

En particular, la curva de Bézier asociada al poligono de control Py, --- , P, estd
dada por

a(t) = > BI(H)P:
i=0
(Sugerencia: usa la formula de recurrencia para los polinomios de Bernstein).

Ejercicio 5. Precision lineal: Prueba que si Fy,---, P, son puntos equidistribui-
dos en una recta (esto es, uniformemente espaciados), entonces la curva de Bézier
alPy, -+, P,](t) es exactamente la interpolacion lineal entre Py y P,.
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5. CURVAS DE HODOGRAFO PITAGORICO

5.1. Curvas Paralelas (‘Offset’). Debido, entre otras cosas, a que los instrumen-
tos fisicos no tiene espesor infinitesimal, uno de los problemas de interés en el diseno
de formas por ordenador es el de la construcciéon de curvas paralelas a una curva
dada, también conocidas como curvas ‘offset’. Esto a su vez ha dado interés al es-
tudio de las llamadas curvas de hodografo pitagorico, para las cuales este problema
tiene una respuesta especialmente satisfactoria.

Definicién 12. Sea o una curva plana (regular) y d € R Entonces una curva
paralela a o« a la distancia |d| es la curva

Ba(t) = a(t) + dn(t)

donde n es, como de costumbre, el vector normal unitario.

Es claro que si d = 0 la curva offset es la curva original, y que para cada M > 0
hay dos curvas (que pueden ser bastante distintas en su aspecto) a esa distancia,
correspondientes a d = =M.

Evidentemente, la complicacién en el proceso se presenta al calcular el vector
normal n, ya que para ello debemos calcular ||o/||, que involucra una raiz cuadrada,
lo que ya no es un proceso algebraico.

Ejemplo 7. Consideremos la pardbola y = x*, parametrizada como a(t) = (t,t?).
Su vector tangente es o/ (t) = (1,2t), cuya norma es /1 + 4t% y asi tenemos que el

vector normal es

1
n(t) = Jirae (—2t,1).

Luego, si por ejemplo M = 1, las curvas paralelas a esa distancia son como en la
figura

N

. . . . . ,
73 72 \L |

Figura 12. La pardbola y = x? y dos curvas ‘offset’ a ella.

Como se puede ver, las curvas offset no solo no son pardbolas, sino que una de ellas
tiene singularidades (dos ciuspides y una autointerseccion).
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5.2. Curvas de hodégrafo pitagérico. El ‘hodégrafo’ (término técnico, que des-
afortunadamente no existe en espafiol) de una curva parametrizada « es simplemente
su vector velocidad, «/; la terminologia, que viene del vocablo griego hodos, que
significa ‘camino’, fue introducida por el matematico irlandés William R. Hamilton
a mediados del siglo XIX.

Definicién 13. Sea o una curva polinomial. Decimos que « es de hodografo
pitagdrico si existe un polinomio p(t) tal que

lo’ )]l = p(t)

Aunque la definicién parece restrictiva, las curvas de hoddgrafo pitagoérico son en
realidad suficientemente abundantes, como veremos mas adelante; en todo caso, es
claro que una recta parametrizada como (at, bt) es de hodégrafo pitagdrico, asi que
esta clase no es vacia.

Ejemplo 8. La curva de Tschirnhaus o(t) = (3t> —1)(1,t) es un ejemplo no trivial
de curva de hoddgrafo pitagorico, ya que un cdlculo directo muestra que ||/ (t)|| =
9t* 4 1.

05+

-05+

Figura 13. La cubica de Tschirnhaus

Notese que esta curva tiene una autointerseccion en el origen, correspondiente a los
valores del parametro |t| = 1/\/§ Y por lo mismo, el lazo dado por su restriccion a
[—1//3,1/V/3] es una curva cerrada simple, algo que usaremos mds addelante.

De hecho, se sabe que (en cierto sentido) esta curva es la unica curva polinomial
de grado tres de hoddégrafo pitagorico.

5.3. Ternas pitagoéricas. El calificativo ‘pitagérico’ en la definicién anterior proviene
de la relacién que hay entre este tipo de curvas y los llamados triples (o ternas)
pitagéricos de enteros:

Definicién 14. Se dice que tres nimeros enteros a, b, ¢ forman un triple pitagorico
sia? +b* = 2.

Por supuesto, pitagérico aqui proviene del teorema de Pitagoras y, por ejemplo,
(3,4,5) es un triple pitagérico, conocido incluso por los egipcios y babilonios, mucho
antes del propio Pitagoras. Vemos entonces que la definiciéon de hodégrafo pitagérico
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es simplemente la transposicién a los polinomios de esta nocién en los enteros (y
como dijimos, ambos conjuntos son anillos, asi que esta nocién es, en el fondo,
bastante natural).

Ahora bien, lo interesante es que hay muchos triples pitagdéricos; pero més aun,

existe un método constructivo para generarlos:

Proposicion 13. los niumeros a y b son parte de un triple pitagorico si y solo si
existen enteros u, v y r tales que (u,v) =1 (esto es, son primos relativos) y
a=r(u?—v?); b= 2ruv;
en cuyo caso
c=r(u*+v?).

Sir =1 decimos que el triple es primitivo.

Prueba. Una manera elegante de probar esto es como sigue:

Supongamos que los enteros a, b y ¢ satisfacen a? + b* = ¢2, con ¢ # 0. Entonces
el punto (a/c,b/c) € S*, de modo que el problema es construir puntos en el circulo
unitario de coordenadas racionales.

Ahora bien, si consideramos la recta que pasa por (—1,0) y (a/c,b/c), su in-
terseccién con la recta x = 1 (que es una proyeccion estereogrdfica) es el punto
(1,2b/(a + ¢)). Vemos entonces que h = 2b/(a + ¢) € Q.

Si calculamos ahora la interseccién de la recta por (1, h) con S* (es decir, la inversa
de la proyeccion estereogréfica), esto nos da

C1-R2 2
TTire YT iR

Asi, si hacemos h = u/v, con (u,v) = 1, llegamos a que

a b B w? —v?  2uv
ce) w2+ ut402)’

y asf a = AM(u? —v?), b = 2 uv, y ¢ = A(u? +v?), de modo que A = ¢/(u? +v?) € Q.

El siguiente argumento de divisibilidad muestra ahora que en realidad A = r € Z:

En efecto, si A = m/n, con (m,n) = 1, entonces n debe dividir a 2uv; pero como
u y v son primos relativos, solo puede dividir a uno de ellos; por consiguiente, no
podrfa dividir a u? — v%, con lo que necesariamente n = 1 6 n = 2. Pero si n = 2
entonces alguno de u 6 v es impar, de modo que u? — v? es impar, al igual que m, y

entonces se tendria que a ¢ Z, con lo que se concluye la prueba. U

Observacién 3. El argumento usado muestra que hay una intima relacion entre
el problema de las ternas pitagoricas y la geometria del circulo S*. De manera un
poco mas precisa, la construccion de las ternas pitagoricas lo que muestra es que
el conjunto de puntos en S* cuyas dos coordenadas son racionales es infinito, y de
hecho, se puede probar que es denso.
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Esto tiene relacion con las ideas de interés para estas notas, porque esencialmente
dice que st graficamos ‘fisicamente’ el circulo, usando unicamente puntos de coor-
denadas racionales, que como hemos mencionado son los que son ‘computables’, la
figura que vemos de todos modos es un circulo.

Pero es notable que esta misma filosofia se puede aplicar a curvas polinomiales de
grado mds elevado y los resultados son muy distintos. Por ejemplo si consideramos
la curva dada por x* + y* = 1; el célebre iltimo teorema de Fermat (probado por
A. Wiles en 1995) se puede interpretar entonces diciendo que si queremos hacer
lo mismo —es decir, usar solo puntos de coordenadas racionales—, jsolo veriamos
cuatro puntos!: £(1,0); £(0,1).

Aunque no es enteramente trivial, los argumentos dados en la proposiciéon anterior
valen mutatis mutandis en el anillo de polinomios; en otras palabras, tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 14. Sea a una curva polinomial (o de Bézier, si se prefiere). Entonces
a es de hodografo pitagorico si y solo si existen polinomios, r, e, f, tales que e y f
no tienen raices comunes (en C), r(t) >0y

o/(t) = r(t) (X(t) — f2(t), 2¢(t) f (1)) -

Si r es idénticamente 1, decimos que la curva es primitiva.

Prueba. La demostracion es muy similar a la dada para los enteros: Aunque la inter-
pretacion geométrica se pierde en el paso a polinomios, todos los pasos algebraicos
tienen sentido, y el punto clave es que el argumento de divisibilidad, requerido al
final, sigue siendo valido para el anillo de polinomios Il

Observacién 4. Aunque no es importante para nosotros, el que esto se pueda hacer
para el anillo de polinomios plantea la pregunta de cudles son las propiedades es-
enciales que debe tener un anillo para que funcione la construccion anterior. En
dalgebra abstracta esto se expresa diciendo que los anillos son dominios de factor-
1zacion unica.

5.4. Relacién con la variable compleja. Los puntos en el plano se pueden iden-
tificar con los nimeros complejos: (a, b) <+ a + bi, donde recordamos que el nimero
i se define por la condicién i2 = —1, o lo que es lo mismo i = /—1.

Si hacemos esta identificacién, una curva a : I — R? se identifica con una funcién
(que denotamos igual) o : I — C. La utilidad de esta identificacion es que la
condicién de hodégrafo pitagérico se puede escribir de manera muy sencilla:

Proposicién 15. Una curva o : I — R? es de hoddgrafo pitagorico si y sélo si
existen una funcion polindmica real positiva r(t) y una funcion compleja z(t) tal que

o (t) = r(t)2%().

Prueba. Notamos que si w = a+1ib € C entonces w? = a? — b? + 2iab. Usando ahora
el teorema anterior, simplemente debemos tomar

z(t) =e(t) +if(t).
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Usemos esto para analizar a la cubica de Tschirnhaus: Recordamos primero que
a(t) = (3t> — 1)(1,t). Luego, o/(t) = (6t,9t* — 1). Esto se identifica con la curva en
el plano complejo 6t +7(9t* — 1). Esto no tiene ‘obviamente’ la forma del cuadrado
de un nimero complejo, pero si multiplicamos por ¢ obtenemos

o (t) = i(1 — 92 — 6it) = (Vi)*(3t —4)%
que tiene una forma mds parecida. De hecho, si usamos que v/i = (1/v/2(1 +1), de-
sarrollando la expresién anterior podemos llegar a la sigiuente expresion polinomial
para o'

1
§Q—¢+3u+ww%

esto corrobora ademés que la curva de Tschirnhaus es de hodogréfo pitagoérico, como
ya sabiamos.

5.5. Densidad de las curvas de hodégrafo pitagérico. Por tltimo, senalemos
como se pude usar lo anterior para ver que, efectivamente, cualquier curva se puede
aproximar tanto como se desee por curvas de hodografo pitagorico.

Para ello, comenzamos por observar que, bajo esta identificacién de R? con C,
para cualquier curva suave el hodografo se puede escribir en la forma

o/(t) = r(t)2*(t);
simplemente es posible que ni r ni z sean polinomios.

Pero entonces podemos usar el teorema de Weierstrass para aproximar (juni-
formemente!) r y 2z por polinomios tanto como deseemos, digamos 7 y Z, con lo que
aproximamos a «' tanto como se desee.

Finalmente, como la integral de un polinomio es otra vez un polinomio, para
aproximar a la curva original, simplemente debemos integrar. Asi, sin entrar en
muchos detalles, la aproximacion polinomial con curvas de hoddgrafo pitagérico, se
escribe entonces:

a(t) = alty) +/ 7(s)Z(s) ds.

to

Ejercicio 6. Haz un cambio de pardmetro adecuado para describir el lazo de la
curva de Tschirnhaus como una curva en el intervalo [0, 1], y describela como curva
de Bézier (es decir, da su poligono de control).

Ejercicio 7. Escribe la ecuacion de la curva paralela al lazo de la curva de Tschirn-
haus, como una curva en el intervalo [0,1]; ;De qué grado es la curva? zPuedes
relacionarla con la curva del ejercicio anterior?
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6. UN PROBLEMA ISOPERIMETRICO PARA CURVAS DE HODOGRAFO PITAGORICO

6.1. El problema isoperimétrico. El problema isoperimétrico clasico es el si-
guiente:

Problema 1. Encontrar, entre todas las curvas cerradas y simples de longitud fija
2l, aquella que encierre la mayor drea posible.

Los origenes de este problema se remontan a los gedmetras de la Grecia clasica,
quienes lo describieron mediante la siguiente historia:

Después de la guerra de Troya, Eneas junto con un pequeno punado de troyanos
desembarcaron en las costas de lo que hoy es Ttunes, en el norte de Africa. Eneas,
que mostré ser un habil negociante, consiguié que la reina del lugar, llamada Dido
(y al problema isoperimetrico se le llama a veces ‘el problema de Dido’), le diera
algo de terreno para instalarse; Dido impuso, sin embargo, la condicién de que dicho
terreno seria solo aquél que Eneas consiguiera encerrar usando una piel de buey.

Entonces Eneas, inteligentemente, corto la piel en tiras delgadas y, uniéndolas,
consiguié una larga cuerda con la que encerré un terreno suficientemente grande
como para fundar ahi lo que segun la tradicién se volvio la importante ciudad de
Cartago.

Ahora bien, que la solucién de este problema —dentro de la clase de todas las
curvas cerradas simples— es el circulo de perimetro 2/ era conocido ya desde esos
tiempos; sin embargo, la primera demostracion formal sélo se dio en el siglo XIX, y
se debe al matematico suizo Jakob Steiner.

La demostracion de Steiner es a la vez elegante e ingeniosa, y lo que hace es
aprovechar las simetrias que el problema impone en la curva (aunque en honor a
la verdad, la demostracién de Steiner es incompleta, pues supone algo que no es
matemdaticamente obvio, que es que la solucién existe). La idea de su demostracién
es como sigue:

Primeramente, la curva debe ser convera; de lo contrario, reflejando en la recta
que una a dos punos tales que el segmento que los une no esta encerrado, obtenemos
una curva que encierra un area mayor.

Figura 14. La curva debe ser convexa
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Después, por un argumento similar, la curva debe ser simétrica con respecto a
cualquier eje que divida su perimetro en dos partes de igual longitud:

Figura 15. La curva debe ser simétrica

Asi, basta con considerar la mitad de la curva.

Finalmente, el angulo subtendido desde cualquier punto de la frontera debe ser
/2, ya que un angulo distinto darfa un drea menor del sector triangular (figura
siguiente); y esto es una caracterizacién del circulo:

Figura 16. Todos los puntos subtienden angulos rectos

Ahora bien, el punto es que el circulo no es a priori una de las curvas que hemos
considerado como convenientes para la graficaciéon por ordenador.

Observacién 5. Es importante matizar esta afirmacion, ya que aunque el circulo
no se puede parametrizar como una curva polinomial, pues eso tmplicaria que cost
y sint son funciones polinomicas, lo que se sabe que no es cierto, en cierto modo si
es computable, ya que si se puede parametrizar como una curva racional, pues en
efecto es facil verificar que la curva

w000 = (T 1os)

satisface que x(t)? +y(t)> = 1, de modo que esta curva describe un trozo del circulo
unitario S'. De hecho, no es dificil convencerse de que sdlo falta el punto (—1,0),
que corresponde a limy 4 (x(t), y(t)).
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El estudio de las curvas racionales puede hacerse de manera similar al de las
curvas polinomiales; pero esto va mds alld de nuestros objetivos.

Figura 17. Parametrizacion racional estindar del circulo unitario

Pero en cualquier caso, lo que esto plantea es la siguiente pregunta, cuyo analisis
fue hecho por Smarzewski y Rutka en 2010:

Problema 2. ;Cudl es la curva polinomica de longitud fija 21 que encierra la mayor
drea posible?

La respuesta, como es de esperarse, depende del grado de los polinomios que
consideremos. En efecto, usando la serie de Taylor de las funciones trigonométricas,
sabemos que podemos aproximar a las coordenadas de la parametrizacion natural
de S por polinomios de grado suficientemente grande, tanto como se quiera.

Asi pues, en el limite (en un sentido que habria que precisar, pero no ahondaremos
en esta cuestién) obtendriamos al circulo; es entonces natural refinar la pregunta e
imponer una restriccién sobre el grado (que es lo que en realidad hacen Smarzewski

y Rutka):

Problema 3. Sean fija. ;Cudl es la curva polinomica de longitud fija 21 y de grado
menor o iqual a n que encierra la mayor drea posible?

Pero entonces, y siguiendo la filosofia de que las curvas de hoddgrafo pitagdrico
son especialmente importantes, resulta natural plantearse el problema en esta clase
(Monterde y Ongay, 2012).

Problema 4. Sea n fija. ;Cudl es la curva de hodégrafo pitagorico de longitud fija
2l y de grado menor o igual a n que encierra la mayor drea posible?

En lo que sigue de estas notas discutiremos dos variantes de esta pregunta para
n < 5: para curvas de hoddgrafo pitagdrico arbitrarias (a las que en lo sucesivo
llamaremos ‘curvas PH’) y para curvas que cierren de clase C! en los extremos del
intervalo (esto es, que su tangente esté bien definida en todos los puntos).

Para trabajar el problema, conviene suponer que las curvas estan definidas en
J = [-1,1] y, basados en la prueba de Steiner, supondremos desde el inicio que
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las curvas aceptables para nuestro andlisis son simétricas con respecto del eje y, v
satisfacen a(0) = (0,0) y a(—1) = «(1).

Se sigue que si a(t) = (z(t),y(t)), la funcién z(t) es impar, y la funcién y(t) es
par; esto es x(—t) = —xz(t) y y(—t) = y(t).

a(-1)=oa(l)

a(t) = (x(t),y(1) a(-t) = (-x(1),y(D)

o(0) = (0,0)

Figura 18. Simetrias de la curva

Lema 2. Sia(t) = (x(t),y(t)) es una curva PH primitiva, y

o/ (t) = (a'(t), ¥/ (t)) = (e*(t) — £7(2), 2¢() f (1)),

con z(t) una funcion impar y y(t) par, entonces e(t) es par y f(t) es impar o vicev-
ersa.

Prueba. Las hipétesis implican que ||o/[|* = (2/)* + (y/)? es par y, por consiguiente,
||| = v/ (2')? 4+ (y')? es también par.
Como o' = (e — f?,2ef),

lo/|| = e* + f%.
de modo que

o _ 2 ||

=2

es una funcién par. Pero como e(t) es un polinomio, necesariamente e mismo tiene
ya paridad definida; es decir, o es par o es impar.

., / . . .
Pero como también f = £-, si e es par entonces f es impar, y viceversa. U

De hecho, se puede probar que si se agrega la condicion de que la curva se recorra
en direccién positiva, entonces e(t) es impar y f(t) par.

Lema 3. Sea a(t) = (z(t),y(t)),t € [-1,1] una curva PH primitiva de longitud 2¢,
con

o/ (t) = (a'(t), 5/ (t)) = (e*(t) — f7(2), 2e(t) f (1))
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Entonces, a es una curva cerrada si y solo si

/_11 e2(1)dt = [ = /_11 F2(1)dt,

Prueba. Es directa de

Il
b o
Q\
St
QL
=

En lo que sigue, supondremos por comodidad que ¢ = 1.

Finalmente, notamos que una consecuencia sencilla del teorema de Green es que
el drea encerrada por una curva cerrada simple «a(t) = (z(t),y(t)),t € [—1,1] se
puede calcular mediante la formula

Ala) = ‘/11 x’(t)y(t)dt‘ :

Ejemplo 9. Como ya dijimos, para n = 3, la cubica de Tschirnhaus es la unica
curva cerrada simple de hoddgrafo pitagorico, de modo que ésta es la solucion del

problema; analicémosla sin embargo con el método que acabamos de describir, supo-
niendo ¢ = 1.

T 02}

Figura 19. El lazo de la curva de Tschirnhaus

Como el grado de la curva es < 3 se sigue que, *’ y 1y’ son de grado < 2, y por
tanto, e(t) y f(t) son de grado < 1. Supongamos que e es impar y f par, entonces

e(t) = et
&) = fo

De f_ll 62(t)dt =1= f_ll f2(t)dt, tenemos e% =3/2y fg = 1/2, de modo que

podemos poner
3 1
€1 = \/;, Jo= E
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(Otras elecciones de signos darian lugar a la misma curva, salvo por alguna simetria.)
Estos valores dan la curva

alt) = <§t (—1), \/gt2> :

que es la cubica de Tschirnhaus, salvo por una traslacion y una reflexion.

El drea encerrada por esta curva estd dada entonces por la formula del teorema
de Green

b
/ 2 () () db,

pero para comparar con S' nos conviene reescalar (esto es, hacer | = m), lo que
simplemente equivale a multiplicar el drea por el factor ©%; si hacemos esto, el drea
resultante es 2m%/(5v/3) ~ 2.279, que es apro:czmadamente un 72.5% del drea del

circulo.

Es interesante observar que si suprimimos la condicion de hoddgrafo pitagorico,
la curva polinémica solucion encierra un drea ([S-R]) de aprozimadamente 2.94, lo
que es mds o menos un 93% del drea del circulo. Asi pues, en este grado particular
la pérdida que supone la condicion de hoddgrafo pitagorico es considerable.

6.2. Curvas de grado 5. En vista de lo anterior, el problema isoperimétrico para
curvas PH tiene sentido realmente sélo para n > 5, y asi n = 5 es entonces el primer
caso donde el problema es no trivial.

Ahora, para este grado z’ y ¢/ satisfacen deg < 4, y por tanto e(t) y f(t) son de
grado < 2. Como antes, si e(t) es impar y f(t) par, tenemos

e(t) = ext,
ft) = fo+ fot?

De la relacién f tdt =1= f f?(t)dt, obtenemos

(*) et =1=fS+2fof2+ f3
y la segunda ecuaciéon dice que podemos dejar todo en términos de una sola variable;
escogemos fo.

Ahora bien, para tener expresiones mas manejables es conveniente escribir las
funciones e y f en términos de una base distinta que la de las potencias (véanse
la observacién 6, al final de esta seccién), asi que sin entrar en detalles, senalemos
simplemente que esto permite llevar estas restricciones a la forma mas sencilla

61:_'_17 f2:+\/1_f027
y con esto la curva que se obtiene, que queda en términos de la variable libre fy, es:
alt) = L(t@=1) (5-4fVBVT= -9+ 3902 = 1)),
V/3t2 <4f0 +/EVI— f2(3t2 - 2) ))
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y el drea se puede escribir también en términos de fy:

Area(fy) = 3fo —10f3 + V5 /1 — f2(1+5£3)

)

2 '
35v/3
Es interesante notar que el maximo de esta funcién se puede de hecho calcular
explicitamente, y se alcanza en el valor f, = —\/ % (3 + 14 cos(a)), donde a =

Larctan (@) Numéricamente esto da fo ~ —0.931629.

3

-10 -05 0.5 1.0

Figura 20. La solucién del problema isoperimétrico para una curva PH de grado 5
comparada con S*.

Ppodemos también reescribir esta curva como una curva de Bézier, mediante la
reparametrizacion 5(t) = a(2t—1); sus puntos de control se pueden entonces obtener
explicitamente, y son

( PO - (0,0):P5,

S Py = (z2,50) = (% (78 — 14v/14 cos(a) + \/ﬁ\/B + 3v/14 cos(a) — 14 cos(2a)

%\/%\/3 + \/ﬂcos(a))

Py = (—x2,12),

L Py = (—z1,0),

con a como antes.

P o= (z1,y) = (72—5 (—3 + 4v/14 cos(a) + \/ﬁ\/ls +3v/14 cos(a) — 14008(2a)) ;
2 <_5\/9 — 2y/Tcos(a) + vI0y/3+ mcos<a)>)

)

Y
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Reescalando para que ¢ = 7, el area obtenida es
A ~ 3.13568,

ique es ya aproximadamente 99.8% del area del circulo!

Un pseudo-circulo. Finalmente, supongamos ahora que imponemos la condicén
de que la curva se cierre de clase C; esto es que o/(—1) = —a/(1), de modo que
en todos los puntos se tenga una tangente bien definida. Notamos que esto no es
posible si deg = 3, ya que la cubica de Tschirnhaus no tiene esta propiedad.

La curva obtenida antes ya no es solucién, pues tiene una cuspide; pero esto sim-
plifica considerablemente las cosas, ya que implica la condicién adicional y/(—1) =
y'(1) = 0. Esto sucede porque para una curva simétrica respecto del eje y la tnica
opcion es que su tangente sea horizontal; esto se traduce entonces en la restriccién
adicional fo+ fo =0.

Combinado con las restricciones dadas en la férmula (*) esto determina comple-
tamente a los pardametros ey, fo v f2, y la curva resultante, reescalando para que
tenga longitud 27, se escribe entonces

3 9 15 5/ 3 3
t) = . Sy ey ey [
a(t) 7T(16 T 2(8 T3

El area encerrada por esta esta curva, a la que llamaremos ‘el pseudo-circulo’, es
A ~ 3.12104, que es aproximadamente 99.3% del drea de S?.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

Figura 21. El pseudo-circulo, comparado con S*.

Observacién 6. Aunque el pseudo-circulo aun estd relativamente lejos de verse
como el circulo, esto plantea algunas preguntas adicionales interesantes, por ejemplo:

¢ Qué sucede para curvas PH de grado mayor?, y ;qué sucede si imponemos res-
tricciones mayores en la suavidad de las curvas? Estos problemas fueron estudiados
con detalle en el trabajo [M-O], al que referimos al lector interesado en estas pre-
guntas.
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Por otro lado, cabe notar que para estudiar el problema en este grado de gene-
ralidad, es conveniente introducir una base de polinomios distinta a las que hemos
considerado aqui: la base de polinomios de Legendre. La razon principal es que éstos
tienen la propiedad de ser una base ortogonal; este es el cambio mencionado en el
analisis de la curva de grado 5.

Ejercicio 8. Busca en algun libro de andlisis vectorial el enunciado del Teorema
de Green y deduce la formula usada para calcular el drea encerrada por una curva
cerrada simple.

Calcula con ella el drea encerrada por el circulo unitario S*.

Ejercicio 9. Cualcula la curvatura del pseudo-circulo que acabamos de definir. ;Qué
tanto difiere de una constante?
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