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dedicó en la revisión de este trabajo, por sus comentarios y observaciones tan acertadas
que hicieron mejorar este trabajo.

Quiero expresar mi más sincero agradecimiento a mi sinodal el Dr. Hugo Torres
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Al Centro de Investigación en Matemáticas (CIMAT) por brindarme un lugar cómo-
do para trabajar, los recursos como libros, computadora y apoyos económicos, los cuales
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Introducción

En matemáticas, uno de los problemas más importantes es el relacionado con la
clasificación de objetos de cierta ı́ndole (geométrico, algebraico, topológico, etc.). El
concepto de Espacio Moduli surge cuando se desea resolver problemas de clasificación
de objetos geométrico-algebraicos, como son: polinomios, curvas algebraicas, superficies
complejas, variedades, haces vectoriales, etc. módulo alguna relación de equivalencia. En
1857, Riemann introduce el concepto de espacio moduli [19, Sección 12], en su trabajo
sobre superficies de Riemann de género g, donde demostró, que las clases de isomorfis-
mos de superficies de Riemann de género g dependen de 3g− 3 parámetros. En general
un espacio moduli es una solución geométrica a estos problemas de clasificación. A lo
largo de este trabajo K denota un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero.

Dados un conjunto de objetos geométrico-algebraicos y una relación de equivalencia
entre estos objetos, se busca dar una estructura de variedad al conjunto de clases de
equivalencia de los objetos, que además refleje la estructura y como vaŕıan los objetos
que se consideran. La teoŕıa de Espacios Moduli, tiene como objetivo solucionar este
problema. Para ello se introducen los espacios moduli finos y los espacios moduli grue-
sos: ambos pueden ser considerados como una solución geométrica para un problema
de clasificación de objetos geométrico-algebraicos, pero con distintas propiedades. Du-
rante la construcción de los espacios moduli se pueden presentar ciertos problemas, que
están relacionados directamente con los objetos que se desea clasificar, que ocasionan
que no exista un espacio moduli, dentro de estos problemas se encuentran, el problema
de automorfismos no triviales y el fenómeno del salto.

Una manera de construir espacios moduli es a través del uso de la Teoŕıa de In-
variantes Geométricos (GIT por sus siglas en inglés), supongamos que los elementos
del conjunto de objetos, denotado por A, que deseamos clasificar están en correspon-
dencia con los puntos de una variedad X, que podemos considerar como el espacio de
parámetros para nuestros objetos, y que las clases de equivalencia de los objetos están
determinadas por la acción de algún grupo G actuando en X. En esta situación, pode-
mos estudiar el conjunto de órbitas de la acción, X/G, para solucionar el problema de
clasificación. La teoŕıa de invariantes geométricos tiene como objetivo encontrar condi-
ciones en las que se pueda asegurar que el conjunto de órbitas X/G tiene estructura de
variedad. En el caso en el que X es una variedad af́ın, si G es un grupo actuando en
X ⊂ An, dicha acción induce una acción de G en el anillo coordenado de X, denotado
por A[X], y mediante esta acción se introduce la K-álgebra de invariantes de la acción,

1



2 ÍNDICE GENERAL

denotada por A(X)G, la cual está formada por los polinomios f ∈ A[X] que son inva-
riantes bajo la acción del grupo, es decir, f(x) = f(gx) para todo g ∈ G. Debido a la
relación que existe entre variedad afines y las K-álgebras, una de las primeras preguntas
que surgen en la teoŕıa de invariantes geométricos es, si X/G = Spec(A(X)G), ¿cuándo
es Spec(A(X)G) una variedad af́ın?. El Teorema de Nagata (ver Teorema 2.4.5) nos
dice que, si R es una álgebra finitamente generada y G es un grupo algebraico reductivo
(como por ejemplo G = GL(n,K), el grupo de matrices n × n invertibles) que actúa
en R, entonces la álgebra de invariantes de esta acción es finitamente generada y en
este caso se sigue que X/G = Spec(A(X)G), por lo que podemos dar una estructura de
variedad a nuestro conjunto de clases de equivalencia.

Cuando X ⊂ Pn es una variedad proyectiva, no siempre es posible darle una estruc-
tura de variedad proyectiva al conjunto de clases de equivalencia de objetos, tal como
en el caso af́ın. D. Mumford demuestra (ver Teorema 2.5.3) que, luego de descartar al-
gunos puntos espećıficos de X (llamados puntos inestables), para el conjunto resultante,
denotado por Xss y llamado conjunto de puntos semiestables, el cociente Xss/G posee
estructura de variedad proyectiva. Encontrar los puntos semiestables es, en general, un
problema complicado. Uno de los más grandes aportes dentro de la teoŕıa de invarian-
tes geométricos es el criterio de Hilbert-Mumford (ver Teorema 2.6.5) el cual permite
determinar los puntos semiestables mediante los homomorfismos de grupos no triviales
entre K∗ y G (llamados subgrupos a un parámetro de G).

El considerar a X encajado de distintas formas dentro de un espacio proyectivo Pn
puede ocasionar que la estructura del cociente X/G cambie. Una manera de realizar dis-
tintos encajes es a través de las secciones globales de un haz lineal sobre X, en ocasiones
es posible levantar la acción de G a dichos haces lineales, esta nueva acción es llamada
linealización de la acción de G, y en estos casos podemos definir la semiestabilidad de
un punto de X en base a las secciones globales invariantes de esta linealización.

M. Thaddeus es el primero en realizar un estudio del cambio en la estructura del
cociente al considerar distintos haces lineales, en los que es posible levantar la acción, di-
chos haces son denominados haces G-linealizables. Esta nueva área de estudio se conoce
como Teoŕıa de Variación de GIT-cocientes (abreviada, por sus siglas en inglés, VGIT)
y tiene como objetivo el describir el cambio en las estructuras de los GIT-cocientes. Los
principales resultados en VGIT se deben a M. Thaddeus que, en su art́ıculo Geometric
invariant theory and flips [21], construye el espacio de parámetros para este tipo de ha-
ces lineales, introduce la GIT-equivalencia en este espacio y describe como es el cambio
de los GIT-cocientes al variar el haz lineal. Más sobre esta teoŕıa puede encontrarse en
el articulo de I. Dolgachev y Yi Hu, Variation of geometric invariant theory quotients [3].

En los primeros dos caṕıtulos de este trabajo presentamos los resultados más impor-
tantes de la Teoŕıa de Espacios Moduli y de la Teoŕıa de Invariantes Geométricos. En el
tercer caṕıtulo mencionamos los principales resultados en VGIT. Uno de los primeros
teoremas nos dice que el número de GIT-clases de equivalencia es finito (ver Teorema
3.2.3), por lo que es posible dar una estratificación finita del espacio de parámetros.
En este caṕıtulo también presentamos los principales resultados referentes al estudio de
esta estratificación y la descripción del cambio que se presenta en los GIT-cocientes,
cuando pasamos de un estrado a otro, que son de los principales objetivos VGIT.
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En el cuarto caṕıtulo plantemos el problema moduli de parejas (H1, H2) donde Hi

es una hipersuperficie de grado di en Pn, a las que llamaremos parejas de la forma
(d1, d2, n). Para este problema, el espacio de parámetros es una variedad proyectiva X,
en la cual podemos hacer actuar al grupo especial lineal G = SL(n+1,C). La finitud de
GIT-clases de equivalencia (ver Teorema 3.2.3) se traduce a la existencia de un número
finito de puntos 0 = t0 < t1 < · · · < tr donde ti ∈ Q+∪{∞}, para los cuales se tiene que:
los GIT-cocientes, en este caso denotados por M ss(t, d1, d2, n), no cambian para todo
t ∈ (ti, ti+1), i = 0, .., r− 1. Mediante el uso del criterio de Hilbert-Mumford y la teoŕıa
de variación de GIT-cocientes, demostramos los siguientes resultados relacionados con
los puntos t = 0 y t =∞ (ver Teoremas 4.2.3 y 4.2.4):

Teorema 0.0.1. Una pareja (H1, H2) de la forma (d1, d2, n) es 0-estable (resp. 0-
semiestable) si y sólo si H1 es estable (resp. semiestable).

Teorema 0.0.2. Una pareja (H1, H2) de la forma (d1, d2, n) es ∞-estable si y sólo si
H2 es estable.

Se demostró el isomorfismo M ss(t, d1, d2, n) ∼= M ss(1
t , d2, d1, n) (ver Teoremas 4.2.5

y 4.2.6).

Teorema 0.0.3. Una pareja (H1, H2) de la forma (d1, d2, n) es t-estable (resp. t-
semiestable) si y sólo si (H2, H1) es 1

t -estable (resp. 1
t -semiestable).

Teorema 0.0.4. Se tiene que M ss(t, d1, d2, n) ∼= M ss(1
t , d2, d1, n).

Se probaron los siguientes resultados relacionados con la inestabilidad, semiestabili-
dad y estabilidad de estas parejas (ver Teoremas 4.2.10, 4.2.11):

Teorema 0.0.5. Sea (H1, H2) una pareja de la forma (d1, d2, n). Supongamos que H1

es estable.

a. Si H2 es semiestable, entonces (H1, H2) es t-estable para t ∈ Q+ ∪ {∞}.

b. Si H2 es inestable, existe M > 0 tal que (H1, H2) es t-inestable siempre que t > M .

Teorema 0.0.6. Supongamos que H1 es inestable y que H2 es estable. Existe M > 0
tal que (H1, H2) es t-inestable siempre que t < M .

Para el caso particular de parejas (H1, H2) de la forma (d, 1, n) probamos los si-
guientes resultados (ver Proposición 4.2.14, Teorema 4.2.13, Corolario 4.2.2):

Teorema 0.0.7. Si t > d
n , entonces la pareja (H1, H2) de la forma (d, 1, n) es t-

inestable.

Proposición 0.0.8. Toda pareja (H1, H2) de la forma (1, 1, n) con n > 1 es t-inestable
para todo t ≤ 1

n .

Corolario 0.0.1. No existe espacio moduli para las parejas (H1, H2) de la forma (1, 1, n)
con n > 1.





CAPÍTULO 1

Espacios Moduli

Sin duda muchos de los problemas más relevantes en matemáticas están relacionados
con la clasificación de objetos de cierto tipo (geométrico, algebraico, topológico, etc.). El
concepto de espacio moduli se puede pensar como una solución geométrica para proble-
mas de clasificación de objetos de ı́ndole geométrico-algebraico, como son: polinomios,
curvas algebraicas, hipersuperficies, variedades algebraicas, haces vectoriales, etc.

En la sección 1.1 introducimos el concepto de problema moduli, aśı como algunos
ejemplos de los mismos. En las secciones 1.2 y 1.3 definiremos un espacio moduli fino y
un espacio moduli grueso, respectivamente, los cuales son solución a un problema mo-
duli, pero con distintas caracteŕısticas. La existencia de tales espacio depende de varios
factores, por lo que no siempre es posible encontrarlos. En la sección 1.4 presentamos
algunos de los inconvenientes que suelen aparecer en un problema moduli y que tienen
como consecuencia la no existencia de un espacio moduli.

1.1. Problema Moduli

Supongamos que tenemos una colección de objetos de cierto tipo y una noción de
cuándo dos objetos son equivalentes, nuestro objetivo es describir el conjunto de clases
de equivalencia de estos objetos. Además de esta descripción, nos interesará saber cómo
es que tales objetos vaŕıan, es decir, tener alguna noción de la geometŕıa o cercańıa entre
los objetos. Para lograr esto se introduce el concepto de familia, el cual nos permitirá
obtener este tipo de información.

Los principales ingredientes de un problema moduli son:

1. Objetos: A, colección de objetos algebraicos-geométricos que nos gustaŕıa clasifi-
car.
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6 Espacios Moduli

2. Relación de equivalencia entre objetos: ∼, noción de cuándo dos objetos de A se
consideran equivalentes.

3. Concepto de Familia: F , cómo nuestros objetos se deforman o vaŕıan.

4. Noción de equivalencia entre familias: ≈, cuándo dos familias se consideran equi-
valentes.

Tanto la relación de equivalencia entre objetos como la de familias dependen direc-
tamente de los objetos que se desea clasificar, aśı como también de qué información se
tiene de ellos y de la finalidad que estamos buscando con tal clasificación. Por ende,
dichas relaciones de equivalencia deben ser tales que el problema no sea bastante com-
plicado, pero a la vez no se trivialice. Para lograr lo antes mencionado, se consideran los
objetos con ciertos invariantes (dimensión, grado, rango, clases caracteŕısticas, etc.) Al
considerar tales invariantes, podemos considerar al conjunto de objetos como la unión
de subconjuntos de la forma A(α1,..,αr) donde αi representa los invariantes considerados.
Luego el conjunto de clases de equivalencias de los objetos puede ser entendido median-
te el estudio de cada A(α1,..αr)/ ∼. Con esto en mente y para simplificar notación solo
escribiremos A/ ∼.

Definición 1.1.1. Una familia F parametrizada por una variedad S es una
colección de objetos Fs, uno por cada s ∈ S.

Definición 1.1.2. Un problema moduli es una cuarteta (A,∼,F ,≈), donde:

i. A es una colección de objetos algebraicos-geométricos.

ii. ∼ es una relación de equivalencia en A.

iii. F un concepto de familia de objetos de A parametrizada por una variedad S.

iv. ≈ es una relación de equivalencia entre familias.

de tal manera que la dupla (F ,≈) satisface las siguientes propiedades:

a. Una familia parametrizada por un punto, S = {pt}, es un objeto de A y en este
caso, la relación de equivalencia entre familias debe de coincidir con la relación de
equivalencia de A, esto suele ser denotado por ≈pt=∼.

b. Para cada morfismo φ : S′ → S y familia F parametrizada por S, se tiene una
familia φ∗F parametrizada por S′, que satisface:

(φ ◦ φ′)∗(F) = φ′∗ ◦ φ∗(F).

Id∗s(F) = F .
F ≈ F ′ ⇒ φ∗F ≈ φ∗F ′.

Denotamos por F(S) al conjunto de clases de equivalencia de familias de objetos de
A parametrizadas por S.

Las propiedades descritas en (b) de la definición anterior nos dicen que la familia
φ∗F cumple propiedades funtoriales y preserva la relación de equivalencia entre familias
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≈, a esta familia se le llama familia inducida por el morfismo φ. Además a partir
de estas propiedades tenemos un funtor contravariante

Fam : V ar → Set,

de la categoŕıa de variedades, denotada por V ar, a la categoŕıa de conjuntos, denotada
por Set, que está definido, para cada variedad S, como Fam(S) = F(S) y a cada
morfismo φ : S′ → S le asocia el morfismo

Fam(φ) : Fam(S)→ Fam(S′)

F 7→ φ∗F .

El funtor Fam es llamado funtor moduli.

Ejemplo 1.1.3. Problema moduli de Hipersuperficies de grado d en Pn.

Dado un polinomio f ∈ C[x0, ..., xn], homogéneo y de grado positivo d, una hiper-
superficie de grado d es el conjunto:

H = V (f) := {p ∈ Pn|f(p) = 0}.

i. A = colección de hipersuperficies H de grado d en Pn.

ii. Si H1, H2 ∈ A, diremos que H1 ∼ H2 si y sólo si existe un automorfismo A ∈
Aut(Pn) tal que A(H1) = H2.

iii. Dada una variedad S, una familia F parametrizada por S es un subconjunto
cerrado F de S × Pn tal que para cada s ∈ S:

Fs = F ∩ ({s} × Pn),

es una hipersuperficie de grado d en Pn.

iv. F ≈ F ′ si y sólo si existe un isomorfismo h : F → F ′.

1.2. Espacio Moduli Fino

Dado un problema moduli como en la definición 1.1.2 la solución al problema es dar
una estructura de variedad al conjunto de clases de equivalencias A/ ∼ que refleje cómo
vaŕıan los objetos.

El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que es indispensable que la solución a nuestro
problema debe reflejar cómo vaŕıan los objetos.

Ejemplo 1.2.1. Problema moduli de rectas en Rn+1 que pasan por el origen.

i. A, colección de rectas, l ⊂ Rn+1, que pasan por el origen.

ii. Si l1, l2 ∈ A, diremos que l1 ∼ l2 si y sólo si l1 = l2.
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iii. Sea S una variedad, una familia parametrizada por S es un subhaz lineal sobre S
del haz lineal trivial p : S × Rn+1 → S.

iv. F ≈ F ′ si y sólo si F = F ′.

En este caso, las condiciones requeridas en (b) de la definición 1.1.2, se siguen de las
propiedades de haces vectoriales.

Consideremos el problema moduli para n = 1.(ver [1, Página 1]).

Dada una recta L en el plano que pase por el origen podemos calcular el ángulo
de ésta y el eje horizontal, al cual denotaremos por θ(L), observamos que los posibles
valores de tal ángulo están dentro del intervalo [0, π) y que para cada valor en este
intervalo existe una única recta L que tiene como ángulo tal valor, es decir, la función
φ : A → [0, π) definida como φ(L) = θ(L) es una biyección. Por tanto, como conjuntos,
tenemos solución a nuestro problema de clasificación: A/ ∼ está en correspondencia
biuńıvoca con el intervalo [0, π).

Como se han considerado rectas en el plano, es posible decir cuando una recta
está cerca de otra, tal noción de cercańıa debeŕıa de reflejarse en nuestra solución, sin
embargo esto no sucede en el caso de considerar ĺıneas cuyos ángulos sean cercanos a
π, es decir, casi horizontales y por tanto cercanas al eje horizontal (θ = 0) y ĺıneas
cuyos ángulos sean casi 0, pues se tiene que las rectas son cercanas, pero los puntos en
[0, π) no. Una manera de solucionar este detalle es considerar el intervalo cerrado [0, π]
e identificar los puntos 0 y π, pues de tal manera, valores cercanos a π también son
cercanos a 0, topológicamente se tiene que nuestra solución no es más que la ĺınea real
proyectiva P1.

Antes de dar la definición de espacio moduli fino mencionamos el Lema de Yoneda.

Definición 1.2.2. Sean C y D dos categoŕıas y F ,G : C → D dos funtores covariantes.
Una transformación natural η : F → G asocia a cada elemento C de C un morfismo
ηC : F(C) → G(C), y para cada morfismo f : C → C ′ en C el siguiente diagrama es
conmutativo

F(C)
F(f) //

ηC
��

F(C ′)

ηC′

��
G(C)

G(f) // G(C ′)

El conjunto de transformaciones naturales entre F y G será denotado por T N (F ,G)

Sean C una categoŕıa, C un objeto de C y Set la categoŕıa de conjuntos. El funtor
de puntos de C, está definido por

hC : C → Set

S 7→ Hom(S,C),

y para cualquier morfismo f : S → S′ en C definimos el morfismo

hC(f) : Hom(S′, C)→ Hom(S,C)

g 7→ g ◦ f.
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Consideremos un funtor G : C → Set y C un elemento en C. Si τ : hC → G es una
transformación natural, entonces al objeto C le corresponde el morfismo

τC : hC(C)→ G(C),

pero hC(C) = Hom(C,C) y en este conjunto podemos considerar el morfismo identidad
idC , definimos

φ : T N (hC ,G)→ G(C)

τ 7→ τC(idC).

Lema 1.2.3 (Yoneda). [6, Lema 2.12]. La función φ es una biyección.

El lema de Yoneda nos dice que entender la geometŕıa de C es equivalente a enten-
der el funtor de puntos hC . En particular, estudiar la geometŕıa de una variedad C es
equivalente a estudiar los morfismos de S a C para toda variedad S.

La solución a un problema moduli se basa en encontrar una variedad M que este en
correspondencia uno a uno con el conjunto de clases de equivalencia A/ ∼ y que además
nos de información sobre las familias de objetos parametrizadas por una variedad.

La propuesta de Grothendieck para solucionar un problema moduli fue funtorial.
Relaciona la geometŕıa que refleja las familias parametrizadas por un variedad S con
los morfismos de S a una variedadM . Esta propuesta es: dado un problema moduli (A,∼
,F ≈), supongamos que existe una variedad M que esta en correspondencia biyectiva
con A/ ∼. Cada familia F parametrizada por una variedad S define una función

νF : S →M,

dada por νF (s) = [Fs], donde [Fs] denota la clase de equivalencia del objeto Fs. El
concepto de familia se introduce para estudiar la geometŕıa de las clases de objetos, y
por otro lado estudiar la geometŕıa de la variedad M , por el Lema de Yoneda 1.2.3, es
equivalente a estudiar los morfismos de S a M para toda variedad S. Nos gustaŕıa que
estas dos descripciones de la geometŕıa coincidieran, esto es, para toda variedad

Φ(S) : Fam(S)→ hM (S)

F 7→ νF ,

fuera un isomorfismo.

En base a la propuesta de Grothendieck tenemos la siguiente definición de espacio
moduli fino.

Definición 1.2.4. Un espacio moduli fino para el problema moduli (A,∼,F ,≈) es
un pareja (M,Φ), donde M es una variedad y Φ: Fam → hM es una transformación
natural que representa al funtor Fam.

Si la pareja (M,Φ) es un espacio moduli, como el funtor Fam es representable por
(M,Φ), se tiene que, dada cualquier variedad S,

Φ(S) : Fam(S)→ hM (S),

es una biyección, por lo que tenemos una correspondencia uno a uno entre las clases de
equivalencia de familias parametrizadas por S y los morfismos de S a M .
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Observación 1.2.5.

i. Como una familia parametrizada por un punto pt es un objeto de A y Fam(pt)
son las clases de equivalencia de familias parametrizadas por pt, tenemos que
Fam(pt) = A/ ∼. Por otro lado, Hom(pt,M) es precisamente M y dado que
Fam(pt) ∼= Hom(pt,M) obtenemos que M = A/ ∼, es decir, los puntos de M
están en relación biuńıvoca con las clases de equivalencia de los objetos de A.

ii. Si S = M tenemos que Fam(M) ∼= Hom(M,M). En Hom(M,M) podemos con-
siderar el morfismo identidad idM , al cual le corresponde una única familia (clase
de equivalencia) U parametrizada por M . Consideremos una familia F parame-
trizada por S y el morfismo νF : S → M inducido por F y sea F ′ = ν∗F (U), la
familia inducida por el morfismo νF . Supongamos que νF (s) = m, entonces

νF ′(s) = νν∗F (U)(s) = [ν∗F (U)s] = [UνF (s)] = [Um] = m = νF (s),

por lo que las familias F y F ′ corresponden al mismo morfismo.

Proposición 1.2.6. Supongamos que existen una variedad M y una familia U para-
metrizada por M con la siguiente propiedad:

Para cada familia F parametrizada por S, existe un único morfismo φ : S → M
tal que φ∗(U) ≈ F .

Entonces (M,Φ) es un espacio moduli fino.

Demostración. Basta demostrar que, para toda variedad S,

Φ(S) : Fam(S)→ hM (S)

F → νF ,

es un isomorfismo, es decir, existe un isomorfismo entre clases de equivalencia de familias
parametrizadas por S y morfismos de S a M .
Dado un morfismo φ : S → M , consideramos la familia F = φ∗(U), supongamos que
φ(s) = m, entonces

νF (s) = [Fs] = [φ∗(U)s] = [Uφ(s)] = [Um] = m = φ(s).

Por lo tanto Φ es sobreyectivo.
Sean F y F ′ dos familias parametrizadas por S tales que νF = νF ′ , entonces

F ≈ ν∗F (U) = ν∗F ′(U) ≈ F .

Por lo que F ≈ F ′ y con ello Φ es inyectiva.

En base a la Proposición 1.2.6, tenemos una definición equivalente para espacio
moduli fino:

Definición 1.2.7. Dado un problema moduli (A,∼,F ,≈), un espacio moduli fino
para el problema consiste de una pareja (M,U), donde M es una variedad y U es una
familia parametrizada por M , llamada familia universal, con la siguiente propiedad:
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Para cada familia F parametrizada por S, existe un único morfismo φ : S → M
tal que φ∗(U) ≈ F .

Ejemplo 1.2.8. Para el problema moduli de las rectas que pasan por el origen, en base
al Ejemplo 1.2.1 podemos observar que:

i. El conjunto de clases de equivalencia está en biyección con el espacio proyectivo
real Pn.

ii. La familia universal está determinada por el haz lineal p : H → Pn, donde H =
{([L], x)|x ∈ L} ⊂ Pn × Rn+1 y p es la proyección en el primer factor.

Por la Proposición 1.2.6 se tiene que (Pn,H) es un espacio moduli fino.

En general, la existencia de espacios moduli finos no se puede asegurar, inclusive
en ciertos casos A/ ∼ tiene la estructura deseada, pero no existe familia universal y
por tanto no hay espacio moduli fino. Existen otros tipos de inconvenientes, entre ellos
el problema de automorfismo no triviales y lo que se conoce como fenómeno del
salto, que no permiten la existencia de un espacio moduli fino. Estos serán tratados en
la sección 1.4.

1.3. Espacio Moduli Grueso

Como ya se ha mencionado no siempre es posible obtener un espacio moduli fino
(ver Ejemplo 1.4.1), sin embargo podemos considerar otro tipo de espacio que también
nos proporcionará información sobre nuestro problema, este nuevo espacio es llamado
espacio moduli grueso.

Definición 1.3.1. Un espacio moduli grueso, para un problema moduli dado, es
una variedad M junto con una transformación natural

Φ: Fam→ hM ,

tal que:

i. Φ(pt) es una biyección.

ii. Para cualquier variedad N y transformación natural ψ : Fam → hN ), existe una
única transformación natural

Ω: hM → hN ,

tal que ψ = Ω ◦ Φ.

Observación 1.3.2. Sea (M,Φ) un espacio moduli grueso, entonces:

i. Como Φ(pt) es una biyección, tenemos que: A/ ∼= M .

ii. Si F es una familia parametrizada por S, entonces: Φ(F) = Φ(pt) ◦ νF .

iii. Cada transformación natural ψ : Fam→ hN induce un morfismo:

µ = ψ(pt) ◦ Φ(pt)−1 : M → N,

y se tiene que Ω(S)(φ) = µ(φ) para cada φ ∈ Hom(S,M). Rećıprocamente, si µ
es un morfismo, entonces podemos usar la última igualdad para definir Ω.
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En base a lo anterior, tenemos una definición alternativa de espacio moduli grueso:

Definición 1.3.3. Un espacio moduli grueso consiste de una variedad M y una
biyección α : A/ ∼→M tal que:

i. Para cada familia F parametrizada por una variedad S, α ◦ νF es un morfismo.

ii. Para cualquier variedad N y transformación natural ψ : Fam→ hN , la función

µ = ψ(pt) ◦ α−1 : M → N,

es un morfismo.

La siguiente proposición nos dice que un espacio moduli grueso es único salvo iso-
morfismo.

Proposición 1.3.4. Si (M1, α1) y (M2, α2) son espacios moduli gruesos para un pro-
blema moduli dado, entonces existe un isomorfismo µ : M1 →M2 tal que µ ◦ α1 = α2.

Demostración. Se tiene que α1 y α2 son biyecciones, por lo que µ := α2 ◦α−1
1 está bien

definido y es una biyección con inversa µ−1 = α1 ◦ α−1
2 . Tenemos el diagrama:

A/ ∼

α2 ((

α1 //M1

µ

��
M2

µ−1

UU .

El hecho de que µ y µ−1 sean morfismos se sigue de la propiedad (ii) de la definición
1.3.3, por lo tanto µ es un isomorfismo.

Para finalizar esta sección tenemos la siguiente proposición, que responde a la pre-
gunta ¿cuándo un espacio moduli grueso es fino?

Proposición 1.3.5. Un espacio moduli grueso (M,Φ) es un espacio moduli fino si y
sólo si:

1. Existe una familia U parametrizada por M tal que, para todo m ∈M , Um pertenece
a la clase de equivalencia Φ(pt)−1(m).

2. Para cualesquiera dos familias, F y F ′, parametrizadas por una variedad S,

νF = νF ′ ⇔ F ≈ F ′.

Demostración. Observemos que la propiedad (1) equivale a pedir que Φ sea suprayec-
tiva, mientras que la propiedad (2) es equivalente a que Φ sea inyectiva. Por lo que (1)
y (2) se satisfacen si y sólo si el funtor moduli, Fam, es representable por (M,Φ).

1.4. Problemas para la existencia de espacios moduli

Dado un problema moduli, el hecho de que no exista un espacio moduli puede deberse
a distintos factores, pues como se ha visto cada problema depende en gran parte del
concepto de relación de equivalencia, tanto entre objetos como entre familias. Además
de estas consideraciones se pueden presentar los siguientes dos problemas.
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1.4.1. Automorfismos no triviales

Consideremos el siguiente problema moduli:

Ejemplo 1.4.1. [17, Página 23]. Endomorfismos de espacios vectoriales.

Consideremos el siguiente problema moduli:

i. A, colección de parejas (V, T ), donde V es un espacio vectorial de dimensión n
sobre C y T : V → V es un endomorfismo.

ii. Si (V, T ), (V ′, T ′) ∈ A, diremos que (V, T ) ∼ (V ′, T ′) si y sólo si existe un iso-
morfismo de espacios vectoriales h : V → V ′ tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

V
h //

T
��

V ′

T ′

��
V

h // V ′

.

iii. Una familia de endomorfismos de espacios vectoriales de dimensión n parametri-
zados por una variedad S es una pareja (E, T ), donde E es un haz vectorial de
rango n sobre S y T es un endomorfismo de E.

iv. (E, T ) ≈ (E′, T ′) si y sólo si existe un isomorfismo de haces vectoriales h : E → E′

tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

E
h //

T
��

E′

T ′

��
E

h // E′

.

A este problema moduli lo denotaremos por (Endn).

Observación 1.4.2. El problema moduli (Endn) se basa en el problema de la clasifica-
ción de parejas (V, T ) salvo isomorfismo, como todo isomorfismo de espacios vectoriales
de dimensión finita tiene asociado una matriz invertible, (Endn) es equivalente a la
clasificación de matrices cuadradas n× n salvo similaridad de matrices.

Proposición 1.4.3. No existe espacio moduli fino para (Endn).

Demostración. Supongamos que (M,U) es un espacio moduli fino para (Endn). Sea
S = P1 y consideremos los siguientes haces vectoriales sobre S:

1. el haz trivial de dimensión n: In = (Cn × S, π, S), donde π es la proyección en la
segunda coordenada.

2. el haz lineal: O(−1) = (L, π, S) donde L = {(x, l)|x ∈ l} ⊂ C2 × S y π es la
proyección en la segunda coordenada.

Se tienen las familias F = (In, Id) y F ′ = (In⊗O(−1), Id⊗ Id), dado que los grados de
los haces vectoriales de estas familias son distintos, las familias no son isomorfas. Por
otro lado νF (p) = [(Cn, Id)], ∀ p ∈ S y νF ′(p) = [(Cn⊗CC, Id⊗ Id)] ∀ p ∈ S. Entonces
νF = νF ′ , pero F y F ′ no son equivalentes, los cual es una contradicción a que (M,U)
sea espacio moduli fino. Por lo tanto no existe espacio moduli fino para (Endn).
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La Proposición 1.4.3 muestra que no siempre es posible encontrar un espacio moduli
fino para un problema moduli. La razón de la no existencia de un espacio moduli fino
en este caso se debe a la presencia de automorfismos no triviales entre los objetos, pues
en tal situación es posible encontrar familias F y F ′ no isomorfas tales que νF = νF ′ ,
lo que implica que no puede existir espacio moduli fino.

Una manera de resolver este tipo de problemas es considerar a los objetos junto con
sus automorfismos y no sólo al objeto en si, esto nos lleva al estudio de los Stacks, el
lector interesado en esta teoŕıa puede consultar [5] y [7].

1.4.2. Fenómeno del salto

Proposición 1.4.4. Sea (A,∼,F ,≈) un problema moduli. Supongamos que existen una
familia F parametrizada por una variedad conexa S y s0 ∈ S tales que, para cualesquiera
s, s′ ∈ S distintos de s0 se satisfacen:

i. Fs ∼ Fs′ .

ii. Fs � Fs0 .

Entonces no existe espacio moduli grueso.

Demostración. Supongamos que (M,Φ) es un espacio moduli grueso. Entonces, se tiene
el morfismo asociado a la familia F

νF : S →M.

Como S es conexa y νF es continua, νF (S) es conexa, pero de las hipótesis tenemos que
νF (S) consta únicamente de dos puntos, a saber [Fs] y [Fs0 ], que es disconexa y con ello
νF no es un morfismo, lo cual contradice el hecho de que Φ sea transformación natural.
Por lo tanto, no existe espacio moduli grueso.

El fenómeno presentado en la Proposición 1.4.4 se conoce como el fenómeno del
salto.

Proposición 1.4.5. No existe espacio moduli grueso para el problema moduli (Endn)
n > 1.

Demostración. Sea S = C y consideremos la familia de endomorfismos en (Endn),
F = (E, T ), donde E es el haz trivial de rango n sobre C y T : E → E es el endomorfismo
definido como:

((z1, .., zn), s) 7→




1 s 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . 1


z1

...
zn

 , s

 .

Para cada punto s ∈ S, el objeto en la familia F parametrizado por s está dado por
(Cn, Ts : Cn → Cn), donde Ts está definido por

1 s 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . 1
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Tenemos que, si t 6= 0 entonces Ts es similar al endomorfismo T1, pero T0 no es similar
a T1. Como C es conexo, entonces F es una familia que tiene el problema del fenómeno
del salto, por la Proposición 1.4.4, no existe espacio moduli grueso para (Endn).





CAPÍTULO 2

Teoŕıa de Invariantes
Geométricos

Existe una gran relación entre la teoŕıa de espacios moduli y teoŕıa de invariantes
geométricos (abreviada comúnmente por sus siglas en inglés GIT). El principal objeto
de estudio de esta última es la acción de un grupo algebraico G sobre una variedad
X y su objetivo es dar condiciones sobre esta acción y el grupo, de tal manera que el
espacio cociente de X por G tenga estructura de variedad algebraica (proyectiva). Dado
un problema moduli, en ocasiones es posible ver las clases de equivalencia como las
órbitas de la acción de un grupo G en una variedad X por lo que se puede dar solución
al problema moduli utilizando la teoŕıa de invariantes geométricos.

La teoŕıa de invariantes geométricos tiene como objetivo encontrar condiciones en
las que se pueda asegurar que el conjunto de órbitas X/G tiene estructura de variedad.
En el caso en el que X es una variedad af́ın, si G es un grupo actuando en X ⊂ An,
dicha acción induce una acción de G en el anillo coordenado de X, denotado por A[X], y
mediante esta acción se introduce la K-álgebra de invariantes de la acción, denotada por
A(X)G, la cual está formada por los polinomios f ∈ A[X] que son invariantes bajo la
acción del grupo, es decir, f(x) = f(gx) para todo g ∈ G. Debido a la relación que existe
entre variedad afines y las K-álgebras, una de las primeras preguntas que surgen en la
teoŕıa de invariantes geométricos es, si X/G = Spec(A(X)G), ¿cuándo Spec(A(X)G) es
una variedad af́ın?. El Teorema de Nagata (ver Teorema 2.4.5) nos dice que, si R es una
álgebra finitamente generada y G es un grupo algebraico reductivo (como por ejemplo
G = GL(n,K), el grupo de matrices n × n invertibles) que actúa en R, entonces la
álgebra de invariantes de esta acción es finitamente generado y en este caso se sigue que
X/G = Spec(A(X)G), por lo que podemos dar una estructura de variedad a nuestro
conjunto de clases de equivalencia. El caso af́ın se presenta en la sección 2.4.

Cuando X ⊂ Pn es una variedad proyectiva, no siempre es posible darle una estruc-
tura de variedad proyectiva al conjunto de clases de equivalencia de objetos, tal como

17
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en el caso af́ın. D. Mumford demuestra (ver Teorema 2.5.3) que, luego de descartar al-
gunos puntos espećıficos de X (llamados puntos inestables), para el conjunto resultante,
denotado por Xss y llamado conjunto de puntos semiestables, el cociente Xss/G posee
estructura de variedad proyectiva. Este caso se presenta en la sección 2.5. Encontrar
los puntos semiestable es, en general, un problema complicado. Uno de los más grandes
aportes dentro de la teoŕıa de invariantes geométricos es el criterio de Hilbert-Mumford
(ver Teorema 2.6.5) el cual permite determinar los puntos semiestables mediante los ho-
momorfismos de grupos no triviales entre K∗ y G (llamados subgrupos a un parámetro
de G). Dicho criterio se menciona en la sección 2.6.

El considerar a X encajado de distintas formas dentro de un espacio proyectivo Pn
puede ocasionar que la estructura del cociente X/G cambie. Una manera de realizar dis-
tintos encajes es a través de las secciones globales de un haz lineal sobre X, en ocasiones
es posible levantar la acción de G a dichos haces lineales, esta nueva acción es llamada
linealización de la acción de G, y en estos casos podemos definir la semiestabilidad de
un punto de X en base a las secciones globales invariantes de esta linealización. Estos
conceptos se presentan en la sección 2.7.

Finalmente, en la sección 2.8 mostraremos como se puede usar la teoŕıa de invariantes
geométricos para construir un espacio moduli.

2.1. Grupos algebraicos y acción lineal

En esta sección introduciremos los principales objetos de estudio de la teoŕıa de
invariantes geométricos; los grupos algebraicos y el concepto de acción lineal de un
grupo algebraico.

Definición 2.1.1. Un grupo algebraico es un grupo G con estructura de variedad
algebraica tal que las operaciones

G×G→ G; (g, h) 7→ gh.

G→ G; g 7→ g−1.

son morfismos de variedades algebraicas. Un grupo algebraico isomorfo a un subgrupo
cerrado del grupo de matrices invertibles, GL(n,K), es llamado grupo algebraico
lineal.

Ejemplo 2.1.2. Los grupos GL(n,K), el grupo especial lineal SL(n,K), es decir, el
grupo de matrices con determinante igual a 1 y la proyectivización del grupo de matrices
invertibles PGL(n,K) son ejemplos de grupos algebraicos lineales.

Definición 2.1.3. Si G y H son grupos algebraicos, un homomorfismo de gru-
pos algebraicos es un homomorfismo de grupos φ : G → H, que es un morfismo de
variedades algebraicas.

Definición 2.1.4. Una acción de un grupo algebraico G en un variedad X es un
morfismo

σ : G×X → X,

tal que para todo g, h ∈ G, x ∈ X



2.1 Grupos algebraicos y acción lineal 19

i. σ(g, σ(h, x)) = σ(gh, x),

ii. σ(e, x) = x,

donde e es elemento identidad de G.

Por simplicidad escribiremos gx en lugar de σ(g, x).

Definición 2.1.5. Dada una acción de un grupo algebraico G en X y x ∈ X, definimos
el estabilizador de x Gx y la órbita de x O(x) como:

Gx = {g ∈ G | gx = x},

O(x) = {gx ∈ X | g ∈ G}.

El conjunto de órbitas lo denotaremos por

X/G = {O(x) | x ∈ X}.

Diremos que un subconjunto W ⊂ X es G-invariante o invariante por la acción
de G si gW = {gw | w ∈W} ⊂W para todo g ∈ G.

Si φ : X → Y es un morfismo de variedades, diremos que φ es invariante o G-
invariante si para todo x ∈ X, g ∈ G se tiene que

φ(gx) = φ(x).

Ejemplo 2.1.6. La aplicación

GL(n,K)× An → An,

que consiste en aplicar una matriz g al punto (x1, ..., xn) es una acción que consta sólo
de dos órbitas An − {0} y {0}.

Observación 2.1.7. Supongamos que G es un grupo algebraico actuando en una va-
riedad X, dicha acción induce una acción en el anillo coordenado de X, de la siguiente
manera:

G×A[X]→ A[X]

(g, f) 7→ fg,

donde fg : X → K está definida como x 7→ f(g−1x).

Definición 2.1.8. Un elemento f ∈ A[X] es invariante por la acción de G, si
fg = f para toda g ∈ G. Si W es un subconjunto abierto e invariante de X, definimos
el conjunto

A(W )G := {f ∈ A[W ] | fg = f ∀g ∈ G}.

Definimos la K-álgebra de invariantes de la acción como A(X)G.
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Ejemplo 2.1.9. Sea R = C[x1, .., xn] el anillo de polinomios en n variables con co-
eficientes complejos y Sn el grupo de permutaciones de {1, .., n}. Tenemos la siguiente
acción

Sn ×R→ R

(σ, f(x1, ..., xn)) 7→ f(xσ−1(1), ..., xσ−1(n)).

Denotamos por ⊂ RSn a la C-álgebra generada por los polinomios Sn-invariantes. Ob-
servemos que las funciones:

f1(x1, ..., xn) = x1 + · · ·+ xn.

f2(x1, ..., xn) =
∑

1≤i<j≤n
xixj

....

fn(x1, ..., xn) = x1 · · ·xn,

son Sn-invariantes. Sea A el espacio generado por {f1, ..., fn}, entonces A ⊂ RSn .
Además, cada elemento de RSn puede escribirse de manera única como una combinación
lineal en los polinomios fi ∈ A. Aśı que RSn es una C-álgebra finitamente generada. En
este caso RSn es llamado el anillo de funciones simétricas.

Definición 2.1.10. Sea σ : G×X → X una acción de un grupo algebraico lineal en una
variedad algebraica X en Kn+1 (o proyectiva en Pn), diremos que G actúa linealmente
sobre X o que la acción es lineal si existe un homomorfismo de grupos

ρ : G→ GL(n+ 1,K),

tal que gx = ρ(g)x.

Ejemplo 2.1.11. Sea X = P2 y G = C∗, el grupo multiplicativo de C. Entonces

σ : G×X → X

(t, (x : y : z)) 7→ (tx : ty : t−1z),

es una acción lineal:
Dados r, t ∈ G y (x : y : z) ∈ X se tiene que:

i. r(t(x : y : z)) = r(tx : ty : t−1z) = (rtx : rty : r−1t−1z) = (rt)(x : y : z).

ii. 1(x : y : z) = (x : y : z),

por lo que σ es una acción. Además

ϕ : G→ GL(n,C); t 7→

 t 0 0
0 t 0
0 0 t−1

 ,

es morfismo de grupos algebraicos y se tiene que t(x : y : z) = ϕ(t)(x : y : z). Por lo
tanto σ es una acción lineal.
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El siguiente lema nos dice que todo subespacio W , de dimensión finita, de A[X] está
contenido en un subespacio invariante y de dimensión finita y la restricción de la acción
a este subespacio es lineal.

Lema 2.1.12. [17, Lema 3.1]. Sea G un grupo algebraico actuando en una variedad X
y W un subespacio de dimensión finita de A[X]. Entonces

i) Si W es invariante, la acción de G sobre W es lineal.

ii) W está contenido en un subespacio de A[X], invariante y de dimensión finita.

2.2. Grupos Reductivos

Los resultados más importantes en la teoŕıa de invariantes geométricos de D. Mum-
ford (ver [12]) se basan en el hecho de que el grupo en consideración sea reductivo
(geométricamente reductivo).

Definición 2.2.1. Un grupo algebraico lineal G se dice geométricamente reductivo
(resp. linealmente reductivo) si, para cada acción lineal de G en An, y cada punto
v ∈ An no cero e invariante por la acción de G, existe f ∈ K[x1, ...xn], homogéneo,
invariante, de grado ≥ 1 (resp. igual a uno) tal que f(v) 6= 0.

En el siguiente ejemplo se presenta un grupo que no es geométricamente reductivo.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el grupo aditivo G+ := (K,+), es decir, el grupo cuyos
elementos elementos del campo con la suma.
Podemos identificar este grupo como un subgrupo de GL(2,K) de la siguiente manera:

G+ =

{[
1 a
0 1

]
∈ GL(2,K) : a ∈ K

}
,

consideremos la acción lineal

G+ × An → An([
1 a
0 1

]
, (x1, x2)

)
7→ (x1 + ax2, x2),

el punto (1, 0) es invariante por G+. Supongamos que existe un polinomio f(x1, x2) ∈
K[x1, x2]

f(x1, x2) = a0x
r
2 + a1x1x

r−1
2 + · · ·+ xr1,

homogéneo, invariante y de grado r ≥ 1 tal que f(0, 1) 6= 0, entonces f(x1, x2) =
f(x1 + ax2, x2) para toda a ∈ K, en particular tenemos que f(0, 1) = f(a, 1) para toda
a ∈ K, aśı que

a0 = a0 + a1a+ ·+ ar−1a
r−1 + ar,

por lo lo que

a1a+ ·+ ar−1a
r−1 + ar = 0, para toda a ∈ K,

lo cual no es posible ya que cualquier polinomio no cero tiene un número finito de ráıces,
pues K es algebraicamente cerrado. Por lo que G+ no es geométricamente reductivo.
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Sean W1 y W2 subconjuntos de X, cerrados y disjuntos. Entonces existe f ∈ A[X] tal
que f(W1) = 0, f(W2) = 1, el siguiente lema nos dice que, si además los subconjuntos
W1 y W2 son invariantes, el polinomio f puede elegirse invariante. En otras palabras
A[X]G separa subconjunto cerrados e invariantes.

Lema 2.2.3. [17, Lema 3.3]. Sea G un grupo geométricamente reductivo actuando en
una variedad X y sean W1,W2 subconjuntos de X, invariantes, cerrados y disjuntos.
Entonces existe f ∈ A[X]G tal que

f(W1) = 0, f(W2) = 1.

Definición 2.2.4. Sea G un grupo algebraico lineal, un elemento u ∈ G se dice uni-
potente si existe un entero r tal que (u − id)r = 0. El grupo G se llama unipotente
si todos sus elementos son unipotentes.

A continuación damos la definición de grupo reductivo.

Definición 2.2.5. Sea G un grupo algebraico lineal, denotaremos por Gu el subgrupo
maximal, normal, unipotente deG. El radical unipotente de G denotado porRu(G) es
la componente conexa de la identidad en Gu. Se dice que G es reductivo si Ru(G) = e,
donde e es el elemento identidad.

Ejemplo 2.2.6. El toro algebraico de dimensión n, T := K∗n, es reductivo.

Podemos considerar a T como un subgrupo de las matrices diagonales invertibles.
Si u = (u1, ..., un) ∈ T es unipotente se tiene que (u− id)r = 0 para algún entero r, por
lo que uj = 1 para toda j ∈ {1, ..., n}, por lo que Ru(T ) = {(1, ..., 1)} y por tanto T es
reductivo.

Ejemplo 2.2.7. G = GL(n,K) es reductivo.

Para n = 1 tenemos que G = K∗, que por el Ejemplo 2.2.6 es reductivo. Supongamos
n > 1 y denotemos por R = Ru(G)al radical unipotente. Sea x ∈ R, entonces existe un
entero r tal que (x− id)r = 0. Supongamos, para obtener una contradicción, que x 6= id
y consideremos su forma de Jordan

xJ =


xj1 0 · · · 0
0 xj2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 0
0 0 · · · xjk

, donde xjk son sus bloques de Jordan.

Como xJ 6= Id tenemos que xj1 es una matriz m1 ×m1, con m1 > 1, de la forma:
1 1 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1
0 0 · · · 1

 .

Como R es un subgrupo normal, se sigue que xJ ∈ R, además xJ = gxtJg
−1 para

algún g ∈ G, por lo que xtJ ∈ R. Luego el producto y = xJ(xtJ) ∈ R. Entonces
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y =


y1 0 · · · 0
0 y2 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 0
0 0 · · · yk

; donde yk =


2 1 · · · 0 0
1 2 · · · 0 0
...

... · · ·
...

...
0 0 · · · 2 1
0 0 · · · 1 1

, 1 ≤ j ≤ k.

Sin embargo, y no es unipotente, pues:

y − id =


1 1 · · · 0 0
1 1 · · · 0 0
...

... · · ·
...

...
0 0 · · · 1 1
0 0 · · · 1 0

, (y − id)2 =


2 2 · · · 0 0
2 2 · · · 0 0
...

... · · ·
...

...
0 0 · · · 2 1
0 0 · · · 1 1

 , . . . ,

(y − id)r 6= id, r ∈ N.

Pero esto es una contradicción ya que y ∈ R, aśı que R = {id} y por tanto G es
reductivo.

Ejemplo 2.2.8. SL(n,K) es un grupo reductivo.

Recordemos que todo subgrupo normal de SL(n,K) es un subgrupo normal de
GL(n,K). Además, todo conjugado en GL(n,K) es conjugado en SL(n,K).
Si x, y ∈ SL(n,K) son conjugados en GL(n,K), entonces x = gyg−1 para algún
g ∈ GL(n,K). Definimos

h := g/ n
√

det(g).

Entonces h ∈ SL(n,K) y tenemos que x = hyh−1. Sea H ⊂ SL(n,K) un subgrupo
normal conexo y unipotente en SL(n,K), entonces H es normal conexo y unipotente
en GL(n,K) (H tiene la topoloǵıa de subespacio). Por el Ejemplo 2.2.7 sabemos que
GL(n,K) es reductivo, aśı que H ⊂ Ru(GL(n,K)) = {Id} lo que implica que H = {Id}.
Por tanto SL(n,K) es reductivo.

En 1939 el matemático alemán Hermann Weyl prueba, que en campos de caracteŕısti-
ca cero, todo grupo reductivo es linealmente reductivo (ver [10]). En 1964 se establece la
Conjetura de Mumford, la cual dećıa que todo grupo reductivo es geométricamente
reductivo, tal conjetura fue demostrada, diez años después, por William Haboush (ver
[23]). Con lo que se obtuvo el siguiente teorema:

Teorema 2.2.9. Sea G un grupo algebraico lineal sobre un campo K. Entonces, G es
reductivo si y sólo si G es geométricamente reductivo.

2.3. Cociente Categórico y Cociente Bueno

Si G es un grupo algebraico actuando en una variedad X, el objetivo esencial de la
teoŕıa de invariantes geométricos es dar condiciones sobre G y la acción de tal manera
que el cociente X/G tenga estructura de variedad. En esta sección introduciremos los
conceptos de cociente bueno, cociente categórico y cociente geométrico.
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Definición 2.3.1. SeaG un grupo actuando en la variedadX. Un cociente categórico
de X por G es un par (Y, φ), donde Y es una variedad y φ : X → Y es un morfismo
sobreyectivo tal que:

(i) φ es G-invariante.

(ii) Para cualquier variedad Z y morfismo ψ : X → Z G-invariante, existe un único
morfismo χ : Y → Z tal que χ ◦ φ = ψ.

Si además φ−1(y) consiste de una sola órbita para todo y ∈ Y , decimos que (Y, φ) es un
espacio órbitas.

Como veremos en la sección 2.8 un espacio de órbitas está estrechamente relacionado
con el concepto de espacio moduli fino, mostrando la gran relevancia del uso de la teoŕıa
de invariantes geométricos al trabajar con problemas moduli.

Definición 2.3.2. Un cociente bueno de X por G es una pareja (Y, φ), donde Y es
una variedad y φ : X → Y es un morfismo af́ın que satisface las siguientes condiciones:

i. φ es G-invariante.

ii. φ es sobreyectivo.

iii. Si U es un abierto de Y , entonces

φ∗ : A[U ]→ A[φ−1(U)]

es un isomorfismo de A[U ] sobre A[φ−1(U)]G

iv. Si W es un subconjunto invariante y cerrado de X, entonces φ(W ) es cerrado.

v. Si W1,W2 son subconjuntos de X, cerrados, invariantes y disjuntos, entonces

φ(W1) ∩ φ(W2) = ∅.

Un cociente bueno (Y, φ) se llama cociente geométrico si para todo y ∈ Y , la
fibra φ−1(y) consiste de una única órbita.

Observación 2.3.3. Si (Y, φ) es un cociente bueno de X por G, entonces:

1. la función

φ̄ : X/G→ Y

O(x) 7→ φ(x),

está bien definida, pues por (i) φ es invariante y es suprayectiva, pues por (ii) φ
es suprayectiva,

2. por continuidad, φ̄(O(x)) = {φ(x)} y por tanto, si todas las órbitas son cerradas,
(v) implica que φ̄ es inyectiva y con ello φ̄ es una biyección,

3. de (ii) y (iii), se tiene que A[Y ] ∼= A[X]G, por lo que

Spec(A[X]G) = Spec(A[Y ]) = Y.
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Lema 2.3.4. Si (Y, φ) es un cociente bueno, entonces para x1, x2 ∈ X se tiene que
φ(x1) = φ(x2) si y sólo si O(x1) ∩O(x2) 6= ∅.

Demostración. Si x ∈ O(x1) ∩O(x2), por continuidad, se tiene que

φ(x1) = φ(x) = φ(x2).

Como O(x1) y O(x2) son subconjuntos cerrados e invariantes, si O(x1) ∩ O(x2) = ∅,
entonces φ(O(x1)) ∩ φ(O(x2)) = ∅, por lo que φ(x1) 6= φ(x2).

Proposición 2.3.5. Todo cociente bueno es un cociente categórico.

Demostración. Sea (Y, φ) un cociente bueno de X por G. En particular φ : X → Y es
sobreyectivo e invariante, por lo que solo resta verificar la propiedad (ii) de cociente
categórico. Consideremos Z una variedad y ψ : X → Z un morfismo constante en las
órbitas. Dado y ∈ Y existe x ∈ X tal que φ(x) = y, pues φ es sobre. Definimos

χ : Y → Z

y 7→ ψ(x).

Sean x1, x2 ∈ X tales que φ(x1) = φ(x2), por el Lema 2.3.4, existe w ∈ X tal que

w ∈ O(x1) ∩O(x2),

dado que φ es constante en las órbitas, por continuidad se tiene que

χ(x1) = χ(w) = χ(x2).

Aśı que χ está bien definida y por construcción tenemos que ψ = χ ◦ φ. Si ρ : Y → Z es
otro morfismo con las mismas propiedades que χ se sigue que

χ ◦ φ = ψ = ρ ◦ φ,

como φ es sobre concluimos que χ = ρ y con ello se obtiene la unicidad de χ.

Resta ver que χ es un morfismo. Dado U ⊂ Z abierto, se tiene que ψ−1(U) =
φ−1(χ−1(U)) es abierto en X, por lo que C = X − ψ−1(U) es cerrado. Se tiene que C
es invariante, pues si existen c ∈ C y g ∈ G tales que gc /∈ C, entonces gc ∈ ψ−1(U) y
como ψ es invariante se tendŕıa que c ∈ ψ−1(U) lo cual no es posible. Como (Y, φ) es
un cociente bueno, φ(C) es cerrado, notemos que

φ(C) = Y − φ(ψ−1(U)) = Y − χ−1(U),

por lo que χ−1(U) es abierto y aśı χ es continua. Además, para cada U ⊂ Z abierto
af́ın, dado que (Y, φ) es un cociente bueno, se tiene un homomorfismo

A[χ−1(U)]→ A[φ−1(χ−1(U))] = A[ψ−1(U)],

y con ello tenemos un homomorfismo A[χ−1(U)] → A[U ] el cual induce un morfismo
ΓU : U → χ−1(U) tal que ψ|U = ΓU ◦φ. De la unicidad de χ se sigue que ΓU = χ|U para
todo U af́ın, por lo que χ es un morfismo algebraico. Por lo tanto (Y, φ) es un cociente
categórico.
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De la Proposición 2.3.5 concluimos que todo cociente geométrico es un espacio de
órbitas. Además todo cociente bueno, y por tanto todo cociente categórico, satisface las
siguientes propiedades locales respecto a Y :

Proposición 2.3.6. Sea X una variedad af́ın y G un grupo algebraico lineal actuando
en X, entonces

1. si (Y, ϕ) es un cociente bueno (resp. cociente categórico) de X por G y U ⊂ Y es
abierto, entonces (U,ϕ|ϕ−1(U)) es un cociente bueno (resp. cociente categórico) de
ϕ−1(U) por G,

2. si ϕ : X → Y y {Ui} es una cubierta abierta de Y tal que (Ui, ϕ|ϕ−1(Ui)) es un
cociente bueno (resp. cociente categórico) de ϕ−1(Ui) por G para todo i, entonces
(Y, ϕ) es un cociente bueno (resp. cociente categórico) de X por G.

Demostración. Por la Proposición 2.3.5 resta verificar (1) y (2) para cocientes buenos.

1. Sea (Y, ϕ) un cociente bueno de X por G y U ⊂ Y abierto.

• Como ϕ es invariante y sobreyectivo, ϕ|ϕ−1(U) es invariante y sobreyectivo.

• Si V ⊂ U es un abierto, entonces A(V ) ∼= A(ϕ−1(V ))G, pues esta es una
propiedad local de ϕ y U es abierto.

• Sean W1,W2 ⊂ ϕ−1(U) cerrados disjuntos y G-invariantes en ϕ−1(U). Su-
pongamos, para obtener una contradicción, que

ϕ(W1) ∩ ϕ(W2) 6= ∅.

Podemos tomar y ∈ ϕ(W1) ∩ ϕ(W2) ⊂ U . Sean W1,W2 la cerradura de
W1 y W2 en X respectivamente. Entonces ϕ−1(y) ∩W1 y W2 son cerrados
G-invariantes en X tales que

y ∈ ϕ(ϕ−1(y) ∩W1) ∩ ϕ(W2),

como (Y, ϕ) es cociente bueno, existe

x ∈ (ϕ−1(y) ∩W1) ∩W2,

por tanto x ∈ ϕ−1(U) ∩W1 ∩W2 = W1 ∩W2, lo cual es una contradicción
pues W1 ∩W2 = ∅. Por lo tanto

ϕ(W1) ∩ ϕ(W2) = ∅.

• Sea W ⊂ ϕ−1(U) cerrado invariante.
Sea W la cerradura de W en X, como W es invariante, se tiene que ϕ(W )
es cerrado en Y pues (Y, ϕ) es cociente bueno de X por G.
Supongamos que ϕ(W ) no es cerrado en U , entonces podemos tomar

y ∈ ϕ(W )
U \ ϕ(W ) (donde ϕ(W )

U
representa la cerradura en U).

Se tiene que ϕ−1(y) ∩W = ∅, pues de lo contrario, ϕ−1(y) ∈ W y como ϕ
es sobreyectivo tendŕıamos que y ∈ ϕ(W ) lo cual no es posible. Por tanto
ϕ−1(y) y W son dos cerrados invariantes y disjuntos en ϕ−1(U) , por lo que

{y} ∩ ϕ(W ) = ∅,

lo cual es una contradicción pues y ∈ ϕ(W ) \ ϕ(W ). Por lo tanto, ϕ(W )
U

=
ϕ(W ).
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2. Supongamos que ϕ : X → Y y que {Ui} es una cubierta abierta de Y tal que
(Ui, ϕ|ϕ−1(Ui)) es un cociente bueno de ϕ−1(Ui) por G para todo i.

• Sea y ∈ Y , como {Ui} es una cubierta abierta de Y , y ∈ Ui0 para algún i0,
dado que ϕ : ϕ−1(Ui0) → Ui0 es sobre, existe x ∈ ϕ−1(Ui0) ⊂ X tal que
ϕ(x) = y ∈ Ui0 ⊂ Y . Por tanto ϕ : X → Y es sobreyectivo.

• Sean g ∈ G y x ∈ X, entonces x ∈ ϕ−1(Ui) para algún i, como (Ui, ϕ|ϕ−1(Ui))
es un cociente bueno de ϕ−1(Ui) por G, ϕ(gx) = ϕ(x). Por tanto ϕ es G-
invariante.

• Sea U ⊂ Y un abierto. Para ver que ϕ∗ : A(U) → A(ϕ−1(U)) es un isomor-
fismo, basta tomar una cubierta por básicos.
Consideremos a todos los básicos Yf tales que Yf ⊂ U∩Ui. Como cada (Ui, ϕ)
es cociente bueno de ϕ−1(Ui), se tiene ϕ∗ : A(Yf ) → A(ϕ−1(Yf )) ⊂ ϕ−1(U)
es isomorfismo para cada básico Yf ⊂ U .

• Sean W1,W2 ⊂ X cerrados invariantes y disjuntos en X.
Supongamos que ϕ(W1) ∩ ϕ(W2) 6= ∅ y sea y ∈ ϕ(W1) ∩ ϕ(W2), veamos que
esto nos lleva a una contradicción. Existe Ui0 tal que y ∈ Ui0 . Notemos que
W1∩ϕ−1(Ui) y W2∩ϕ−1(Ui) son cerrados invariantes y disjuntos en ϕ−1(Ui)
para toda i. Como (Ui0 , ϕ|ϕ−1(Ui0

)) es cociente bueno de ϕ−1(Ui0) por G, se
tiene que

y ∈ ϕ(W1 ∩ ϕ−1(Ui0)) ∩ ϕ(Wi ∩ ϕ−1(Ui0)) = ∅,
lo cual es una contradicción. Por lo que

ϕ(W1) ∩ ϕ(W2) = ∅.

• Si W ⊂ X es un cerrado invariante.

Supongamos que ϕ(W ) no es cerrado, entonces podemos tomar

y ∈ ϕ(W ) \ ϕ(W ).

Luego y ∈ Ui0 para algún i0. Consideremos a los conjuntos ϕ−1(y) y W ∩
ϕ−1(Ui0), estos son disjuntos, cerrados e invariantes en ϕ−1(Ui0). Como
(Ui0 , ϕ|ϕ−1(Ui0

)) es cociente bueno de ϕ−1(Uio) por G se tiene que

{y} ∩ ϕ(W ∩ ϕ−1(Ui0)) = ∅,

en Ui0 , esto implica que {y} ∩ ϕ(W ) ∩ Ui0 = ∅, lo cual es una contradicción
pues y /∈ ϕ(W ). Por lo tanto ϕ(W ) es cerrado.

Observación 2.3.7. Estas propiedades locales se conservan en el caso de tener un
espacio de órbitas, en el siguiente sentido:

i. si (Y, ϕ) es un espacio de órbitas, entonces (U,ϕ|ϕ−1(U)) también es un espacio de
órbitas para cada abierto U ⊂ Y , pues para todo y ∈ U ⊂ Y se tiene que ϕ−1(y)
es una sola órbita en X,

ii. si (Ui, ϕ|ϕ−1(Ui)) es un espacio de órbitas para cada i, entonces (Y =
⋃
Ui, ϕ)

también es un espacio de órbitas, pues para cada y ∈ Y existe i tal que y ∈ Ui,
luego ϕ−1(y) es una sola órbita en ϕ−1(Ui) ⊂ X.
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2.4. Cocientes de Variedades Afines

En esta sección veremos que si X es una variedad af́ın y existe un grupo reductivo
G actuando de manera racional entonces existe un cociente bueno de X por G.

Definición 2.4.1. Sea G un grupo algebraico y R una K-álgebra. Una acción racional
de G en R es una acción

G×R→ G

(g, f) 7→ fg,

tal que

i. para todo g ∈ G, f 7→ fg es un K-automorfismo de R,

ii. para cada f ∈ R, existe un subespacio vectorial de dimensión finita W de R,
f ∈W y G-invariante tal que G×W →W es lineal.

En tal contexto, decimos que G actúa racionalmente en R.

Lema 2.4.2. [17, Lema 3.4.1]. Sea G un grupo reductivo actuando racionalmente en
una K-álgebra finitamente generada R. Sea J un ideal en R , invariante bajo la acción
de G. Si f ∈ (R/J)G, entonces f t ∈ RG/(J ∩RG) para algún entero positivo t.

Observación 2.4.3. Tenemos que:

i. (R/J)G es una K-álgebra entera sobre RG/(J ∩RG) (Lema 2.4.2).

ii. Si G ×X → X es una acción lineal de un grupo reductivo G en X, por el Lema
2.1.12 la acción inducida en A[X] (ver Observación 2.1.7) es una acción racional.

Lema 2.4.4. [17, Lema 3.4.2] Sea G un grupo reductivo actuando racionalmente en
una K-álgebra finitamente generada R. Si f1, ..., fs ∈ RG y f ∈ (

∑
fiR)∩RG, entonces

f t ∈
∑
fiR para algún entero positivo t.

El siguiente teorema es uno de los más importantes resultados dentro de GIT.

Teorema 2.4.5 (Nagata). [17, Teorema 3.4]. Sea G un grupo geométricamente reduc-
tivo actuando racionalmente en una K-álgebra finitamente generada R. Entonces RG es
finitamente generada.

Como toda acción lineal de un grupo reductivo G en una variedad af́ın X induce
una acción racional en A[X], el Teorema de Nagata 2.4.5 nos dice que la K-álgebra
de invariantes de la acción es finitamente generada, tal hecho se utiliza para probar el
siguiente teorema:

Teorema 2.4.6. Sea G un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad af́ın
X. Entonces existe una variedad af́ın Y y un morfismo φ : X → Y tal que (Y, φ) es un
cociente bueno de X por G.

Demostración. Por el Teorema de Nagata 2.4.5 y (ii) de la Observación 2.4.3 se tiene
que A[X]G es finitamente generada, es decir existen f1, .., fs ∈ A[X]G tales que

A[X]G = K[f1, ..., fs].
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Sea J = {F ∈ K[y1, .., ys] : F (f1, ..., fs) = 0} y Y := V (J), la variedad asociada al ideal
J . Consideremos la aplicación

φ : X → Y

x 7→ (f1(x), ..., fs(x)).

Entonces, para demostrar que (Y, φ) es un cociente bueno de X por G, tenemos que:

1) φ es G-invariante:
Sea g ∈ G y x ∈ X, entonces

φ(gx) = (f1(gx), ..., fs(gx)) = (f1(x), ..., fs(x)) = φ(x),

la penúltima igualdad es cierta ya que fi es G-invariante para toda i = 1, .., s.

2) φ es sobreyectivo:
Sea y ∈ Y y sean f1, .., fr los generadores del ideal maximal en A[Y ] correspon-
diente a y.
Supongamos que

∑
fiA[X] = A[X], entonces∑

fiA[X] ∩A[X]G = A[X]G,

por el Lema 2.4.4 tenemos que para todo f ∈ A[X]G existe t ∈ N tal que f t ∈∑
fiA[X]G, pero como el ideal maximal es primo se sigue que f ∈

∑
fiA[X]G, lo

cual es una contradicción pues el ideal maximal es propio. Por lo tanto
∑
fiA[X]  

A[X] y con ello contenido en un ideal maximal M⊂ A[X], el cual corresponde a
algún punto x ∈ X que satisface φ(x) = y.

3) Para cada U ⊂ Y abierto, φ∗ : A[U ]→ A[φ−1(U)]G es un isomorfismo:
Es suficiente probar la afirmación en los abiertos básicos

U = Yf = {y ∈ Y : f(y) 6= 0},

donde f ∈ A[Y ]. En este caso tenemos que φ−1(U) = Xφ∗(f).
Como φ es sobreyectivo se tiene que φ∗ es inyectiva y dado que φ es invariante
obtenemos que A[Y ] = A[X]G, por lo que

A[U ] = A[Yf ] = A[Y ]f = (A[X]G)f = (A[X]φ∗(f))
G = A[φ−1(U)]G.

4) Si W1,W2 ⊂ X cerrados, invariantes y disjuntos, entonces

φ(W1) ∩ φ(W2) = ∅.

Por el Lema 2.2.3, existe f ∈ A[X]G tal que f(W1) = 0 y f(W2) = 1, por (3) se
tiene A[Y ] ∼= A[X]G aśı que existe h ∈ A[Y ] tal que f = g ◦ φ por lo que:

g(φ(W1)) = 0, g(φ(W2)) = 1.

Luego, φ(W1) ⊂ g−1(0) y φ(W1) ⊂ g−1(1), aśı que

φ(W1) ∩ φ(W2) = ∅.
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5) Si W ⊂ X es invariante y cerrado, entonces φ(W ) es cerrado:
Supongamos φ(W ) no es cerrado, entonces existe y ∈ φ(W ) \φ(W ), por lo que W
y φ−1(y) son cerrados, invariantes y disjuntos, por (4) tenemos que

φ(W ) ∩ {y} = ∅,

pero esto es una contradicción, pues y es elemento de ambos conjuntos. Por lo
tanto φ(W ) es cerrado.

2.5. Cocientes de Variedades Proyectivas

A diferencia de las variedades afines, cuando X ⊂ Pn es una variedad proyectiva, en
general no es posible construir un cociente bueno de una acción de un grupo algebraico
lineal G sobre X. Además tal cociente tiene una dependencia en el encaje. Sin embargo
D. Mumford demuestra que luego de descartar puntos espećıficos de X (llamados puntos
inestables), śı es posible construir un cociente bueno para dicha acción.

Supongamos que G es un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad
proyectivaX ⊂ Pn, entonces tenemos una acción inducida deG en el anillo de polinomios
en n+ 1 variables, dada por:

G×K[x0, ...xn]→ K[x0, ...xn]

(g, f) 7→ fg(x0, ...xn) = f(g−1(x0, ...xn)).

Dado f ∈ K[x0, ...xn] homogéneo, definimos

Xf = {x ∈ X | f(x) 6= 0}

Definición 2.5.1. Sea x ∈ X, diremos que x es:

1. semiestable si existe un polinomio f , invariante y homogéneo de grado≥ 1 tal
que f(x) 6= 0. Denotaremos al conjunto de puntos semiestables de X por Xss,

2. estable si es semiestable y además dim(O(x)) = dim(G) y la acción de G en
Xf = {z ∈ X | f(z) 6= 0} es cerrada. El conjunto de puntos estables de X se
denotará por Xs,

3. inestable si no es semiestable.

Observación 2.5.2. Si R = {f ∈ K[x0, ..., xn] : f es homogéneo, invariante y grado
positivo}, entonces:

Xss =
⋃
f∈R

Xf .

Dado que cada Xf es una abierto af́ın de X invariante por la acción de G, por el
Teorema 2.4.6 existe un cociente bueno (Yf , φf ) de Xf por G. Tenemos además que Xss

es abierto en X.
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Usando los hechos de la Observación 2.5.2 y las propiedades locales de un cociente
bueno, Proposición 2.3.6, es posible construir una variedad Y cubierta por los abiertos
afines Yf y un morfismo φ : Xss → Y que define un buen cociente de Xss por G. Por lo
tanto se tiene el principal Teorema de GIT, descrito para variedades proyectivas:

Teorema 2.5.3. [17, Teorema 3.14] Sea G un grupo reductivo actuando linealmente
sobre una variedad proyectiva X ⊂ Pn.

i. Existe un cociente bueno (Y, φ) de Xss por G, donde Y es una variedad proyectiva.

ii. Existe Y s ⊂ Y abierto tal que φ−1(Y s) = Xs y (Y s, φ) es un cociente geométrico
de Xs por G.

iii. Si x1, x2 ∈ Xss entonces

φ(x1) = φ(x2)⇔ O(x1) ∩O(x2) ∩Xss 6= ∅.

iv. Para x ∈ Xss,
x es estable ⇔ dim(O(x)) = dim(G) y O(x) es cerrada en Xss.

2.6. Criterio de Hilbert-Mumford

Pese a la gran importancia teórica de los resultados más relevantes en GIT, es de-
cir, los Teoremas 2.5.3 y 2.7.7, encontrar los puntos (semi)estables e inestables de una
variedad es complicado. Sin embargo existe un criterio, el criterio de Hilbert-Mumford,
que es de gran utilidad para determinar tales puntos. Dicho criterio será introducido
esta sección.

Un concepto relevante para poder utilizar el criterio de Hilbert-Mumford es el de
subgrupos a un parámetro.

Definición 2.6.1. Un subgrupo a un parámetro de G es un homomorfismo no
trivial λ : K∗ → G de grupos algebraicos. El conjunto de subgrupos a un parámetro de
G es denotado como Γ(G).

Sean G un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad proyectiva X ⊂ Pn
y λ : K∗ → G un subgrupo a un parámetro de G. Tenemos la representación de K∗ en
GL(n+ 1,K) definido de la siguiente forma

λ : K∗ → GL(n+ 1,K)

t 7→ λ(t) : Kn+1 → Kn+1

v 7→ λ(t)v.

Proposición 2.6.2. [18, Ejemplo 1.5.1.12] La representación λ : K∗ → GL(n + 1,K)
es diagonalizable, es decir, existe una base {v0, v1, . . . , vn} de Kn+1 tal que

λ(t)vi = trivi i ∈ {0, 1, . . . , n},

donde ri ∈ Z.
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Consideremos un punto x ∈ X y un subgrupo a un parámetro λ : K∗ → G de G.
Definimos el peso de x en vi como el entero ri tal que

λ(t)vi = trivi.

Sea la base {v0, v1, . . . , vn} que diagonaliza al subgrupo a un parámetro. Dado que
la acción de G es lineal, si x̄ =

∑n
i=0 aivi, entonces

λ(t)x̄ =
n∑
i=0

ait
rivi.

En el contexto anterior se tiene la siguiente definición:

Definición 2.6.3. Sea x ∈ X y λ un subgrupo a un parámetro de G. Definimos

µ : X × Γ(G)→ Z
(x, λ) 7→ min{−ri | ai 6= 0}.

Esta función se conoce como función µ de Mumford.

Dada una variedad proyectiva X ⊂ Pn y un punto x ∈ X, denotamos por X̃ al cono
af́ın de X y por x̄ ∈ X̃ a un elemento tal que x̄ ∈ x.

Lema 2.6.4. Sean G un grupo reductivo actuando en una variedad proyectiva X ⊂ Pn
y λ un subgrupo a un parámetro de G. Entonces

i. µ(x, λ) < 0 si, y sólo si, ĺımt→0 λ(t)x̄ no existe.

ii. µ(x, λ) > 0 si, y sólo si, ĺımt→0 λ(t)x̄ = 0.

iii. µ(gx, λ) = µ(x, g−1λg), para todo g ∈ G.

Demostración.

i. µ(x, λ) ≥ 0 si, y sólo si, ri ≥ 0 para todo i tal que ai 6= 0 si, y sólo si,

ĺım
t→0

λ(t)x̄ = ĺım
t→0

n∑
i=0

ait
rivi,

existe.

ii. µ(x, λ) > 0 si, y sólo si, ri > 0 para todo i tal que ai 6= 0 si, y sólo si,

ĺım
t→0

λ(t)x̄ = ĺım
t→0

n∑
i=0

ait
rivi = 0.

iii. Supongamos que {gv0, gv1, . . . , gvn} es una base que diagonaliza a λ, entonces,
existen ri ∈ Z tal que

λ(t)gvi = trigvi.
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Por lo tanto

(g−1λ(t)g)(vi) = g−1(λ(t)gvi).

= g−1trigvi.

= trivi.

Esto nos dice que {v0, v1, . . . , vn} es una base que diagonaliza a g−1λ(t)g. Por lo
tanto µ(gx, λ) = µ(x, g−1λ(t)g).

Por el Lema 2.6.4 (ii) se sigue que, si existe un subgrupo a un parámetro λ tal que

ĺım
t→0

λ(t)x̄ = 0,

entonces x es un punto inestable, esto debido a que el ĺımite pertenece a O(x̄).

El siguiente teorema, conocido como el criterio de Hilbert-Mumford, es muy útil
para obtener los puntos estables y semiestables de la acción.

Teorema 2.6.5 (Criterio de Hilbert-Mumford). [17, Teorema 4.9]. Sean G un grupo
reductivo actuando linealmente en una variedad proyectiva X ⊂ Pn y x un punto de X.
Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. x es semiestable si, y sólo si, µ(x, λ) ≤ 0 para todo subgrupo a un parámetro λ de
G.

2. x es estable si, y sólo si, µ(x, λ) < 0 para todo subgrupo a un parámetro λ de G.

3. x es inestable si, y sólo si, existe un subgrupo a un parámetro λ de G tal que
µ(x, λ) > 0.

La siguiente proposición clasifica los subgrupos a un parámetro de SL(n+ 1).

Proposición 2.6.6. [17, Observación 4.10]. Los subgrupos a un parámetro de SL(n+
1,K) son de la forma

λ : K∗ → SL(n+ 1,K)

t 7→ g


tr0 0 . . . 0

0 tr1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . trn

 g−1,

donde ri ∈ Z, r0 ≥ r1 ≥ . . . ≥ rn, r0 + . . .+ rn = 0 y g ∈ SL(n+ 1,K).

Por el Teorema 2.6.5 y la Proposición 2.6.6, se concluye el siguiente teorema.
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Teorema 2.6.7. [17, Proposición 4.11]. Si SL(n + 1,K) actúa linealmente sobre una
variedad proyectiva X, el punto x ∈ X es estable (resp. semiestable) si, y sólo si, para
todo subgrupo a un parámetro λ de la forma

λ : K∗ → SL(n+ 1,K)

t 7→


tr0 0 . . . 0

0 tr1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . trn

 ,

donde r0 ≥ r1 ≥ . . . ≥ rn, r0 + . . .+ rn = 0 y para todo g ∈ SL(n+ 1,K)

µ(gx, λ) < 0 (resp. ≤).

2.6.1. Uso del criterio de Hilbert-Mumford para hipersuperficies de
grado d en Pn

Consideremos una hipersuperficie H = V (f) ⊂ Pn de grado d. En base al problema
moduli 1.1.3 tenemos que H está determinada por los ceros de un polinomio homogéneo:

f(Y0, Y1, . . . , Yn) =
∑

ai0,...,inY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n , ai0,...,in ∈ C,

de grado d, además de que f es único salvo múltiplos escalares, es decir, dos polino-
mios de grado d generan la misma hipersuperficie si y sólo si uno es un múltiplo del otro.

El conjunto de polinomios de grado d en n + 1 variables forman un espacio vec-
torial, denotado por Cd[Y0, ..., Yn]. Tal espacio vectorial puede ser identificado con
el espacio vectorial de las secciones globales del haz vectorial OPn(d), denotado por
H0(Pn,OPn(d)).

Definición 2.6.8. Definimos la acción de SL(n+ 1,C) sobre X := P(H0(Pn,OPn(d)))
de la siguiente forma

β : SL(n+ 1,C)×X → X

(g, f) 7→ f(g−1(Y0, . . . , Yn)),

El siguiente teorema determina los pesos del polinomio con respecto a subgrupos a
un parámetro.

Lema 2.6.9. Sean una hipersuperficie H = V (f) ⊂ Pn de grado d definida por

f =
∑

ai0,...,inY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n ,

y λ : C∗ → SL(n+1) un subgrupo a un parámetro definido por λ(t) = diag{tr0 , . . . , trn}.
El peso de f en ai0,..,in está dado por

−dr0 − i1(r1 − r0)− · · · − in(rn − r0).
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Demostración. En este caso la base de Cd[Y0, ..., Yn], dada por los monomios Y i0
0 Y i1

1 . . . Y in
n

con i0 + · · · + in = d, diagonaliza la representación inducida por λ. Como la acción es
lineal se tiene que:

(λ(t), f) = f(λ(t)−1(Y0, . . . , Yn)).

= f(t−r0Y0, . . . , t
−rnYn).

=
∑

ai0,...,in(t−r0Y0)d−i1−...−in(t−r1Y1)i1 . . . (t−rnYn)in .

=
∑

ai0,...,int
(d−i1−...−in)(−r0)−i1r1−...−inrnY d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n .

Por lo tanto, los pesos están dados por

−dr0 − i1(r1 − r0)− · · · − in(rn − r0).

Por el criterio de Hilbert-Mumford, una hipersuperficie H es inestable si y sólo si

min{−dr0 − i1(r1 − r0)− · · · − in(rn − r0) | ai0,...,in 6= 0} > 0,

para algún subgrupo a un parámetro de SL(n+ 1,C).

Uno de los primeros resultados acerca de la estabilidad de hipersuperficies es el
relacionado con hipersuperficies no singulares:

Teorema 2.6.10. [2, Teorema 10.1]. Toda hipersuperficie no singular de grado d ≥ 2
es semiestable. Más aún, si d > 2, las hipersuperficies no singulares son estable.

Consideremos el caso en el d = 1, es decir que H = V (f) es un hiperplano, por lo
que H está determinado por un polinomio de la forma:

f(Y0, . . . , Yn) =
n∑
i=0

aiYi, ai ∈ C.

Por el Lema 2.6.9, se tiene que:

µ(H,λ) = min{−ri | ai 6= 0}.

Para este caso particular se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.6.11. Todo hiperplano es inestable.

Demostración. Sea H un hiperplano en Pn. Bajo un cambio de coordenadas podemos
suponer que H está determinado por f = Yn, consideremos el subgrupo a un parámetro
dado por r1 = · · · = rn−1 = 1 y rn = −n. Por el Lema 2.6.9, tenemos que:

µ(H,λ) = min{−ri | ai 6= 0} = −rn = n > 0,

por lo tanto H es inestable.
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Ahora consideremos el caso particular en el que H = V (f) con f ∈ C[x, y] un
polinomio de grado d en dos variables. Basta tomar los subgrupos a un parámetros de
SL(2,C) de la forma:

λ : C∗ → SL(2,C)

t 7→
(
tr 0
0 t−r

)
,donde r ∈ Z>0

En este contexto H es llamada forma binaria.

Teorema 2.6.12. Sea f(x, y) =
d∑
i=0

aix
d−iyi. La forma binaria determinada por f es

semiestable (estable) si y sólo si ai = 0 para cada i ≥ [d2 ] (resp. > [d2 ]), si y sólo si todo

punto p ∈ P1 tiene multiplicidad ≤ [d2 ] (resp. < d
2).

Demostración. Por el Lema 2.6.9, los pesos están dados por

−dr − i(−r − r).

Por lo que la función µ de Mumford está determinada por

min{r(2i− d) | ai 6= 0}.

Sea i0 = min{i | ai 6= 0}, entonces

min{r(2i− d) | ai 6= 0} = r(2i0 − d),

el cual es negativo o igual a cero (negativo) si y sólo si i0 ≤ d
2 (resp. i0 <

d
2). Por lo que:

H = V (f) es semiestable (estable) si y sólo si

f(x, y) =

[ d
2

]∑
i=0

aix
d−iyi

resp. f(x, y) =

[ d
2

]−1∑
i=0

aix
d−iyi


si y sólo todo punto p ∈ P1 tiene multiplicidad ≤ [d2 ] (resp. < d

2)

Los resultados antes presentados serán utilizados en el Caṕıtulo 4.

2.7. Linealización

Sean L es un haz lineal sobre X ⊂ Pn y G es un grupo algebraico actuando en X.
En ciertos casos es posible levantar la acción de G a L, a esta acción se le llama lineali-
zación de la acción de G, por lo que es posible dar una definición de punto semiestable
(estable) e inestable en términos de las secciones globales del haz, aśı que la estructura
del cociente de X por G puede cambiar si se tienen distintos haces lineales. En esta
sección introducimos el concepto de linealización y mencionamos uno de los resultamos
más importantes en GIT el Teorema 2.7.7, que nos dice que existe un cociente bueno
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del conjunto de puntos semiestables respecto a un haz linealizable L, Xss(L), por G.

Sea p : L → X un haz lineal sobre X, denotaremos por H0(X,L) al conjunto de
secciones globales del haz, esto es:

H0(X,L) := {s : X → L | p ◦ s = IdX}.

Definición 2.7.1. Sea X ⊂ Pn una variedad proyectiva, G un grupo algebraico actuan-
do en X y p : L → X un haz lineal sobre X. Una linealización de la acción de G
con respecto a L es una acción de G en L tal que:

i. para todo y ∈ L, g ∈ G,

p(gy) = gp(y),

ii. para todo x ∈ X, g ∈ G,

Lx → Lgx

y 7→ gy,

es lineal.

Una acción L-lineal de G en X es una acción de G en X junto con una linealización de
esta acción con respecto a L. En este contexto decimos que L es linealizable respecto
a la acción de G o G-linealizable.

Observación 2.7.2. Sea L una haz linealizable sobre X respecto a la acción de G. La
linealización induce una acción de G en H0(X,L), dada por

gs(x) = s(gx),

para cada g ∈ G, s ∈ H0(X,L) y x ∈ X.

El concepto de linealización nos permite definir los puntos semiestables, estables e
inestables, en términos de las secciones de L.

Definición 2.7.3. Sea X ⊂ Pn una variedad proyectiva y L un haz lineal sobre X. Para
cada acción L-lineal de un grupo reductivo G en X diremos que x ∈ X es un punto:

1. L-semiestable si para algún entero positivo r, existe una sección invariante f ∈
H0(X,L⊗r) tal que f(x) 6= 0 y

Xf = {y ∈ X | f(y) 6= 0} es af́ın.

Denotamos al conjunto de puntos semiestables por Xss(L).

2. L-estable si dim(O(x)) = dim(G), para algún entero positivo r, existe una sección
invariante f ∈ H0(X,L⊗r) tal que f(x) 6= 0, Xf es af́ın y la acción de G en Xf es
cerrada. Denotamos al conjunto de puntos estables por Xs(L).

3. L-inestable si no es L-semiestable.
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Como podemos observar los conjuntos Xss(L) y Xs(L) dependen del haz lineal y
por tanto de una linealización. No todo haz lineal posee una linealización, pero si X es
una variedad normal y L es un haz lineal sobre X, entonces existe n ∈ N tal que L⊗n

es linealizable (ver [12, Corolario 1.6]).

Sean X ⊂ Pn una variedad proyectiva y L la restricción a X del haz lineal OPn(1).
Cualquier acción lineal de G en X induce una acción L-lineal de G en X, y además se
tiene la siguiente proposición:

Proposición 2.7.4. [17, Proposición 3.19] Sea X ⊂ Pn una variedad proyectiva y L la
restricción a X del haz lineal OPn(1), entonces:

Xss(L) = Xss, Xs(L) = Xs.

Las definiciones de puntos L-semiestables (L-estables) pueden reducirse a las defi-
niciones dadas en términos de polinomios invariantes, considerando el siguiente lema:

Lema 2.7.5. [17, Lema 3.20]. Las siguientes dos condiciones para L un haz lineal sobre
X una prevariedad son equivalentes:

i. para todo x ∈ X, existe una sección f de L⊗r, para algún entero positivo r, tal
que f(x) 6= 0 y Xf es af́ın,

ii. existe un morfismo ψ : X → Pn tal que la imagen de X es isomorfa a una variedad
cuasi-proyectiva en Pn y ψ∗(OPn(1)) ∼= L⊗r para algún entero positivo r.

Definición 2.7.6. Un haz lineal L sobre X que satisfaga alguna de las dos propiedades
del Lema 2.7.5 se llama amplio.

Los haces lineales amplios jugarán un papel importante en el Caṕıtulo 3. Sea L es
un haz lineal amplio y supongamos que se tiene una linealización de G respecto a L. D.
Mumford prueba (ver [12, Proposición 1.7]) que el morfismo ψ del Lema 2.7.5 puede ser
elegido tal que las acciones de G en X y L⊗r sean inducidas por ψ a partir de una acción
de G en Pn. Más aún (ver [12, Ampliación 1.8]) ψ puede ser elegido de tal manera que

ψ−1(Ps) = Xs.

De manera similar al Teorema 2.5.3, tenemos el siguiente teorema en el contexto de
linealizaciones.

Teorema 2.7.7. [17, Teorema 3.21] Sea X una variedad y L un haz lineal sobre X.
Entonces para cada acción L-lineal de un grupo reductivo G en X,

i. Existe un cociente bueno (Y, φ) de Xss(L) por G, donde Y es una variedad pro-
yectiva.

ii. Existe Y s ⊂ Y abierto tal que φ−1(Y s) = Xs(L) y (Y s, φ) es un cociente geométri-
co de Xs(L) por G.

iii. Si x1, x2 ∈ Xss(L), entonces

φ(x1) = φ(x2)⇔ O(x1) ∩O(x2) ∩Xss(L) 6= ∅.

iv. Para x ∈ Xss(L),
x es estable ⇔ dim(O(x)) = dim(G) y O(x) es cerrada en Xss(L).
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2.8. Moduli y GIT

Para finalizar este caṕıtulo veremos una de las razones por las cuales la teoŕıa de
invariantes geométricos es de enorme utilidad para encontrar espacios moduli.

Definición 2.8.1. Dado un problema moduli como en la definición 1.1.2, diremos que
una familia X parametrizada por un variedad S tiene la propiedad universal local
si satisface: Para cualquier familia X ′ parametrizada por S′ y cualquier punto s ∈ S′
existe un vecindad U de s tal que la familia X|U es equivalente a la familia inducida
por un morfismo U → S. Diremos que la variedad S tiene la propiedad universal local
si existe una familia parametrizada por S con tal propiedad.

La teoŕıa de invariantes geométricos se convierte en una herramienta utilizada por
la teoŕıa de espacios moduli cuando en un problema moduli (A,∼,F ,≈), las clases de
equivalencias de los objetos pueden ser interpretadas como las órbitas de la acción de
un grupo en alguna variedad. Recordemos que si F es una familia parametrizada por
una variedad S, para cada s ∈ S, Fs corresponde a un elemento de A, en base a esto
definimos:

Definición 2.8.2. Sea (A,∼,F ,≈) un problema moduli. Si F es una familia parame-
trizada por una variedad S, diremos que una acción de G en S es una G-moduli acción
para el problema moduli si para cualesquiera dos elementos s, t ∈ S se tiene que
Fs ∼ Ft si, y sólo si, s y t pertenecen a la misma órbita.

El hecho de tener una G-moduli acción para un problema moduli nos permite ca-
racterizar los espacios moduli gruesos como lo muestra las siguiente proposición:

Proposición 2.8.3. [17, Proposición 2.13]. Sea (A,∼,F ,≈) un problema moduli. Su-
pongamos que existe una familia F parametrizada por S con la propiedad universal local
y que se tiene una G-moduli acción en S. Entonces:

(i) Un espacio moduli grueso es un cociente categórico de S por G.

(ii) Un cociente categórico de S por G es un espacio moduli grueso si y sólo si es un
espacio órbitas.

Demostración. Sea (M,φ) un cociente categórico de S por G. Consideremos los siguien-
tes dos conjuntos:

C = {ρ : S →M | ρ es constate en las órbitas},
T = {Φ: Fam→ hM | Φ es tranformación natural}.

Existe una biyección entre C y T , dada por las siguientes asignaciones:

1. Para cada Φ: Fam→ hM ∈ T definimos

ρ := Φ(S)(F ) = νF : S →M.

Por hipótesis, s, t ∈ S pertenecen a la misma órbita si y sólo si Fs ∼ Ft, por lo
tanto ρ ∈ C.
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2. Dado ρ ∈ C, se tiene la transformación natural Φ: Fam→ hM definida Φ(B)(T ) =
α, donde α se construye de la siguiente manera:
Sea B un familia parametrizada por T , como F tiene la propiedad universal local,
existen una cubierta abierta {Ui} de T y morfismos ψi : Ui → S tales que B|ui ≈
ψ∗i (F ), por lo que podemos definir morfismos

αi := ρ ◦ ψi : Ui →M.

En base a estos morfismos, construimos el morfismo α : T → M observando que,
si t ∈ Ui ∩ Uj , i 6= j, entonces Tψi(t) ∼ Tt ∼ Tψj(t) y como ρ es constante en las
órbitas, se tiene que αi(t) = αj(t).

La prueba se sigue al observar que, (M,φ) es un cociente categórico si y sólo si (M,Φ)
satisface que para cualquier variedad N y transformación natural ψ : Fam→ hN , existe
una única transformación natural

Ω: hM → hN ,

tal que ψ = Ω ◦Φ. Además, (M,Φ) satisface que Φ(pto) es biyección si y sólo si (M,Φ)
es un espacio de órbitas.

De los resultados de la teoŕıa de invariantes geométricos, Teorema 2.7.7, Proposición
2.3.2 y Proposición 2.8.3, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.8.1. En el contexto de la Proposición 2.8.3, para toda linealización L de
la G-moduli acción:

i. existe un cociente bueno de Xss(L) por G, al que denotaremos por Xss//LG, el
cual además es un cociente categórico,

ii existe un cociente geométrico de Xs(L) por G, al que denotaremos por Xs//LG,
el cual es un espacio moduli grueso.

Dado un problema moduli (A,∼,F ,≈) y unaG-moduli acción es posible utilizar GIT
para encontrar espacios moduli y con ello solucionar el problema moduli, como podemos
observar la estructura de los GIT-cocientes, Xss//LG y Xs//LG, puede cambiar al
variar el haz lineal, los principales resultados con respecto a este cambio se presentan
en el Caṕıtulo 3.



CAPÍTULO 3

Variación de GIT-cocientes

En este caṕıtulo damos un resumen de los principales resultados, sin demostración,
de la teoŕıa de variación de GIT-cocientes, las demostraciones pueden ser consultadas en
[21]. Como vimos en la sección 2.6, si X ⊂ Pn es una variedad proyectiva y G es un gru-
po reductivo actuando en X, la estructura de los GIT-cocientes, Xss//LG y Xs//LG,
puede cambiar al variar el haz lineal. M. Thaddeus es uno de los primeros en estudiar
este cambio, originando lo que se denomina teoŕıa de variación de GIT-cocientes (abre-
viado VGIT por sus siglas en inglés) cuyo principal objetivo es describir el cambio en las
estructuras de los GIT-cocientes al variar los haces lineales y por tanto laG-linealización.

Dados (A,∼,F ,≈), un problema moduli, y una G-moduli acción es posible utilizar
GIT, para encontrar espacios moduli y con ello solucionar el problema moduli. Dado
que la estructura de los GIT-cocientes, Xss//LG y Xs//LG, puede cambiar al variar
el haz lineal, los principales resultados de VGIT nos darán información sobre el cambio
entre los espacios moduli de nuestro problema.

El primer paso para entender la variación de los cocientes, dado que no todo haz
lineal es linealizable, es describir qué tipo de haces lineales son los que en realidad nos
interesan y en dónde es que vaŕıan, es decir, la descripción del espacio de parámetros
para haces lineales con propiedades adecuadas, este paso será descrito en la sección
3.1. Es posible que distintos haces lineales dentro del espacio de parámetros nos den un
mismo cociente, por lo que es posible definir una relación de equivalencia (llamada GIT-
equivalencia) en este espacio de parámetros. Uno de los principales resultados en VGIT,
demostrado por M. Thaddeus (ver Teorema 3.2.3), nos dice que el número de clases
de GIT-equivalencia es finito, por lo que es posible dar una estratificación del espacio
de parámetros. Todo esto será tratado en la sección 3.2. En la sección 3.3 presentamos
los principales resultados relacionados con el cambio que existe en los cocientes cuando
pasamos de un estrato a otro estrato adyacente.
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3.1. Espacio de parámetros para haces G-linealizables

Sea X ⊂ Pn una variedad proyectiva y G un grupo reductivo actuando en X. La
semiestabilidad de un punto depende de la existencia de secciones globales, aśı que
debemos asegurar que los haces lineales posean suficientes secciones. Daremos las de-
finiciones usadas para poder determinar el espacio de parámetros de los haces lineales
que nos interesan.

Dadas la acción de G en X y p : X → L una haz lineal, recordemos que L es G-
linealizable si existe una acción de G en L tal que, para todo y ∈ L, g ∈ G,

p(gy) = gp(y),

y para todo x ∈ X, g ∈ G,

Lx → Lgx

y 7→ gy,

es lineal.

Recordemos que un haz lineal L sobre X se dice amplio si existe un morfismo
ψ : X → Pn tal que la imagen de X es isomorfa a una variedad cuasi-proyectiva en Pn y
ψ∗(O(1)) ∼= L⊗r para algún entero positivo r. En otras palabras, L es amplio si existe
un entero r tal que L⊗r posee suficientes secciones globales para tener un encaje de X
en un espacio proyectivo.

Definición 3.1.1. Sea L una haz G-linealizable sobre X. Diremos que L es G-amplio
si L es amplio. Diremos que L es G-efectivo si el conjunto de secciones globales inva-
riantes, H0(X,L)G, es no vaćıo.

Dada una variedad T , la acción de G en X induce un acción de G en T ×X de la
siguiente manera:

G× (T ×X)→ T ×X
(g, (t, x)) 7→ (t, gx).

Definición 3.1.2. Diremos que dos haces G-linealizables, L1, L2, sobre X son G-
algebraicamente equivalentes, denotado por L1 ∼alg L2, si existe una variedad
conexa T , puntos t1, t2 ∈ T y un haz lineal L linealizable respecto a la acción inducida
en T ×X tales que

L|{t1}×X ∼= L1, L|{t2}×X ∼= L2.

Sea L un haz G-linealizable sobre X, su clase de equivalencia algebraica, [L]alg, es
llamada una polarización de la acción de G en X o G-polarización.

El grupo de Picard de X, denotado por Pic(X), parametriza los haces lineales sobre
X, por lo que nuestro espacio de parámetros será un subconjunto B de Pic(X) tal que,
para todo haz lineal L ∈ B:

i. L esG-amplio: lo que permite considerar aX encajado en algún espacio proyectivo.
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ii. L es G-linealizable: de este modo podemos extender la acción al haz lineal y
trabajar bajo los conceptos dados en la definición 2.7.3.

iii. L es G-efectivo: con ello se tiene que Xss(L) 6= ∅.

Al conjunto de haces G-linealizables lo denotaremos por Pic(X)G.

Proposición 3.1.3. [21, Proposición 2.1]. Sean L1, L2 ∈ Pic(X)G. Si L1 ∼alg L2,
entonces Xss(L1) = Xss(L2).

La Proposición 3.1.3 nos dice que el cociente Xss//LG es el mismo para cada haz
lineal L perteneciente a una G-polarización, por lo que cada polarización determina un
único GIT-cociente Xss//LG.

El grupo abeliano finitamente generado por el conjunto de clases [L]alg con L ∈
Pic(X)G, es llamado el grupo de Neron-Severi G-linealizado y es denotado por NSG(X).
Dado que el considerar un múltiplo de L ∈ Pic(X)G no cambia los puntos semiestables,
es posible trabajar con coeficientes racionales, es decir, podemos considerar

NSGQ (X) := NSG(X)⊗Z Q.

Sea V (X) el cono convexo generado por los haces lineales amplios en N1
R(X), donde

N1
R(X) = NS(X)⊗ZR es el conjunto de clases de equivalencia numérica con coeficientes

reales. Se tiene una función natural f : NSGR (X)→ N1
R(X), la cual simplemente se olvida

de que el haz es G-linealizable. Entonces el conjunto

f−1(V (X)) ∩NSGQ (X),

está conformado por los haces G-linealizables y amplios. Consideremos el conjunto gene-
rado por las clases de haces lineales G-linealizables, G-efectivos y G-amplios, denotado
por CG(X). M. Thaddeus prueba (ver [21, Teorema 2.3]) que CG(X) es un cono convexo
y que es la intersección de f−1(V (X)) con un poliedro racional en NSGR (X). En base a
esto, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.4. El espacio de parámetros para los haces G-linealizables, G-amplios y
G-efectivos, está definido por

B = NSGQ (X) ∩ CG(X).

Demostración. Basta observar que NSGQ (X) ∩ CG(X) consta de las clases algebraicas
de haces lineales que son G-linealizables, G-amplios y G-efectivos.

En la sección 3.2 veremos que existe una estratificación de B, que nos permite dife-
renciar los distintos cocientes obtenidos al variar la polarización.

3.2. Estratificación del espacio de parámetros

Definido nuestro espacio de parámetros B, es posible definir una relación de equiva-
lencia en B.

Definición 3.2.1. Diremos que L,L′ ∈ B son GIT-equivalentes si Xss(L) = Xss(L′).
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Podemos observar que si dos polarizaciones L1, L2 son GIT-equivalentes entonces
el conjunto de puntos estables es el mismo, es decir, Xs(L1) = Xs(L2) y además los
cocientes Xss//L1G y Xss//L2G son isomorfos. Utilizaremos la GIT-equivalencia para
definir una estratificación en B.

Definición 3.2.2.

i. Una GIT-celda σ es un subconjunto localmente cerrado, conexo y maximal de
B tal que cualesquiera dos polarizaciones L,L′ ∈ σ ∩ B son GIT-equivalentes.

ii. Una GIT-cámara es una GIT-celda de dimensión maximal (es decir, con dimen-
sión igual a dimRB).

iii. Una GIT-pared es una GIT-celda de codimensión 1 que separa a dos GIT-cáma-
ras adyacentes.

Las GIT-celdas, cámaras y paredes dan una estratificación natural en el espacio de
parámetros B. Uno de los principales resultados en VGIT está relacionado con la finitud
de esta estratificación.

Teorema 3.2.3. [21, Teorema 2.4]. Existe sólo un número finito de GIT-cámaras (y
por tanto un número finito de celdas y paredes). Además, la cerradura de una GIT-celda
es un cono poliédrico racional convexo en CG(X).

Observación 3.2.4. Del Teorema 3.2.3 tenemos

i. Existe sólo un número finito de GIT-clases de equivalencia. Tenemos que,

B/ ∼GIT= {[L1], . . . , [Lr]},

y cada GIT-clase de equivalencia [Li] define un único GIT-cociente Xss//Li .

ii. Soló puede existir un número finito de espacios moduli (M1, ..,Mr) determinados
por los distintos GIT-cocientes Xs//LiG, i = 1, .., r.

iii. Para cada i = 1, .., r, el conjunto de puntos semiestables Xss(Li) es abierto. Por
lo tanto sólo hay un número finito de subconjuntos abiertos de X que pueden ser
vistos como Xss(Li) para algún i = 1, .., r.

3.3. Cruce de GIT-paredes en VGIT

Una manera de entender el cambio en los GIT-cocientes (y por tanto en los espacios
moduli) al pasar de una GIT-cámara a otra es ver qué es lo que ocurre al pasar por una
GIT-pared que separa dichas GIT-cámaras.

Uno de los primeros resultados de VGIT está relacionado con el cambio de los
puntos estables y semiestables de una polarización fija y cualquier otra polarización
suficientemente cercana. Sea L0 ∈ B, Bε(L0) denota la bola Euclidiana de radio 0 <
ε << 1 centrada en L0. En [20, Proposición 4] N. Ressayre demuestre el siguiente
teorema relacionado con el cambio en los puntos semiestables y estables de dos G-
polarizaciones cercanas en B.
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Teorema 3.3.1. Sea L0 ∈ B. Para cada G-polarización L ∈ NSGQ (X)∩Bε(L0), se tiene
que

Xs(L0) ⊆ Xs(L) ⊆ Xss(L) ⊆ Xss(L0).

El Teorema 3.3.1 nos dice que, para una G-polarización fija L0, si consideramos otra
G-polarización suficientemente cercana, el conjunto de puntos estables puede crecer,
mientras que el conjunto de puntos semiestables puede decrecer. Por lo que el variar la
polarización implica que el cambio en los cocientes se debe a agregar puntos estables y
quitar puntos semiestables.

La cadena de contenciones del Teorema 3.3.1 implica que, si Xs(L0) 6= ∅, existe un
abierto, V , no vaćıo, contenido en Xs(L) para toda G-polarización L suficientemente
cercana. En este caso, al considerar los cocientes, obtenemos el siguiente diagrama:

Xs//LG� _

��

Xs//L0G
? _oo

� _

��
Xss//LG

ϕ // Xss//L0G

Observamos que V = Xs//L0G es un abierto común en los cocientes Xss//LG
y Xss//L0G, por lo que, cuando ambos cocientes son irreducibles, ϕ es un morfismo
birracional con abierto denso común V . En ciertos casos es posible dar más información
sobre el morfismo ϕ. Un ejemplo de esto es la siguiente proposición:

Proposición 3.3.2. Sean πL0 : X → Xss//L0G y πL : X → Xss//LG las proyeccio-
nes de X a los respectivos cocientes. Supongamos que existe x0 ∈ X tal que O(x0) ⊂
Xss(L0) \ Xss(L). Entonces para cada x ∈ Xss(L) con órbita cerrada tal que O(x) ∩
Xss(L0) ⊃ O(x0) se tiene la siguiente contracción ϕ(πL(x)) = πL0(x0), es decir, el
siguiente diagrama es conmutativo

X
πL0 //

πL
��

Xss//L0G

Xss//LG

ϕ
88

Entender la estructura del morfismo ϕ nos permite obtener información respecto al
cambio en los cocientes al pasar de una GIT-cámara a otra.

Supongamos que L0 está en una GIT-pared. Sean L−, L+ ∈ B, G-polarizaciones
pertenecientes a distintas GIT-cámaras adyacentes suficientemente cercanas a L0, en
esta situación se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.3.1.

Xs(L0) ⊆ Xs(L−) ∩Xs(L+) ⊆ Xss(L−) ∩Xss(L+) ⊆ Xss(L0)

Demostración. Del Teorema 3.3.1 se tiene que:

Xs(L0) ⊆ Xs(L−) ⊆ Xss(L−) ⊆ Xss(L0) y

Xs(L0) ⊆ Xs(L+) ⊆ Xss(L+) ⊆ Xss(L0),

de donde obtenemos las contenciones deseadas.
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En el contexto del Corolario 3.3.1 se tiene que todo punto L0-estable en una GIT-
pared es L−-estable y L+-estable, por otro lado los puntos que son L− y L+ semiestables
son L0-semiestable, sin embargo, pueden existir puntos que sean L−-semiestables y L+

inestables (y viceversa), pero L0 semiestables. Se tienen los siguientes diagramas:

Xss(L−) ∩Xss(L+)
H h

vv

� _

��

� v

((
Xss(L−)� v

((

Xss(L+)
H h

vv
Xss(L0)

Sea V = Xss(L−) ∩Xss(L+), entonces al momento de tomar cociente obtenemos:

V//G
J j

ww

� _

��

� t

''
Xss//L−G

ϕ−

''

Xss//L+G
ϕ+

ww
Xss//L0G

Donde, bajo ciertas hipótesis (ver [21, Teorema 3.5]), ϕ− y ϕ+ son morfismos bi-
rracionales, con abierto denso común V//G, lo que induce un morfismo birracional
g : Xss//L−G→ Xss//L+G. Obtenemos el diagrama

Xss//L−G
ϕ−

''

g // Xss//L+G
ϕ+

ww
Xss//L0G

Lo anterior puede resumirse de la siguiente manera:

1. Existe un abierto, a saber V , que se conserva al pasar de una GIT-cámara a otra
GIT-cámara adyacente cruzando la GIT-pared que las divide.

2. Este cruce involucra que el cambio en los GIT-cocientes, y por tanto en los espacios
moduli, se debe a añadir puntos estables y quitar puntos semiestables.

3. Este proceso de añadir puntos estables o quitar puntos esta dado por los morfismos
ϕ− y ϕ+ y puede verse como un ”flip”sobre Xss//L0G.



CAPÍTULO 4

VGIT para parejas de
hipersuperficies en Pn

En este caṕıtulo presentamos el problema moduli para parejas de hipersuperficies
(H1, H2), de grados d1 y d2, en Pn y veremos como se aplica la teoŕıa de variación de
GIT-cocientes en este problema.

4.1. Problema moduli de pareja de hipersuperficies en Pn

Consideremos el problema moduli (And1,d2 ,∼,F ,≈), donde:

1. Objetos And1,d2 : conjunto de parejas ordenadas (H1, H2), donde H1 y H2 son hi-
persuperficies Pn de grados d1 y d2 respectivamente.

2. Relación de equivalencia ∼: (H1, H2) ∼ (H ′1, H
′
2) si y sólo si existe γ ∈ Aut(Pn)

tal que:

γ(Hi) = H ′i, i = 1, 2.

3. Familia F : sea S una variedad, una familia F parametrizada por S es el producto
fibrado F1×S F2, donde Fi es un subconjunto cerrado de S×Pn tal que para todo
s ∈ S se tiene que

Fi ∩ {s} × Pn,

es una hipersuperficie de grado di, para i = 1, 2.

4. Relación entre familias ≈: Sea S una variedad, entonces F1 ×S F2 ≈ Q1 ×S Q2 si
y sólo existe Γ ∈ Aut(S × Pn) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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Q1 ×S Q2

πQ2

��

πQ1 // Q1

πS

��

Γ

~~
F1 ×S F2

πF2

��

πF1 // F1

πS

��
F2

πS // S

Q2

πS

55

Γ

77

y Γ(Qi) = Fi para i = 1, 2.

Definición 4.1.1. Un elemento de And1,d2 es llamada pareja de la forma (d1, d2, n).

4.2. VGIT para parejas de la forma (d1, d2, n)

En base a lo visto en la sección 2.6.1, el espacio de parámetros natural para los
objetos de And1,d2 está determinado por:

X := P(H0(Pn,OPn(d1)))× P(H0(Pn,OPn(d2))) ∼= PN1 × PN2 ,

donde N1 =
(
d1+n
n

)
− 1 y N2 =

(
d2+n
n

)
− 1.

Además, se tiene un acción lineal del grupo G = SL(n+ 1,C) en X dada por:

σ : G×X → X

(g, (H1, H2)) 7→ (gH1, gH2) =

(
g 0
0 g

)(
H1

H2

)
,

donde gH1 representa la acción dada en la definición 2.6.8.

Para estudiar las distintas polarizaciones, recordemos que Pic(X) ∼= Z× Z (ver [9,
Corolario 6.17]), por lo que todo haz lineal L sobre X está determinado por dos enteros
a, b ∈ Z. Si L1 y L2 son haces lineales sobre PN1 y PN2 respectivamente, entonces
L = π∗1(OPN1 (a)) ⊗ π∗2(OPN2 (b)), donde πi es la proyección a PNi y a, b ∈ Z son tales
que L1

∼= OPN1 (a) y L2
∼= OPN2 (b).

L = π∗1(OPN1 (a))⊗ π∗2(OPN2 (b))

��
L1
∼= OPN1 (a)

��

X

π2
tt

π1
**

L2
∼= OPN2 (b)

��
PN1 PN2
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Para simplificar la notación denotamos a L = π∗1(OPN1 (a)) ⊗ π∗2(OPN2 (b)) como
L = O(a, b).

Por la fórmula de Künneth, se tiene que:

H0(X,L) = H0(PN1 × PN2 , π∗1(OPN1 (a))⊗ π∗2(OPN2 (b))).

= H0(PN1 ,OPN1 (a))⊗H0(PN2 ,OPN2 (b)).

Si a < 0 ó b < 0, entonces H0(PN1 ,OPN1 (a)) = {0} ó H0(PN2 ,OPN2 (b)) = {0}. Por
lo tanto H0(X,L) = {0}. Si a = b = 0, entonces L es el haz lineal trivial, el cual no es
G-amplio. Por lo que estos casos no son de nuestro interés.

Por lo tanto, consideraremos enteros a, b no negativos y al menos uno de ellos no
cero.

Proposición 4.2.1. Sean x = (H1, H2) ∈ X y λ : C∗ → G un subgrupo a un parámetro
de G, entonces

µO(a,b)(x, λ) = aµO(1)(H1, λ) + bµO(1)(H2, λ).

Demostración. Para x y λ : C∗ → G subgrupo a un parámetro se tiene que µL : Pic(X)G →
Z es un homomorfismo de grupos, además si f : X → Y es morfismo linealG-equivariante,
entonces µf

∗L(x, λ) = µL(fx, λ) [12, Página 49]. De estas dos propiedades tenemos que:

µO(a,b)(x, λ) = µπ
∗
1(O(a))⊗π∗2(O(b))(x, λ).

= µπ
∗
1(O(a))(x, λ) + µπ

∗
2(O(b))(x, λ).

= µO(a)(π1(x), λ) + µO(b)(π2(x), λ).

= aµO(1)(H1, λ) + bµO(1)(H2, λ).

Cuando a > 0 podemos normalizar, dividiendo por a, sin alterar los resultados dados
por la función µ de Mumford, obteniendo:

µO(a,b)(x, λ)

a
= µO(1)(H1, λ) +

b

a
µO(1)(H2, λ).

Para simplificar notación, escribimos la función µ de Mumford para parejas de tipo
(d1, d2, n) como:

µt(x, λ) := µ(H1, λ) + tµ(H2, λ), t ∈ Q+. (4.1)

Definición 4.2.2. Diremos que L ∈ Pic(X)G tiene pendiente t ∈ Q+ si L ∼= O(a, b),
a > 0 y t = b

a . Si a = 0 y L ∼= O(a, b), diremos que L tiene pendiente ∞. En este
contexto, denotaremos por Xss(t) (resp. Xs(t)) al conjunto de puntos t-semiestables
(resp. t-estables) respecto a L y al correspondiente cociente por M ss(t, d1, d2, n) (resp.
M s(t, d1, d2, n)).

Teorema 4.2.3. Una pareja (H1, H2) de la forma (d1, d2, n) es 0-estable (resp. 0-
semiestable) si y sólo si H1 es estable (resp. semiestable).
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Demostración. Sea λ : C∗ → G un subgrupo a un parámetro. Notemos que:

µ0((H1, H2), λ) = µ(H1, λ).

De donde se sigue que

µ0((H1, H2), λ) > (resp. ≥) 0 si y sólo si µ(H1, λ) > (resp. ≥) 0.

Teorema 4.2.4. Una pareja (H1, H2) de la forma (d1, d2, n) es ∞-estable si y sólo si
H2 es estable.

Demostración. Sea λ : C∗ → G un subgrupo a un parámetro. Se tiene que

µ∞((H1, H2), λ) = µ(H1, λ) +∞µ(H2, λ) < 0 si y sólo si µ(H2, λ) < 0

De la igualdad 4.1, observamos que el signo de µt((H1, H2), λ), y por tanto la t-
estabilidad de (H1, H2), está determinado por los signos de µ(H1, λ) y tµ(H1, λ) y las
interrelaciones que haya entre ellos, los siguientes teoremas nos muestran algunos de
estos casos.

Teorema 4.2.5. Una pareja (H1, H2) de la forma (d1, d2, n) es t-estable (resp. t-
semiestable) si y sólo si (H2, H1) es 1

t -estable (resp. 1
t -semiestable).

Demostración. Sea λ : C∗ → G un subgrupo a un parámetro. El teorema se sigue de
observar que:

0 > (resp. ≥) µt((H1, H2), λ) = µ(H1, λ) + tµ(H2, λ),

si y sólo si

0 > (resp. ≥) µ(H2, λ) +
1

t
µ(H1, λ) = µ

1
t ((H2, H1), λ).

Teorema 4.2.6. Se tiene que M ss(t, d1, d2, n) ∼= M ss(1
t , d2, d1, n).

Demostración. El isomorfismo está dado por:

ϕ : M ss(t, d1, d2, n)→M ss(
1

t
, d2, d1, n)

(H1, H2) 7→ (H2, H1).

Por el Teorema 4.2.5, ϕ está bien definido y es inyectivo ya que, si ϕ((H1, H2)) =
ϕ((H ′1, H

′
2)), entonces (H2, H1) = (H ′2, H

′
1), es decir Hi = H ′i para i = 1, 2 y por

tanto (H1, H2) = (H ′1, H
′
2). Además, dado (H2, H1) ∈ M ss(1

t , d2, d1, n) se sigue que
(H1, H2) ∈M ss(t, d1, d2, n) y ϕ((H1, H2)) = (H2, H1), por lo que ϕ es sobreyectivo.

En base al Teorema 4.2.6, sin pérdida de generalidad, de aqúı en adelante, podemos
suponer que d1 ≥ d2.
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Teorema 4.2.7. Sea (H1, H2) una pareja de la forma (d1, d2, n). Supongamos que H1

es O(a)-estable.

a. Si H2 es O(b)-semiestable, entonces (H1, H2) es t-estable para t = b
a .

b. Si H2 es O(b)-inestable, existe M > 0 tal que (H1, H2) es t-inestable siempre que
t > M .

Demostración. Sea λ : C∗ → G un subgrupo a un parámetro, como H1 es O(a)-estable
se tiene que aµ(H1, λ) < 0.

a. Supongamos que H2 es O(b)-semiestable, entonces bµ(H2, λ) ≤ 0 y con ello

aµ(H1, λ) + bµ(H2, λ) ≤ aµ(H1, λ) < 0,

por lo que (H1, H2) es t-estable con t = b
a .

b. Como H2 es O(b)-inestable se tiene que µ(H2, λ0) > 0 para algún λ0 : C∗ → G
subgrupo a un parámetro, además µ(H1, λ0) < 0, pues H2 es O(a)-estable.

Definimos M = −µ(H1,λ0)
µ(H2,λ0) > 0 y supongamos que t > M , entonces

µ(H1, λ0) + tµ(H2, λ0) > µ(H1, λ0) +Mµ(H2, λ0).

= µ(H1, λ0)− µ(H1, λ0)

µ(H2, λ0)
µ(H2, λ0).

= 0,

por lo que (H1, H2) es t-inestable.

Teorema 4.2.8. Supongamos que H1 es O(a)-inestable y que H2 es O(b)-estable. Existe
M > 0 tal que (H1, H2) es t-inestable siempre que t < M .

Demostración. Existe λ0 tal que µ(H1, λ0) > 0, como H2 es estable se tiene que

µ(H2, λ0) < 0. Sea M = −µ(H1,λ0)
µ(H2,λ0) y supongamos que t < M , entonces:

µt((H1, H2), λ0) = µ(H1, λ0) + tµ(H2, λ0).

> µ(H1, λ0) +Mµ(H2, λ0).

= µ(H1, λ0)− µ(H1, λ0)

µ(H2, λ0)
µ(H2, λ0).

= 0,

por lo que (H1, H2) es t-inestable

Observación 4.2.9. El los Teoremas 4.2.10 y 4.2.11, podemos omitir el prefijo O-
estable, en el siguiente sentido: si Hi esO(a)-estable y a′ es otro entero positivo, entonces
Hi es O(a′)-estable, esto es debido a que el multiplicar o dividir por un número positivo
no altera el signo de la función µ de Mumford y por tanto la estabilidad se conserva.
Lo mismo ocurre con la inestabilidad y la semiestabilidad. Por tanto, para simplificar
notación solo diremos que un Hi es estable, semiestable o inestable.
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En base a la Observación 4.2.9, podemos reescribir los teoremas anteriores como:

Teorema 4.2.10. Sea (H1, H2) una pareja de la forma (d1, d2, n). Supongamos que H1

es estable.

a. Si H2 es semiestable, entonces (H1, H2) es t-estable para t ∈ Q+.

b. Si H2 es inestable, existe M > 0 tal que (H1, H2) es t-inestable siempre que t > M .

Teorema 4.2.11. Supongamos que H1 es inestable y que H2 es estable. Existe M > 0
tal que (H1, H2) es t-inestable siempre que t < M .

El siguiente teorema es consecuencia de la teoŕıa de variación de GIT-cocientes (ver
Teorema 3.2.3).

Teorema 4.2.12. Existe un número finito de pendientes, 0 = t0 < t1 < ... < tr, donde
ti ∈ Q+ ∪ {∞} tales que:

a. M ss(t, d1, d2, n) 6= ∅ si y sólo si t ∈ [t0, tr].

b. M ss(t, d1, d2, n)) ∼= M ss(t′, d1, d2, n) si t, t′ ∈ (ti, ti+1), i = 0, .., r − 1.

De aqúı en adelante consideramos t ∈ [t0, tr]. Notar que tr puede ser infinito.
Si d2 > 2, por el Teorema 2.6.10 y la Proposición 4.2.10, las parejas (H1, H2) forma-

das por hipersuperficies no singulares son t-estables para toda t ∈ [t0, tr]. En otras pala-
bras, el conjunto de tales parejas está contenido en todo GIT-cociente M ss(t, d1, d2, n).

4.2.1. Casos particulares para parejas de la forma (d, 1, n)

En esta sección consideraremos una pareja (H1, H2) de la forma (d, 1, n), es decir
una hipersuperficie de grado d y un hiperplano en Pn. Esta pareja está definida por los
polinomios:

fH1(Y0, Y1, . . . , Yn) =
∑

ai0,...,inY
d−i1−...−in

0 Y i1
1 . . . Y in

n , ai0,...,in ∈ C.

fH2(Y0, Y1, . . . , Yn) =
n∑
j=0

bjYi, bj ∈ C.

Teorema 4.2.13. Si t > d
n , entonces la pareja (H1, H2) de la forma (d, 1, n) es t-

inestable.

Demostración. Bajo un cambio de coordenadas podemos suponer que fH2 = Yn. Consi-
deremos a λ0 : C∗ → G el subgrupo a un parámetro definido por r0 = r1 = ... = rn−1 = 1
y rn = −n, entonces:

µ(H2, λ0) = n y µ(H1, λ0) = min{−d+ (n+ 1)in | ai0,...,in 6= 0},

y con ello

µt((H1, H2), λ0) = µ(H1, λ0) + tµ(H2, λ0).

= min{−d+ (n+ 1)in | ai0,...,in 6= 0}+ tn.

≥ −d+ tn.
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Por tanto, si t > d
n , se tiene que

µt((H1, H2), λ0) > 0,

y con ello (H1, H2) es inestable.

Del Teorema 4.2.13 se sigue el siguiente corolario:

Corolario 4.2.1. Para parejas (H1, H2) de la forma (d, 1, n), tr ≤ d
n .

Proposición 4.2.14. Toda pareja (H1, H2) de la forma (1, 1, n) con n > 1 es t-inestable
para todo t ≤ 1

n .

Demostración. Elijamos coordenadas tales que fH1 = Yn. Sea t ≤ 1
n , tenemos dos casos:

i. Caso b0 = 0. Consideremos λ0 : C∗ → G el subgrupo a un parámetro dado por
r0 = n y r1 = · · · = rn = −1, entonces

µ(H1, λ0) = 1 = µ(H2, λ0),

por lo que µt((H1, H2), λ0) > 0, lo que implica que (H1, H2) es t-inestable.

ii. Caso b0 6= 0. Sea λ0 : C∗ → G el subgrupo a un parámetro dado por r0 = · · · =
rn−1 = 1 y rn = −n, entonces

µ(H1, λ0) = n y µ(H2, λ0) = −1,

por lo que

µt((H1, H2), λ0) = n− t ≥ n− 1

n
> 0,

lo que implica que (H1, H2) es t-inestable.

De del Teorema 4.2.13 y la Proposición 4.2.14, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.2.2. No existe espacio moduli para las parejas (H1, H2) de la forma (1, 1, n)
con n > 1.

Es importante mencionar que la determinación de las pendientes está relacionada
con la interrelación de las hipersuperficies, como por ejemplo de la forma en que éstas se
intersectan y de las posibles singularidades que se presenten. Radu Laza, en su art́ıculo
Deformations of singularities and variation of GIT quotients [16], considera parejas
(C,P ) de la forma (d, 1, 2), es decir, parejas conformadas por una curva plana de grado
d y una ĺınea en P2, obteniendo varios resultados generales como:

1. [16, Lema 2.16] Si P es transversal a C, entonces la pareja (C,P ) es d
2 -semiestable.

2. [16, Lema 2.17] La pareja (C,P ) es d
2 -semiestable si y sólo si P no es una compo-

nente de C y (mult)p(C ∩ P ) ≤ d
2 para todo p ∈ C ∩ P .

3. [16, Lema 3.1] Las pendientes cŕıticas para una pareja de la forma (5, 1, 2) son:
0, 1

7 ,
1
4 ,

2
5 ,

5
8 , 1, 10

7 ,
8
5 ,

5
3 ,

7
4 ,

13
7 , 2, 11

5 y 5
2 .

4. [16, Corolario 3.2] Sea (C,P ) una pareja de la forma (5, 1, 2). Suponga que C +P
es reducida. Entonces la pareja (C,P ) es estable (semiestable) en t = 1 si y sólo si
C+P tiene, en el peor de los casos, singularidades simples (singularidades eĺıpticas
simples o cúspides).

.
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