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Introduccion

La teoria de juegos tiene como principal objetivo analizar situaciones en las que
existe un conflicto entre diversos agentes. Estas situaciones incluyen aquellos juegos que
desde siempre se han designado como tales, pero ademaés otras situaciones en las que el
conflicto es entre empresas, fuerzas militares o paises.

En general, los problemas que se refieren a conflictos de intereses se caracterizan por
la existencia de un grupo de personas que se encuentran en una situaciéon que puede
tener més de un desenlace, respecto a cada uno de los cuales cada individuo tiene una
cierta preferencia. Ademas, cada uno de los individuos controla alguna de las variables
que determina el resultado final, aunque no controla la totalidad de dicho resultado.
Cada una de estas situaciones se conoce como un juego, en una idea muy intuitiva. Asi,
un juego puede representar situaciones tan diversas como un juego de cartas o la nego-
ciacién de acuerdos internacionales entre paises.

La primera discusiéon conocida de la teoria de juegos aparece en una carta escrita
por James Waldegrave en 1713. Sin embargo, no se publicd un anélisis teérico de teoria
de juegos en general hasta una publicacion de Antoine Augustin Cournot en 1838. En
este trabajo, Cournot considera un duopolio y presenta una solucién que es una version
restringida del equilibrio de Nash. Aunque el andlisis de Cournot es mas general que el
de Waldegrave, la teoria de juegos realmente no existi6 como campo de estudio aparte
hasta que John von Neumann publicé una serie de articulos en 1928. Estos resultados
fueron ampliados mas tarde en su libro de 1944 “Theory of Games and Economic Beha-
vior” [41] escrito junto con Oskar Morgenstern. Desde este afio han aparecido numerosas
publicaciones en este campo.

La teorfa de juegos analiza las situaciones desde dos perspectivas distintas, aquellas
en las que los jugadores no disponen de mecanismos para tomar acuerdos, también lla-
mados juegos no cooperativos y aquellas situaciones en las que los jugadores si disponen
de estos mecanismos, los conocidos como juegos cooperativos.

La posibilidad de la cooperacién permite a los agentes coordinar sus estrategias para
conseguir la mayor utilidad posible. El hecho de que los agentes cooperen depende de las
habilidades y de las interrelaciones entre ellos. Es frecuente encontrar situaciones con-
flictivas en las que los agentes ademéas de coordinarse para maximizar la utilidad total
que pueden conseguir también se coordinen en grupos (coaliciones). En estas situacio-
nes el sentido de la cooperacion es mas amplio. Estos juegos son conocidos como juegos
cooperativos en forma de funcién caracteristica. En ellos nos centraremos la mayor parte
de este trabajo.

X1



XI11 Introduccion

El estudio que aqui proponemos se divide en cinco capitulos. La técnica general que
utilizamos en los primeros 4 capitulos es el enfoque axiomatico. Bajo esta técnica se
agrupan problemas, se definen propiedades razonables y se pide que una solucién satis-
faga un conjunto de axiomas que la determinen univocamente. Con ello, el problema de
“resolver un juego” se reduce a tnicamente aceptar o no la serie de supuestos generales
que caractericen la solucién. Desde un inicio, la teorfa de uegos cooperativos ha utilizado
este enfoque con éxito, desde los trabajos de Shapley [39], Nowak y Radzik [33] y Curiel
et. al. [10] por citar solamente algunos, ya que el trabajo de investigacion en este enfoque
es muy amplio.

A continuacion se presenta un breve resumen de los capitulos:

= El primero contiene una introduccién a los conceptos basicos de la teoria de juegos
cooperativos, en la cual, nuestro interés radica en el procedimiento que se utiliza
para resolver un conjunto de problemas de manera dnica. El contenido de este
capitulo no es original y su inclusién se justifica por la pretencién de unificar en lo
posible la notacién, asi como de lograr una coherencia en el contenido del trabajo.

= En el segundo capitulo, primeramente se abordan los conceptos necesarios para la
definicién de juegos con estructuras coalicionales. De igual manera, se presenta los
axiomas que aracterizan el valor de Owen. Ademas, se presentan dos propiedades
adicionales que satisface este valor. Estas propiedades involucran criterios de es-
tabilidad modeladas a través del juego de lo que se deja de ganar y del juego de
lo que se gana por asociacién. Los resultados principales de este capitulo son los
siguientes:

Lema 1. Sea (B,v) € ECJN un juego con estructura coalicional B. Entonces,

Ow(B,vd,,)|Bi] = Ow(B,v)[By| = Ow(B,vH,,)|Bk], Vk € M.

y

Teorema 1. Para todo juego (N,v) € JN con estructura coalicional B y para todo
i € N, tenemos que

Ow; (B, vd,,) = Ow(B,v) = Ow;(B,v5,,)-

La satisfaccion de estas propiedades viene a proveer una mayor estabilidad a dicho
valor, ya que se demuestra que es inmune ante cierto tipo de manipulaciones de
los jugadores.

= En el tercer capitulo estudiamos juegos en donde que una estructura de cooperaciéon
dada por una grafica existe entre los jugadores antes de que el juego se realice. En
este capitulo estudiamos el caso en donde la grafica es un bosque, es decir, cada
componente de la grafica es un arbol y proponemos un familia de soluciones para
este tipo de juegos las cuales tienen una expresion simple y una interpretaciéon
basada en transferencias entre los jugadores. Entre los principales resultados de
este capitulo estan los siguientes:
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Teorema 2. Dados (v,g) € FGY y a;j,aj; € Roy para todo {i,j} € g, existe
una inica solucion p(v,g) que satisface los aziomas de eficiencia por componentes
y justicia por componentes generalizada.

Proposicién 3. Para todo (v,g) € FGY, la solucién de drbol promedio pertenece
a §(g). Ademds, esta solucion tiene la siguiente expresion:

[Iva ij) = [Nij|v(Nji)

AT;(v,g) = A 7

{ijteg
para todo i € N.

Teorema 4. Eriste una inica solucion ¢ : FGN — R™ que satisface los aziomas
de eficiencia por componentes e igual trato por componentes. Ademds, esta solucion
tiene la siguiente formulacion:

ilvg) = (1 3dem(a) ) o) + 5 3 (Vi) = o).

{i.j}eg

para todoi € N, g € FN,

y

Teorema 5. Sea ¢ : FGYN — R" una solucion en F(g). Entonces, ¢ satisface los
aziomas de (a) linealidad en JV, (b) igual trato de jugadores vitales (c) descom-
posicion en componentes.

El cuarto capitulo versa sobre valores para juegos en forma caracteristica generali-
zada. Estos juegos modelan problemas en donde el beneficio (o costo) que producen
los agentes depende tanto de quiénes y cuantos son, asi como del orden que ellos
tienen en un proceso dado. Resulta de interés estudiar cémo se puede dar solucién
a estos problemas y cémo se pueden, en medida de lo posible, adaptar los con-
ceptos ya existentes en la teorfa clasica de juegos cooperativos a esta situacion.
Especificamente, en este capitulo se presenta una nueva solucién para estos juegos
basada en la idea del potencial de Hart y Mas-Colell [22]. El principal resultado
de este capitulo es el siguiente:

Teorema 6. Dado (NO,U) € GN° tenemos que
P(S)=Jv(S)+ > > alsu(D),
T°GS° TeH(T°)

donde

1 s1t=0
a(8,8) = { (1= 1)1(s—8)! (s—1)!(s—2)1--21110!

sl H(t—1)1--21110! en otro caso
para todo S € H(S®) y para todo S° C N°.
En el quinto y dltimo capitulo esta dedicado al estudio de la energia de graficas y

constituye un trabajo independiente. En este capitulo presentamos los conceptos
bésicos de la energia de una gréfica y de la teoria de probabilidad no-conmutativa.
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El objetivo principal que se persigue es el de analizar el concepto de energia de
una grafica desde el punto de vista de la probabilidad no-conmutativa. Ademas,
introducimos el concepto de energia de un vértice y presentamos una nueva de-
sigualdad para la energia de una grafica en términos de este nuevo concepto. El
principal resultado de este capitulo es el siguiente:

Teorema 7. Para una grifica G con vértices vi,...,vy y grados di,...,dy, con
d; # 0 para algin i, tenemos que
(M3)? — i(A%)P -
2 N o) < d; < V2mn.
VAT, = 2 g (e = HD S L s

La iltima desigualdad es igualdad si y $olo si, G es una grdfica reqular.

El objetivo genérico que motiva el presente trabajo de investigaciéon es caracterizar so-
luciones a extensiones de juegos cooperativos como lo son los juegos con estructura coa-
licional, juegos de comunicacién restringida y juegos en forma de funcién caracteristica
generalizada y, encontrar una serie de principios (axiomas) que determinen l6gicamente
estas soluciones. De entre los objetivos especificos, pueden destacarse los siguientes:

= Adaptar los conceptos ya existentes en la teoria clasica de juegos cooperativos a
extensiones de juegos.

= Proporcionar soluciones que satisfagan una serie de axiomas determinados para
extensiones de juegos cooperativos y de esta manera lograr su caracterizacién.

= Estudiar el comportamiento de algunas soluciones en determinadas situaciones de
cooperacién modificada, esto con el fin de proporcionar mayores propiedades a
dichas soluciones.

= Analizar el concepto de energia de una grafica desde el punto de vista de la pro-
babilidad no-conmutativa.



Capitulo 1

Juegos cooperativos

En este capitulo nos restringiremos al estudio de los resultados fundamentales de la
teoria de juegos cooperativos. El objetivo que se persigue es preparar las condiciones
para el anélisis posterior de los juegos con estructura coalicional, juegos de bosques y
juegos en forma de funcién caracteristica generalizada, en los cuales se aplica la técnica
para caracterizar soluciones y se extienden algunos de los conceptos que abordaremos
aqui.

Con el fin de concretar ideas, consideremos la siguiente situacion:

Ejemplo 1. Antonio, Juan y Pedro son tres emprendedores. Antonio tiene planeado
la creacion de varios inventos y patentes, y estima que sus ganancias por éstos inventos
serdn de $170,000 por ano. Juan es muy bueno en los negocios, y estd interesado en
formar una empresa de asesoramiento con la cual estima que puede tener ganancias
de $150,000 por ano. Pedro es un excelente vendedor y estd interesado en formar una
compania de ventas, con la cual estima que puede tener ingresos por $180,000 al ano.
Los tres emprendedores reconocen que sus talentos son complementarios y que si ellos
trabajan juntos pueden tener una mayor ganancia en comparacion que st cada uno de
ellos trabaja separadamente. Juan puede sugirir a Antonio cudles son las patentes que
tienen mayor demanda en el mercado y de esta manera ellos pueden tener ganancias de
$350,000 por ano. De manera similar, Juan y Pedro pueden pueder formar una compania
en asesoramiento sobre ventas, en la cual ellos pueden tener ganancias de $380,000 por
ano. Pedro puede vender los inventos de Antonio y ellos pueden obtener ganancias de
$360,000 por atio. Si todos trabajan juntos Juan puede decirle a Antonio cudles son los
wmventos que tiene mayor demanda en el mercado y Pedro puede vender estos tnventos;
la ganancia estimada de trabajar en conjunto es de 3560,000 por ario. Los emprendedores
entienden que hay ventaja en trabajar juntos, pero no es claro cémo ellos deberian de
dividir las ganancias de una empresa en conjunto, si se llegara a formar, porque la
contribucion a la empresa de cada uno es diferente.

1.1. Preliminares y definiciones

En lo que sigue N = {1,2,...,n} es un conjunto finito de jugadores los cuales estan
considerando cooperar y 2V es el conjunto potencia de N, es decir, 2V = {S | S C N}.
Cada subconjunto S € 2V es llamada una coalicidn y se interpreta como un grupo de
jugadores que se puede formar para jugar unidos. Las coaliciones N y () reciben los
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nombres de gran coalicidn y coalicion vacia, respectivamente. Para cada S C N, s = |S]
denotara la cardinalidad o el nimero de elementos de S.

Definiciéon 1. Un juego cooperativo con utilidad transferible es un par (N,v), donde
N es un conjunto finito de jugadores y v : 2V — R es una funcién que asigna a cada
coalicion S C N un valor, v(S), satisfaciendo v(0) = 0.

Para cada S € 2V, el ntimero real v(S) se interpreta como la valia que los jugadores
en S pueden obtener si ellos deciden cooperar.

Ejemplo 2. La situacidn descrita en el Ejemplo 1. puede ser modelada como un juego
cooperativo con utilidad transferible (con utilidad en miles de ddlares) (N,v) donde N =
{ Antonio, Juan, Pedro} y v : 2N — R como sigue:

v(0) 0,
v(Antonio) 170,
v(Juan) 150,
v(Pedro) 180,
v(Antonio, Juan) 350,
v(Juan, Pedro) = 380,
v(Antonio, Pedro) 360,
v(Antonio, Juan, Pedro) = 560.

A (N, v) se le denomina también juego en forma de funciéon caracteristica. Cuando el
conjunto de jugadores sea claro, y por simplicidad, nos referiremos a (N, v) simplemente
como juego v lo identificaremos con v.

Denotaremos por J el conjunto de todos los juegos con N como conjunto de juga-
dores. Es facil ver que JVV es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales
si se define la suma y la multiplicacién escalar sobre JV de la siguiente manera:

1. (v+w)(S) =0v(S)+w(S), Vo,we JN, VS CN.
2. (ev)(S) = cv(S), Yoe JY, VYeceR, VSCN.
Una base este para espacio estd formada por los denominados juegos de unanimidad.
Definicién 2. Para cada T € 2V \ {0}, se define el juego de unanimidad ur € J por:
i) ={y nTES  wsen o

La interpretaciéon del juego de unanimidad ur es que se obtiene una ganancia de una

unidad por cualquier grupo de jugadores si y sélo si, todos los jugadores en la coalicién
T estan involucrados en la cooperacion.

Lema 2. Todo v € JV puede ser expresado como:
v = Z AU(T)uTa (12)
Te2N\{0}

donde N\, (T) € R se conoce como el dividendo de Harsanyi de la coalicion T en el juego
v, y estd dado por:

Do(T) = (=1)""0(8). (1.3)

SCT



1.1 Preliminares y definiciones

Demostracion. La demostracion sigue el desarrollo dado en Owen [35], pagina 263. Sea
S C N. Entonces tenemos que

ST A@ur(s) = > AT),

TCN TCS
= > (D) |,
TCS \RCT

TCS | TCS
RCT
- (- (7 >U<R>,
> (e ()
= ou(9).

La ultima igualdad se sigue del hecho que la suma entre paréntesis es cero excepto
para r = s. Asi,

> Au(Tur(S) =v(S), VSCN. (1.4)
TCN

O

Corolario 8. La coleccion de los juegos de unanimidad U = {up | T C N, T # 0} forma
una base para JV. La coleccion U se conoce como la base de unanimidad.

Los dividendos de Harsanyi A\, de un juego v € JV juegan un papel importante en el
desarrollo de la teoria de conceptos de solucion o valor. Es facil calcular estos dividendos
recursivamente con el siguiente procedimiento:

1. Ay(@) =0y

2. para toda coalicion T' # ()

A(T) =v(T) = ) Du(R). (1.5)
RCT

A continuacién se muestran definiciones concernientes a diversas modalidades de
juegos cooperativos.

Definicién 3. Dado un juego v € JN, se dice que el juego v es superaditivo si para
todo par de coaliciones S,T C N tales que SNT = 0, se satisface la desigualdad

v(SUT) > v(S)+v(T). (1.6)

Si (1.6) se satisface para todo S,T C N en el sentido contrario, entonces decimos
que el juego es subaditivo. Si (1.6) se satisface con igualdad entonces decimos que el
juego es aditivo.
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Denotaremos por S(J™) el conjunto de juegos superaditivos.

En lo que resta del capitulo supondremos que v € S(JN ), esto debido a que la
mayoria de juegos que surgen en la realidad son superaditivos. En este tipo de juegos
dos coaliciones disjuntas pueden elegir jugar juntas garantizando al menos lo que ellas
podrian obtenter si trabajan separadamente. Esta propiedad hace posible la formacién
de la gran coalicién N.

Definicién 4. Dado un juego v € JV, se dice que el juego v es simple si v(S) € {0,1}
para todo S C N y v(N) = 1.

En un juego simple, una coalicion S es llamada ganadora si v(S) = 1, y perdedora
si v(S) = 0. Los juegos simples también se representan usando la familia de coaliciones
ganadoras W = {S C N |v(S) = 1}.

Los juegos simples modelan votaciones en asambleas. En este caso v(S) = 1 significa
que la coalicion S puede aprobar una propuesta y v(S) = 0 que no puede aprobarla.
Por ejemplo, el Consejo de Seguridad de Naciones Unidas que tiene 5 miembros perma-
nentes y 10 no permanentes, puede ser modelado como un juego simple. Todo miembro
permanente puede vetar cualquier propuesta del Consejo, y una propuesta necesita ser
aprobada por una mayoria de 9 miembros del consejo. Ignorando la posibilidad de abs-
tencion, esto significa que para que una propuesta es aprobada por el consejo si tiene
5 miembros permanentes a favor y al menos 4 miembros no permanentes, la funcién
caracteristica asociada es este juego es la siguiente:

1, sis>9vy S contiene a todos los miembros permanentes
U(S):{’ =7y P '’ VYSCN.

0, en otro caso,
(1.7)
Los juegos de uninimidad son ejemplos de juegos simples.

Definiciéon 5. Dado un juego (N,v) € JV, un subjuego de v es un juego (S,vs) donde
SCN,S#0yvs(T) =v(T) para todo T C S. El subjuego (S,vs) serd denotado por
(S,v). El subjuego vy se define como vy(T") = 0 para todo T'C N.

Definicién 6. Dado un juego v € JV, se dird que i € N es un jugador nulo en v si y
sélo si,

v(S) = v(SU{i}), VS CN\{i}. (1.8)

Un jugador nulo no contribuye a cualquier coaliciéon que elige para unirse. En parti-
cular, si ¢ es un jugador nulo, entonces v({i}) = 0.

Consideremos el conjunto S, = {6 : N — N | 6 es biyectiva}, el grupo de permuta-
ciones del conjunto de jugadores.

Definicién 7. Para cada 6 € S, y cada v € JV definimos el juego permutado 6 v
como:

(0% v)(S) =v(071(S)), VS CN. (1.9)

El juego permutado 0 * v se obtiene intercambiando los papeles de los jugadores en
v de acuerdo con 6.



1.2 El valor de Shapley

Definiciéon 8. Se dice que el juego (N,v) es convexo si y sélo si para todo S, T C N
se cumple que
v(S)+u(T) <v(SUT)+v(SNT). (1.10)

Los juegos convexos estan caracterizados por la propiedad de que los jugadores tienen
tienen incentivos para formar coaliciones grandes. Asi, es natural asumir que en este tipos
de juegos se formara la gran coalicion.

1.2. El valor de Shapley

Dado el juego v, uno de los problemas que se abordan en juegos cooperativos es la
distribucion de v(N), asumiendo que la gran coalicion N se forma o considerando que
v € S(JN), entre los jugadores en N. Una distribucién de v(N) es cualquier vector
x € R™, donde x; representa el valor asignado al jugador ¢ en el juego. A los vectores
x € R™ se les denomina wectores de pago. Asi, el problema se puede parafrasear como
encontrar un vector de pagos = que sea “justo” dadas las condiciones del juego v. Una
forma de resolver este problema es por medio del concepto de walor desarrollado por
Shapley [39].

Definicién 9. Un wvalor es un operador ¢ : JN — R", que asocia a cada juego v € JN
un vector de pagos ¢p(v) := (¢i(v))ien € R™.

Denotamos por A := {¢ | ¢ : JN — R"} el conjunto de valores.

Definicién 10. El valor de Shapley es el valor Sh : JN — R”, el cual para cada jugador
it € N es dado por:

Shi(v)= > M[U(SU{Z})—U(S)]. (1.11)

n!
SCN\{i}

Ejemplo 3. Si consideramos el juego definido en el Ejemplo 1. el valor de Shapley estd
dado por:
Sh(v) = (200,180, 180).

El valor de Shapley es el valor para juegos cooperativos mas conocida en la literatura.
A continuacién mostramos y explicamos los axiomas que caracterizan este valor basado
en el trabajo de Shapley [39].

Axioma 1. (Aditividad). Un valor ¢ € A satisface el axioma de aditividad si para todo
v,w € JN se cumple que:

d(v+w) = o(v) + d(w). (1.12)

Observar que, como se definié v+ w, los jugadores no pueden obtener ventaja adicio-
nal por jugar los dos juegos en serie. Resulta natural pedir que lo que deba obtener cada
jugador en el juego suma, sea exactamente la suma de lo que obtengan en los juegos
originales.

Otra caracteristica razonable que deberia tener una solucién es que no dependa de los
atributos personales de los jugadores. En otras palabras, que sea andnima en el siguiente
sentido.
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Axioma 2. (Simetria). Un valor ¢ € A satisface el axioma de simetria si para todo
juego v € JV y toda permutacion @ € S, se cumple que:

¢i(0 * v) = Pg-1(;)(v). (1.13)

Asi, si los jugadores intercambian papeles en el juego, entonces lo que debe obtener
cada jugador en el nuevo juego es lo que obtenia el jugador al cual suplanta.

Dados v € JV, un valor ¢ € A y S C N, denotemos por:

$(0)(S) =) ¢ilv), (1.14)

1€S
el monto que la coalicién S obtiene con el valor ¢.

Axioma 3. (Eficiencia). Un walor ¢ € A satisface el axioma de eficiencia si para todo
ve JN se tiene:

¢(v)(N) = v(N). (1.15)

En otras palabras, el monto que se reparte entre todos los jugadores bajo ¢ es exac-
tamente lo que puede conseguir la gran coalicién.

Axioma 4. (Nulidad). Un valor ¢ € A satisface el axioma de nulidad si i € N es un
Jjugador nulo en v, entonces

Fl axioma de nulidad requiere que cada jugador nulo en v obtenga un pago de cero,
dado que no contribuye de ninguna manera a cualquier coalicién a la que se une.

Teorema 9 (Shapley, [39]). El valor de Shapley es el inico valor que satisface los
azriomas de aditividad, simetria, eficiencia y nulidad.

Demostracion. Es facil ver que el valor de Shapley satisface los cuatro axiomas mencio-
nados. Para mostrar lo contrario, recordemos primero que, usando la base de unanimidad
U, todo juego v € JV puede ser escrito como

v=>  Ay(Tur. (1.17)

Te2N\Q

Sea ¢ € A un valor que satisface los axiomas mencionados. Consideremos T' C N y
¢ € R. Sea el juego cur definido de la siguiente manera:

c, siTCS,

vS C N. (1.18)
0, en otro caso,

cur(S) = {

Luego, los jugadores j ¢ T son nulos en cur y asi tenemos que ¢;(cur) = 0 para
todo j ¢ T. Luego si se elige 6 € S,, tal que (T') = T con 0(i) = j y 0(j) = i para
i,j € T se tiene que por simetria ¢;(cur) = ¢j(cur) para todo 4,5 € T'.
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De aqui por eficiencia, tenemos que ¢;(cur) = § para todo ¢ € T. De donde por
aditividad para un juego arbitrario v y cualquier jugador ¢ € N se tiene que

¢i(v) = Y ¢i(Lo(T)ur),

TCN

= Y 6i(Luo(T)ur),

T3

AN (T
-y ed

T>1

Por otro lado,

N, (T —1)5u(S
Al g (1)

T3i T3i SCT
(=D)'*v(S) (=1)'*v(S)
-y y Gy y G
53i TDS S#i TDSU{i}

28

la expresién anterior nos conduce a

biw) = Dol gy ghstnms D)

S3i nt Spi n
=y O DU gy - ).
SCN\{i}

O]

Observacion 1. De la demostracién anterior se desprende el hecho que el valor de
Shapley se puede calcular utilizando los coeficientes de Harsanyi de la siguiente manera:

Shi(v) = £u(T)

/ t
T3

Observacion 2. Para comprender mejor el significado del valor de Shapley, considere-
mos el siguiente proceso aleatorio:

a) Se elige la cardinalidad de una coalicion que no contenga al jugador ¢ de acuerdo a
una distribucion uniforme sobre el conjunto {0,1,2,...,n — 1}.

b) Se elige de manera aleatoria a una coalicion S C N \ {i} con la cardinalidad dada en
a), de acuerdo a una distribucion uniforme sobre las (”;1) coaliciones disponibles.

c¢) Sele da al jugador i la contribucién marginal que aporta al incorporarse a S, es decir,

v(SU{i}) — v(S).
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Entonces, el valor de Shapley ¢;(v) es el pago esperado para el jugador i en este proceso.

Observacion 3. Ademas de la expresion dada en (1.11), el valor de Shapley puede ser
calculado con la siguiente expresién alterna:

N0y = S [P U () —u(F)],  vieN, (1.19)
0eSy,

donde 8 € S, ¥ Pf denota el conjunto de los predecesores de ¢ en 6, es decir,
PP ={jeN:0(j)<0(i)} (1.20)
Para ver que la expresiones (1.11) y (1.19) son iguales, solo hay que notar que
{6 €S, |P!=5}=s!(n—s—1)

Con la expresion (1.19), se elige al azar una permutacion § de N con una distribucion
uniforme sobre las n! permutaciones posibles y si se le da al jugador 4 la utilidad marginal
que aporta cuando se incorpora a los jugadores que lo preceden, v(P? U {i}) — v(P?),
entonces el pago esperado que obtiene es el valor de Shapley.

1.3. El potencial

Sea v € JV, una manera de abordar el problema de repartir v(IN) entre los jugadores
en N counsiste en asignar a cada jugador su contribucion marginal a la gran coalicion,

esto es
mi(N,v) = v(N) — v(N \ {i}), Vi€ N. (1.21)

El problema que tiene el vector de pago dado en (1.21) es que en general no cumple
el axioma de eficiencia.

Hart y Mas-Colell [22] proponen una forma de repartir v(N) utilizando el vector de
pago dado en (1.21). Su propuesta consiste en asociar a cada juego (IV,v) un nimero
real, llamado el potencial del juego, de modo tal que cada jugador reciba su contribucién
marginal a la gran coalicién calculada de acuerdo a estos ntmeros.

Consideremos una funcién P : J¥ — R que asocia un ntmero real P(N,v) a cada
juego (N,v) € JN. Con el fin de simplificar la notacién, se escribira P(S) cuando
se necesite hacer referencia a P(S,v) con S C N. Con ello, la contribuciéon marginal
respecto a P del i-ésimo jugador se define como

D'P(N) := P(N) — P(N \ {i}). (1.22)

Definicion 11. La funcion P : JN — R con P(()) = 0 se conoce como funcién potencial
st satisface la siguiente condicion:

> D'P(N) = v(N). (1.23)
1EN

De esta manera, una funciéon potencial es tal que la asignaciéon de las contribuciones
marginales de cada jugador con respecto a la gran coalicion (de acuerdo a dicha funcion
potencial) siempre sume exactamente la valia de la gran coalicion.



1.3 El potencial

Teorema 10 (Hart y Mas-Colell, [22]). Para todo juego (N,v) € JV, el vector de
pago resultante (D'P(N));en coincide con el valor de Shapley del juego. Mds aiin, el
potencial de cualgquier juego estd unicamente determinado por las condiciones dadas en
(1.21) aplicadas inicamente al juego y a sus subjuegos.

Demostracion. Debido a (1.23) y aplicando la funcion potencial a toda S C N, se tiene

1 .
P(S) = [v(S) + > P(S\{i})|. (1.24)
€S
Iniciando con P(f)) = 0, entonces se tiene determinada a P(S) con S C N de manera

recursiva. Esto prueba la existencia de la funcién potencial, y ademéas que P(N,v) es
tnicamente determinado por (1.23) aplicado a (S,v) para todo S C N.

Ahora, consideremos que
v=>_ Ay(Tur,
Te2N\0

v definamos

P(N,v)= Y dr (1.25)
TCN
con

O

Es facil verificar que (1.23) es verificado por este P, asi (1.25) define la funcién po-
tencial. El hecho de que (D'P(N));cn coincide con el valor de Shapley del juego se sigue
la Observacién 1.

Al igual que ocurre con el valor de Shapley, se procedera a dar una interpretacion
probabilistica a la idea del potencial. Considérese el siguiente modelo para elegir un
subconjunto S C N con n elementos. Primeramente, se elige aleatoriamente un tamano
para la coalicion s = 1,2, ...n (con probabilidad % cada uno). Luego, se escoge aleatoria-
mente un subconjunto S de N de tamafio s (con probabilidad 7—%)) Equivalentemente,

s

es posible ordenar los n elementos (existen n! érdenes posibles), escoger un punto de
corte s (es posible hacerlo de n maneras), y tomar los primeros s elementos en el orden.
Sea [E el valor esperado con respecto a esta distribuciéon de probabilidad.

Proposicion 11. Sea P la funcion potencial. Entonces

P(N)=E [%(S)} ., VSCN. (1.26)

s
para todo juego (N,v).

Demostracion. Usando las probabilidades explicitas descritas anteriormente, se demues-

tra que
P(Nv) =% (s=DHn=s)l o (1.27)

|
n!
SCN

Es facil ver que las contribuciones marginales D'P de (1.23) coinciden con el valor
de Shapley, luego (1.27) es la funcion potencial. O



10 Juegos cooperativos

Observacion 4. El concepto de potencial puede verse como una nueva caracterizacion
del valor de Shapley, en donde tnicamente se necesita un axioma dado por las propie-
dades (1.23). Ademaés, la formula presentada provee una forma simple y recursiva del
potencial, y por lo tanto, el uso del potencial se convierte en un algoritmo muy eficiente
para el célculo del valor de Shapley.

1.4. Valores lineales, simétricos y eficientes

A partir de la expresion dada en (1.11) es facil verificar que el valor Shapley es un
operador lineal es decir,

olav + fw) = ap(v) + Be(w), Ya,B € R,Yo,we JV. (1.28)

En esta seccion se presenta una familia de valores que satisfacen los axiomas de
simetria, eficiencia y el siguiente axioma de linealidad.

Axioma 5. (Linealidad). Una solucion ¢ satisface el axioma de linealidad si para todo
vywe JV se cumple (1.28)

Esta familia se conoce como valores lineales, simétricos y eficientes. Estos valores
fueron inicialmente propuestos por Ruiz et al. [37]. Otras caracterizaciones pueden en-
contrarse en Chameni y Andjiga 9], Driessen y Radzik [15] y Hernandez et al. [25].

Teorema 12 (Ruiz et al, [37]). Un valor ¢ € A satisface los axiomas de linealidad,
simetria y eficiencia st y solo si, es la de la forma

¢i(N,v) = U(nN) +> BSU(SS) - Zﬁs:;(_sl, Vie N. (1.29)
S3i S#i
SEN

donde {fs ’::_11 son n — 1 numeros reales arbitrarios.
Para demostrar este teorema necesitamos del siguiente resultado.

Lema 3. Dado un valor ¢ € A, esté satisface los axiomas de linealidad y simetria si y
solo st ewisten reales {qs}7_y U {qs}"=] tales que

¢1(U> = ZQSU(S) + ZQSU(S) (1'3())

55i SFi
para todo 1 € N.

Demostracion. =) Sean v € JV y ¢ € A una solucién simétrica y lineal. Consideremos
la base estandar E = {xgs}scn, asi que v = Z v(S)xs. Dado que ¢ es lineal,

. . SCN
pi(v) = i <Z U(S)XS> = > vu(8)eilxs)-
SCN SCN

Definamos ¢ = ¢;(xs), entonces ¢;(v) = Z v(S)qy para cada i € N. Por otro

SCN
lado, sean j,k € N, R,T C N talesquer =ty j€ R, k€ T. Sea 0 € S, tal que
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O(R) =Ty 0(j) = k.

Como 0(xr) = Xo(r) = XT Por simetria de ¢ se tiene que
¢j(xXRr) = do(r)(0(XR)) = Pr(XT),

por lo tanto qé = q?.

De igual manera se puede probar que qg% = qr_]ﬁ sir=tyjé€R k&T.

<) Es directo.
O

Demostracion del Teorema 12. Por el Lema anterior existen constantes reales {gs}7?_; U
{qs ?;11 tal que

¢i(v) = Z qsv(S) + ZQSU(S).

533 S%i

Usando que ¢ es eficiente y evaluando en la base estandar, obtenemos que:

Para SCN,S# N

> ys = g5+ (n— 8)ds = xs(N) = 0.

1EN
Para N.
> dilxn) =ngn = xn(N) =1.
1EN
. A 545
De lo anterior obtenemos que ¢, = —y §s = —( ] para s =1,2,...,n—1. Por lo
n n—s
tanto
5q
Bilv) = D aw(S) =3 L s(s),
S3i S#i
U(N) ST
= ——+ Z gsv(S) — Z —u(S).
534 S#i
SEN
El resultado se sigue tomando 55 = % O
S

El Teorema 12 establece una correspondencia uno a uno entre los puntos 8 € R~}
y las soluciones lineales, simétricas y eficientes. Luego, tenemos que la dimensiéon de los
valores que satisfacen estos tres axiomas es n — 1. Se denota por ¢° la solucion corres-

pondiente a 8 = (B1,...,Bn-1)-

Por otra lado, podemos interpretar (1.29) como sigue. Sea v un juego arbitrario,
entonces el pago para cada jugador con respecto a ¢ es determinado de la siguiente
manera: primero se divide la valia de la gran coalicién de manera igualitara y se le asigna
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una parte a cada jugador.

Luego, para cada S C N tenemos que los jugadores en S reciben S;v(S) de manera
Bsv(S)

igualitaria, es decir, ==+, por otro lado, los miembros en N'\ S les pagan a los miembros

Bsv(S)

en S la cantidad —. Al final de este procedimiento, cada jugardor i € N recibira gb?

como en (1.24).

Dado que el valor de Shapley es lineal, simétrico y eficiente el siguiente resultado es
inmediato del Teorema 12.

Corolario 13. El valor de Shapley es igual a (1.29) con

g, = sl (1.31)

- n!

Demostracion. Sustituyendo (1.31) en (1.29) se tiene que

su(wy = P s R 2 LR gy s e D)

[
.
55i S%i

SEN

De aqui, notando que
(n—n)ln-1)! 1
n! n

v que ¢ € N, se tiene que

su(Nw) = S M gy stz DR )

53i SFi

Considerando R = S U {i}. entonces tenemos que R Z ¢y que s =r + 1. Luego

sy = PO gy gy - 30 T U,

R%i RFi

=y e D R ) - (),

I
R%i v
= Shi(N,v).

1.5. Conclusiones

Hasta ahora se han presentado los principales resultados en cuanto a soluciones de
juegos cooperativos, descatando sus propiedades y axiomatizaciones, y a la vez sirviendo
como una especie de repaso acerca de los conceptos basicos dentro de la teoria de juegos
cooperativos. Con el estudio de este capitulo se pretendia dar todas las bases necesarias
para abordar juegos con estructura coalicional, juegos con comunicacién restringida y
juegos en forma de funciéon caracteristica generalizada, los cuales se tratardn en los
siguientes capitulos.



Capitulo 2

Juegos con estructura coalicional

Como se vio en el capitulo anterior, en la teoria de juegos cooperativos se asume
que cualquier coalicién se puede formar. Sin embargo, en muchas situaciones préicticas
esto no es posible debido a la presencia de una estructura social, de comunicacion o eco-
némica establecida de antemano entre los jugadores. El estudio de juegos cooperativos
con cooperacion limitada, la cual se modela por medio de una estructura coalicional, fue
iniciada en el ano 1974 por Aumann y Dréze |1] y mas tarde por Owen [34].

En el presente capitulo se presentaremos los conceptos bésicos sobre cooperacién
limitida entre los jugadores, el valor de Owen para este tipo de juegos y nuevas propie-
dades que cumple el valor de Owen basadas en la capacidad de manipular el juego que
tienen los jugadores.

2.1. Preliminares y definiciones
En todo lo que sigue consideramos un juego cooperativo (N, v) € J¥ fijo.

Definicion 12. Dado un conjunto finito N, una estructura coalicional sobre N es una
particion de N, es decir,
B ={Bi,...,Bn},

donde

m
1. U B = N,
k=1

2. BB =0, con k #1.
Observacion 5. 1. Los conjuntos By € B son llamados uniones o blogues.

2. Existen dos estructuras coalicionales triviales. La primera, la cual la denotamos
por BY es cuando la gran coalicién es formada, es decir, BY = {N}; y la segunda
es la estructura coalicional donde cada unién esta formada por un jugador y es
denotada por B", esto es, B" = {{1},{2},...,{n}}.

En lo que resta del capitulo denotamos por B(N) el conjunto de estructuras coali-
ciones sobre N.
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Definicidon 13. Un juego con estructura coalicional es un triplete (N,v, B) donde

(N,v) € JN y B € B(N).

Un juego con estructura coalicional (N, v, B) es denotado por (B, v). Representamos
por ECJYN el conjunto de juegos con estructura coalcional con N como conjunto de
jugadores.

Definicion 14. Para todo juego con estructura coalicional (B,v) € ECJN, con B =
{B1,... By} el juego cociente es el juego (M,vg) € JM donde M = {1,2,...,m} y

vp(T) = v <U Bi>, VT C M. (2.1)
€T

En el juego cociente (M,vp) inducido por (B,v) se consideran los elementos de
B como los jugadores. Observar que para la estructura coalicional B™ tenemos que
(M,vp) = (N,v).

Al considerar el juego cociente los axiomas de jugador nulo y jugadores simétricos
tienen la siguente forma.

Definicion 15. Para k,l € M diremos que
1. By y By son simétricos en (B,v), si k y 1 son simétricos en el juego (M,vp),
2. By es una coalicion nula, si k es un jugador nulo en el juego cociente (M,vp).

Dada B € B(N), para todo k € M y todo S C By, se denota por B |g la nueva
estructura coalicional (Ujx,B;) U S la cual se genera cuando el complemento de S en
By, deja el juego, es decir,

Bls={Bi,...,By1,8, Bpi1,...,Bm}. (2.2)

Definicion 16. Un valor coalicional es una funcion ® que asigna a cada juego con
estructura coalicional (B,v) € ECJN un vector de pagos ®(B,v) € R".

2.2. El valor de Owen

Uno de los valores coalicionales més importantes para juegos con estructura coa-
licional es el valor de Owen propuesto en Owen [34]. Este valor se puede calcular de
la siguiente manera: Dado (B,v) € ECJN y k € M, para todo S C Bj, denotamos
S = By \ S. Owen en [34] define un juego (M, vp,) € JV que describe lo que pasa en
el juego cociente si el bloque By es reemplazado por S C By, es decir,

vp(M) =v | | JB\S|, VICM (2.3)
JET
Luego, Owen define el juego interno (Bg,vi) € JV de la siguiente manera:

Uk(S) = Shk(M, UB|S)7 VS - Bk. (2.4)
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Asi, vp(S5) es el pago de S en el juego vp| . El valor de Owen del juego (B, v) es el
vector de pagos Ow(B,v) € R™ definido por:

Owi(B,v) = Shi(Bk,’Uk), Vk € M,Vi € By. (25)

Este procedimiento tiene la siguiente interpretacién: primero, el bloque k juego el
juego cociente (M,vp) entre los bloques; entonces, el pago obtenido es dividido entre
sus miembros al resolver el juego interno (By,v). En ambos niveles de negociacion los
pagos son determinados utilizando el valor de Shapley.

Es claro que por la forma de calcular el valor de Owen, éste satisface la siguiente
propiedad la cual se denomina la propiedad del juego cociente:

Z Ow;(B,v) = Shx(M,vp), para todo k€ M. (2.6)
1€ By

Observar que para las estructuras coalicionales triviales BY y B", se tiene que
Ow(BY,v) = Ow(B",v) = Sh(N,v). (2.7)

El valor de Owen puede ser calculado usando un procedimiento similar al utilizado
para calcular el valor de Shapley dado en (1.19).

Definicion 17. Sea B una estructura coalicional sobre N y m € Sy,. Diremos que w
es admisible con respecto a B si para todo {i,j,k} C N yl € M tal que {i,k} C By, si
(1) < w(j) < w(k), entonces j € By. En otras palabras, © es admisible con respecto a B
st los jugadores en todos los bloques de B aparecen de manera sucesiva en .

Denotamos por A(B, N) el conjunto de todas los 6rdenes admisibles (sobre N) res-
pecto a B. Luego, el valor de Owen se puede calcular utilizando la siguiente formula:

! T Uqe}) —u(PT )
Ow;(B,v) = M(B’N)'We%,m [v(PU{i}) —v(PT)], VieN, (2.8)

donde P denota el conjunto de predecesores de i en 7, esto es,
PF = {j € N : n(j) < (i)}. (2.9)

Ahora, presentaremos los axiomas que caracterizan al valor de Owen. Antes de pre-
sentar los axiomas necesitaremos la siguiente definicién:

Definicion 18. Sea ® un walor coalicional. Denotamos por

O(B,v)[S] =) _ ®i(B,v), VSCN, (2.10)
€S

el pago que obtiene la coalicion S de acuerdo a ® .

Axioma 6. (Aditividad). Una solucién ® satisface el azioma de aditividad si para todo
(B,v), (B',w) € ECJN, con B = B’ se cumple que:

®(B,v+w) =P(B,v) + (B,w). (2.11)
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Axioma 7. (Eficiencia). Una solucidn ® satisface el azioma de eficiencia si para todo
(B,v) € ECJN se cumple que:

&(B,v)[N] = v(N). (2.12)

Axioma 8. (Simetria intercoalicional). Una solucion ® satisface el axioma de simetria
intercoalicional si para todo (B,v) € ECJYN, para todo k € M y para todo {i,7} C By,
sty j son jugadores simétricos en (N,v), se cumple que:

(I)Z'(B,U) = (I)j(B,U). (213)

Axioma 9. (Simetria coalicional). Una solucion ® satisface el axioma de simetria
coalicional (B,v) € ECJN y para todo {k,1} C M, si By, y By son jugadores simétricos
en (B,v), se cumple que:

®(B,v)[B] = ®(B,v)[By]. (2.14)

Axioma 10. (Nulidad). Una solucion ® satisface el azioma de nulidad sipara todo
(B,v) € ECJN y para todo i € N, si i es un jugdor nulo en (N,v) se cumple que:

o,(B,v) = 0. (2.15)

Teorema 14 (Owen, [34]). El valor de Owen es el tinico valor coalicional en ECJN que
satisface los axtomas de aditividad, eficiencia simetria intercoalicional, simetria coali-
ctonal y nulidad.

2.3. Propiedades adicionales del valor de Owen

En esta seccion, se considera que (B,v) y ® estan dados con anterioridad. Para
S C N, se asume que los miembros en S deciden jugar juntos y dejar aquellos bloques
a los que ellos pertenecen.

Definicion 19. Denotamos por B'(S) la estructura coalicional inducida por este com-
portamiento de los miembros en S, es decir,

B'(S)={B},B,,---,B..,S}, donde B), = B;\S, VB € B. 2.16
m k

Definicion 20. Se define (N,v}) € JN donde la funcidn caracteristica vy esta dada
por
vy (S) = ®(B'(9),v)[S], VSCN. (2.17)

El juego (N,v3) € JN es llamado el juego de ganancia por asociacion, porque pa-
ra todo S C N, v}(S) representa la cantidad obtenida por S cuando los miembros
de S deciden jugar como una unidad de colaboracién y dejar a los bloques a los que
pertenecian.

Definicion 21. Se define (N,vg), donde v es dado por
vg(S) = Z {(D(B,v)[Bk] — ®(B'(S),v)[B;]|, forall SC N. (2.18)
Bk:BkﬂS7$@

Asi, v§(S) representa el cambio en los pagos de los bloques By, donde By NS # () es
dado por la evento que causa la formacion de la nueva estructura coalicional B’(S). Por
esta razom, (N,vg) es llamdo el juego de pérdida por asociacion.
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Lema 4. Sea (B,v) € CSGY un juego con estructura coalicional B. Entonces
Ow(B, vy, Br] = Ow(B,v)[By] = Ow(B,vH,,)[Br], Vk e M. (2.19)

Demostracion. Probaremos la identidad del lado izquierdo, porque para probar la del
lado derecho se utilizan argumentos similares. De la propiedad del juego cociente, tene-
mos que Ow(B,v)[By| = Shy(M,vp). Entonces, calculando la valia de cada By € B en
el juego (IV,vp,,), podemos ver que:

V0w (Bi) = Ow(B, v)[By]. (2.20)
Definamos (M,v5,), donde

Vg(T) = vd,(Br), VT C M. (2.21)
teT

Luego, dado que el juego (M, vgw) es aditivo, tenemos que:

Ow(B,vd,,)[Bx] = Shp(M,v5,) = Ow(B, v)[By). (2.22)

Ahora, presentamos el resultado principal de este capitulo:

Teorema 15. Para todo juego (N,v) € JV con estructura coalicional B y para todo
1 € N, tenemos que

Ow;(B,vd,,) = Ow;(B,v) = Ow;(B,v5,,)- (2.23)

Demostracion. Nuevamente, Probaremos la identidad del lado izquierdo, porque para
probar la del lado derecho se utilizan argumentos similares. Probaremos que el resultado
es vélido para juegos con estructura coalicional con B = B"™. Para hacer esto, usaremos
la expresion dada para el valor de Owen en (2.8). Asi, el valor de Owen para i € N en
el juego (B,wy) es dado por:

oy L VO (PFU{i}) — vd,, (P
Owi(vaOw) - ‘ A(B,N) ‘ ﬂ_EA(ZByN)[ Ow(Pz U{ }) Ow(Pz )] : (224)

Es fécil verificar que

Vo (PFU{i}) Z Ow;(B,v) v vH,(Pf)= Z Ow;(B,v) (2.25)
JEPTU{i} JjePT
Asi,
Vou (P U{i}) — 05, (P]) = Owi(B,v), (2.26)
y
Ow;(B,v,,) = Ow;(B,v). (2.27)

Ahora probaremos que el resultado es valido cuando B = B . En este caso podemos
ver que

V6P UA{i}) = v(N) — Ow(B",v)[By\{i}], (2.28)
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Uow(P7) = v(N) = Ow(B',v)[B,], (2.29)

donde B' = {((FF U {i}) (BN} v ' = {7} B ) con B, = NP
ado que

(V) = v(Br\{i}) — v(P] U {i})

Ow(B",v)[BA{i}] = o(BA{i}) + - . L (230
Ow(B')[By] = v(B,) + 2 = ““‘;“) — ) (2.31)

entonces
U?)w(P;r U {’L}) _ Ugw(P;r) — U(BT) B U(BT\{Z}) —+ U(Pz'ﬂ U {Z}) B U(Pz'ﬂ-) ] (2'32>

2

En este caso es facil verificar que existe 7’ € A(B, N) tal que

PI U{i} = N\{P[} = B,,

Pr = N\{PF U{i}} = B\{i}.

Asi, concluimos que

Ow;(B,vd,,) =

1 o(B,) — v(BA{i}) | o(PFU{i}) — v(PF)
ABN) 2 [ 2 M 2

= Owi(B,’U).

A(B,N)

En general m > 2y, cuando existe al menos una coalicion By € B talque |Bg| > 2,
usaremos el Lema 4.

Es bien conocido que el valor de Owen satisface el axioma de contribuciones balan-
ceadas entre coaliciones (ver Calvo et al., [8]). Esto es, para cualesquiera i,j € By € B
tenemos que

Ow;(B,v) — Ow;(B\ {j},v) = Ow;(B,v) — Ow;(B \ {i},v). (2.33)

Sumando sobre todos los jugadores j € By \ {i} en la ultima expresion, tenemos que

By —1Owi(B,v) = ) Ouwj(Bw)— Y Owi(B\{i},v)

JEBL\{i} JE€BK\{i}
+ > Ow(B\{j}v),
J€BL\{i}

la cual puede ser escrita como sigue:

| B| Owi(B,v) = Ow(B,v)[Bx] — Ow(B\ {i}, v)[Bx \ {i}] + | > | Owi(B\ {j},v).
je€BR\{i} (2.34)

En el resto de la demostracion, usaremos induccién mateméatica. Considerar el caso
donde |By| = 2. Entonces, tenemos que By, = {i,j} y asi,

B\ {j} ={B, ..., B_1, B, Bis1, ..., B}, (2.35)
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donde B} = {i}. Usando el Lema 2en (2.35) tenemos que

2 Owi(B,v) = Ow(B,v)[Bg] — Ow(B\ {i},v)[By \ {1}] + Ow(B\ {j},v)[B],
= Ow(B,vpy)[Bi] — Ow(B\ {i}, v5,)[Brk \ {i}]
+Ow(B\ {j}, v5u) [Brl;
= 2 Ow;(B,vd,),

Asi,
Ow;(B,v) = Ow;(B,vd,,)- (2.36)

Supongamos que el teorema es vélido para coaliciones By € B tal que |Bg| = s.
Probaremos que es valido cuando |By| = s + 1. Para hacer esto, reescribir (2.34) donde
|Br| = s+ 1. De donde

(5+1) Owy(B,v) = Ow(B,v)[Bi] = Ow(B\ {i},v)[By\ {i}] + D Owi(B\{j}v).
JE€BK\{i}

La suma de la ecuacién anterior involucra el valor de Owen para ¢ € Bj. Por hipotesis
de induccion , esto es igual a valor de Owen en el juego (NN, wg), y por el Lema 4 tenemos
que

(s +1) Owi(B,v) = Ow(B,v)[Bx| — Ow(B\ {i},v)[By \ {i}] + Ow(B\ {j},v)[B],
= (s+1) Owi(B,vdy,).

Entonces, concluimos que

Ow;(B,v) = Ow;(B,vd,,)- (2.37)

2.4. Conclusiones

En este capitulo se presentan los juegos con estructura coalicional y la solucién de
Owen para este tipo de juegos. Ademds, se consideran dos nuevas propiedades que cum-
ple este valor. La satisfaccién de estas propiedades establecidas en el Teorema 8 viene
a proveer una mayor estabilidad a dicho valor, ya que se demuestra que es inmune ante
cierto tipo de manipulaciones de los jugadores dadas en los juegos v, v U5, -

Una linea de investigacion adicional la constituye la caracterizaciéon de este valor uti-
lizando las propiedades mecionadas asi como otras propiedades relavantes en la literarura
de juegos con estructura coalicional.






Capitulo 3

Juegos con comunicacion restringida

Los juegos cooperativos son una herramienta efectiva para resolver problemas de
asignacién entre un conjunto de agentes cuando ellos estan dispuestos a cooperar. Una
situacién interesante en el estudio de los juegos surge al considerar que una estructura
de cooperacion existe entre los jugadores antes de que el juego se realice. Myerson [32]
estudi6 esta situacion cuando la estructura de cooperacion estd dada por una grafica.
Bajo este modelo, el conjunto de nodos representa el conjunto de jugadores y las aristas
representan lazos de cooperacioén directa entre los jugadores.

En este capitulo estudiamos el caso en donde la grafica es un bosque, es decir, cada
componente de la grafica es un arbol y proponemos un familia de soluciones para este
tipo de juegos las cuales tienen una expresion simple y una interpretacién basada en
transferencias entre los jugadores.

3.1. Preliminares y definiciones

3.1.1. Graficas

En este capitulo utilizaremos la notacién dada Myerson [32] para denotar graficas.
Esta notacion difere de la usual en teorfa de graficas que serd adoptada en el Capitulo
5.

Sea N :={1,...,n} un conjunto de nodos.

Definicion 22. Una grifica en N estd definida como un conjunto de pares no ordenados
de diferentes elementos de N. Nos referimos a cada uno de estos pares como una arista.

Denotamos la grifica completa de N como gV := {{i,j} | i,5,€ N,i # j} y el
conjuntos de las posibles graficas con nodos en N por GRY := {g | ¢ C ¢"}. Para
g € GRN  n(g) representa el conjunto de nodos de las aristas de g y |n(g)| la cardinalidad
de n(g). Para S C N, definimos la grafica que se obtiene al restringir el conjunto de
nodos de g a S como

9(8) :={{i,j} € g [{1,5} € 5}.

A continuacion presentamos los conceptos necesarios para el desarrollo de este capi-
tulo.

Definicién 23. Dada una grifica g € GRY,

21
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1. Un camino en g es una secuencia de nodos iy, ..., tal que
. k—1
{{ij,ij1}}52 S 9

2. Un camino es llamado un ciclo si todos los nodos del camino son diferentes, excepto
i1 = ig.

3. Dos nodos i,7 € N estan conectados en g si i = j o existe un camino en g donde
i1 = i,1 = j. Un nodo es aislado si no estd conectado con otro. El conjunto de
nodos aislados de g es denotado por 1(g).

Asi, diremos que g esta conectada si cualquiera dos nodos en n(g) estan conectados.
Un nodo aislado es considerado conectado. Una grafica ¢’ € GR es llamada una subgrd-
fica de g si ¢’ C g. Una subgréfica ¢’ de g es conocida como una componente de g si ¢’
es conectada y cada par de nodos i € n(g'),7 € n(g) \ n(g’) no estéan conectados.

El conjunto de componentes de g es denotado por C(g), y C; denota la componente en
C(g) que contiene el nodo i € n(g). Ademas, el conjunto de nodos en la misma subgréfica
que i serd representada como NN; := n(C;). El conjunto de todas las subgraficas en g es
denotada por C(g).

Definiciéon 24. Una grifica g € GRY es un drbol si es conectada y no tiene ciclos.

Denotamos el conjunto de todos los arboles en GRN como T™. De lo anterior es
claro que TV ¢ GRY. Una grafica g € GRY tal que ¢’ € C(g) es un arbol, es conocido
como un bosque o una grdfica libre de ciclos. El conjunto de todas las graficas libre de
ciclos sera denotada como FV.

Definicion 25. Una orientacion de una grifica g € GRYN es una grifica dirigida d
obtenida a partir de g al remplazar cada arista {i,j} por la arista dirigida (i,j) o (j,1).

3.1.2. Juegos de bosques

Definicién 26. Un juego de grdficas sobre N es un par (v, g) tal quev € JN yg € GRY,
donde g representa una estructura de cooperacion entre los jugadores.

En este caso, cada arista de g representa una relacion de comunicacién bidireccional
entre dos jugadores. En un juego de graficas, sélamente las coaliciones conectadas estan
permitidas a cooperar. En el resto del capitulo, nos enfocaremos sobre el conjunto de
juegos de bosques, es decir, el conjunto de todos los pares (v, g) donde v € JN ygeFN.

Denotamos como FGY el subconjunto de todos los juegos de grificas donde la grafica
es un bosque.

Definicion 27. Una solucion sobre FGN es un operador ¢ que asigna a cada (v, g) €
FGN un vector de pago (v, g) € R".

Sobre la clase de juegos de bosques FGV, Herings et al. [23] introdujo y caracterizo
una solucién que se conoce en la literatura como la solucién de drbol promedio, que es
caracterizada por los siguientes axiomas:
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Axioma 11. (Eficiencia por componentes, Myerson [32]). Una solucién ¢ : FGY — R
es eficiente por componentes, si

> ¢ilv.g) =v(n(C)), VO E€C(g). (3.1)
1en(C)

para todo g € IV,

Este axioma requiere que, para cada componente C' € C(g), la solucion asigna la
cantidad v(n(C)) entre los jugadores en n(C).

Sea C' € C(g) una componente de una gréafica. Al eliminar la arista {i,j} € C provoca
la divisén de la componente C' en dos arboles. Para cada arista {i,j} € g, denotamos
por Cyj := {C € C(g\ {i,j}) | i € n(C)} la componente en g\ {i,j} que contiene al
nodo ¢ después de eliminar la arista {4, j} y por N;; := n(Cj;) el conjunto de nodos en
la misma componente del nodo i después de eliminar la arista {i,j}.

Axioma 12. (Justicia por componentes, Herings et al. [23]) Una solucién ¢ : FGN —
R™ satisface el axioma de justicia por componente axiom si

1
| Nij]

1

> len(v.9) —en(v,g)] = > len(v.9) —en(v,9))] (3.2)

heN;; [Nl heN;i
para todo g € FV y para todo {i,j} € g, donde ¢’ = g\ {i,5}.

De acuerdo con este axioma, si eliminamos la arista {i,;} de g, la pérdida (o bene-
ficio) promedio en los pagos de los jugadores en N;; y en N;; debe ser igual.

La solucion de arbol promedio puede ser expresada como el promedio de vectores de
contribuciéon marginales, los cuales necesitan de algunas definiciones para ser descritos.
Seguiremos a Herings et al. [23] en esta descripcion:

Un arbol con raiz ¢, en la subgrafica g(n(C)), es una orientacion que se origina de
una componente C' en el bosque g seleccionando un nodo r € n(C'), que llamaremos raiz,
y direccionando todos las aristas de g(n(C')) que salen de r.

Para un arbol dado g(n(C)), cada agente r € C' es la raiz de exactamente un arbol
con raiz t, en g(n(C)). Observar que para cualquier arbol con raiz t, en C, para cual-
quier nodo k € n(C) \ {r}, existe exactamente un arista dirigida (j, k); donde el nodo j
es el inico predecesor de k y k es un sucesor de j en t,. Denotemos por s,(j) el conjunto,
posiblemente vacio, de sucesores de un agente j en ¢,.. Un agente k es un subordinado de
j en t, si existe un camino dirigido de j a k. El conjunto S, (j) denota la union de todos
los subordinados de j en t, v {j}.

Consideremos el juego de graficas libre de ciclos (v,g) € FGY, una componente
C € C(g), y un nodo raiz r € n(C). Luego un vector de contribucion marginal m” (v, g)
en RI™O) es definido como sigue:

mi(v,g) = v(S:(0) = Y v(S:(4),  Vien(C).

jEsr(1)



24 Juegos con comunicacién restringida

La contribucién marginal m] (v, g) de i € n(C) en t, es igual al valor de la coalicién
consistiendo del agente i y de todos sus subordinados en ¢, menos la suma de los valores
de las coaliciones consistiendo de cualquier sucesor de i y todos los subordinados de este
sucesor en t,.

La solucién de arbol promedio es la solucion AT que asigna a cada (v, g) € FGV el
vector de pagos en el cual el agente ¢ en una componente C' € C(g) obtiene el promedio
sobre r € n(C) de m] (v, g):

1

A9 = e

> mi(v,g),  V¥C€Clg),Vien(C). (3.3)
ren(C)

Para un estudio mas detallado de la solucién de arbol promedio ver Herings et al.
[24] y Baron et al. [3].

3.2. Una familia de soluciones

En esta seccidén presentamos una generalizaciéon del axioma de justicia por compo-
nentes. Con este axioma mas el axioma de eficiencia por componentes, obtendremos una
expresion para una familia de soluciones para juegos de bosques. Representaremos el
conjunto de los niimeros reales estrictamente mayores que cero como R ;.

Axioma 13. (Justicia por componentes generalizada). Una soluciéon ¢ : FGY — R"
satisface el axioma de justicia por componentes generalizada si

L > hm@ag)—¢h&udﬂ::?L'§: [en(v,g) = en(v,g)] (3.4)

s o
Y heN;; 7" henNy;

para todo g € FV| para todo {i,j} € g donde ¢’ = g\ {4,5} ¥ cyj, aj; € Ry para todo
{i,j} €g.

Cuando una arista {i,j} es removida, dos nuevos arboles se forman. La constante
aj; estd relacionada con el drbol que contiene al nodo ¢ después de remover la arista
y similarmente para «j;. Estas constantes indican que el cambio en los pagos de los
jugadores en cada componente es ponderado dado a la eliminacion de la arista {7, j}.

En la misma direccion de Béal et al. [5] podemos relacionar el axioma de justicia
por componentes generalizado con una solucién a problemas de bancarrota, donde las
componentes Cj; y Cj; tiene que negociar la creacion de la arista {7, j}.

Asi, si consideramos soluciones que satisfacen el axioma de eficiencia por compo-
nentes, una opcién natural para considerar como el punto de desacuerdo es el punto
(v(Nij),v(Nji)). Ademas, asumiendo que el juego es superaditivo, es decir, v(IV;) >
v(N;j) + v(Nj;) para toda arista {i,j} € g, se tiene que el conjunto acuerdos factibles
estd dado por {(z,y) € R? | x+y < v(N;)}. Si el poder de negociacién de las coaliciones
Nij y Nji durante la negociacion estd dado por a;j/(cu; + aji) y oji/(cuj + ) res-
pecticamente, la solucion asimétrica de Nash, ver Binmore et al. [6], para este problema
de negociacién es precisamente dada por nuestro axioma de justicia por componentes
generalizada.
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Teorema 16. Dados (v,g) € FGY y «;;, i € Ry para todo {i,j} € g, existe una
dnica solucion p(v,g) que satisface los aziomas de eficiencia por componentes y justicia
por componentes generalizada.

Demostracion. Sea (v, g) un juego de bosques y ¢ : FGYN — R™ una solucién que satis-
face los axiomas de eficiencia por componentes y justicia por componentes generalizada.
Sea {i,7} una arista de g. Asi,

@i | Y en(v,g) —v(Ny) | = aij | D enlv,9) = v(Nj)
hE€N;; heNj;

Observar que para todo C € C(g), tenemos que

D ajiv(NVig) — eijv(Nji) _

iy + Qg
i€n(C) {i-j}€g o

Ahora, consideremos que para toda arista{s, j} € g,

Z on(vsg) = LU(NZ-) N [ajw(Ni.) — aj;0(Nji) . (35)

;i + o ;i + o
hGNi]' 1] Jt 1] J

La expresion anterior indica la suma de las soluciones para todos los jugadores en IV;;.
Eliminando las otras aristas que son incidentes al nodo i, {h,i} € g, h # j, obtenemos
expresiones similares para uno de los nodos en Np;. Ahora, restando estas expresiones
de (3.5), tenemos que

Qij Qi
pilv,9) = | —2—— > ——— | (V)
Qg FOGi i njegngs b T O

s [Oéhiv(Nih) - aihU(Nhi)] .

(imleg Qip, + Qp

Luego, por manipulacién algebraica, obtenemos la siguiente expresiéon

Qi + Qp Qpi + O
{inpeg TN {ihyeg S

pilv,g) = (1- S = o+ [O‘W(Ni )_O“'hv(Nhi)]. (3.6)

Por lo tanto, dado un conjunto de constantes «;j, aj; € Ry para cada {i,j} € g, la
solucion previa estd determinada de manera tnica. O

Béal et al. [5], consideran una version débil del axioma de justicia por componente
generalizada, llamado el axioma de componentes ponderadas, con la restriccion 8;;+8; =
1 para (3;j, Bj; € Ry para cada {7, j} € g. Ellos obtienen una familia de soluciones con
la siguiente expresion:

Pl (v, g9) =v(Ni) = Y w(Ny) = Y Bilv(Ni) —v(Ny) —v(Nji)],  (3.7)

{i,j}eg {i,j}eg
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para toda C' € C(g), vy para todo ¢ € n(C).

Tomando en cuenta las ultimas dos expresiones, cualquier especificacién del axioma
de justicia por componentes generalizada dada por un par «;;,aj; € R4 para cada
{i,j} € g induce el sistema de pesos 5 como los considerados en Béal et al. [5] tal que

P Xji PR Xij
6.77' Qgitaj y BU agjtog;”

FEstas expresiones explican por qué un ejemplo de justicia por componentes ponde-
rado con algin sistema de pesos no nulos no puede ser obtenido por una especificacién
de justicia por componente generalizada. Como una consecuencia el Teorema 16 provee
una expresion ligeramente mas general para una familia de soluciones.

Para todo g € FY denotamos como F(g) el conjunto de soluciones que satisfacen
los axiomas de eficiencia por componentes y justicia por componentes generalizada, con
conjunto de constantes ;j, aj; € Ry para cada {i,j} € g.

La expresion (3.6) indica como es el proceso de determinacion del vector de pago
de acuerdo a una solucién de juegos de bosques que satisface los axiomas de eficiencia
por componentes y justicia por componentes generalizada: primero, el valor de la com-
ponente que contiene al nodo i es dividido proporcionalmente entre los agentes en esa
componente de acuerdo a los pesos 1 — > {ihyeg ﬁ Después, hay varias transfe-
rencias entre el nodo ¢ y todos los nodos h que estan conectados directamente con el
nodo i: el jugador i recibe ap;v(N;p)/(an; + ;) del jugador h, pero el jugador h recibe
ainv(Np;) [ (an; + agp) del jugador i. Al final de todas estas transferencias, el vector de
pagos final para el jugador i en el juego de bosques (v,g) € FGY esta dado por (3.6).

Asi, obtenemos nuevas soluciones basadas en una forma natural de calcular los pesos
aj; y aj; caracterizados de manera tinica por los axiomas de eficiencia por componentes
y justicia por componentes generalizada con estos pesos dados en la ecuacion (3.5).

3.3. Casos particulares

Proposiciéon 17. Para todo (v,g) € FGY, la solucién de drbol promedio pertenece a
§(g). Ademds, esta solucion liene la siguiente expresion:

v(N;) |Nji|v(Nij) — |Nij|v(Nji)
| VG| " Z [ | NG| 7

ATi(v,g) = (3.8)
{ij}eg
para todo i1 € N.

Demostracion. Para todo (v,g) € FGY, es claro que la solucién de arbol promedio
pertenece a §(g) tomando «y; = |N;j| para casa arista {i,j} € g. Entonces, aplicamos
los resultados del Teorema 16. Consideramos que para todo arista {i,j} € g,

[Niglo(Ni) [ Njilo(Nig) — [Nij|v(Ni)

#n(v,9) = . (3.9)

Luego, por el axioma de eficiencia por componente, tenemos que

v(N) = > en(v,9)+ Y enl(v,9).

hEN;; heNj;
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Reemplanzando la altima expresion en (3.9) y por manipulacion algebraica, obtenemos
(3.3). O

La expresion (3.8) proporciona una formulacion alternativa para la solucion del arbol
promedio dada por (3.3). En nuestra expresion observamos que los pagos estan asignados
de la siguiente manera. Primero, la valia de cada componente es dividida equitativamente
entre los jugadores en la componente. Luego, varias transferencias son realizadas entres
cada para par de nodos conectados. Para un jugador i € N, y considerando que |NV;| # 1,
eliminamos una a una las aristas incidentes a ¢, {7, j}. Luego, el jugador j da |N;;|/|Ni|
del valor de su componente resultante, v(NNj;), al jugador i. Por otro lado, el jugador i
da |Nj;|/|N;| de v(N;j) al jugador j. Asi, el pago estd dado en (3.8) y es el resultado de
este proceso.

Proponiendo diferentes valores para las constantes «;j, aj; para cada arista {i,j} € g
en (3.4), obtenemos soluciones alternativas.

Axioma 14. (Igual trato por componentes, Béal et al. [4]). Una solucién ¢ : FGN — R”
satisface el axioma igual trato por componentes si, para toda g € FY y para toda arista
{i,j} € g, la siguiente expresion se cumple:

> lenl@) —en(d)] = D [enle) — enld)],

hGNij heNji

donde g' = g\ {i,j}.

Este axioma establece que la pérdida (o beneficio) que los agentes en N;; y Nj; ob-
tienen al remover la arista {4, j} debe ser igual para cada uno de estos conjuntos.

Dada una grafica ¢ € GRY y un nodo i € N, definimos el grado de i, deg;(g) :=
{j € N |{i,j} € g}|, como el ntumero de nodos en g conectados con 1.

Teorema 18. Eziste una tdnica solucion ¢ : FGN — R™ que satisface los aziomas de
eficiencia por componentes e igual trato por componentes. Ademds, esta solucidn tiene
la siguiente formulacion:

pl0.9) = (1= 3dem (o) ) o) + 5 3 BV =N (310

{ijteg
para todo i € N, g € FN.
Demostracion. El resultado se sigue si tomamos «;; = a;j; = ¢ en la expresion (3.6). O

La solucion dada en (3.10) es llamada como la solucion de orientacion promedio en
Beéal et al. |[4]. Esta solucion proporciona un proceso de deteminacion de los pagos a los
jugadores en un juego de bosques. Primero, la valia de cada componente C' € C(g) es
dividida entre los nodos que la forman, donde el jugador ¢ € n(C) recibe la proporcion
1 —deg;(g)/2 de v(N;). Luego, una serie de transferencias entre cada par de nodos co-
nectados son hechas. Cada jugador ¢ paga v(Nj;)/2 al jugador j por cada {i,j} € g.
Ademas, el jugador ¢ también recibe v(NVj;)/2 del jugador j. Después de todas estas
transferencias, el pago resultante esta indicado por (3.10). Es importante destacar que
nuevamente obtenemos una expresion diferente para esta solucién en comparacién con
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la obtenida por Béal et al. [5].

Después de cierta manipulacion algebraica, la solucién dada en (3.10) puede ser
escrita como sigue:

wi(v,g9) = v(N;) — Z Vi € N.

{i,j}eg

[U(Nz') — v(Nij) + v(IVji)
5 )
Asi, si asumimos que el juego es superaditivo, el proceso de determinacién de los
pagos de acuerdo a (3.10) puede ser interpretado como sigue: primero, cada jugador i en
una componente C' € C(g) recibe v(N;). Después de eso, para toda arista {i,j} € C, las
componentes C;; and Cj; resuelven un problema de la prenda en disputa con reclamos
v(Ni;) y v(Nj;) respectivamente sobre el estado v(XV;), de acuerdo a la recomendacion
del Talmud. Entonces, el jugador ¢ descuenta para su pago la solucién a este problema
para la componente C;;. Después de todas estos descuentos, el pago final para el jugador
i estd dado por (3.10). Para informacion adicional acerca del problema de la prenda en
disputa y la solucion propuesta en el Talmud ver Aumann y Maschler [2].

3.4. Propiedades adicionales

En esta seccion demostramos que todo miembro de la familia de soluciones §(g)
satisface otras propiedades bien conocidas dentro de la teoria de juegos cooperativos.

Axioma 15. (Igual trato de jugadores vitales, Jackson [28]) Una solucién ¢ : FGYN —
R™ satisface el axioma de igual trato de jugadores vitales si para cada S C N tal que
S =n(C) para algin C € C(g) o S = {j} para algan j € I(g):

(ug, g) = 1/s, sii€S,
vilus, 9) = 0,  en otro caso.

Supongamos que es necesario la cooperacion de todos los jugadores en una compa-
nente para obtener una cantidad de una unidad. De otra manera, ellos no obtienen nada.
Asi, el axioma anterior establece que los pagos para los jugadores en la componente debe
de ser tal que la unidad es dividida equitativamente entre ellos.

Sea v € JV y § C N. Para todo ¢ € GRY, denotamos como gg := g N g¢° la
subgrafica en g restringida a los nodos en S.

Axioma 16. (Descomposicion en componentes, van den Nouweland [40]). Una solucion

¢ : FGN — R satisface el axioma de descomposicion en componentes si para todo
S C N tal que S = n(C) para algan C' € C(g), o S = {j} para todo j € I(g) la
siguiente condicién se cumple:

SOZ'(UMQ) :‘Pi(U57gS)7
para todoi € Sy ge FVN.

FEsta propiedad establece que la solucién para los jugadores en una componente no
depende de cémo los otros jugadores estan organizados en las otras componentes.
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Teorema 19. Sea ¢ : FGVN — R" una solucion en F(g). Entonces, ¢ satisface los
aziomes de (a) linealidad en JV , (b) igual trato de jugadores vitales y (c) descomposicion
en componentes.

Demostracion.  (a) Para probar que (3.6) es una solucién en JV, nosotros necesitamos
calcular la solucion (3.6) sustituyendo el juego (Ajv1 + Agvg) en el lugar de v €
GN. Entonces, aplicando la definicion de la suma de dos juegos, distribuyendo y
reorganizando los términos, el resultado es obtenido.

(b) Sean g una gréafica en TV y S C N una coalicién tal que S = n(C) para algin
CeC(g) oS=1{j}conjeI(g); observar que ug(N;j) = ug(N;;) = 0 para todo
{i,j} € g. Considerando lo anterior el resultado se sigue.

(c) Es directo ver que la solucion (3.6), para un jugador i € N, solamente toma en
cuenta las subgréficas en la misma componente que i. Asi, claramente, restrin-
giendo el juego de gréaficas en esa componente, el pago para los jugadores en esa

componente debe ser igual.
O]

3.5. Conclusiones

Con el ultimo resultado, finalizamos nuestro estudio sobre la familia de soluciones
§(g) para juegos de graficas, con ¢ € §(g). El resultado dado en (3.6) proporciona un
forma sobre cémo generar nuevas soluciones para este tipo de juegos: es suficiente con-
siderar una manera diferente y resonable sobre como los cambios en los pagos de las
componentes deben de ser dado la desconexién de dos nodos, y c6mo este hecho define
el conjunto de constantes «;j, aj; para cada {i,j} € g de manera tnica.

Una linea adicional de investigacion es la siguiente: en Herings et al. [23] una carac-
terizacion de la solucién de arbol promedio con el axioma de linealidad es presentada.
Asi una pregunta natural es jes posible caracterizar la famila de soluciones §(g) con una
caracterizacion (ajustada) usando esta propiedad? Si no es posible obtener tal caracte-
rizacié, podria ser interesante estudiar otras propiedades en este contexto.






Capitulo 4

Juegos en forma de funcion
caracteristica generalizada

Como estudiamos en el Capitulo 1, en un juego cooperativo la valia que pueden
conseguir los miembros de una coalicién S es dada mediante la funcién caracteristica:
dada una coalicién S, v(S) es la utilidad que pueden garantizarse los miembros de la
coaliciéon S si deciden cooperar. Sin embargo, en algunas situaciones econdémicas la valia
de una coaliciébn puede depender no sélo de sus miembros, sino también del orden en
que se forma la coalicién como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Considerar un juego entre un vendedor (jugador 1) y dos compradores
(jugadores 2 y 3). El vendedor desea vender dos productos y los compradores estdn in-
teresados en su adquisicion. Cada comprador valora en 1 unidad monetaria cada uno de
los productos. Supongamos que si el vendedor es el primero en llegar al mercado, enton-
ces €l espera por los posibles compradores, pero si un comprador es el primero en llegar,
entonces éste no espera al vendedor. Los arribos al mercado se modelan como ordena-
ciones del vendedor y de los compradores. Por ejemplo, (1,2,3) modela la situacion en
donde primero llega el vendedor al mercado y pone a la venta ambos productos, a conti-
nuacion llega un comprador y compra un producto (a precio x, con 0 < x < 1), y después
aparece otro comprador y compra el otro producto (a precio y,con 0 <y < 1). Asi, la
utilidad que conseguirian los jugadores en (1,2,3) esigual az +y+1—xz+1—y=2.
En el orden (2,1,3) primero llegaria un comprador y al no haber productos a la venta,
se ria; o continuacion llegaria el vendedor y luego el otro comprador que le compraria
un producto a un precio y. Luego, la utilidad que consegquirian los jugadores en (2,1,3)
esigual a y+1—y=1.

4.1. Preliminares y definiciones

En este capitulo denotaremos los conjuntos con una notaciéon especial dada por °. Asi,
N° ={1,2,...,n} es el conjunto jugadores. Dada una coalicion S° € 2V° denotaremos
por H(S°) el conjunto de todas las posibles ordenaciones de los jugadores en S. Por
ejemplo, si N° ={1,2,,3,4} y S° = {1, 2,4}, entonces

H(S°%) ={(1,2,4),(1,4,2),(2,1,4),(2,4,1),(4,1,2),(4,2,1) }.

El elemento S € H(S°) es llamado una coalicion ordenada. De lo anterior se despren-
de que usamos S° para representar una coalicién general de cardinalidad s sin orden y S



32 Juegos en forma de funcion caracteristica generalizada

para representar una coalicion ordenada con el mismo conjunto de jugadores. Observar
que H®) =0y que H({i}) = {(i)} para todo i € N°. Sea 2(N°) el conjunto de todas
las posibles ordenaciones de todas las coaliciones de N°, es decir,

Q(N°)={S | S e H(5°),5° € 2N"}. (4.1)

Es claro que el namero total de coaliciones ordenadas en Q(N°) es igual a

m = Z s! <n>7 para todo 0 < s <n. (4.2)

s=0 s
Dado S° = {ay,...,as}, denotamos un elemento genérico de S € H(S°) por S =
(a1, ...,as).
Definicion 28. Un juego en forma de funcidn caracteristica generalizada es un par

(N°,v) donde N° es el conjunto de jugadores y v : Q(N°) — R asigna a cada S € Q(N°),
un nimero real v(S) siendo v(0) = 0.

Para cada coalicion ordenada S, v(S) representa la utilidad que los jugadores en S°
pueden garantizarse si la coalicién ha sido formada siguiendo el orden S.

Ejemplo 5. La situacion dada en el Ejemplo 4 puede ser modelado como un juego en
forma de funcion caracteristica generalizada (N°,v) donde N° = {1,2,3} yv : Q(N°) —
R como sigue !

v(0) =v(1) =v(2) =v(3) =0,
v(3,1) =v(3,2) =v(2,3) =v(2,1) =v(2,3,1) = v(3,2,1) =0,
v(1,2) = v(1,3) = v(2,1,3) = v(3,1,2) = 1,

v(1,2,3) = 0v(1,3,2) = 2.

Por brevedad en lo que resta de este capitulo asumiremos que N° es fijo, nos referire-
mos al juego en forma de funcion caracteristica generalizada (IN°,v) simplemente como
juego generalizado y lo identificaremos con v.

Denotaremos por GN° el conjunto de todos los juegos generalizados con N° como
conjunto de jugadores. Es facil ver que GN° es un espacio vectorial sobre el campo de los
nimeros reales si se define la suma y la multiplicacion escalar sobre GV° de la siguiente
manera;:

1. (v+w)(S) =v(S)+w(S), Vo,we GN°, VS € H(S°), VS°C N°.
2. (ev)(S) = ev(9), Yo e GNY, VeeR, VS e H(S°), VS°C N°.

Observacion 6. Si denotamos por Gév ° el conjunto de juegos generalizados en donde
v es constante en H(S°) para cada S° C N°, si tiene que G2~ = JV°, es decir, JV°
esta “incluido” de manera natural en GY¥°. Esto es claro definiendo 7 : JV° < GN° de
la siguiente manera:

T(W)(S) == v(8°), VS e H(S°), VS°C N

'Por simplicidad, escribiremos v(1,2) en lugar de v((1,2)).
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En lo que resta de este capitulo nos referiremos a JV°, en lugar de G(])V °, como un
subconjunto de GV° y lo llamaremos el conjunto de juegos cldsicos.

., . . o . . .
Observacion 7. Dado un juego generalizado v € GN° es posible asociar tres juegos
clasicos minv, Ty méxv € JV°, donde

mv)(S°) ;= min (S VS° C N°
(minv)(S5°) sé}}l(%o)v( ); C N°,

58 == Y w(S), ST N

5 ScH(S°)
A S°) = A S VvS° C N°.
(mixv)(S%) = mix o(S), c

Estos juegos tienen las siguientes interpretaciones. Para toda coaliciéon S tenemos
que (minv)(S), v(S) y (méxwv)(S) representan la minima valia, la valia esperada y el
maxima valia que S puede obtener cuando todas las coaliciones son igualmente proba-
bles, respectivamente.

Es claro que se cumple la siguiente relacién
(minv)(S°) <0(S°) < (maxwv)(S°), VS° C N°.

En GN° existen diversas formas de definir un juego de unanimidad. Las siguientes
definiciones juegan un papel importante para tal fin.

Definicion 29. Sea S € H(S°), S° C N° dada. Una coalicion ordenda T € Q(N)
es llamada una extension de S st S° C T° y la coalicion ordenda de los primeros s
miembros en T es igual a S. Denotamos por E(S) el conjunto de todas las extensiones
de S. Si S = (ay,...,as), entonces

ES)={TeQ|T=(br,...,bs,bs41,...,bt) con by = ap,Vk < s} (4.3)

Como un caso especial definimos la extension T' = (S,4™!) con i ¢ S°, t = s + 1
como sigue: dados un jugador ¢ € N°, una coalicion S° C N°\{i} de cardinalidad s, una
coalicion ordenda S € H(S°) y una posicién h € {1,2,...s+1}, denotamos por (S, ") la
coalicion ordendada en H(S°U{i}) donde el jugador i es “insertado” en S en la posicion

h, es decir, si S = (a1, ..., as), entonces (S,i') = (i,a1,...,as), (S,i*tY) = (a1,...,as,i)
v (S,i") = (ay,...,ap_1,%,an,. .., as).

Por conveniencia notacional escribimos (S, 4) en lugar de (S,i*) ysiT = (a1, ..., at),
entonces T\ a1 = (ag,...,a), T\a; = (a1,...,a.—1) y T\ap, = (a1,...,ap-1,0n+1,- - - at)

para todo h € {2,...¢t —1}.

Definicion 30. Sea S € H(S°), S° C N° dada. Una coalicion ordenda T € Q(N°)
es llamada una restriccion de S st T° C S° y el orden de los jugadores en T estd en
corcondancia con el orden de estos jugadores en S. Denotamos por R(S) el conjunto de
todas las restricciones de S.

Con el fin de explicar el concepto de restriccion, introducimos la nocién de predece-
sores y sucesores. Considerar una coalicién ordenda arbitraria S € Q(N°),

S = (a17 sy Qf—1, 0k, Q41,5 - - '7as)‘
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Para cualquier k € {2,..., s}, denotamos los predecesores de ay en S por pre(ag, S).
Para cualquier k € {1,2,...,s — 1}, denotamos los sucesores de aj, en S por suc(ag, S).
Entonces pre(ag, S) = {a1,...,ap_1} y suc(ag, S) = {axy1,...,as}. Luego T es una res-

triccion de S significa que para cualquier 4,5 € T° si i € pre(j,.S) entonces i € pre(j,T)
o si i € suc(j,S) entonces i € suc(j,T).

Con las definiciones anteriores definimos los siguientes juegos de unanimidad:

Definicion 31. a) Para cada T € Q(N°)\ {0}, se define el juego de unanimidad up €
GN° por:

ur(S) = {1’ ASCED): g g, (4.4)

0, en otro caso,

wr(8) = {1’ STERE)  ygeam (4.5)

0, en otro caso,

Lema 5. a) Todo v € GN° puede ser expresado como

v = Z )\TUT, (4.6)

TeQ(N°)
T#0
donde para T = (a1,...,at) se tiene que
A =v(T) —v(T \ at) (4.7)

b) Para cada v e GV,

donde para cada T € Q(N°)\ {0}

er= Y (=1)"u(S). (4.9)

SER(T)

Demostracion. a) Sea S € Q(N°)\ {0} y sea F la familia de todas las coaliciones
ordenadas 7" tal que S € £(T'). Entonces tenemos que

Yo Arur(S) =) Arur(S) = Y (0(T) = o(T\ ar)) = v(S) —v(B) = v(S),

TeQ(N®) TeF TeF

con lo cual termina la demostracion.
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b) Sea S € Q(N°). Entonces

Y. crwr(S) = > Y CD)Tu(R) | wr(S),

TeQ(N®) TeQ(N°)\{0} \ReER(T)
T#0

= Y X v,

TeR(S) \RER(T)

= S| o),

ReR(S) \ TER(S)

ReR(T)
B ol [ P
ReR(S) \t=r

S
Como Z <S B r> (—=1)""" vale 1si s =7y 0si s #r concluimos que

> crwr(S) =v(S). (4.10)
TEQ(N°)
T+0

O]

Corolario 20. Las colecciones de juegos U = {up | T € Q(N)\{0}} y W ={wr |T' €
Q(N)\ {0}} son bases para GNV° | respectivamente.

4.2. Extensiones del valor de Shapley

Recordemos que uno de los problemas principales que se abordan en juegos clasicos
es la distribucion de v(N°) entre los jugadores en N°. En el caso de juegos generalizados
tenemos n! utilidades distintas que puede conseguir la gran coalicion segin el orden en
que se forme. Por esto, si suponemos que los jugadores no controlan el orden, el problema
principal en esta nueva clase de juegos es la distribucién de la utilidad esperada de la
gran coalicién en los distintos 6rdenes.

Definicion 32. Un valor es un operador ¢ : GN° — R™, que asocia a cada juego
generalizado v € GN° un vector de pagos ¢(v) := (¢;(v))ien € R™.

A continuacién presentaremos los dos valores mas importantes para juegos en forma
de funcién caracteristica generalizada.

4.2.1. El valor de Nowak y Radzik

Nowak y Radzik [33] fueron los primeros en estudiar los juegos en forma de funcion
z M . . . P o
caracteristica generalizada e introducur axiomaticamente un valor ¢ en G™V°.
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Definicion 33. El valor de Nowak y Radzik es el valor oNF : GN° — R™, el cual para
cada jugador i € N° es dado por:

M= Y Y T W) ) (4.11)

SeCNe\{i} S€H(S°)

A continuacién mostramos y explicamos los axiomas que caracterizan el valor V2
basado en el trabajo de Nowak y Radzik [33].

Definicién 34. Dado un juego generalizado v € GN°, un jugador i € N° es un jugador
nulo en el juego v si para cada coalicion ordenada S € Q(N®) tal que i ¢ S°, se tiene
que

v(S,1) = v(S5). (4.12)

Un jugador nulo no contribuye a cualquier coalicién ordenada que elige para unirse
cuando ocupa la tltima posiciéon. En particular, si ¢ es una jugador nulo, entonces

v(i) = 0.

Axioma 17. (Eficiencia esperada). Un valor ¢ en GN° satisface el azioma de eficiencia
esperada si para todo v € GN° se tiene

d o iv)== > u(N). (4.13)

iEN® NeH(No)

FEn otras palabras, el monto que se reparte entre todos los jugadores bajo ¢ es exac-
tamente el promedio que consigue la gran coalicién sobre todos los posibles 6rdenes.

Axioma 18. (Nulidad). Un valor ¢ en GN° satisface el azioma de nulidad si i € N°
es un jugador nulo en v, entonces

$i(v) = 0. (4.14)

El axioma de nulidad requiere que cada jugador nulo en v obtenga un pago de cero,
dado que no contribuye de ninguna manera a cualquier coalicién ordenada a la que se
une ocupando la ultima posicién.

Axioma 19. (Aditividad). Un valor ¢ en GN° satisface el azioma de aditividad si para
todo v y w € GN° se tiene que:

d(v+w) =)+ p(w). (4.15)

o . . . . L. . .
Es claro que en JV estos axiomas coinciden con los axiomas clasicos de eficiencia,
jugador nulo y aditividad.

Lema 6. Sean o una constante, k € N° un jugador y S es una coalicion ordendada tal
que k ¢ S°. Si ¢ satisface los axiomas de eficiencia esperada y nulidad, entonces

Y i3 LY Y

di(aus ) = {0 ! ’ (4.16)

en otro caso.
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Demostracion. Para simplificar la notacién asumiremos sin pérdida de generalidad que
a = 1. Fijemos una coalicién ordenda S tal que k ¢ S°. Si i € N°\ {k}, entonces para
cada coalicién ordenada T' tal que k ¢ T°°, tenemos que u(g ) (T, ) = u(g ) (T). Asi, todo
i € N°\ {k} es jugador nulo en el juego u(g ) y por nulidad tenemos que ¢;(u(gx)) =0
para todo i # k.

Por eficiencia esperada, podemos concluir que

Se(wsy)) = Z¢i(u(5,k)),
JiEN©
1
= > uErdV),

" NEH(N®)

1
= ﬁ Z u(S,k) (N>7

" NeH(N°®)
Ne&((S:k))
!

(n—s—1)!

n! ’

lo cual da el resultado deseado. O

Teorema 21 (Nowak y Radzik, [33]). El valor de Nowak y Radzik es el inico valor que
satisface los axiomas de eficiencia esperada, nulidad y aditividad.

Demostracion. Es facil ver que oV satisface eficiencia esperada, nulidad y aditividad.
Ahora probaremos la unicidad. Sea v € GV, por el Lema 4 parte a), Lema 6 y el axioma
de aditividad, tenemos que

i) = Y e Orur),
TEQ(N®)
740

- Z Z 907, (T, z))

SeCNo\{i} T€H(S°)

_ Z Z )\Tz)n—s—l)

SeCNe\{i} TEH(S°)

D D D = T )]

SeCNe\{i} TeH(S)
la cual es la formula (4.11). O

Observacion 8. Ademas de la expresion dada en (4.11), el valor de Nowak y Radzik
puede ser calculado utilizando el siguiente procedimiento:

Dado N = (a1, ...,a,) € H(N®) considere el vector (N) € R™ donde
a:i(N):U(al,...,ai_l,ai)—U(al,...,ai_l), Vie N°. (4.17)

Entonces

e )=~ w(). (4.18)

" NEH(N®)
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Para ver que la expresiones (4.11) y (4.18) son iguales, s6lo hay que notar que
{N € H(N®) | (a1,...,a;—1) =S} = (n—s—1)!

Con la expresion (4.18), se elige al azar una coalicion ordenada N € H(N°) con
una distribucion uniforme sobre las n! ordenaciones posibles y si se le da al jugador
¢ la utilidad marginal que aporta cuando se incorpora a la coalicién ordenada de los
jugadores que le preceden, v(ay, ..., a;—1,a;)—v(a,...,a;—1), entonces el pago esperado
que obtiene es el valor de Nowak y Radizk.

Ejemplo 6. Si consideramos el juego generalizado (N°,v) dado en el Ejemplo 7 tenemos
que utilizando la formula (4.18)

N 1=1|1=2|t=3
(1,2,3)] 0 1 1
(1,3,2)| 0 1 1
(2,1,3)| 0 0 1
(2,3,1)| 0 0 0
(3,1,2)] 0 1 0
3,2,1)] 0 0 0

0 3 3

de donde

N(w) = (oii) .

Observacion 9. Cuando ¢V es restringido a aquellos juegos en los que la funcion
caracteristica es constante en todos los érdenes, coincide con el valor de Shapley.
En efecto

Aews) = Y 3 ”‘3‘1 BT T (0)(S, 1) — T(0)(9)]

SeCNo\{i} S€H(S)

-y el _nf_”'[v<SU{z’}>—u<s>],

SeCN°\{i}
= Shl (U)

4.2.2. El valor de Bergantinos y Sanchez

En el Capitulo 1 se vio que Shapley [39] axiomatizo su valor utilizando los axiomas de
eficiencia, simetria, jugador nulo y aditividad para juegos clasicos. Fn la seccién anterior
se presento como Nowak y Radzik [33] extendieron este valor para juegos en forma de
funcién caracteristica generalizada modificando el axioma de eficiencia y el de jugador
nulo.

Teniendo en cuenta que los jugadores no controlan el orden de juego, y suponiendo
que todos los érdenes son igualmente probables, el axioma de eficiencia parece claro. No
lo es tanto el axioma de jugador nulo. En el Ejemplo 6, el vendedor es un jugador nulo.
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Sin embargo, un comprador obtiene 0 cuando él esta solo o cuando llega de primero al
mercado. Asi, la importancia del vendedor se hace evidente y no se ve reflejado en el
reparto propuesto por Nowak y Radzik.

Bergantinos y Sanchez [38] introducen un valor y nuevos conceptos de jugador nulo,
que nosotros llamamos jugador nulo fuerte, y de jugadores simétricos para el caso de
juegos generalizados.

Definicion 35. El valor de Bergantifios y Sanchez es el valor P9 : GN° — R, el cual
para cada jugador i € N es dado por:

= > > Wls [v(S) —v(S\i)], VieN. (4.19)
1€S°CN° ScH(S°)

Otra forma de expresar el valor de Bergantifios y Sanchez es la siguiente:

s+1

Py = Y Y ”_Stll)z[u(s,#)—uw), Vie N.  (4.20)

S°CNo\{i} S€H(S°) =1

A continuacién mostramos y explicamos los axiomas que caracterizan el valor 5 ba-
sado en el trabajo de Bergantinos y Sanchez [38].

Definicion 36. Un jugador i es un jugador nulo fuerte en el juego v € GN° si para
cada coalicion ordenada S € Q(N°) tal que i ¢ S°, se tiene que

v(S,i") =v(S), VYh=1,...,s+1. (4.21)

Un jugador ¢ € N° es nulo fuerte si el valor de cualquier coalicién ordenada no se
ve afectado por la presencia del jugador i, cualquiera que sea el lugar que ocupa en la
ordenacién. Es trivial probar que un si ¢ es un jugador nulo fuerte entonces ¢ es jugador
nulo. Sin embargo, el reciproco es falso.

Definicion 37. Dos jugadores i,j € N° son simétricos en el juego v € GN° si para
toda coalicion ordenda S € Q(N°) talque i,j ¢ S° se tiene que

v(S,i") =v(S,5"),  VYh=1,...,s+ 1. (4.22)

Dos jugadores son simétricos cuando al ocupar la misma posicién, no alteran la valia
de la coalicién ordenada.

Con las definiciones anteriores Bergantinos y Sanchez [38] consideran nuevos axiomas.

Axioma 20. (Nulidad fuerte). Un valor ¢ en GN° satisface el azioma de nulidad fuerte
st it € N° es un jugador nulo fuerte en v, entonces

$i(v) = 0. (4.23)

El axioma de nulidad fuerte requiere que cada jugador nulo fuerte en v obtenga un
pago de cero, dado que no contribuye de ninguna manera a cualquier coalicién ordenada
a la que se une cuando ocupa cualquier posicién.
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Axioma 21. (Simetria). Un valor ¢ en G satisface el azioma de simetria si para
v e GN° y para cada par de jugadores simetricos i,j € N°, se tiene que

¢i(v) = d;(v). (4.24)
Es claro que en JV° estos axiomas coinciden con los axiomas clasicos de nulidad y
simetria.

Lema 7. Sean o una constante y T € Q(N°®). Si ¢ satisface los axiomas de eficiencia
esperada, nulidad fuerte y simetria, entonces

1 ;s o
¢i(wr) = {at!t et (4.25)

0 en otro caso.

Demostracion. Para simplificar la notacién asumiremos sin pérdida de generalidad que
a =1.Sii ¢ T°, entonces i es jugador nulo fuerte y por nulidad tenemos que ¢;(wr) = 0.
Aplicando eficiencia esperada tenemos que:

Z¢z wT Z wT(N)::L:!.!:%.

iEN° NEH(NO)
Como todos los jugadores en T’ son simétricos, por simetria tenemos que
1 s o
4 siteT”,
pi(wr) = {“t (4.26)

0 en otro caso.

O

Teorema 22 (Bergantifios y Sanchez, |38]). El valor de Bergantiios y Sdnchez es el
inico valor que satisface los axiomas de eficiencia esperada, nulidad fuerte, simetria y
aditividad.

Demostracion. Se prueba facilmente que B9 satisface los axiomas de eficiencia espera-
da, nulidad fuerte, simetria y nulidad. Ahora probaremos la unicidad. Sea v € GV¥°, por
el Lema 4 b), Lema 6 y el axioma de aditividad obtenemos que

di(v) = Z oi(crwr),
TEQ(N®)
T;é@

B 1
= D e
TEQ(N®)
i€T®

ReQ(N°) | TeQ(N°)
R#( 1€T°
ReR(T)

= Z Z ’Yz —U(S\i)],

1€S°CN° SeH(S°)
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1
donde v;(S) = Z (-1 e Con algunos célculos adicionales obtenemos que

TeQ(N®)
i€T®
ReR(T)

N _ - n—s i!_ tfsi
i(S) = Z;(t_5>sﬁ D

_ Iy (n-s (_1)#8}
s! t—s t’
t=s

1 (s=Dl(n—s)
s! n! ’

 (n—s)!

B sn!

por lo tanto para cada i € N° se tiene que

-y >

1€S8°CN° SeH(S°)

(8) = v(S\ )] = ¢ (v).

Observacién 10. Dado v € GV, el valor de Shapley del juego promedio T € JV° es
el valor de Bergantifios y Sanchez de v.

En efecto
_ slm—s=1!_ o . o
Shi(®) = - [0(5° U {i}) — (5],

SeCN°\{i} '

B slln —s—1)! 1 1

B Z , n! (s+1)! Z v($) - s! v
SeCN°\{i} i SeH(S°U{i}) SeH(5°)

dou®) = (s+1) > v

B Z slin —s—1)! | seH(s°U{i}) SeH(S°)

= : ,
$oCN°\{i} " (s+1)

_ (n—s—1)! = g g

= Z Z 1) Z|:U( i) —o( )},
SeCNo\{i} SEH(S°) =1

= %‘ (U)

Ejemplo 7. El juego promedio U asociado al juego generalizado v dado en el Ejemplo
4 estd dado por
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Asi, utilizando la formula (1.19) para calcular el valor de Shapley del juego T tenemos
que

1=1|1=2|1=3

1L,23)] 0 | 5 [ 3
(1,3,2)[ 0 3 5
(2,1,3)| 3 0 3
(2,3,1)] 1 0 0
(3,1,2) [ 3 3 0
3,2,1)] 1 0 0
3 3 3

2 2

de donde

111
BS _ (- = =
QO (U)_<25474>

Observacién 11. Cuando ¢P9 es restringido a aquellos juegos en los que la funcion
caracteristica es constante en todos los érdenes, coincide con el valor de Shapley.
En efecto

s+1

P)s) = XY "‘8‘:‘11))Z[T@)(s,il)—ﬂv)(s)},

SOCNo\{i} SEH(S°) =1

=y s D w5 U (i) — u(s?)],

SoCNoA(} n!(s+1)

=y M e u i) - ().
S°CN°\{i} '

= Shz(v)

4.3. El valor ¢*

En esta seccion presentamos un nuevo valor para juegos en forma de funcién cara-
teristica generalizada la cual se obtiene en dos pasos. Esta solucién es inspirada en la
interpretaciéon del valor de Nowak y Radzik dada en la Observacion 8.

1. Dada una coaliciéon ordenda N € H(N°), dividimos v(N) entre los jugadores en
N°. Se denota x}(N) el pago obtenido por el jugador i € N° en la coalicion
ordenada N

2. Luego promediamos los pagos obtenidos en todas las coaliciones ordenadas de la
gran coalicién N, es decir,

* o 1 *
PIN ) == Y @i(N). (1.27)
" NEH(N®)

Para realizar el primer paso construiremos una funcién potencial P basados en la
idea del potencial de Hart y Mas-Colell de la siguiente manera: dado (N°,v) € GN°,
definimos el conjunto de los subjuegos de este juego como

S(v) == {v|ge | $° C N°}, (4.28)



4.3 El valor ¢* 43
donde para todo S° C N° se tiene que v|go : 2(S°) - Ry
v|go(T) = v(T), VT € Q(S°).
con v|g(0) = 0.
Luego, sea P : S(v) — R donde
S |PS)— > P(T)| =wv(S), VSeH(S),V5 C N, (4.29)
i€se TeH(S°\{i})
con P(0) =0.
Con un poco de manipulacion algebraica podemos reescribir (4.29) como
1
P(S)==|v(S$)+>. >  P@)|, V¥SeH(S)VS <N, (4.30)
5 i€5° TeH (S°\{i})
con P(0) = 0.
Al considerar la funcion potencial P definimos
zj(N)=P(N)- > P(T) (4.31)

TeH(N°\{i})

Ejemplo 8. Si consideramos el juego generalizado (N, v) dado en el Ejemplo 7 tenemos

que la funcion potencial P estd definida como sigue

1
=
P(1,2,3) = P(1,3,2) = 1,

P(1,2) = P(1,3)

P(2,1,3) = P(3,1,2) = =,

P(2,3,1) = P(3,2,1) =

)

Wl Wl

y P(S") = 0 para el resto de coaliciones ordenadas.

Asi, utilizando la formula (4.27) para calcular el valor * del juego v tenemos que

1=1]1=2|1=3

T T

(17273) 1 2 2
L32[ 1 | 5 | 5
ary T [
CEAVINS M
312 5 | g | 3
i T T

3,2,1)| 3 ~§ | —&
4 1 1

de donde
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A continuacién mostramos una expresion para el potencial P en términos de los
subjuegos del juego generalizado (N,v) € GV.

Teorema 23. Dado (N°,v) € GN° tenemos que
P(S) = + > )« (4.32)
T°¢S° T€H(T°)

donde

1 stt=20
afs,1) = § (t=Di(s—0)! (s=1)1(s—2)1--21110! ; (4.33)
! H(t—1)1---21110! en 0LTo caso

para todo S € H(S®) y para todo S° C N°.

Demostracion. Para S° = {i} con i € N° tenemos que (4.28) y (4.30) son iguales a

Para S = {i,j} con i,j € N,i # j tenemos que (4.28) y (4.30) son iguales a

P(S') = 30(8") + 50(0) + 300,
donde S’ € {(i,7), (4,1)}

Supongamos que (4.28) y (4.30) son iguales para T' € H(S°\ {i}) y para todo ¢ € S
con S C N. Entonces

YT =LY Y [ mr Y attn(®)

i€S° TeH(5°\{i}) i€S° TeH(S°\{i}) RS°GTS® REH(RS®)

Ahora, dado que T'S® = S5°\ {i} tenemos que

DD RS DD DEND DD SR )

i€S° TeH(S°\{i}) i€S° Te H(S°\{i}) R°CT° REH(R®)

- > > S(;_ GEDED SR UL <S—1>U<R>,

1€5° TeH(S°\{i}) 1€8° R°GS°\{i} REH(RP)

-y Y ke,

i€5° ROCSo\{i }ReH R°)

- > ¥ ° Z_”(S‘ Uoim),

R°CS° ReH(R°)

=2 2 )

R°C.S° REH(R®)

— P - EU(T).
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4.4. Conclusiones

En este capitulo se realizo un estudio de juegos en forma coalicional en el cual la
funcién caracteristica estd definida sobre todos los posibles érdenes de los jugadores. Se
presentan las caracterizaciones de las principales valores para este tipo de juegos y un
nuevo valor que se obtiene en dos pasos.

Una linea adicional de investigacién es la caracterizacion de la solucién propuesta asi
como el anélisis del axioma de simetria para este tipos de juegos.






Capitulo 5

Energia de vértices de una grafica

La energia de una grafica es un invariante que es calculado a partir de los valores
propios de la matriz de adyacencia de la grifica. En la literatura matemaética, esta canti-
dad fue formalmente definida en 1978, por Gutman [17, 18|, pero sus raices quimicas se
remotan a los anos 40’s, ver Cvetkovi¢ et al. [12]. A pesar de esto, este topico reciente-
mente ha sido considerado como un tema de interés para unos pocos matematicos. Por
otro lado, la probabilidad no-conmutativa se empezo a desarrollar desde los afios 80’s
por Hudson y Parthasarathy [27], entre otros, motivados por las ideas de von Neumann
en mecanica cudntica. Durante la altima decada el estudio a través de la probabilidad
no-conmutativa del analisis espectral de graficas se desarrollado considerablemente (ver
Hora y Obata [26]).

En este capitulo presentaremos los conceptos bésicos de la energia de una grafica
vy de la teoria de probabilidad no-conmutativa. El objetivo principal que se persigue
es el de analizar el concepto de energia de una grafica desde el punto de vista de la
probabilidad no-conmutativa. Ademas, introducimos el concepto de energia de un vértice
y presentamos un nueva desigualdad para la energia de una grafica en términos de este
nuevo concepto.

5.1. Preliminares y definiciones

5.1.1. Teoria de graficas

En esta seccion presentamos la teoria de graficas. Nuestro interés radica en el estudio
del espectro de una gréfica, por el medio del cual se define la energia de una gréfica.

Definicion 38. Sean V un conjunto no vacio y E un subconjunto de V x V. El par
G = (V, E) se llama grifica con congunto de vértices V' y conjunto de aristas E.

Decimos que dos vértices v;,v; € V son adyacentes si (v;,v;) € E y escribimos
v; ~ v;j. Una gréfica es finita cuando |V| < 0. Llamamos lazo a una arista de la forma
(vi,v;) y decimos que una grafica es simple cuando no tiene lazos. Una grafica se dice
no dirigida si (v;,v;) € E, entonces (vj,v;) ¢ E. El numero de vértices y aristas de G
son denotados por n y m, respectivamente.

En este capitulo s6lo consideraremos gréaficas finitas simples no dirigidas.

47
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Definicion 39. Para un vértice v; € V de G, el grado de v; se define como
degg(vi) = {vj € V| vi ~ v;},
A continuacion presentamos algunos tipos de gréficas especiales.

Definicién 40. Una camino es una grifica P, = (V,E) con V = {vi,v2,...,0} ¥
E= {(U17U2)7 <’U27’U3)7 ey ('Un_l,?}n>}.

Los puntos v1 v v, se llaman vértices extremos del camino P,,. La longitud del camino
es nimero de sus aristas.

Definicion 41. Una caminata es una generalizacion de camino en donde no se pueden
repetir aristas.

Definicidon 42. Una grifica es completa si degg(v;) = n — 1 para todo v; € V, y se
denota como K,,.

Definicion 43. Un ciclo C,, = (V, E) es una grifica con V. = {v1,v2,..., 0} y E =
{(UDUQ)’ (’U2,’U3), SUR) (’Un,’U1>}-

Definicion 44. Una grdfica es bipartita Ky, = (V,E) donde V = {1,2,...,n,n +
ILn+2,....n+m}y

E={(v,w)eVxV|ve{l,2,....n}yve{n+1l,n+2,...,n+m}}.
La grafica bipartita K ,, es llama estrella y es denotada por S,.

Con el fin de distinguir unas graficas de otras definimos lo que es un isomorfismo
entre graficas.

Definicion 45. Sean G = (V,E) y G' = (V', E’) dos grdficas. Decimos que G y G’ son
isomorfas, y escribimos G ~ G', si eziste una biyeccion ¢ : V. — V' tal que (v;,v;) € E
si y sdlo st, (p(v;), p(vy)) € E.

A continuacion definimos el concepto de matriz adyacencia, el cual nos permite definir
el espectro de una gréfica

Definiciéon 46. La matriz de adyacencia A = A(G) de G es una matriz cuadrada de
orden n cuyas entradas estdan definidas como:

, st los vértices v; y vj son adyacentes,

A= 5.1
“ {0, en otro caso. (5:1)

Definicion 47. El polinomio caracteristico de G es un polinomio de grado n definido
como:

o(G,x) = detlxI — A(Q)], (5.2)

donde I es la matriz identidad de orden n.



5.1 Preliminares y definiciones 49

Los valores propios de A(G) son las raices del polinomio caracteristico y nos referi-
remos a ellos como los valores propios de la grafica G.

Una gréfica con n vértices tiene n valores propios (no todos necesariamente dis-
tintos); estos seran denotamos por Aj, A, ..., A, v etiquetados de manera decreciente:
)\1 2)\2 > Z)m-

El espectro de una grafica G es por definicidn el espectro de su matriz de adyacencia,
es decir, el conjunto formado por los valores propios junto con su multiplicidad..

Dado que A(G) es autoadjunta, entonces los valores propios de la grafica G son
numeros reales. Ademés, dado que G no tiene lazos entonces la traza de la matriz A es
igual a 0, es decir,

Tr(A) =M +---+ X, =0.

Asi, si )\;ﬁ ...,)\g Y Ajy1s-s A, denotan los valores propios positivos y negativos,

respectivamente, tenemos que:

k n
dDar=— > (5.3)
j=1

j=k+1

Las propiedades espectrales de graficas (incluidas las propiedades del polinomio ca-
racteristico) han sido extensamente estudiados; para un resumen detallado ver Brouwer
et al. [7] y Cvetkovic et al. [12].

5.1.2. Energia de gréaficas

El concepto de energia de una gréfica fue primero definido por Gutman [17, 18] y
emerge de la idea de la energia molecular de Hiickel en quimica teérica la cual serd
brevemente explicada en la Secciéon 5.1.3.

Definicidon 48. La energia de una grdifica G, denotada por E(G), es la suma de los
valores absolutos de los valores propios de la matriz de adyancencia A = A(G) asociada
a G;

EG) = |l (5.4)
1=1

En lo que resta del capitulo usaremos el termino “energia” para nos referinos a la
energia de una grafica en general. A continuacién presentamos algunos ejemplos de la
energia para ciertas graficas especiales:

Ejemplo 9. La Grafica completa. Es bien conocido que el espectro de la grifica
completa K, estd formado por n — 1 (con multiplicidad 1) y —1 (con multiplicidad
n—1). Asi, la energia de K, es

E(Kp)=n—14+(n—-1)(1)=2n—2. (5.5)
La estrella. Dado que el polinomio caracteristico de la estrella S, es
$(Sn) = 2" — (n—1)z""?,

se tiene que su energia es

£(Sn) = 2v/n — 1. (5.6)
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El ciclo. La energia del ciclo C), es

4cos T )
2 sin = 0(mod 4)
sen 7
1 i n = 2(mod 4
E(Cy) = { smz ST =Amodd) (5.7)
2 .
——,  sin=1(mod 2)
sen T

El camino. La energia del camino P, es

2
—————2, sin=0(mod 2)
SeI 511y
E(Pn) =1 2cos 5= . (5.8)
%7 sin = 1(mod 2)
SeN 5T

Observacion 12. Existe otro forma de calcular la energia: Coulson [11] proporciona la
siguiente formula integral para la energfa:

£(G) = i/:: <n _ W) da, (5.9)

donde ¢'(G, x) es la derivada del polinomio caracteristico de la grafica G.

Observacion 13. Al considerar la clase de todos los arboles de orden n, se tiene que
Sy la grafica con menor energia y P, es la grafica con mayor energia.

5.1.3. Motivacién quimica de la energia de una grafica

Ahora presentamos la teoria quimica relacionada con la definicion de la energia y
seguimos la exposicion dada en Li et al. [30].

Fn la decada de los anos 30’s, Hiickel sugiri6 un método de aproximaciéon para la
ecuacion de Schrodinger para una cierta clase de moléculas organicas, denominadas hi-
drocarbonos conjugados. Este método es referido en la literatura quimica como “Teoria
Orbital Molecular de Hiickel” (HMO por sus siglas en inglés).

Recordemos que la ecuaciéon de Schrédinger es una ecuacién parcial diferencial de
segundo orden de la forma:
H==¢=, (5.10)

donde Z es la denominada la funcién de onda del sistema, H el operador hamiltoniano y
€ la energia del sistema. Cuando consideramos un molécula, la ecuacion de Schrodinger
nos permite describir el comportamiento de los electrones en esta molécula.

Ahora, en lugar de resolver (5.6), se trata de aproximar H por un operador finito
dimensional H y resolver el problema:

H

(1]
I
on
[1]

(5.11)
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Aqui H es la matriz cuyas entradas estén definidas como sigue:

o, sit=1j7,
H;; = {3, silos atomos iy j estan quimicamente acotados, (5.12)

0, en otro caso.

Figura 5.1: Una molecula de benzeno el cual tiene un sistema de m-electrones y su grafica
asociada.

Es claro que si asociamos a un molecula la gréifica en donde i ~ j e ¢ y j estdn
quimicamente acotados (ver Figura 5.1), entonces tenemos que:

H = ol + BA(G). (5.13)

Resulta que, en la aproximaciéon en HMO, la energia total de todos los m-electrones
esta dado por

Ex=an+BY giNj, (5.14)
j=1

donde g; es el llamado nimero de ocupacién. Dado que o y 3 son constantes, es de
interés solamente la cantidad

£=> g\ (5.15)
j=1

Por una regla fisica general, g; puede tomar solamente los valores 0,1 o 2. Sin em-
bargo, para la mayoria de los casos quimicamente relevantes, tenemos que:

(5.16)

2, cuando \; > 0,
gj =
0, en otro caso ,

De lo anterior, obtenemos la expresiéon:

n

k
E=E(G)=) 2\ => |\l (5.17)
j=1

=1

que es por definicién la energia de la grafica G.
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5.1.4. Espacio de probabilidad no-conmutativo

En esta seccién presentaremos los conceptos bésicos de la teoria de probabilidad
no-conmutativa, la cual nos servird para el estudio de la energia.

Definicion 49. Un dlgebra A sobre un campo K, es un espacio vectorial sobre K el cual
tiene definida una operacion - : A x A — A tal que para cualesquiera o € K, x,y,z € A
se tiene que:

1. a(zy) = (ax)y = z(ay),
2. x(y+2) =xy+ xz,
3. (z+y)z=zz+yz.

Si para todo x,y € A se tiene que xy = yz, se dice que A es un algebra conmutativa.
En este estudio estamos interesados en algebras no-conmutativas sobre C.

Definicion 50. Sea A un dlgebra sobre C. Decimos que A es una x-dlgebra si A estd
dotada de una involucién antilineal x : A x A — A, es decir, una operacion tal que:

1. (a*)* =a,
2. (ab)* = b*a*,
3. (aa + Bb)* = aa* + pb*,
para todo «, B € C y para todo a,b € A.

A continuacién presentaremos el concepto de espacio de probailidad no-conmutativo.
Este objeto nos dard un marco de trabajo adecuado para el estudio de la energia.

Definiciéon 51. 1. Un espacio de probabilidad no-conmutativo es un par (A, 7), don-
de A es un dlgebra sobre C con unidad 14 y 7: A — C es un funcional lineal tal
que T7(14) = 1.

2. Si A es una x-dlgebra y T es positivo, es decir, T(a*a) > 0 para todo a € A,
entonces el par (A, 1) es llamado x-espacio de probabilidad no-conmutativo.

En el resto del capitulo trabajaremos con *-espacios de probabilidad no-conmutativos.
Los elementos de A son llamados wvariables aleatorias no conmutativas. Un elemento
a € Atal que a = a* es llamado autoadjunto. Si T satisface que 7(ab) = 7(ba) para todo
a,ben A diremos que 7 es tracial. El funcional 7 debe ser entendido como la esperanza
en probabilidad clésica.

A continuacién presentaremos los dos tipos de *-espacios de probabilidad no-conmu-
tativos en los que trabajaremos en el resto del capitulo.

Ejemplo 10. El primero es candnico, el espacio de probabilidad no-conmutativo
(M (C),tr), donde M,,(C) es el conjunto de matrices con coeficientes en C de tamano
n X n. Para una matriz M € M,,(C), tr denota la traza normalizada, es decir,

tr(M) = ~Tr(M) = % zn: M. (5.18)
=1

n
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Ejemplo 11. El sequndo es el espacio de probabilidad no conmutativo (M, (C), ¢;)
coni€{1,2,...,n}, donde M, (C) es el conjunto de matrices con coeficientes en C de
tamano n X n. Para una matriz M € M, (C), ¢; evaluado en M estd dado por:

¢i(M) = M;;. (5.19)

Definicion 52. 1. Para a € A, nos referimos a el valor de T(ak), k € N, como el
k-ésimo momento de a.

2. Sea p > 0, la norma L, de una variable aleatoria a € A estd dada por
llallp = T(|laf?)"/?,

donde |a| = (aa*)"/? denota el valor absoluto de a.

En el caso p = 1 es llamada la norma traza o norma nuclear y serd denota por
||la||«. Esta norma satisface las siguientes relaciones

llall« = 7(la]) = 7(Ja"]) = [la™]]..

3. Sea 0 <r,p,q<ootal que 1/r =1/p+1/q. La desigualdad de Hélder se extiende
al contexto no conmutativo de la siguiente forma:

[abll» < flallp|[bllq- (5.20)

En particular para p =2 y ¢ = 2, dado que 7(|ab|]) > |7(ab)| obtenemos la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz:
7(ab)| < 7(aa*)"/?7(bb*)'/2. (5.21)

Ademas, tomando b = 1, obtenemos que p < r
[lall» < flallp. (5.22)

Ambos funcionales en los ejemplos 10 y 11 tiene interesantes relaciones cuando se
aplican a graficas. Sea G = (V, F) una grafica finita con conjunto de vértices {1,...,n}
y sea A(G) la matriz de adyacencia. Denotamos por A(G) C M, (C) el algebra de ad-
yancencia, es decir, x-algebra generada por A(G).

Es facil ver que k-ésimo momento de A con respecto a ¢; estd dado por el niamero
de caminatas en G de tamano k empezando y terminando en el vértice v;, es decir,

(bZ(Ak) = |{(w1, ...,wk) W =W =V Y (wj,wj+1) eFE, Vj S {1, 2,...k— 1}}|
(5.23)
Similarmente, dado que tr(4) = 13" | ¢;(A) entonces el k-ésimo momento de A
con respecto a tr obtenemos el nimero esperado de caminatas cerradas de un punto
elegido de manera uniforme, esto es

Tr(AR) = [{(w1, .ywp) s w1 = wy, y (wj,wjy1) € E, Vj €{1,2,.. . k—1}}. (5.24)

De esta manera, podemos obtener informacién combinatoria de G de los valores de
¢;coni € {1,2,...,n} y de los elementos de A(G) y viceversa.
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Multiplicando por n ambos lados de la desigualdad de Hélder para la traza norma-
lizada, obtenemos la conocida desigualdad de Holder para la traza de una matriz,

Tr(|MN|) < Tr(|M|P)"/PTr(|N|9)"/, (5.25)

Finalmente, observar que para una grafica con n vértices tenemos que

£(G) = ntr(JAG)]) = Y_ i(|AG)). (5.26)
1=1

5.2. Cotas para energia de graficas

FEn esta seccién, nos centramos en algunas de las més importantes cotas para la ener-
gia. Presentaremos algunas de las demostraciones originales para estas cotas.

Una de las primeras desigualdades fue dada por McClelland [31]. El considera una
grafica con n vértices y m aristas para obtener la siguiente cota superior.

Teorema 24 (Mcclelland [31]). Para cualquier grifica G con n vértices y m aristas, se
tiene que:

E(G) < V2mn. (5.27)

Demostracion. Redordemos que la desigualdad Cauchy-Schwarz

N 2 N N
(Zaﬂn) < (Za?) <Z bf), (5.28)

se cumple para cualesquiera ntimeros reales a;,b; con ¢ =1,2,... N.

Asi, eligiendo en (5.28) N = n, a; = ||, b; = 1 y usando que Y o ;A2 = 2m,

i
obtenemos el resultado deseado. O

Demostracion alternativa. Aplicando (5.22) para r = 1y p = 2 tenemos que

/
€e) _ tr(|Al) < tr(|A[?)Y? = <2;">1 2. (5.29)

n

O

Koolen y Moulton [29] mejoraron la cota superior dada por McClelland por medio
de un uso inteligente de (5.28).

Teorema 25 (Koolen-Moulton [29]). Sea cualquier grifica de G con n vértices y m
aristas. Si 2m > n, entonces

£(G) < %m -1 [2m - (2m>2] . (5.30)
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La igualdad en (5.30) se cumple si G = 5K, G = K, 0 G es una es a grdfica reqular
fuertemente conectada no completa ' con dos valores propios con valores absolutos iguales
2m—(2e)”

a n—1 .

Demostracion. Eligiendo N =n —1, a; = |Ai11], bi = 1 en (5.28), tenemos que
(EG) = M)* < (2m =) (n—1). (5.31)

Tomando raiz cuadrada ambos lados obtenemos

EG) <M+ \/(n —1) (2m — A?). (5.32)
Ahora, consideremos la funcién

f(z) =z ++/(n—1)2m — z2).

Por calculo elemental podemos ver que f es mondtona decreciente en el intervalo

(v/2m/n,/2m).

Luego, dado que 2% > 1, entonces 2% < ); (see Brouwer et al. [?]). As,

£(G) < %m +m=1) l2m _ <2m>2] . (5.33)

5.3. Momentos espectrales

El método de los momentos espectrales es una técnica importante que nos permite
obtener cotas inferiores para la energia. La primera aplicaciéon de este método puede
encontrarse en De la Pena et al. [13] y [14].

Definicion 53. Para una grdfica con n vértices, el k-ésimo momento estd dado por
n
My =M;(G)=>_ |\, kel (5.34)
i=1

El siguiente resultado fue reportado primero por Rada et al. [36] para graficas bipar-
titas y para todas las graficas por De la Pena et al. [14]. Aqui, presentamos una nueva
demostracién corta para este teorema.

Teorema 26. Sea G una grdfica de orden n con al menos una arista. Entonces
(OM3(G)>
VM3 (G)M(G)

1Una grafica regular fuertemente con parametros (n,d, \, 1) es una grafica d-regular con n vértices
tal que para todo dos vértices adyacentes tenemos A vecinos comunes y para todo dos vecinos no
adyancentes tenemos p vecinos comunes.

£(G) > (5.35)
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Demostracion. De (5.25) podemos ver que tomando p = 3 y ¢ = 3/2, para M = |A|*/3
y N = |A|?/3, obtenemos que:

Tr(|A]%) < Tr(|A)*PTr(|AH)Y3, (5.36)

de donde
E(G) = Tr(|A]) = Tr(|AP)>>Tr( AN/, (5.37)
O

De la demostracion del resultado previo facilmente podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 27. Sea G una grdfica de orden n con al menos un arista. Entonces

aLE)y
(M, 1 (G))P/d

U

£(G) > (5.38)

Una generalizacion sofisticada de (5.35) fue dada por Zhou et al. [42] la cual se sigue
del teorema anterior:

Teorema 28 (Zhou et al. [42]). Sean G una grdfica de orden n con al menos una arista
y 7, 8,t numeros reales no negativos tal que 4r = s+t + 2. Entonces

SIS

E(G) = M (GM:(G)M; (G)] 5. (5.39)
La igualdad se cumple en (5.89) si y solo si, las componentes de la grifica G son
vértices aislados o grdficas bipartitas completas Ky, 4., ..., Kp, q. para algin k > 1, tal

que p1q1 = *+* = PkYqk-

Tomando r = s =2y t = 4 en el dltimo teorema recobramos (5.35). La demostra-
cion original en Zhou et al. [42] est4 basada en una sucesiva y cuidadosa aplicacion de
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Una interesante aplicaciéon de (5.35) fue observada en Gutman et al. [20], en donde
se consideran graficas r-regulares.

Definicion 54. Una grdfica G con n vértices es r-regular si los grados de todos los

vértices en la grdfica son iguales a r. En este caso G posee m = %nr aristas.

Una cota superior para la energia de una gréfica regular es deducida para la desigual-
dad de McClelland (5.27), es decir,

E(G) < ny/r, (5.40)

Mientras, que por aplicacion de la desigualdad de Koolen-Moulton (5.30), obtenemos

EG) <r++/(n—1)(nr—r?2). (5.41)

La siguiente cota inferior para la energia de graficas regulares, en términos de los

parametros n y r, se sigue de (5.35) combinado con el hecho de que el ntumero de

caminatas cerradas de tamaiio 4 en una grafica r-regular esta acotada por nr3.
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Teorema 29 (Gutman et al. [20]). Sea G una grifica reqular con n vértices de grado r,
r > 0. Entonces,
E(G) > n. (5.42)

La igualdad en (5.42) se cumple si y sdlo si, toda componente de G es isomorfa a la
grdfica bipartita completa K, .

Del resultado anterior resulta natural preguntarnos si la desigualdad (5.42) se cumple
en general. Sin embargo, esto no es cierto como se demuestra en Gutman [19].

Definicién 55. Una grdfica G es llamada hipoenergética si la energia de G es menor
que el nimero de vértices de G.

Si nos restringimos a aquellas graficas que no contiene tridngulos y cuadragulos,
entonces el nlimero de caminatas cerradas de tamafio 4 no es mayor que n(2r? —r). Asi,
en este caso podemos mejorar la iltima cota como sigue:

Lema 8 (Gutman et al. [20]). Si G es una grdfica regular con n vértices de grado r,
r > 0 sin tridngulos y cuadrangulos, entonces

£(G) > nr

> (5.43)

5.4. Energia de un vértice

En este seccién introducimos el concepto de energia de un vértice y derivamos algu-
nas propiedades relacionadas con la energfa. La introduccién de este concepto es nuevo,
ademds el enfoque en esta seccion para tratar la energia no sido usado antes. En este
sentido, consideramos que esta definiciéon nos permitird tener un mejor entendimiento
de la energia de una grafica.

Recordemos que para todo i € {1,...,n} el par (M,(C), ;) es un *-espacio de
probabilidad no-conmutativo donde ¢; es positivo y tracial. Nuestra idea fundamental
es explotar el hecho de que la traza usual es la suma de funcionales lineales ¢;:

Tr(lAG)) = o1 (JA(G)]) + - + on(JA(G)]), (5.44)

y entonces analizar cada uno de los funcionales lineales. Para hacer esto, definimos la
energia de un vértice en G como sigue:

Definicién 56. Sea G = (V, E) una grdfica con vértices v;,...,v, y con matriz de
adyacencia A € M, (C). Definimos la energia del vértice v; con respecto a G como

Ea(vi) = ¢i(|A]), parai=1,...,n (5.45)

donde
A] = (A2

En lo que sigue podemos calcular la energia de una grafica sumando las energias
individuales de los vértices de G, es decir,

EG)=Eq(v)+ -+ Ea(vp). (5.46)
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La energfa de un vértice puede ser entendido como la contribuciéon de este vértice a
la energia de la grafica, en términos sobre como este interactua con los otros vértices.

Es facil ver que la energia del vértice depende so6lamente de los vértices que estdn en
la misma componente en la que esta v;. Para ser més precisos £g(vi) = Eq(y,)(vi), donde
C(v;) es la componente en la que esta v;. En particular, recobramos el hecho trivial de
que si v; es un vértice aislado, entonces este no contribuye a la energia de la grafica.

Dado que ¢; es positivo podemos usar las desigualdades (5.20) y (5.21) de la Seccion

5.1.4, las cuales establecen que para todo i € {1,...,n}:
¢i(|A])? < ¢i(|A]%), (5.47)
y
$i(|A]) > ¢i(A%)Y/2 /i (AN, (5.48)

Con las desigualdades anteriores obtenemos el siguiente resultado que mejora la
desigualdad de McClelland y cota inferior dada en De la Pena et al. [13] en término del
cuarto momento.

Teorema 30. Para una grifica G con vértices vi, ...,V Yy grados di, ...,d,, con d; # 0
para algun i, tenemos que

M2 0i(A < E&(G ” d; 2mn. 5.49
AL S 2 @ <X Vi< (5.49)

La dltima desigualdad es igualdad si y Solo si, G es una grdfica reqular.

Demostracion. La cota inferior

2y3/2

Z T <€),

se sigue sumando (5.48) para todo i € {1,2,...,n}. Similarmente, la cota superior
& <3 Vi
i=1
se sigue de (5.47) y del hecho de que ¢;(|A])? < ¢:(|A|?) = ¢:(A?) = d;.

La ultima desigualdad Y"1 ; v/d; < v2mn es una aplicacion directa de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz en (5.28) para los vectores (di,...,d,) y (1,...,1) dado que

Z?:l dz = 2m.

Finalmente, la primera desigualdad es probada como sigue: sean a; = ¢;(42%) y
bi = ¢;(A*), entonces aplicando la desigualdad de Holder usual para p=3/2y ¢ =3 a

los vectores
aj Ay,
X: (1/3,...,1/3>,
bl n

Y = (b}/3,...,b}/3),
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obtenemos que
n n a / n a3/2 2/3 n 1/3
o Z i 1/3 Z 1 Z )
=1 i=1 i i=1 Y i=1

Luego, dado que Y1 a; = Tr(A?) = M3 y S | b; = Tr(A*) = M}, por reordena-
miento de los términos en (5.50) obtenemos el resultado deseado. O

5.5. Conclusiones

En este capitulo analizamos el concepto de energia desde el punto de vista de la pro-
babilidad no-conmutativa. Ademas, introducimos el concepto de energia de un vértice
y presentamos un nueva desigualdad para la energia de una grafica en términos de este
nuevo concepto.

Teniendo en cuentar el concepto de energfa de vértice, lineas adicionales de investi-
gacion son tratar de responder las siguientes interrogantes:

1. ;Es posible determinar una desigualdad al estilo McClelland o Koolen-Moulton
para la energia de vértices?

2. Al considerar una clase de graficas, digamos los arboles, jes posible determinar de
manera explicita para la energia de los vértices?

3. Dada una grafica particular ;es posible caracterizar los vértices con mayor y menor
energia de los vértices?
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