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Resumen

Si quieres conocer a una persona, no le
preguntes lo que piensa sino lo que ama.

San Agustín

El nicho ecológico de una especie animal o vegetal se de�ne como las com-
binaciones de condiciones ambientales o recursos que permiten a la especie
existir. En esta tesis, el objeto de estudio se encuentra en el llamado nicho

fundamental, el cual incluye los límites de este conjunto de combinaciones,
todo lo que la especie soporta. Se presenta una propuesta basada en modelos
de probabilidad para la construcción del nicho fundamental de una especie
de interés, en un espacio bidimensional (dos factores ambientales). A partir
de datos de presencia de la especie e información previa acerca de los ran-
gos de tolerancia de temperatura y precipitación de la especie, se realiza un
ajuste a la distribución normal sesgada bajo un enfoque bayesiano. Con esto,
se obtiene una estimación puntual del nicho y una grá�ca para visualizar la
variabilidad. El método se implementa en el software Python. Se comentan
las cuestiones computacionales. Finalmente, se realizan las interpretaciones
de los nichos de 3 especies de plantas.
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Capítulo 1

Introducción

Mira profundamente en la naturaleza y
entonces, comprenderás todo mejor.

Albert Einstein

Una población de una especie, animal o vegetal, reacciona a distintos
tipos de factores ambientales que afectan su crecimiento, reproducción o su-
pervivencia. El término �nicho� surge en este contexto, haciendo referencia
al lugar que ocupa la especie en un espacio p -dimensional, donde cada di-
mensión es un factor ambiental o recurso. Conocer la estructura del nicho
permite a los ecólogos entender los requerimientos de la especie, su inter-
acción con el ambiente, cómo se relaciona con otros organismos y cómo se
adapta a distintos ecosistemas.

Ciertamente, los factores ambientales que afectan a una especie son varia-
dos. Éstos comprenden todas las características biológicas y físico-químicas
del lugar dónde la población crece, vive e interactúa. Con frecuencia, algunos
autores han identi�cado a las variables temperatura y cantidad de lluvia co-
mo los dos factores que afectan fuertemente en el tipo de animales o plantas
que crecen en una región. Whittaker (1970), por ejemplo, propone una clasi-
�cación de la �ora y la fauna en base a estas dos variables. Esta clasi�cación
constituye el concepto de Biomas.

Existen varios conceptos que se relacionan con el de nicho, lo que ha
causado confusión y malinterpretaciones. Así mismo, re�riéndose al nicho de
una especie se puede hablar de varios tipos. En este trabajo, el objeto de
estudio consiste en el llamado nicho fundamental que, según la de�nición de
Hutchinson (1957), delimita la tolerancia de la especie a las variables ambien-
tales consideradas. Es decir, es el conjunto p -dimensional que contiene todas
las combinaciones con las que una especie puede sobrevivir. Reducciones de
este nicho se identi�can al tomar en cuenta otros factores. Generalmente,
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2 Capítulo 1. Introducción

para un tiempo y región �jos, la especie ocupa un nicho más angosto.

En estudios de ecología, se ha abordado el problema de modelar estadísti-
camente la estructura de diferentes tipos de nichos. Para ello, son necesarios
datos de ocurrencia de la especie y los registros de las condiciones ambien-
tales del lugar donde se observó. Estas ocurrencias están restringidas a las
condiciones ambientales existentes para la región de observación, provocan-
do que no necesariamente se observe más a la especie en la combinaciones
ambientales de mayor preferencia para ésta. En otras palabras, la accesibi-
lidad que tiene la especie a las distintas combinaciones ambientales cambia
según la región y el tiempo de observación, lo que altera la probabilidad de
observar un espécimen en las distintas combinaciones. Conociendo y enten-
diendo la manera en que se altera esta probabilidad, es posible contrarrestar
el efecto en la modelación. En este sentido, es una ventaja que actualmente
se tenga acceso a la información geográ�ca y climática de amplias regiones
geográ�cas vía satélite. Esto permite conocer el espacio de �fondo� para la
región de observación, es decir, las condiciones ambientales que realmente
estuvieron disponibles para la especie.

Además de la accesibilidad a las condiciones ambientales, existen otros
factores que también in�uyen en la probabilidad de observar un espécimen.
Un ejemplo son las relaciones de competencia con otras especies. Otro ejem-
plo es el hecho de que algunas zonas de difícil acceso (montañas, zonas panta-
nosas, etc.) no son visitadas por humanos. Como resultado, habrá conjuntos
de combinaciones ambientales para las cuales no se registre la presencia de
la especie aunque pertenezcan a su nicho fundamental. Esta falta de infor-
mación se puede recompensar incluyendo conocimiento previo acerca de la
tolerancia de la especie a los factores ambientales considerados, que se con-
sigue por medio de un �experto� que ha estudiado a la especie de interés.

Basada en las ideas de Christen y Soberón (2016), esta tesis tiene como
objetivo medir la preferencia de una especie a cualquier conjunto (en R2) de
condiciones ambientales usando modelos de probabilidad. Se propone deli-
mitar el nicho fundamental de la especie con el contorno (de cierto �nivel de
preferencia�) de una densidad estimada. Más aún, se propone una represen-
tación grá�ca de la variabilidad de dicha estimación. Lo anterior, a partir de
datos de presencia de una especie de interés e información previa acerca de
la preferencia de la especie a las condiciones ambientales. Para incluir ambos
tipos de información se adapta un enfoque bayesiano.

En contraste con lo descrito en Christen y Soberón (2016), se busca que
las estructuras estimadas para los nichos no sean necesariamente elípticas.
Para lograr la �exibilidad deseada, la distribución normal sesgada bivariada
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resulta útil. Es preciso comprender sus propiedades básicas para una correc-
ta asignación de distribución a priori a sus parámetros.

El nicho fundamental de una especie es un conjunto que no cambia con
el tiempo y es independiente de la región geográ�ca. Conocerlo es de especial
relevancia para entender la respuesta de la especie a distintos ambientes. En
base al nicho fundamental de las especies se puede predecir, por ejemplo, el
cambio de �ora o fauna de una región como respuesta al cambio climático.
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Capítulo 2

Antecedentes generales del
problema

2.1. Nichos ecológicos

En ecología, se habla del nicho ecológico de una especie (animal o vegetal)
para referirse al conjunto de condiciones del ambiente y/o de los recursos en el
que la especie sobrevive. Este término se presenta con frecuencia acompaña-
do de otros conceptos. Uno muy relacionado es el de distribución geográ�ca.
La diferencia radica en que la distribución de una especie se ubica en una re-
gión geográ�ca (latitud y longitud), mientras que el nicho se encuentra en el
llamado espacio ambiental (A). Este espacio es un subconjunto de Rd, donde
cada dimensión corresponde a una variable ambiental. Para un tiempo t �jo,
a cada región geográ�ca le corresponde un conjunto de variables ambienta-
les. El inverso no necesariamente se cumple ya que no todas las condiciones
ambientales necesariamente existen en un tiempo dado. El subconjunto en el
espacio ambiental inducido por una región geográ�ca G al tiempo t se cono-
ce como espacio existente o espacio disponible (E(t;G)). (Peterson, Soberón,
Pearson, Anderson, Martínez-Meyer, Nakamura y Araújo, 2011)

Tomando en cuenta la última de�nición se pueden identi�car 2 nichos
distintos:

NF. Nicho Fundamental: Conjunto de combinaciones de condiciones am-
bientales y/o recursos (NF ⊂ A) que permitirían existir a una especie
inde�nidamente. (Hutchinson, 1957)

NP(t; G). Nicho Existente, Disponible o Potencial: Puntos del nicho fundamental

5



6 Capítulo 2. Antecedentes generales del problema

que existen al tiempo t y la región G.

Además, hay un tercer nicho contenido en los 2 anteriores:

NR(t; G). Nicho Realizado: Reducción del Nicho Existente debido a otros factores
e interacciones de competencia.

El nicho fundamental se re�ere a los límites en el espacio ambiental que
soportaría la especie, sin que importe aclarar un tiempo �jo o un lugar en
especí�co, y suponiendo la ausencia de otras especies, de tal forma que pue-
de hacer uso completo de las condiciones ambientales y recursos. El nicho
disponible esta conformado por las condiciones (∈ NF ) que están accesibles
para determinado tiempo y región geográ�ca, y el realizado considera la in-
terferencia de otras especies y otros factores.

La siguiente expresión resume la jerarquía de los 3 nichos:

NR(t; G) ⊆ NP(t; G) = NF ∩E(t; G) ⊆ NF.

(Christen y Soberón, 2016)

Teóricamente, la estructura de los tres tipos de nichos son muy distintas.
El nicho existente y el realizado pueden ser conjuntos complejos, no conexos
o no convexos debido a los huecos que se forman por la inexistencia de
ciertas combinaciones ambientales, sesgos en el muestreo, etc. Por otro lado,
es razonable suponer que en el nicho fundamental estos huecos desaparecen,
resultado una forma más sencilla o uniforme en algún sentido.

2.2. Datos e información a priori

Para aplicar la metodología propuesta a alguna especie de interés, son
necesarios datos de presencia de la especie en un espacio ambiental de dos di-
mensiones, información del espacio disponible y conocimiento previo acerca
del área que abarca el nicho fundamental de la especie en el espacio ambien-
tal.

Para los ejemplos del capítulo 4 se utilizan los valores observados de tem-
peratura media anual (◦C×10) y precipitación total anual (mm) de 3 especies
vegetales, y los niveles máximos y mínimos de tolerancia que tiene la especie
a cada variable. El espacio disponible consiste en las condiciones ambientales
existentes en el continente de América (G).

Toda la información de una especie se resume como en la �gura 2.1. A
cada coordenada geográ�ca (longitud y latitud) le corresponde un punto en
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(a) Datos geográ�cos (b) Datos de factores ambientales e infor-
mación a priori

Figura 2.1: Ejemplo datos
Especie Arachis.

el espacio ambiental (temperatura y precipitación). Los puntos negros repre-
sentan el espacio disponible, los rojos las ocurrencias de la especie y las líneas
azules los rangos de tolerancia. Para conocer el espacio disponible se toma la
información ambiental de una rejilla su�cientemente �na que cubra América.

La base de datos para el espacio disponible se encuentra en http://

www.worldclim.org/current (Hijmans et al., 2005). Consiste en una reji-
lla del clima global con resolución espacial de un kilómetro cuadrado. Para
generar este tipo de datos se realiza un muestreo sobre algún área geográ�-
ca, dividiendo el área en cuadrantes de tamaños aproximadamente iguales y
registrando algunas características del cuadrante, como por ejemplo, preci-
pitación anual total, altitud, etc.

Las ocurrencias de la especie corresponden a colecciones de datos his-
tóricos. Al observar a la especie, se registran sus coordenadas geográ�cas
para luego identi�car los valores correspondientes de las variables climáti-
cas en el espacio disponible. Ciertamente, estas observaciones pertenecen al
nicho realizado. Es por esto que para obtener conclusiones acerca del nicho
fundamental, es necesario incluir conocimento previo de éste, de forma que
compense la falta de información de la parte empírica.

Observando la densidad de puntos que representan el espacio disponible,
se percibe que en la región de observación G hay más abundancia de ciertas
condiciones ambientales que de otras. Más aún, se observan �huecos de in-
formación�, regiones ambientales amplias que no estuvieron accesibles para
la especie pero que posiblemente pertenezcan al nicho fundamental de ésta.
Visto de otra forma, las observaciones de la especie pertenecen al nicho reali-
zado y no precisamente al nicho fundamental. Lo anterior puede ser tomado

http://www.worldclim.org/current
http://www.worldclim.org/current
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Figura 2.2: Biomas propuestos por Whittaker (1970)
Imagen extraída de http://www.zo.utexas.edu/courses/bio301/

chapters/Chapter4/Chapter4.html.

en cuenta en la modelación, como se revisa en el siguiente capítulo. Sería
conveniente, en cambio, conocer la presencia de la especie en todo un con-
junto ambiental �grande�, pero acotado, en donde sea razonable suponer que
esta contenido el nicho de la especie. Comparando la forma de los datos con
el conjunto que contiene a los Biomas de Whitakker (�guras 2.1b y 2.2) es
posible hacerse una idea del tipo de espacio disponible deseable e identi�car
las zonas en donde la ausencia de datos es especialmente perjudicial.

Por otro lado, para ejempli�car la metodología se aprovecha información
proveniente de invernaderos que consiste en los rangos (máximos y mínimos)
de temperatura y precipitación que soporta la especie. Estos valores re�ejan
la respuesta de la especie a cada variable bajo el supuesto de que no fue afec-
tada por ningún otro factor ambiental o de competencia y que tuvo acceso
a, prácticamente, todo el espacio ambiental. Por esta razón, estos rangos se
piensan como información acerca del área que abarca el nicho fundamental
en el espacio ambiental. Es de esperarse, entonces, que el cuadrado a prio-
ri para algunas especies (azul en la �gura 2.1), se perciba muy grande en
comparación con los datos.

http://www.zo.utexas.edu/courses/bio301/chapters/Chapter4/Chapter4.html
http://www.zo.utexas.edu/courses/bio301/chapters/Chapter4/Chapter4.html
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2.3. Inferencia bayesiana

Supóngase que se tiene una muestra aleatoria X1, ..., Xn para la cual se
formula un modelo P(X|θ), donde θ ∈ Rp es el parámetro. Al hacerlo, se está
suponiendo que el fenómeno puede ser descrito satisfactoriamente mediante
dicho modelo paramétrico.

Bajo el enfoque bayesiano (el trabajo de Erdely y Gutiérrez consiste en
un breve resumen del paradigma), la inferencia de un modelo paramétrico se
basa en la función de probabilidad de θ condicionada a que se observó una
muestra D = (x1, ..., xn). Así, es posible expresar en términos de probabili-
dades la incertidumbre que se tiene acerca del parámetro. Esta función recibe
el nombre de distribución posterior (a los datos) de θ. Primero, se formula
la distribución a priori de θ, procurando que re�eje la información �previa�
(sin datos) que se tiene acerca del parámetro. Para ello, se debe interpretar y
traducir el conocimiento que un �experto�, del fenómeno aleatorio de interés,
tiene acerca de θ. La distribución posterior toma en cuenta esta información
y los datos (D). Esto se logra aplicando el Teorema de Bayes.

Se tiene que,

P(θ|D) =
P(D, θ)

P(D)
=
P(D|θ)P(θ)

P(D)
=

P(D|θ)P(θ)∫
Rp

P(D|θ)P(θ)dθ
. (2.1)

En la expresión (2.1), P(θ|D) es la función de densidad de probabilidad
de θ dado que se observó D, P(θ) la densidad de θ y P(D|θ) la probabi-
lidad de observar D dado θ. Estas funciones corresponden a las llamadas
distribución posterior, distribución a priori y función de verosimilitud, de
θ; respectivamente. Las dos últimas se mezclan resultando en una función
P(·|D), Θ ⊂ Rp, que cumple ser una densidad para θ. En algunos casos, es
conveniente trabajar con la función U(θ) = − log(P(θ|D)), llamada función

energía.

Sin embargo, no siempre es posible obtener la expresión analítica de la
distribución posterior, razón por la que se recurren a métodos numéricos para
simular de ésta. Dadas simulaciones θ1, ..., θM se pueden aproximar estima-
dores puntuales del parámetro. Más aún, al explotar dichas simulaciones, se
consigue sintetizar información acerca de la variabilidad. Por tanto, se logra
una comprensión del fenómeno más precisa.

2.3.1. Métodos Markov Chain Monte Carlo

Las di�cultades computacionales que surgen en el enfoque bayesiano, ge-
neralmente se pueden resolver usando métodos de Monte Carlo basados en
Cadenas de Markov (Gamerman y Lopes, 2006) � en inglés, Markov Chain
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Monte Carlo (MCMC). Estos métodos sirven para simular de una distribu-
ción objetivo f(x), x ∈ X .

La idea básica consiste en diseñar una cadena de Markov (Xn)n≥1 que
tenga como distribución límite f(·). Es decir, dadas las simulaciones x1, ..., xT ,
se cumple que xi ∼ f(·), con i ≥ l para algún l ∈ {1, 2, ..., T} y T su�cien-
temente grande. La cadena se inicializa en un punto x0, preferentemente
simulándose de una distribución inicial, π(·) : X −→ (0, 1). Este punto ini-
cial l in�uye en la rapidez de convergencia de la distribución de la cadena.
Suponiendo que la cadena converge a la distribución objetivo en un tiempo
l ∈ {1, 2, ..., T}, los valores x1, .., xl no deben ser tomados como simulaciones
de la variable. Además, al ser xl, .., xT una cadena de Markov, xl y xl+1

están correlacionadas. Para formar un subconjunto pseudoindependiente, se
incluyen las simulaciones con un rezago τ adecuado: xl+iτ , con i ∈ {0, ..., T}.
De esta forma, con T iteraciones se obtiene una muestra efectiva de tamaño
N = (T − l)/τ . Se debe escoger τ tal que xj y xj+τ estén lo menor correla-
cionadas posible, para toda j ∈ {1, .., N − τ}. En el contexto de inferencia
bayesiana, X = Θ y f(·) es la posterior de θ. Es decir, f(θ) = P(θ|D). En
este caso, es recomendable tomar la distribución a priori de θ como distri-
bución inicial.

Con el objetivo de formar cadenas de Markov con distribución límite f(·)
e�cientes, existen varios métodos numéricos. Dada una distribución objetivo,
existen in�nidad de cadenas de Markov que convergen a ésta. La di�cultad
radica en diseñar una cadena para la cual l y τ sean pequeños. Entre menor
sean estos valores, se necesitarán menos iteraciones T para un mismo tamaño
de muestra efectiva N .

Uno de los métodos más usados es algoritmo Metrópolis�Hastings (M�H).
Para implementarlo, se propone una distribución instrumental q(·|x), de la
cual se pueda simular para todo x ∈ X . La e�ciencia del algoritmo depende
de la similitud que tenga esta función con la objetivo. Según la forma de la
distribución objetivo, algunas propuestas suelen favorecer signi�cativamente
más a la rapidez del método que otras.

Una de las ventajas del algoritmo M�H es que, para simular de una
distribución posterior P(θ|D), no es necesaria la expresión analítica completa
de esta función. En especí�co, no es necesario calcular la integral en (2.1).

����������
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2.4. Distribución normal�sesgada

El siguiente, es el lema clave para el desarrollo de una variedad de dis-
tribuciones con parámetro de sesgo. Para un estudio más profundo del tema
consultar los trabajos de Azzalini (2005) y Azzalini y Valle (1996).

Lema 2.1. Si f0 es una función de densidad d-dimensional tal que f0(x) =
f0(−x) para x ∈ Rd, F es una función de distribución 1-dimensional tal que

F ′ es una densidad simétrica con respecto al 0, y w es una función real tal

que w(−x) = −w(x) para toda x ∈ Rd, entonces

f(z) = 2f0(z)F (w(z)), z ∈ Rd

es una función de densidad en Rd.

Usando la densidad Normal d-variada, la función de distribución normal
univariada y w(x) = βTx, con β ∈ Rd, se obtiene la llamada distribución
normal�sesgada.

2.4.1. SN Univariada

Una variable aleatoria Z ∈ R se dice ser normal�sesgada con parámetro
λ ∈ R, Z ∼ SN (λ), si su función de densidad es

fZ(z;λ) ..= 2φ(z)Φ(λz), z ∈ R,

donde φ(x) = exp(−x2/2)√
2π

y Φ(λz) =
∫ λz
−∞ φ(t)dt.

El parámetro λ es de forma ya que regula el sesgo de la distribución.
Cuando λ = 0, desaparece el sesgo y se obtiene la distribución normal es-
tándar, N (0, 1). Conforme λ crece en valor absoluto, aumenta el sesgo de la
distribución. Si λ > 0 el sesgo es positivo, y si λ < 0 es negativo. De esta
forma, cuando λ −→ +∞, la distribución converge a la normal �doblada�,
folded�normal en inglés. Además se cumple que si Z ∼ SN (λ), entonces
−Z ∼ SN (−λ).

En la práctica, es necesario añadir parámetros de localización (µ ∈ R)
y escala (σ ∈ R+). Esto se logra por medio de una transformación lineal:
X = µ+ σZ, y se escribe X ∼ SN (µ, σ2, λ). Con eso, el caso λ = 0, corres-
ponde a la distribución N (µ, σ2).

La esperanza y varianza de esta variable quedan dadas por las siguientes
expresiones:

E(X) = µ+ σ

√
2

π
δ, (V ar)(X) = σ2(1− 2

π
δ2), (2.2)
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donde la reparametrización está dada por las relaciones:

δ =
λ

(1 + λ2)1/2
∈ (−1, 1) y λ =

δ

(1− δ2)1/2
.

Esta familia de distribuciones incluye a la normal como un caso especial,
aunque en general es un conjunto de distribuciones con densidades sesgadas.
Es frecuentemente usada para ajustar datos observados cuya distribución
empírica tiene una forma similar a una Normal pero con cierta asimetría.

2.4.2. SN Bivariado

La extensión al caso d-dimensional se construye de tal forma que las
marginales resultan ser SN univariadas. Fijando d = 2, se dice que una v.a.
Z = (Z1, Z2) se distribuye Normal�Sesgada, con parámetros ω ∈ (−1, 1) y
β ∈ R2, si su densidad es

fZ(z;ω, β) ..= 2φ2(z;ω, β)Φ(βT z), z ∈ R2,

donde φ2(z) = 1
2π|Ω|1/2 exp(−1

2z
TΩ−1z) , Ω =

(
1 ω
ω 1

)
y Φ(βT z) =

∫ βT z
−∞ φ(t)dt.

Para el caso bivariado, hay dos parámetros que regulan el sesgo, β1 y β2.
De manera análoga al caso univariado, β = (0, 0) corresponde a la densidad
normal bivariada, de marginales estándares y con correlación ω. Así mismo,
al incrementar las componentes de β, el valor esperado de la distribucióin se
aleja de la moda.

Los parámetros de localización (µ ∈ R2) y escala (σ1, σ2 ∈ R+) se au-
mentan mediante las transformaciones: Xi = σiZi + µi, i = 1, 2.

Es fácil ver (apéndice A) que la densidad de X es

fX(x;µ,A, β) = 2ψ(x;µ,A)Φ

(
β1
x1 − µ1

σ1
+ β2

x2 − µ2

σ2

)
, z ∈ R2, (2.3)

donde ψ(x;µ,A) es la densidad normal bivariada con media µ =

(
µ1

µ2

)
y

matriz de precisión

A =

(
σ2

1 ωσ1σ2

ωσ1σ2 σ2
2

)−1

=

(
1

σ2
1(1−ω2)

− ω
σ1σ2(1−ω2)

− ω
σ1σ2(1−ω2)

1
σ2
2(1−ω2)

)
.
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Por otro lado, en ocasiones conviene regular el sesgo con otro parámetro
en vez de β. La relación del parámetro en cuestión, δ ∈ (−1, 1)2, con β está
dada por las siguientes expresiones:

β1 =
δ1 − δ2ω

[(1− ω2)(1− ω2 − δ2
1 − δ2

2 + 2δ1δ2ω)]1/2
, (2.4)

β2 =
δ2 − δ1ω

[(1− ω2)(1− ω2 − δ2
1 − δ2

2 + 2δ1δ2ω)]1/2
. (2.5)

Esta reparametrización, aunque no es uno�a�uno, ayuda a describir algu-
nas características de la distribución. Por ejemplo, la construcción de la densi-
dad de Z se hace bajo el supuesto de que Z1 ∼ SN (λ1) y Z2 ∼ SN (λ2), don-
de λi = δi/(1− δ2

i )
1/2, δi = λi/(1 + λ2

i )
1/2; i = 1, 2. Luego, si X = µ+ SZ,

entonces X1 ∼ SN (λ1, µ1, σ1) y X2 ∼ SN (λ2, µ2, σ2). Y por (2.2) se tiene
que,

E(X1) = µ1 + σ1

√
2

π
δ1, E(X2) = µ2 + σ2

√
2

π
δ2. (2.6)

El estudio de este tipo de distribuciones ofrece una extensa lista de alter-
nativas para la modelación de datos. Lo anterior es una ventaja especialmente
para el caso multivariado. Para el univariado no lo es tanto ya que, para este
caso, las opciones de modelación ya son variadas.





Capítulo 3

Solución propuesta

Se propone medir la preferencia de una especie a las distintas zonas am-
bientales por medio de un modelo probabilístico. Se busca estimar una den-
sidad para la cual las áreas más probables sean las más atractivas para la
especie. Así, al dividir entre el valor más alto de esta función, se obtiene
un �índice de preferencia� (score) entre cero y uno. Más aún, es posible in-
terpretar la curva de algún nivel de esta función como una estimación del
nicho fundamental, o al menos una cota inferior para éste. Además de la es-
timación puntual, se propone una herramienta grá�ca que permite analizar
la incertidumbre con respecto al índice y, por tanto, a la estructura del nicho.

Por la naturaleza de los datos, no necesariamente se observan más ocu-
rrencias de la especie en los lugares de mayor preferencia para ésta. Por un
lado, las observaciones de la especie están restringidas a cierto espacio dispo-
nible dados (t, G). Por otro lado, la densidad de puntos en este espacio afecta
la probabilidad de observar un espécimen. En otras palabras, no todas las
regiones en el espacio ambiental son igualmente accesibles para la especie.
Más aún, hay regiones que podrían pertenecer al nicho fundamental, pero
que no están cubiertas por el espacio disponible en (t, G). Un ejemplo de
esto es el sesgo por muestreo, ya que el hecho de que haya zonas de difícil
acceso (montañosas, pantanosas, etc.) ocasiona que ciertos tipos de clima,
muy especí�cos, no se puedan observar.

Con el objetivo de disminuir el efecto del problema anterior, primero se
propone asignar ponderaciones a los datos de tal forma que �valgan por más�
las ocurrencias en los conjuntos ambientales menos muestreados, permitien-
do que la estimación del nicho abarque zonas con ausencia de datos. Así,
con la nueva verosimilitud se obtiene una extrapolación del nicho realizado,

15
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provocando que éste se acerque más al nicho fundamental.

Con el mismo objetivo, se sugiere adoptar un enfoque bayesiano. Las ob-
servaciones, sin ninguna modi�cación, proporcionan información del nicho
realizado. En cambio, el conocimiento �previo� es información del nicho fun-
damental. Los rangos de tolerancia a las condiciones ambientales se interpre-
tan como los extremos de intervalos de alta probabilidad de las marginales
de la densidad asociada al nicho. Es decir, el cuadrado formado por estos
rangos, no necesariamente queda cubierto por el nicho fundamental, aunque
si representa una cota máxima. Para mezclar este conocimiento con la evi-
dencia empírica, la inferencia de los parámetros del modelo se realiza bajo
un enfoque bayesiano.

El desarrollo de la propuesta se presenta para dos dimensiones. Sin em-
bargo, a excepción de la grá�ca de incertidmbre, se puede generalizar a más
dimensiones de manera análoga. Lo presentado por Azzalini y Valle (1996)
acerca de la normal sesgada multivariada es su�ciente para poder aplicar la
metodología.

3.1. Supuestos

Durante el desarrollo de la metodología fue necesario hacer una serie de
supuestos con respecto a la forma del nicho y la procedencia de los datos.

1. El NF de cualquier especie es de forma convexa. El nicho fundamental
se concibe como los límites del espacio ambiental en dónde puede crecer
la especie. Entonces, si la especie soporta 2 combinaciones ambientales,
es razonable suponer que también soporta combinaciones intermedias.

2. El único factor que reduce el nicho fundamental al realizado es la ac-
cesibilidad o disponibilidad al espacio ambiental. Es decir, el modelo
no considera reducción del nicho existente por interacciones con otras
especies u otros factores ambientales.

3. Las observaciones pertenecen a espacio disponible E(t;G). Suponien-
do que la información de E con la que se cuenta representa todas las
combinaciones ambientales existentes que realmente estuvieron accesi-
bles para la especie en el tiempo y región de observación, entonces las
ocurrencias de las especies pertenecen a este espacio con probabilidad
uno.
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Figura 3.1: Estructura de un nicho como respuesta a las condiciones X y Y
Imagen extraída de Maguire (1973).

3.2. Nichos no elipsoides

En un principio es razonable suponer que el nicho fundamental se puede
representar por medio de una elipse, la cual cumple con ser convexa. Este
supuesto, es tentador ya que se puede hacer uso del modelo normal biva-
riado (Christen y Soberón, 2016). Es común recurrir a este modelo en el
caso multivariado debido a la poca variedad de modelos existentes para va-
rias variables. Sin embargo, este supuesto es bastante fuerte para procesos
ecológicos como el considerado en esta tesis. Algunos autores han supuesto
estructuras bastantes complejas para describir la respuesta de una especie a
los distintos factores ambientales. Maguire (1973), por ejemplo, se basa en el
nicho de la �gura 3.1 para analizar los procesos de competencia, crecimiento
e interacción, entre otros, de una población.

Buscando más �exibilidad de la que ofrecen las elipses, se propone usar
los contornos de la distribución normal sesgada como una aproximación a
la estructura del nicho. Como se menciona en la sección 2.4, esta densidad
cuenta con un parámetro que regula el sesgo. No obstante, para algunos va-
lores de este parámetro, se consiguen densidades muy sesgadas, lo cual no
es apropiado para representar los niveles de preferencia de una especie a los
factores ambientales. Es decir, si la moda de la densidad corresponde a la
combinación más favorable para la especie, se puede suponer que al alejar-
se de ésta, hacia cualquier dirección, no desciende drásticamente el nivel de
preferencia de la especie. Es por eso que, a priori, se restringen los valores
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de este parámetro (sección 3.3).

Bajo el supuesto de convexidad, consideramos que la �exibilidad que
aporta la densidad normal sesgada es su�ciente para representar al nicho
fundamental. Un nicho como el de la �gura 3.1, por ejemplo, se puede obtener
con esta densidad.

3.3. Inferencia

Sea X ∼ SN (µ,A, β) en R2. La densidad de esta variable aleatoria está
dada por la expresión:

f (x | µ,Σ, β) (3.1)

=
1

(2π) |Σ|−1/2
exp

[
−1

2
(xi − µ)T Σ−1 (xi − µ)

]
Φ

(
xi1 − µ1

σ1
β1 +

xi2 − µ2

σ2
β2

)
,

(3.2)

donde µ =

(
µ1

µ2

)
, A =

(
σ2

1 ωσ1σ2

ωσ1σ2 σ2
2

)−1

y β =

(
β1

β2

)
.

Suponiendo que esta distribución, con los parámetros adecuados, describe
la preferencia de alguna especie a las diferentes combinaciones de condiciones
ambientales, entonces el valor f(x | µ,A, β)/q, donde q = máx

x∈A
f(x | µ,A, β),

es un �score� entre cero y uno que indica qué tan bené�ca es la combinación
x ∈ A para la especie. Así, la moda tiene un score igual a uno y corresponde a
la combinación idónea para la especie. Se puede suponer que una estimación
al nicho fundamental de la especie consiste en el conjunto de combinaciones
cuyos scores son mayores a cierto valor pequeño (cercano a cero). El conjunto
de puntos que cumplen con tener un score cercano a uno, forman una región
muy angosta de muy alta preferencia para la especie. Este conjunto no sería
adecuado para el nicho fundamental ya que éste consiste en todo lo que la
especie puede soportar.

El enfoque que se propone para hacer inferencia de los parámetros de
esta distribución es el bayesiano. Como se menciona en la sección 2.3, para
mezclar la información proporcionada por los datos de presencia de la especie
y el conocimiento previo de los rangos de tolerancia es necesario obtener la
expresión analítica de la verosimilitud y establecer una distribución a priori
adecuada para los parámetros los parámetros.

3.3.1. Verosimilitud

Sean x1, ..., xn ∈ A ⊂ R2 las observaciones (independientes) de la especie
en el espacio ambiental. Para obtener la verosimilitud, se debe tomar en
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cuenta que las ocurrencias provienen del conjunto discreto E(t;G) (Supuesto
3). Entonces, la aportación de cada punto a la verosimilitud es proporcional
a la probabilidad de observarlo:

P(xi | µ,Σ, β) =
f(xi | µ,A, β)∑

y∈E
f(y | µ,A, β)

.

Con esto,

L (µ,A, β|D) ∝
n∏
i=1

P(xi | µ,A, β).

Esta forma de proceder proporcionaría una estimación del nicho funda-
mental si el espacio disponible cubriera uniformemente toda la zona ambien-
tal en donde se encuentra el nicho. Sin embargo, para el tiempo y la región
de observación (t y G), hay áreas del espacio ambiental más abundantes que
otras. Esta abundancia se advierte como si se hubiera realizado un mues-
treo no uniforme sobre el espacio ambiental, afectando la probabilidad de
registrar una ocurrencia. Para corregir este �error de muestreo�, se propone
ponderar P(xi | µ,Σ, β) según la densidad de puntos de la zona ambiental
donde se encuentra la observación xi, dándole menor peso a las combinacio-
nes ambientales que se encuentran en conjuntos ambientales más abundantes,
y viceversa. Para esto, es necesario encontrar una estimación de E(t;G) lo
su�cientemente �exible de tal forma que las regiones muy abundantes sean
una moda de la estimación. Por esta razón, se hace una estimación por kér-
neles (no paramétrica) de la densidad del espacio disponible. Otra razón para
escoger un enfoque no paramétrico es que no se tiene conocimiento previo
acerca de la forma de E(t;G). En contraste, para la estimación del Nf se
escoge un modelo paramétrico (normal sesgada) después de hacer una series
de supuestos acerca de su forma.

Según el método por kérneles, la estimación para cada punto x = (x1, x2) ∈
A es,

kh(x) =
1

N

N∑
i=1

1

h2
K

(
x1 − yi1

h

)
K

(
x2 − yi2

h

)
,

donde N es la cardinalidad de E(t;G), K(x) una función que integra uno y
h el ancho de banda.

Así, para cada punto x ∈ A, kh(x) es un indicador de la cantidad de
puntos �cercanos� a x. Buscando que los pesos para cada observación xi ∈
E(t;G) sean decrecientes con respecto a la abundancia, Christen y Soberón
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(2016) proponen las siguientes ponderaciones:

wi = w(xi) =

(
1

kh(y)

)a
1
n

∑
z∈E

(
1

kh(z)

)a ; wi > 0, a ≥ 0,

cumpliéndose que
n∑
i
wi = n.

Con esto, la aportación de cada observación a la verosimilitud consiste
en la probabilidad reponderada:

P∗(xi | µ,Σ, β) =

 f(xi | µ,Σ, β)∑
y∈E

f(y | µ,Σ, β)


wxi

.

Así,

P (D|µ,A, β) = L (µ,A, β|D) =

n∏
i=1

P∗ (xi | µ,Σ, β) =

n∏
i=1

 f(xi | µ,Σ, β)∑
y∈E

f(y | µ,Σ, β)


wxi

(3.3)

∝
n∏
i=1


(

exp
[
−1

2(xi − µ)′A(xi − µ)
]

Φ
[
xi1−µ1
σ1

β1 + xi2−µ2
σ2

β2

])
∑

y∈E(t)

(
exp

[
−1

2(y − µ)′A(y − µ)
]

Φ
[
y1−µ1
σ1

β1 + y2−µ2
σ2

β2

])

wxi

.

(3.4)

El parámetro a permite controlar qué tanta más importancia tienen las
observaciones de zonas menos densas sobre el resto de las observaciones. To-
mando a = 0 todas las observaciones tienen la misma ponderación. Conforme
se eligen valores de amás grandes, la moda de la estimación del nicho se acer-
ca más a las observaciones en zonas poco densas. Supóngase que xi está en
una zona más abundante que xj , entonces kh(xi) > kh(xj), h ∈ R. Luego,
(1/kh(xi))

a ≤ (1/kh(xj))
a, para todo a > 0, lo que implica que wi ≤ wj . La

proporción wi/wj = (kh(xj)/kh(xi))
a ≤ 1 tiende a cero conforme a crece y

es uno cuando a = 0. Luego, con el parámetro a se cambia la proporción o el
contraste en las ponderaciones de las observaciones. En la �gura 3.2 se mues-
tra este contraste para distintos valores de a y ancho de banda h = (25, 150),
los puntos más claros son los que se encuentran en zonas menos densas y vi-
ceversa.

Para ejempli�car la metodología en el capítulo 4 se �ja a = 0.4. A falta
de mejor criterio, la elección de este valor simplemente se basa en la búsque-
da de un equilibrio entre nichos centrados en observaciones poco abundantes
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(a) a=0.4 (b) a=0.8

(c) a=1.2

Figura 3.2: Efecto en las ponderaciones para distintos valores de a.
Los puntos del espacio disponible se colorean en escala de grises según la
ponderación. En negro el punto con menor ponderación y en blanco el

punto de mayor.

y nichos que abarquen todos los datos y se centren conforme a éstos. Cier-
tamente, sigue en discusión cómo elegir este valor de manera adecuada. Al
�nal del capítulo 4 se comparan los resultados con otros valores. Por otro
lado, sin entrar en muchos detalles con respecto a la estimación no para-
métrica de la densidad en E(t;G), se utilizan kérneles normales y se estima
el ancho de banda usando la �Rule of Thumb�. El resultado, según esta re-
gla es h = (25, 150). Otra forma de controlar el efecto de la densidad sobre
las probabilidades sería mediante el ancho de banda h. Sin embargo, se de-
cide �jar h y controlar el impacto en la ponderación mediante el parámetro a.

3.3.2. Distribución a priori

Se tiene que X ∈ R2 sigue una distribución normal-sesgada. Los pará-
metros que aparecen en la expresión (3.1) de la densidad de esta variable
son (µ,A, β). Sin embargo, para asignar una distribución a priori a los pa-
rámetros, será conveniente usar otra parametrización para el sesgo (δ en vez
de β usando la ecuación 2.4). La asignación a priori de la distribución para
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Figura 3.3: Valor esperado a priori de (µ,A, δ)
Contornos de la densidad f(x|µ,A, β) para scores 0.15, 0.25, 0.5 y 0.75

�jando µ, A y δ en sus valores esperados a priori.

(µ,A, δ) se realiza a partir los rangos de tolerancias a priori, de donde se
puede extraer información de la media de X y de la varianza de las margi-
nales, más no de la correlación ni del sesgo.

El valor esperado a priori que �nalmente se asigna a los parámetros para
ejempli�car la metodología en el capítulo 4 da como resultado la densidad
de la �gura 3.3. Cualquiera de las 2 curvas de nivel más grandes son buenas
candidatas para ser consideradas como las estimaciones a priori del nicho
fundamental.

3.3.2.1. Media del modelo sesgado

Para asignar una distribución a priori al parámetro µ, es conveniente pri-
mero establecer una distribución a priori para el valor esperado de X y luego
considerar la relación entre µ y E(X) para encontrar la distribución de µ re-
sultante. Se supondrá que, a priori, la media de X sigue una distribución
normal centrada en el cuadrado a priori y con marginales independientes.
Es decir, E(X) ∼ N (ν, P ), donde las coordenadas de ν son los promedios
de los respectivos rangos de tolerancia y P es una matriz 2x2 diagonal. O
bien, E(X1) ∼ N (ν1, ρ

2
1) y E(X2) ∼ N (ν2, ρ

2
2), donde las varianzas se asig-

nan de acuerdo a la incertidumbre que se tenga con respecto a la media de X.

Para los ejemplos del capítulo 4, se �jó ρ2
1 de manera que E(X1) se en-

cuentre entre los rangos a priori de precipitación con 99.99% de probabilidad
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Figura 3.4: Distribución a priori para el valor esperado de X ∈ R2

Contornos de probabilidad 0.85, 0.75, 0.5 y 0.25 de PE(X).

y análogamente para ρ2
2. Aunque pareciera ser una probabilidad bastante al-

ta, hay que recordar que se trata de la esperanza de X y no de X tal cual.
En la �gura 3.4 se muestran los contornos de la densidad normal resultante.

Ya establecidas las distribuciones para E(X1) y E(X2), se consideran las
ecuaciones 2.6:

µ1 = E(X1)− σ1

√
2

π
δ1, µ2 = E(X2)− σ2

√
2

π
δ2,

donde δ =

(
δ1

δ1

)
satisface las ecuaciones 2.4.

Luego, se cumple que

µ1 | σ1, δ1 ∼ N (ν1 − σ1

√
2

π
δ1, ρ

2
1),

µ2 | σ2, δ2 ∼ N (ν2 − σ2

√
2

π
δ2, ρ

2
2).

O bien,

Pµ|A,δ(µ | A, δ) =
1

2π | Σ0 |−1/2
exp [−1

2
(µ− µ0)TΣ−1

0 (µ− µ0)], (3.5)

donde µ0 =

ν1 − σ1

√
2
π δ1

ν2 − σ2

√
2
π δ2

 y Σ0 =

(
ρ1 0
0 ρ2

)
.
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Dado que la relación entre β y δ no es uno-a-uno, no es posible expresar
lo anterior en términos de β. Esta es la razón por la cual se trabaja con la
parametrización (µ,A, δ).

3.3.2.2. Sesgo

Aunque el parámetro de sesgo con el que se decidió trabajar es δ ∈
(−1, 1)2, es más fácil entender el comportamiento del sesgo usando β. Con-
forme β1 −→ ±∞, aumenta el sesgo hacia la derecho o izquierda mientras
que cuando β2 −→ ±∞ el sesgo hacia arriba o abajo aumenta (�gura 3.5).
Así mismo, es fácil entender el cambio en la forma de la distribución al cam-
biar β1, β2 simultáneamente, ya que β1 siempre in�uye sobre el eje de las
abscisas sin importar el valor de β2, y análogamente para β2. Sin embargo,
esto no ocurre con el parámetro δ, haciendo la relación entre δ1, δ2 y el sesgo
más complicada. Ciertamente, es posible asignar como distribución a prio-
ri para δ la uniforme en (−1, 1)2, haciéndolo no informativo. No obstante,
como se menciona en la sección 3.2, se desea que el sesgo esté restringido
a valores pequeños. Esto, se puede lograr fácilmente asignando a β1 y β2

una distribución normal centrada en cero y con poca varianza, para después
obtener, por medio de un cambio de variable, la distribución a priori de δ.
En otras palabras,

β ∼ N
((

0
0

)
,

(
s1 0
0 s2

))
,

donde s1 y s2 son lo su�cientemente pequeños. Para hacerse una idea de
las varianzas adecuadas, se explora visualmente un poco los contornos de la
densidad normal-sesgada para distintos valores de β (�gura 3.5). Se observa
que para valores de βi mayor o igual a 3, i = 1, 2, se obtienen estructuras
poco apropiadas para el nicho fundamental de una especie. Así, para los
ejemplos del capítulo 4, se elige si de tal forma que βi ∈ (−2, 2) con 90% de
probabilidad, i = 1, 2.

Una vez �ja la distribución a priori de β, se realiza un cambio de variable
utilizando la relación 2.4. Aunque el cambio de variable no es uno-a-uno, en
las ecuaciones se tiene el despeje necesario para sustituir β en términos de δ:

Pβ(β) = 1
2π|U0|−1/2 exp

(
−1

2β
TU−1

0 β
)
, donde U0 =

(
s1 0
0 s2

)
.

Entonces, aplicando el Teorema de Cambio de Variable

Pδ(δ) = Pβ(β(δ)) | J |= 1

2π | U0 |−1/2
exp

(
−1

2
β(δ)TU−1

0 β(δ)

)
| J |, (3.6)
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(a) β = (2, 0) (b) β = (0, 2)

(c) β = (3, 3) (d) β = (2, 1)

Figura 3.5: Sesgo para distintos valores de β
Contornos de SN (µ,A, β) con scores de 0.25, 0.5 y 0.75, �jando µ y A en

sus valores esperados a priori (�gura 3.3) y variando β.

donde

β(δ) =

(
β1(δ)
β2(δ)

)
=

 δ1−δ2ω
r1/2

δ2−δ1ω
r1/2

 , (3.7)

r = (1− ω2)(1− ω2 − δ2
1 − δ2

2 + 2δ1δ2ω), (3.8)

y | J | es el jacobiano de la transformación. Después de un poco de álgebra
(Apéndice B) se tiene que

| J |= r−1(1− ω2)− (1 + ω)(1− ω2)[(δ1 − δ2ω)2 + (δ2 − δ1ω)2].

3.3.2.3. Matriz de precisión del modelo normal sin sesgo

Para la matriz A se supondrá, a priori, que A ∼Wishart(α,W ), con W
una matriz 2×2 y α > 1.
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(a) Contorno de score 0.15 (b) Contorno de score 0.25

Figura 3.6: Variabilidad a priori de la matriz de precisión A
Contornos de SN (µ,A, β) para scores de 0.15 y 0.25 asociados la densidad
SN (µ,A, β) �jando µ y β en sus valores esperados a priori y simulando
A ∼Wishart(W,α = 30). Se utiliza una escala de grises donde negro

representa la simulación con mayor probabilidad (PA) y blanco la de menor
probabilidad. En rojo punteado contornos de del mismo score, con valores
propios aproximadamente iguales a los cuantiles empíricos de los valores

propios simulados (�gura 3.7).

Entonces, se obtiene

PA(A) =
|A|(α−1)/2 exp[−1

2tr(AW
−1)]

2α|W |α/2π1/2
∏d
i=1 Γ(α+1−i

2 )
. (3.9)

Esta distribución cumple que E(A) = αW . Así, al �jar un valor esperado
A0 ∈ R2×2, se tiene que W = A0/α. Fijando W , la incertidumbre de A
depende del valor de α. El caso α = 2 corresponde a la distribución propia
menos informativa (más incertidumbre) y conforme aumenta α disminuye la
variabilidad (Gelman et al., 2014, p. 582).

Dados los valores esperados del sesgo y la media, la estimación a priori
del nicho corresponde a los contornos de una densidad normal no sesgada
(β0 = (0, 0)T ), centrada en el cuadrado a priori (µ = µ0) y con matriz
de precisión A0 = αW (�gura 3.3). En el desarrollo del capítulo 4 se �jó
E(A) = A0 de forma que las marginales de la normal se encuentren entre
el rango de tolerancia respectivo con 95% de probabilidad. Por otro lado,
para escoger un valor de α adecuado, se realizaron simulaciones A1, ..., AM
de A para varios valores de α y se analizó el comportamiento empírico. Dado
un valor para α, se pueden visualizar los contornos asociados a la densidad
f(x | µ0, β0, Ai), i = 1, 2, ...,M , como en la �gura 3.6.

La �gura 3.6 corresponde al valor α = 30, valor que se utiliza en los
ejemplos. Al �jar los contornos máximos y mínimos (rojos puntueados en
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(a) Eigenvalor menor (b) Eigenvalor mayor

Figura 3.7: Histograma de eigenvalores para las elipses (score 0.15) simuladas
Eigenvalores para M=10000 simulaciones de A ∼Wishart(W,α = 30). Las

líneas azules corresponden a los cuantiles que abarcan el 95% de
probabilidad y las líneas rojas punteadas los valores propios de las elipses
máximas y mínimas de la �gura 3.6. En la grá�ca de la derecha coinciden

los mínimos.

la �gura), el valor α = 30 cumple con que los contornos simulados están
contenidos entre éstos 2, con alta probabilidad. Para ver esto, primero se
calculan los eigenvalores de las elipses correspondientes a cada simulación
(�gura 3.7), recordando que éstos están asociados al tamaño de cada elipse.
Luego, se calculan los cuantiles empíricos del 2.5% y 97.5% de probabilidad
de estos eigenvalores. Finalmente, se veri�ca que coincidan aproximadamente
con los eigenvalores de los contornos máximos y mínimos �jados previamente
(rojos puntueados en la �gura 3.6).

Como se menciona anteriormente, se busca que la estructura del nicho
fundamental estimada no abarque un área que sólo contenga a los datos, si
no un área más grande. Por esta razón se restringir a que el tamaño del nicho
no sea muy distinta a la del cuadrado a priori (α grande).

3.3.3. Función Energía

La función energía es igual a menos el logaritmo de la distribución pos-
terior de los parámetros dado los datos:

U(µ,A, δ) = − log(P(µ,A, δ|D)) + cte. = − log(P(D|µ,A, δ))− log(Pµ,A,δ(µ,A, δ)).
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Usando (3.3) y recordando la reparametrización dada por (3.7) se tiene que

− log (L (µ,A, δ|D))

∝ − log

 n∏
i=1


(

exp
[
−1

2(xi − µ)′A(xi − µ)
]

Φ
[
xi1−µ1
σ1

β1(δ) + xi2−µ2
σ2

β(δ)2

])
∑

y∈E(t)

(
exp

[
−1

2(y − µ)′A(y − µ)
]

Φ
[
y1−µ1
σ1

β1(δ) + y2−µ2
σ2

β2(δ)
])

wxi


= −
n∑
i=1

wxi log

(
exp

[
−1

2
(xi − µ)′A(xi − µ)

]
Φ

[
xi1 − µ1

σ1
β1(δ) +

xi2 − µ2

σ2
β2(δ)

])

+ n log

 ∑
y∈E(t)

exp

[
−1

2
(y − µ)′A(y − µ)

]
Φ

[
y1 − µ1

σ1
β1(δ) +

y2 − µ2

σ2
β2(δ)

]
=

n∑
i=1

wxi

(
1

2
(xi − µ)′A(xi − µ)− log

(
Φ

[
xi1 − µ1

σ1
β1(δ) +

xi2 − µ2

σ2
β2(δ)

]))

+ n log

 ∑
y∈E(t)

exp

[
−1

2
(y − µ)′A(y − µ)

]
Φ

[
y1 − µ1

σ1
β1(δ) +

y2 − µ2

σ2
β2(δ)

] .

Y de (3.5),(3.6) y (3.9):

Pµ,A,δ(µ,A, β) =

(
1

2π | Σ0 |−1/2
exp [−1

2
(µ− µ0)TΣ−1

0 (µ− µ0)]

)
×

(
|A|(α−1)/2 exp[−1

2tr(AW
−1)]

2α|W |α/2π1/2
∏d
i=1 Γ(α+1−i

2 )

)

×
(

1

2π | U0 |−1/2
exp

(
−1

2
β(δ)TU−1

0 β(δ)

)
| J |

)
.

Quitando los términos que no dependen de µ, Σ o β, se tiene la siguiente
expresión para la función energía:

U(µ,A, δ) =

n∑
i=1

wxi

(
1

2
(xi − µ)′A(xi − µ)− log

(
Φ

[
xi1 − µ1

σ1
β1(δ) +

xi2 − µ2

σ2
β2(δ)

]))

+ n log

 ∑
y∈E(t)

exp

[
−1

2
(y − µ)′A(y − µ)

]
Φ

[
y1 − µ1

σ1
β1(δ) +

y2 − µ2

σ2
β2(δ)

]
+

1

2
(µ− µ0)TΣ−1

0 (µ− µ0) +
α− 1

2
log(|A|) +

1

2
tr(AW−1)

+
1

2
β(δ)TU−1

0 β(δ)− log(|J |).



3.4. Grá�ca de incertidumbre 29

3.4. Grá�ca de incertidumbre

Una vez calculada la función energía, se aplica un método MCMC y se
obtienen simulaciones de la distribución posterior P(µ,A, δ|D). Un estima-
dor puntual para los parámetros que se obtiene fácilmente a partir de las
simulaciones es la moda de la posterior, o mejor conocido como el MAP (va-
lor de máxima posterior). No obstante, quedarse únicamente con este valor
e ignorar las demás simulaciones no es lo más recomendable. En las simula-
ciones se encuentra una gran cantidad de información acerca del parámetro,
sólo hay que saber extraerla.

En esta sección se explica una propuesta para aprovechar todas las si-
mulaciones del parámetro obtenidas. Esta propuesta consiste en una repre-
sentación grá�ca de la variabilidad del parámetro en la estructura del nicho
estimada. Con esto se logra un análisis más completo y profundo de la pre-
ferencia de la especie que se estudia a las combinaciones ambientales.

Supóngase que se tienen T simulaciones de los parámetros (µi, Ai, δi),
i = 1, ..., T . Cada una se sustituye en la densidad normal-sesgada y se divide
esta densidad entre su moda f(x|µi, Ai, δi)/máx

x∈A
f(x | µi, Ai, δi). Así, es po-

sible conocer los contornos para ciertos scores entre cero y uno (�gura 3.3).
Pretendiendo entender un poco la variabilidad, se podrían juntar las grá�cas
de los contornos correspondientes a todas las simulaciones (un score por grá-
�ca), pero el resultado sería difícil de interpretar. Por ello, se procede de otra
manera. Imagine, lector, que para cada simulación se rellenan 3 contornos en
rojo, amarillo y blanco con intensidad decreciente con respecto al número de
simulaciones, como en la �gura 3.8. Ahora, imagínese que las grá�cas para
cada simulación se enciman de forma que las intensidades parecen �sumarse�
y los colores se mezclan. Cuando la variabilidad es nula (simulaciones igua-
les) se obtiene una grá�ca como la �gura 3.8a. Por el contrario, un caso de
alta variabilidad se aprecia en la �gura 3.9. Considerando los scores 0.25, 0.5
y 0.75, un pixel es completamente blanco si el score en ese punto fue mayor
a 0.75 para todas las simulaciones; es amarillo, con la intensidad de la �gura
3.8a, si el score se encuentra entre 0.5 y 0.75 para todas las simulaciones; y
análogamente para el color rojo.

Para lograr el efecto, se aprovechan las características de la codi�cación
RGB de los colores. El rojo, amarillo y blanco tienen codi�cación (255,0,0),
(255,255,0) y (255,255,255) respectivamente, donde el valor 255 ofrece la ma-
yor intensidad de color. También se puede trabajar, como lo hacen algunos
softwares, con la codi�cación estandarizada: (1,0,0), (1,1,0) y (1,1,1). La ter-
cia (c, c, c), c ∈ (0, 1), ofrece los colores grises obteniéndose blanco cuando
c = 1 y negro cuando c = 0. La combinación (c, 0, 0) corresponde siempre al
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(a) Máxima intensidad, una simulación (b) 5 simulaciones

(c) 10 simulaciones

Figura 3.8: Intensidad del color según el número de simulaciones.
Contornos de 0.25, 0.5 y 0.75 correspondientes al valor esperado a priori.

color rojo pero con mayor opacidad conforme c es cercano a cero. Lo mismo
ocurre para el color amarillo. Al sumar los colores coordenada por coorde-
nada se obtienen los colores intermedios, siempre y cuando todos los valores
sean menores a uno. Una tonalidad naranja, por ejemplo, se consigue así:
(0.5, 0, 0) + (0.5, 0.5, 0) = (1, 0.5, 0). Entonces, para construir la grá�ca de
incertidumbre primero se toma una rejilla lo su�cientemente �na para colo-
rear pixel por pixel. El color de un pixel p es la suma de los colores sobre todas
las simulaciones c(p) =

∑T
i=1 ci(p). Cada simulación aporta tonalidades de

rojo, amarillo o blanco de acuerdo a sus respectivos contornos (�gura 3.8).
La aportación de cada una a la coloración tiene una intensidad de 1/T . Es
decir, ci(p) = (1/T, 0, 0) si para la i-ésima simulación el punto p tiene score
0.25, ci(p) = (1/T, 1/T, 0) si está entre 0.25 y 0.5, y ci(p) = (1/T, 1/T, 0) si
es mayor a 0.75. Así, el color �nal de la imagen es una mezcla de los colores
que cada simulación aporta según sus contornos.

Para interpretar la grá�ca se debe recordar que conforme el número de
simulaciones que coinciden con cierto score para un pixel aumenta, se obtie-
nen las tonalidades más intensas (�gura 3.8a). Un área completamente blanca
corresponde a una probabilidad aproximada de 1 de pertenecer al contorno
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Figura 3.9: Ejemplo grá�ca de incertidumbre
Variabilidad según la distribución a priori de los parámetros.

con score mayor a 0.75. Conforme el color del área se acerca a amarillo la
probabilidad disminuye. Cuando el color es amarillo intenso la probabilidad
de pertenecer al contorno más pequeño es cero, pero la probabilidad de per-
tenecer al contorno de 0.5 es uno. Conforme el amarillo se vuelve naranja,
nuevamente esta probabilidad (aproximada) disminuye. Las zonas naranjas
tiene probabilidad alrededor de 0.5 tener un score mayor a 0.5. Finalmente,
las zonas de color rojo intenso, tienen probabilidad aproximada 1 de tener
un score mayor a 0.25, y conforme el rojo se vuelve opaco la probabilidad
disminuye.

La grá�ca 3.9 corresponde a la variabilidad que se obtiene a priori. Es
decir, en vez de simulaciones de la posterior, se utilizan simulaciones de
Pµ,A,δ(µ,A, δ), donde los parámetros de (µ,A, δ) se asignan como se explica
en la sección 3.3.2. Se puede percibir que, a priori, la varibilidad es alta
aunque restringida al cuadrado a priori. En ningún punto el color es rojo,
amarillo ni blanco con la máxima intensidad. El cambio de tonalidades es
bastante difuso, lo que signi�ca que a priori no se está suponiendo ninguna
forma en el nicho. No obstante, se puede concluir que las zona centrales del
cuadrado tiene mayor probabilidad (a priori) de tener un score alto.

3.5. Programación

Para implementar la metodología, el lenguaje de programación recomen-
dado es Python, principalmente por su velocidad. La rapidez es un factor
importante sobretodo por la discretización que aparece en el modelo ya que
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implica una evaluación en 20,000 puntos (cardinalidad de E(t;G)), evalua-
ción que se realiza en cada iteración del MCMC.

Por otro lado, el método MCMC que se propone usar es el T-walk, de-
sarrollado por Christen y Fox (2010). Una de las ventajas de este método es
que los resultados son satisfactorios para una gran variedad de distribuciones
objetivo. Así, no se pierde tiempo preocupándose por los detalles del método
MCMC, permitiendo enfocarse en la modelación estadística e interpretación
de resultados.

Otro punto importante acerca de la programación son los errores compu-
tacionales que pueden surgir en la implementación. Estos pueden llevar a
conclusiones erróneas por lo que se debe ser cuidadoso para evitar errores
numéricos.

3.5.1. T�walk en Python

Al realizar inferencia desde un enfoque bayesiano, generalmente se tiene
que recurrir a un método MCMC. En particular, el Metrópolis�Hasting es
comúnmente usado. Para aplicarlo, se propone una distribución instrumen-
tal, la cual in�uye fuertemente en la e�ciencia del método. Para especi�car
una distribución adecuada, es necesario entender un poco el comportamien-
to de la posterior. Esto en muchos casos no es posible o requiere de mucho
esfuerzo y tiempo. El t-walk (Christen y Fox, 2010) es un método�tipo M-
H� autoajustable que conserva la propiedad de convergencia de la cadena
de markov resultante (bajo las condiciones usuales).

El t-walk está disponible en R, Python, Matlab y C++. Para usarlo úni-
camente es necesario introducir la función energía, el soporte de la posterior
y dos puntos iniciales. Aunque en vez de usar puntos iniciales cualesquiera,
es recomendable simular de la función a priori.

Existen otras modalidades M-H que son igualmente sencillas de aplicar.
El Random Walk M-H (RWMH), por ejemplo, es frecuentemente usado. El
RWMH se caracteriza por el uso de cierto tipo de distribuciones instrumen-
tales, entre las cuales se encuentran las densidades normales N (·|κ2). Éstas
son comúnmente usadas ya que fácilmente de simula de ellas. Sin embargo,
ofrece resultados satisfactorios sólo para distribuciones objetivo muy senci-
llas. Además, en contraste con el t�walk, es necesario ajustar los parámetros,
en este caso, la varianza κ2.

En la �gura 3.10 se presenta una breve comparación de los 2 métodos.
Para favorecer al RWMH, se eligieron varianzas (κ2) iguales a las varianzas



3.5. Programación 33

(a) µ1 t�walk (b) µ1 RWMH

(c) µ2 t�walk (d) µ2 RWMH

Figura 3.10: Comparación de resultados: t-walk vs. RWMH
Series de tiempo para el parámetro µ, T = 3000 iteraciones y misma

semilla (mismos valor inicial) para ambos métodos.

muestrales resultantes de haber simulado previamente con el t�walk. A pesar
de esto, los resultados favorecen al t�walk ya que, como se muestra en el
�gura, el método RWMH tarda bastante en recorrer el soporte de la función
lo que implica que se deben tomar rezagos más grandes que con el t�walk.

3.5.2. Comparación de velocidad: Python vs. R

R es un lenguaje muy amigable para analizar datos. Casi cualquier he-
rramienta estadística se encuentra ya disponible en este lenguaje y, además,
son fáciles de usar. Por su parte, Python, aunque cuenta con capacidades
estadísticas, se enfoca más en la productividad y legibilidad de códigos. Por
ello, ha sido mayormente adoptado por programadores y desarrolladores de
software que desean introducirse en la ciencia de datos. Sin embargo, la prin-
cipal ventaja de Python sobre R consiste en la rapidez.

En lo que concierne a esta tesis, el optimizar tiempos es importante prin-
cipalmente por la expresión de la discretización sobre el espacio disponible.
Recuérdese que en cada iteración del método MCMC, las simulaciones se
evalúan en la posterior. Según la expresión de la verosimilitud, el evaluar
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(a) Python (b) R

Figura 3.11: Comparación de velocidad con R y Python
Histogramas con 50 valores del tiempo (segundos) que se tarda cada

lenguaje de programación para T = 200 iteraciones.

una simulación en la posterior implica evaluar la densidad f(y|µ,A, δ) para
toda y ∈ E(t;G), donde éste espacio consta de 20,000 elementos. En la �-
gura 3.11 se comparan los tiempos de R y Python para un mismo número
de iteraciones. Para 200 iteraciones del t�walk, el software Python tarda en
promedio (50 veces) 90 segundos mientras que R 170 segundos, casi el doble
de tiempo. El mínimo para Python fue de 38 segundos, considerablemente
más bajo. El tiempo del software R no bajó de los 105 segundos. Esto se ve
re�ejado en las medianas para las 50 pruebas: 90 segundos para Python y
173 para R.

3.5.3. Problemas computacionales

Para evitar errores computacionales durante el MCMC, se debe de ser
cuidadoso con especi�car bien el soporte de la distribución posterior. En este
caso, es importante restringir los parámetros δ ∈ (−1, 1) y A una matriz po-
sitiva de�nida. Además de estas restricciones, es necesario incluir una última
con respecto al término de la función energía siguiente,

n log

 ∑
y∈E(t)

exp

[
−1

2
(y − µ)′A(y − µ)

]
Φ

[
y1 − µ1

σ1
β1(δ) +

y2 − µ2

σ2
β2(δ)

] .

(3.10)

Para ciertos valores θ = (µ,A, δ) el valor f(y|µ,A, δ) puede ser prácti-
camente cero para todo y ∈ E(t;G), generalmente por que la precisión A es
muy grande y la media está alejada de todos los puntos (contornos demasia-
do pequeños y con centros fuera del espacio disponible). En estos casos, la
suma que aparece en la expresión 3.10 se vuelve cero computacionalmente,
provocando que la función energía se vaya a menos in�nito. Así, la cadena
de Markov en el MCMC se estanca en este valor, obteniéndose nichos nada
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razonables.

El error es fácilmente evitable una vez detectado. Sólo es necesario incluir
la restricción,∑

y∈E(t)

exp

[
−1

2
(y − µ)′A(y − µ)

]
Φ

[
y1 − µ1

σ1
β1(δ) +

y2 − µ2

σ2
β2(δ)

]
6= 0

en la función soporte que se introduce al t-walk.





Capítulo 4

Ejemplos

En este capítulo se presentan los resultados de aplicar la metodología a
3 géneros de plantas. La distribución a priori y las ponderaciones se �jan de
acuerdo a lo mencionado en la sección 3.3. Se interpretan las estimaciones
puntuales de los nichos (MAP) y la grá�ca de variabilidad. Para la grá�ca
de incertidumbre, se consideran los contornos correspondientes a los scores
0.25, 0.5 y 0.75. Para el MAP, se consideran estos 3 valores y se aumentan el
contorno asociado al score 0.03 ya que proporciona una estimación razonable
para el nicho fundamental. Al �nal del capítulo, se comparan las estimaciones
puntuales de otros experimentos interesantes.

4.1. Género Arachis

Arachis es un género que comprende alrededor de 70 especies. Una de
las especies, el cacahuate (Arachis hypogaea), es muy estudiada por su con-
sumo global. Esta especie es nativa de Amércia del Sur. De esta región, en
especí�co de Brasil, provienen las ocurrencias que se analizan (�gura 4.1a).
En la imagen 4.1b, se observa que los datos están concentrados en una zona
que no aparenta tener una densidad de puntos muy desequilibrada.

Los resultados para este género se presentan en la �gura 4.2. La estima-
ción puntual del nicho fundamental (MAP) se representa por el contorno más
grande (score de 0.03). En la �gura 4.2b se observa que algunas observacio-
nes, los de mayor precipitación, están en una zona menos densa que el resto.
Esta es la razón por la que la estimación del nicho fundamental se expande
hacia estas zonas, a pesar de que no haya datos. En la grá�ca de variabilidad
se observa que la forma del MAP se conserva aunque la zona de mayor in-
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(a) Datos geográ�cos (b) Datos de factores ambientales e infor-
mación a apriori

Figura 4.1: Datos género Arachis

certidumbre es, precisamente, la que corresponde a la zona menos densa. A
pesar de esto, se puede concluir que la especie soporta ambientes de menor
temperatura y mayor precipitación con respecto a su media (cola más pesa-
da). Hacia la otra dirección (mayor temperatura y menor precipitación) hay
bastantes observaciones aunque con poca ponderación ya que se encuentran
en una zona muy densa. Es probable que haya tantas observaciones en esa
región, no por que la especie la pre�era, sino porque se muestrean muchos
puntos con esas condiciones. Además, el MAP y la grá�ca de incertidum-
bre concuerdan con que la especie presenta poca inclinación hacia ambientes
muy húmedos (mucha precipitación y altas temperaturas).

4.2. Género Chenopodium

Chenopodium es un género que comprende alrededor de 150 especies. Son
comúnmente conocidos como cenizos o quinoas. Los datos geográ�cos de la
especie se encuentran esparcidos en varios países de Sur América, princi-
palmente cerca de las costas (�gura 4.3a). Estas ocurrencias en el espacio
ambiental (�gura 4.3b) abarcan gran parte del espacio disponible. Se obser-
van algunos puntos de zonas muy poco densas. Además, este es un caso en
el que la información a priori y los datos comprenden rangos ambientales
distintos.

Los resultados para este género se presentan en la �gura 4.4. Para esta es-
pecie se encontraron 2 modas en la posterior, dando lugar a dos estimaciones
puntuales para el nicho. La primera (�gura 4.4b) está más acorde a la infor-
mación a priori, mientras que la segunda (�gura 4.4d) representa preferencia
hacia temperaturas más bajas. Ambas modas se centran en precipitaciones
mayores a la del promedio de los datos. Esto se debe a que las observaciones
de mayor ponderación son las que corresponden a precipitaciones altas. A
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(a) MAP en el espacio disponible (b) Acercamiento

(c) Grá�ca de incertidumbre

Figura 4.2: Resultado género Arachis

MAP y variabilidad (50 simulaciones). Escala de grises proporcional a la
ponderación, donde negro es el punto con mayor densidad y blanco el de

menor.

pesar de la falta de información en zonas de alta precipitación, se puede con-
cluir que si climas aceptables para la especie. Las dos modas se identi�can
al analizar las series de tiempo de los parámetros en el MCMC (�gura 4.5).
En ellas, se observa que la cadena pasa aproximadamente el mismo tiempo
en las dos modas, lo que también se re�eja en la grá�ca de variabilidad (�-
gura 4.4e). Con esta grá�ca se puede concluir que el rango de temperatura
que soporta la especie es más reducido de lo que se esperaba al observar
las modas. El nicho de esta especie abarca un área bastante amplia en el
espacio ambiental, presentado preferencia hacia temperaturas templadas y
soportando bien poca y mucha precipitación.
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(a) Datos geográ�cos (b) Datos de factores ambientales e infor-
mación a apriori

Figura 4.3: Datos género Chenopodium

4.3. Género Panicum

El género Panicum comprende alrededor 450 especies. Tanto la infor-
mación a priori como las observaciones ambientales indican que la especie
crece en zonas de poca precipitación, característica principal de los desiertos.

Los resultados para este género se presentan en la �gura 4.7. La estima-
ción del nicho fundamental de esta especie (�gura 4.7b) abarca amplios ran-
gos de temperatura mas no de precipitación, con preferencia a precipitaciones
bajas. La zona de alta preferencia de la especie consiste en una pequeña zona
de temperaturas altas y precipitaciones bajas (contorno de score 0.25). Aun-
que en la representación de la variabilidad se pierde el sesgo (�gura 4.7c),
las conclusiones son muy similares a las obtenidas con la estimación puntual.

4.4. Otros experimentos

4.4.1. Ponderaciones más contrastantes

Usando una ponderación más contrastante (a = 1), las estimaciones pun-
tuales de la estructura del nicho fundamental para cada especie se presentan
en la �gura 4.8. Comparando con los resultados anteriores, la estimación
puntual del nicho de Panicum no cambia considerablemente. Los nichos pa-
ra las otras dos especies claramente son distintos. Para el caso de Arachis, el
nicho se expande más hacia las zonas menos densas. El nicho de la especie
Chenopodium también presenta mayor preferencia a estas zonas, sólo que en
vez de expanderse, se desplaza, provocando que la estimación del nicho no
contenga a todas las obsevaciones. Esto se debe a que algunas observaciones,
las que no están contenidas en el nicho, se encuentran en zonas demasiado
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densas.

4.4.2. Sin ponderaciones

Tomando a = 0 para de�nir las ponderaciones, es equivalente a tomar
pesos iguales. Los resultados de este experimento se muestran el la �gura
4.9. La estructura del nicho de Arachis, abarca un poco las zonas menos
densas. Esto es de esperarse ya que con sólo la discretización, el modelo ya
considera (hasta cierto punto) la densidad de puntos en el espacio disponible.
Sin embargo, para esta especie, la forma del nicho cambia radicalmente,
moldeándose según la forma de los datos. Para la especie Chenopodium, el
nicho resultante se percibe desplazado hacia precipitaciones más bajas, en
comparación con los otros dos casos, aunque si abarca zonas poco densas.
Para esta especie, la forma del nicho se conserva. Para la especie Panicum, el
considerar todos los puntos por igual da pie a una estructura poco razonable,
principalmente porque los contornos abarcan gran parte de precipitaciones
negativas.

4.4.3. A priori con mayor incertidumbre

Un experimento interesante consiste en medir el efecto de la información
a priori. En los caso anteriores, se �jaban las distribuciones a priori con poca
incertidumbre con respecto a la información previa. Un caso de mucha in-
certidumbre se encuentra al tomar otros parámetros para la matriz A y para
µ. La variabilidad de la matriz A se controla con el parámetro α. Tomando
α = 5, una densidad normal con mayor varianza para µ (marginales entre
los rangos de tolerancia con 50% de probabiliad) y a = 0.4 para las ponde-
raciones, se obtienen los resultados de la �gura 4.10. El nicho para Arachis

es una estructura muy pequeña, abarcando solamente el área donde se en-
cuentran los datos. El de Chenopodium abarca menor rango de temperatura
aunque alcanza precitaciones mucho más altas. Para Panicum se reducen
ambos rangos dejando fuera dos observaciones.
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(a) MAP en el espacio disponible (b) Acercamiento

(c) Otra moda en el espacio disponible (d) Acercamiento

(e) Grá�ca de incertidumbre

Figura 4.4: Resultado género Chenopodium

MAP y variabilidad (50 simulaciones). Escala de grises proporcional a la
ponderación, donde negro es el punto con mayor densidad y blanco el de

menor.
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(a) µ1 (b) δ1

Figura 4.5: Modas de la posterior para la especie Chenopodium
Cadenas del MCMC para los parámetros µ y δ.

(a) Datos geográ�cos (b) Datos de factores ambientales e infor-
mación a apriori

Figura 4.6: Datos género Panicum



44 Capítulo 4. Ejemplos

(a) MAP en el espacio disponible (b) Acercamiento

(c) Grá�ca de incertidumbre.

Figura 4.7: Resultado género Panicum

MAP y variabilidad (40 simulaciones). Escala de grises proporcional a la
ponderación, donde negro es el punto con mayor densidad y blanco el de

menor.
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(a) Arachis (b) Chenopodium

(c) Panicum

Figura 4.8: Estimaciones para a = 1
MAP de cada especie. Escala de grises proporcional a la ponderación,
donde negro es el punto con mayor densidad y blanco el de menor.
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(a) Arachis (b) Chenopodium

(c) Panicum

Figura 4.9: Estimaciones para a = 0
MAP de cada especie. Escala de grises proporcional a la ponderación,
donde negro es el punto con mayor densidad y blanco el de menor.
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(a) Arachis (b) Chenopodium

(c) Panicum

Figura 4.10: Estimaciones con mayor varianza a priori para µ y A
MAP de cada especie. Escala de grises proporcional a la ponderación,
donde negro es el punto con mayor densidad y blanco el de menor.





Capítulo 5

Discusión y conclusiones

Para estimar el nicho fundamental de una especie es de suma importan-
cia introducir en el modelo la información del espacio disponible. De otra
forma, las estimaciones corresponderían a estructuras de otros nichos, como
el realizado o el potencial. Del espacio disponible se debe considerar tanto
la forma como la densidad o abundancia. La forma puede ser considerada
al dicretizar sobre este espacio. La densidad del espacio afecta la probabi-
lidad de observar una ocurrencia. Para contrarrestar el efecto se asignan
ponderaciones a cada observación. Ciertamente, la manera de asignar estas
ponderaciones de forma adecuada es un problema que sigue en discusión. Se
resolverá conforme se conteste la pregunta: ¾qué tanto afecta la accesibilidad
de la especie a las distintas combinaciones ambientales en la probabilidad
de observarla? Aunque al discretizar sobre E(t;G) el modelo ya considera la
densidad de puntos sobre este espacio, asigna la mínima importancia posible
a las observaciones en zonas poco densas. La forma en que estos puntos van
adquiriendo importancia se controla con el parámetro a, �jando el ancho de
banda en h = (25, 150). Cuando el parámetro es muy grande (arriba de uno)
el contraste entre las diferentes zonas es muy notorio y las zonas poco densas
adquieren demasiada importancia. En estos casos, el nicho puede centrarse
en pocos puntos (los menos densos) e incluso cali�car con un score bajo una
gran cantidad de observaciones, ya sea porque el contorno estimado resulta
muy pequeño, o bien porque se desplaza hacia las zonas menos densas. Para
valores de a entre cero y uno se obtienen resultados aceptables y bastantes
interpretables, sin embargo la variedad de densidades que ofrece este rango
sugiere seguir buscando un mejor argumento teórico para la selección de este
valor.
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Por otro lado, incluir información a priori de los rangos de tolerancia in-
�uye en la forma del nicho y en su tamaño. Al aumentar la incertidumbre en
la distribución a priori, la forma del nicho queda determinada por lo que se-
ñalan las observaciones y las ponderaciones, obteniéndose, en algunos casos,
nichos muy pequeños o angostos sobre un eje. Esto es precisamente lo que
se intenta evitar ya que el nicho fundamental se concibe como un conjunto
amplio en proporción al área que abarca los datos pues las observaciones son
resultado de muchos factores que afectan la accesibilidad de la especie a las
distintas combinaciones ambientales.

Ya que en la base de nuestra formulación se encuentra una estimación
de densidad por kérnel, tal vez sea necesario considerar que el soporte de
la densidad subyacente es acotado. En este caso, se ha sugerido el uso de
correcciones en los kérneles usados. Ésto con la �nalidad de mantener el
soporte de manera sistemática, y no generar sesgos o estimaciones incohe-
rentes. Estas correcciones son conocidas como Edge Correction o Boundary
Correction. Se puede consultar Karunamuni y Alberts (2005) para este tema.

Para la interpretación de resultados, representó una ventaja el poder vi-
sualizar la variabilidad de las estimaciones del nicho. En algunos casos, con
las estimaciones puntuales se llegaban a conclusiones erróneas debido a la al-
ta variabilidad. Con esta herramienta fue posible medir con mayor precisión
la preferencia de la especie a las combinaciones ambientales. Esta grá�ca es
fácil de construir y de interpretar.

Finalmente, con respecto a la programación, el implementar la meto-
dología en Python permitió que fuera posible realizar varios experimentos,
variando los parámetros e incluso el modelo, sin que el tiempo fuese un im-
pedimento. En comparación con Python, el software R tarda casi el doble
de tiempo. Aunque el tiempo parece no ser un factor tan relevante cuando
se tratan de T = 200 iteraciones, lo es cuando son necesarias T = 500, 000
iteraciones para analizar la variabilidad. Este número de iteraciones fue ne-
cesario en los casos donde los rezagos eran hasta de T = 5000 iteraciones. En
cuanto al método MCMC, dada que la función objetivo es compleja, hubiese
implicado mucho esfuerzo el buscar una distribución instrumental adecuada.
Con el t�walk esto no fue necesario y, en general, los resultados fueron sa-
tisfactorios, siendo su�cientes, en la mayoría de los experimentos, rezagos de
T = 1000 iteraciones.
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Apéndice A

Densidad SN bivariada

Sea Z ∼ SN (ω, β) y Xi = σZi + µi, i = 1, 2. Para obtener la expresión
de la densidad de X = (X1, X2), se aplica el Teorema de Cambio de Variable:

X = µ+ SZ =

(
µ1

µ2

)
+

(
σ1 0
0 σ2

)(
Z1

Z2

)
=

(
µ1 + σ1z1

µ2 + σ2z2

)
es una

transformación uno�a�uno, donde S =

(
σ1 0
0 σ2

)
.

Despejando Z,

Z = S−1(X − µ) =

(
1/σ1 0

0 1/σ2

)(
X1 − µ1

X2 − µ2

)
=

 X1−µ1
σ1

X2−µ2
σ2

 .

Luego, se calcula el jacobiano

∣∣∣ ∂(Z1,Z2)
∂(X1,X2)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∂Z1
∂X1

∂Z1
∂X2

∂Z2
∂X1

∂Z2
∂X2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1
σ1

0

0 1
σ2

∣∣∣∣∣∣ =
1

σ1σ2
.

Entonces,

fX(x;µ, σ1, σ2, ω, β) =
1

σ1σ2
fZ
(
S−1(x− µ);ω, β

)
=

2

σ1σ2
φ2

(
S−1(x− µ);ω, β

)
Φ

(
β1
x1 − µ1

σ1
+ β2

x2 − µ2

σ2

)
=

2

2πσ1σ2|Ω|1/2
exp

(
−1

2
(X − µ)TS−1Ω−1S−1(X − µ)

)
Φ

(
β1
x1 − µ1

σ1
+ β2

x2 − µ2

σ2

)
, z ∈ R2

Desarrollando algunos términos por separado,
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σ1σ2|Ω|1/2 = σ1σ2

∣∣∣∣∣∣
1 ω

ω 1

∣∣∣∣∣∣
1/2

= σ1σ2(1− ω2)1/2 = (σ2
1σ

2
2(1− ω2)1/2 = (σ2

1σ
2
2 − ω2σ2

1σ
2
2)1/2

=

∣∣∣∣ σ2
1 ωσ1σ2

ωσ1σ2 σ2
2

∣∣∣∣1/2 = |Σ|1/2.

S−1Ω−1S−1 =

(
1/σ1 0

0 1/σ2

)(
1 ω
ω 1

)−1(
1/σ1 0

0 1/σ2

)
=

1

1− ω2

(
1/σ1 0

0 1/σ2

)(
1 −ω
−ω 1

)(
1/σ1 0

0 1/σ2

)
=

1

1− ω2

(
1/σ1 −ω/σ1

−ω/σ2 1/σ2

)(
1/σ1 0

0 1/σ2

)
=

1

1− ω2

(
1/σ2

1 −ω/σ1σ2

−ω/σ1σ2 1/σ2
2

)
=

1

(1− ω2)σ2
1σ

2
2

(
σ2

2 −ωσ1σ2

−ωσ1σ2 σ2
1

)
= Σ−1.

donde Σ =

(
σ2

1 ωσ1σ2

ωσ1σ2 σ2
2

)
.

Por lo tanto, la densidad de X es

fX(x;µ,Σ, β) =
2

2π|Σ|1/2
exp

(
−1

2
(X − µ)TΣ−1(X − µ)

)
Φ

(
β1
x1 − µ1

σ1
+ β2

x2 − µ2

σ2

)
= 2ψ(x;µ,Σ)Φ

(
β1
x1 − µ1

σ1
+ β2

x2 − µ2

σ2

)
, z ∈ R2.

donde ψ(x;µ,Σ) es la densidad Normal bivariada con media µ y matriz de
covarianza Σ.



Apéndice B

Jacobiano de la transformación
para el parámetro de sesgo.

En este apartado, se obtiene la expresión para | J |=

∣∣∣∣∣∣∣
∂β1
∂δ1

∂β1
∂δ2

∂β2
∂δ1

∂β2
∂δ2

∣∣∣∣∣∣∣ , donde
β1 = δ1−δ2ω

r1/2
, β2 = δ2−δ1ω

r1/2
y r = (1− ω2)(1− ω2 − δ2

1 − δ2
2 + 2δ1δ2ω).

Primero, se calculan las derivadas parciales:

∂β1

∂δ1
=
r1/2 + 1

2(δ1 − δ2ω)r−1/2(1− ω2)(−2δ1 + 2δ2ω)

r

= r−1/2 − r1/2(δ1 − δ2ω)2(1− ω2),

∂β2

∂δ2
= r−1/2 − r1/2(δ2 − δ1ω)2(1− ω2),

∂β1

∂δ2
=
−ωr1/2 + 1

2r
1/2(1− ω2)(−2δ2 + 2δ1ω)(δ2 − δ1ω)

r

= −ωr−1/2 − r1/2(1− ω2)(δ2 − δ1)2,

∂β2

∂δ1
= −ωr−1/2 − r1/2(1− ω2)(δ1 − δ2)2.

Ahora,

| J |=
(
∂β1

∂δ1

)(
∂β2

∂δ2

)
−
(
∂β1

∂δ2

)(
∂β2

∂δ1

)
,

donde(
∂β1

∂δ1

)(
∂β2

∂δ2

)
= r−1−(δ1−δ2ω)2(1−ω2)−(δ2−δ1ω)2(1−ω2)+c(δ1−δ2ω)2(δ2−δ1)2(1−ω2)2

y(
∂β1

∂δ2

)(
∂β2

∂δ1

)
= ω2r−1+ω(1−ω2)(δ2−δ1ω)2+ω(1−ω2)(δ1−δ2ω)2+c(1−ω2)2(δ1−δ2ω)2(δ2−δ1ω)2.
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Por lo tanto,

| J |=r−1 − (δ1 − δ2ω)2(1− ω2)− (δ2 − δ1ω)2(1− ω2)− ω2r−1

− ω(1− ω2)(δ2 − δ1ω)2 − ω(1− ω2)(δ1 − δ2ω)2

=r−1(1− ω2)− (1 + ω)(1− ω2)[(δ1 − δ2ω)2 + (δ2 − δ1ω)2].



�¾Qué te parece desto, Sancho? � Dijo Don Quijote �
Bien podrán los encantadores quitarme la ventura,

pero el esfuerzo y el ánimo, será imposible.

Segunda parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha

Miguel de Cervantes
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