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a no necesitar un pretexto para réır, cantar, bailar o disfrutar la vida.
Espero de corazón que nunca pierdas esta cualidad.

Jalarme las orejas de no ser dejado, a pelear por lo que uno merece.
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enseñarme matemáticas, me ayudó en una etapa crucial de mi vida: cuando
estaba decidiendo que estudiar y que hacer. En la secundaria hab́ıa reproba-
do varias materias. En la preparatoria igual. Cuando reprobé matemáticas
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enteré que lo hab́ıa reprobado con una calificación de 6 (7 era el punto de
pase) recuerdo haberlo ido a buscar con otro amigo en la misma situación.
Recuerdo como escuchó atentamente nuestra petición de un trabajo extra
por el punto que nos hacia falta para acreditar. Luego, con toda la calma que
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temático como usted lo mencionaba. Por ayudarme a volverme autodidacta
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como tú que me proporcionaron un aprendizaje que va mucho más allá de
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para abrirme las puertas de tu casa y de tu familia.

Para mı́ fue un enorme placer el haber podido ayudarte a terminar tus
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1. Introducción

El cálculo fraccionario tuvo sus oŕıgenes en una carta de L’Hôpital a
Leibniz, donde el primero se preguntaba cual seŕıa el significado de un orden
de derivación no entero en la derivada de una función, es decir, que significado
tiene

dn

dx(n)
f(x),

para un valor de n no entero. A partir de ah́ı se extendió el concepto de
cálculo fraccionario siendo actualmente un campo activo en investigación
como por ejemplo en la modelación de fluidos viscosos en medios altamente
heterogeneos.

Las ecuaciones diferenciales fraccionarias son generalizaciones de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias de orden arbitrario (real o complejo). En las
pasadas décadas se han desarrollado varios estudios que consideran una ex-
tensión de la mecánica cuántica estandar. A pesar que las aplicaciones de
dicho enfoque aun son tema de debate, algunas ideas y métodos presentan
aplicaciones potenciales en ciencia y tecnoloǵıa. Dada la importancia de la
ecuación de Schrödinger en f́ısica cuántica, es natural pensar en su versión de
orden fraccionario. La ecuación fraccionaria de Schrödinger es una ecuacion
fundamental en la mećanica cuántica fraccionaria. Esta ecuación es discuti-
da por Laskin en [6] y [7] en un intento de investigar una generalización de
integrales de trayectoria de Feynman a partir de trayectorias de movimiento
Browniano. La naturaleza de la mecánica cuántica fraccionaria es determi-
nada por el ı́ndice de Lévy α para 0 < α ≤ 2. El autor primero resuelve
la ecuación fraccionaria de Schrödinger para el potencial de pozo infinito, el
átomo de Bohr, e introduce un oscilador fraccionario. Después el autor deriva
la ecuación fraccionaria de Schrödinger para el movimiento tridimensional y
la resuelve para el átomo de Bohr y para el oscilador unidimensional.

Como ejemplo de aplicación, en [10] se propone una implementación de
la ecuación fraccionaria de Schrödinger en óptica. Se presenta un diseño de
implementación laser del oscilador armónico cuántico fraccionario. Los re-
sultados ah́ı obtenidos sugieren que se puede diseñar una herramienta de
laboratorio donde los modelos fraccionarios de f́ısica cuántica pueden ser ac-
cesibles experimentalmente.

Son varios los autores que se han centrado en estudiar la solución de
la ecuación fraccionaria de Schrödinger empleando diversos enfoques. Por
ejemplo en [1] Guo y Xu discuten las soluciones de la ecuación fraccionaria
de Schrödinger para una part́ıcula libre, el pozo de potencial infinito y algunas
aplicaciones f́ısicas.
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De igual manera, el interés por obtener soluciones numéricas a la ecua-
ción fraccionaria de Schrödinger resulta natural. Actualmente no existen en
la literatura muchos métodos numéricos para resolver el problema de valores
propios asociado a dicha ecuación. Para el caso unidimensional, existe un
método de colocación presentado en Amore et al [3]. En este método, tanto
las funciones y los puntos de muestreo como el intervalo de definición de las
funciones de onda deben de ser determinadas en función de las condiciones
de frontera. Además, no hay una extensión evidente a dimensiones más altas.
En Zoia, Rosso & Kardar [2], se introduce una representación matricial del
Laplaciano fraccionario. Los valores y vectores propios de dicha matriz con-
vergen a los valores y vectores propios de dicho operador cuando el tamaño
de la matriz tiende a infinito. Aparentemente, el método requiere del uso de
matrices de gran tamaño. Por ejemplo, en Kwaśnicki el método es usado para
aproximar los valores propios asociados al pozo de potencial infinito haciendo
uso de una matriz de tamaño O(103).

En el caso bidimensional existen pocos aportes a la solución de la ecuación
fraccionaria de Schrödinger desde el punto de vista análitico. Dichos resul-
tados solo son obtenidos para algunos órdenes particulares de la derivada
fraccionaria. De este modo, la necesidad de un método de solución numéri-
co a la ecuación fraccionaria de Schrödinger que sea robusto y extendible a
dimensiones mayores resulta necesario.

Una dificultad que se presenta al aproximar numéricamente el Laplaciano
fraccionario, es la propiedad de no localidad de la derivada fraccionaria. El
uso de esta derivada de dominio global conduce a sistemas que son grandes y
llenos. Más aun, en dominios acotados las condiciones de frontera deben de
ser tratadas con cuidado.

En este trabajo proponemos un método numérico para la solución del pro-
blema de valores propios de la ecuación fraccionaria de Schrödinger. Primero
proponemos una definición del operador del Laplaciano fraccionario en ter-
minos de los potenciales de Riesz. Luego tomaremos como punto de partida
el método de volúmenes de control y funciones de aproximación (CVFA por
sus siglas en inglés) propuesto por Li, Chen & Huan en [8]. En dicho método
se aproxima la solución de un problema de valores iniciales con valores en la
frontera mediante su solución en los volúmenes de control al interpolar con
funciones base de aproximación. Dicho método carece de los efectos negativos
en la solución aproximada ocasionados por la orientación de la malla, tal y
como ocurre en el caso de diferencias finitas. Por otra parte, el CVFA tam-
bién ofrece una precisión igual al método de elemento finito en volúmenes de
control (CVFE por sus siglas en inglés) desarrolado en [9]. El CVFA muestra
algunas ventajas sobre el método de los elementos finitos como son una mayor
simplicidad, tanto en su metodoloǵıa como en su implementación, aśı como
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también una mayor flexibilidad tanto en la topoloǵıa de los elementos de la
malla como en las funciones base utilizadas en la interpolación. Debido a sus
propiedades de interpolación, proponemos el uso de funciones de base radial
como funciones base. Veremos como esto trae consigo simplificaciones teóricas
y numéricas al método propuesto. Dicho método está basado en volúmenes
de control y aproximación con funciones de base radial (CVRBF por sus si-
glas en inglés). Estudiaremos como nuestro método aproxima una solución
al problema de valores propios de la ecuación fraccionaria de Schrödinger en
una y dos dimensiones. Veremos también como el CVRBF es directamen-
te extendible a dimensiones más altas. Debido a la definción de Laplaciano
fraccionario que daremos, veremos que el método numérico aqúı propuesto es
utilizable en la solución de cualquier ecuación diferencial fraccionaria. Dicho
sea de paso, el método CVRBF resulta ser altamente paralelizable lo cual es
atractivo desde el punto de vista computacional.

La estructura general de este trabajo se describe a continuación. En el
caṕıtulo 2 describimos el Laplaciano fraccionario en el contexto de la mécani-
ca cuántica. Repasaremos el concepto de derivada fraccionaria aśı como tam-
bién algunas de sus definiciones más importantes y ampliamente utilizadas.
En particular profundizaremos en las definiciones de derivada fraccionaria
de Riemann-Liouville y Caputo y realizaremos algunas comparaciones entre
dichas derivadas. Introduciremos también la derivada fraccionaria de Riesz,
con la cual daremos una definición del Laplaciano fraccionario y discutire-
mos el papel que desmpeña en la discretización de la ecuación fraccionaria
de Schrödinger.

En el caṕıtulo 3 describiremos a detalle el método de aproximación y
volúmenes de control CVFA desarrollando dicho método en un contexto ge-
neral. Luego discutiremos el problema de interpolación de un conjunto de
puntos y su solución mediante la elección apropiada del interpolador hacien-
do uso de funciones semidefinidas positivas. Posteriormente, analizaremos el
uso de dichas funciones de interpolación en el contexto de la solución de
nuestro problema de valores propios de la ecuación fraccionaria de Schrödin-
ger con el CVRBF. Aśı mismo, mostraremos el proceso de discretización a
detalle de nuestro problema en una y dos dimensiones.

En el caṕıtulo 4 mostraremos las soluciones numéricas obtenidas al resol-
ver el problema de valores propios de la ecuación fraccionaria de Schrödinger
en una y dos dimensiones. Detallamos también simplificaciones importantes
al considerar trabajar sobre un dominio regular. Veremos como esta última
simplificación no afecta la precisión de nuestra solución debido a la naturale-
za del dominio de nuestro problema. A su vez son presentados los algoritmos
más importantes de nuestro método, aśı como también un análisis de tiem-
pos al utilizar cómputo en paralelo en la resolución de nuestro problema de
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valores propios.
Finalmente, en el caṕıtulo 6 se resumen las conclusiones más importantes

de nuestro trabajo realizado aśı como también la dirección del trabajo a
futuro.
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2. El problema de valores propios en mecáni-

ca cuántica fraccionaria

2.1. El Laplaciano fraccionario

Los resultados que presentaremos en este apartado son conocidos en la
literatura. Las pruebas de dichos resultados púeden ser consultadas en varias
fuentes como por ejemplo en Helgason [5].

Partamos de la definición de la transformada de Fourier de una función
f dada por la expresión

f̂(k) ≡ F(f)(k) =

∫
Rd

exp(−ik · x)f(x)dx,

cuya función inversa tiene la forma

F−1(F )(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp(ik · x)F (k)dk.

Consideremos s ≥ 0. Luego entonces, el espacio de Sobolev Hs(Rd) ≡ Hs

está definido como

Hs = {f ∈ L2 :

∫
Rd

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2dk < +∞}.

Sean S y S ′ los espacios de funciones templadas y sus correspondientes dis-
tribuciones. Si consideramos el caso s < 0, entonces el espacio de Sobolev
queda definido como

Hs = {f ∈ S ′ :
∫
Rd

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2dk < +∞}.

De esta manera, podemos definir el operador del Laplaciano fraccionario
(−∆)s para f ∈ Hs en términos de la trasformada de Fourier de la siguiente
manera

(−∆)sf = F−1
[
|k|2sF(f)

]
.

Definimos ahora el potencial de Riesz de grado γ de una función f me-
diante la expresión

Iγ(f)(x) =
1

Hd(γ)

∫
Ω

f(y)|x− y|γ−ddy,

siendo

Hd(γ) = 2γπd/2
Γ(γ/2)

Γ(d−γ
2

)
.
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Notemos que para conocer el potencial de Riesz de una función debemos
realizar una integración sobre todo el dominio. Dicha integración conducirá
a tener una matriz de discretización del Laplaciano fraccionario con una
estructura llena.

Sabemos que si γ − d 6∈ 2Z+, entonces podemos escribir el potencial de
Riesz de f como

(Iγf)(x) =

(
f ∗

(
1

Hd(γ)
rγ−d

))
(x), f ∈ S.

De este modo, podemos considerar ahora el siguiente resultado de gran interés
para nuestros fines.

Proposición. Si f ∈ S(Rd), entonces γ 7→ (Iγf)(x) se extiende a una
función holomórfica en el conjunto Cd = {γ ∈ C : γ − d 6∈ 2Z+}. Además, se
cumple que

I0f = ĺım
α→0

Iαf = f, (1)

y

Iγ∆f = ∆Iγf = −Iγ−2f.

Por lo anterior tenemos que el Laplaciano fraccionario queda expresado
en términos del potencial de Riesz

(−∆)sf = I−2sf, −s− d 6∈ 2Z+.

Luego entonces, podemos discretizar el operador del Laplaciano fraccionario
mediante integrales sobre todo el dominio utilizando potenciales de Riesz.

2.2. El Hamiltoniano fraccionario en dominios acota-
dos

Sea Ω un dominio Lipschitz acotado en Rd. Consideremos el operador
(−∆)sf definido en el espacio

H̃s(Ω) = {f ∈ Hs : supp f ⊂ Ω̄}.

Sabemos que si s− 1
2
6∈ Z, entonces

H̃s(Ω) ≡ Hs(Ω).
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Sabemos además que si 0 < s < 1, entonces el espectro de (−∆)s es discreto
y está contenido en (0,∞), ver [17]. De aqúı en adelante consideraremos
s = α/2 con α > 0. De esta manera, tenemos que 0 < α/2 < 1. De este
modo, y por la propiedad del segmento y la propiedad del cono, tenemos
que las funciones de Hs(Ω) son continuas hasta la frontera. Luego entonces,
haciendo uso de (1) podemos escribir

(−∆)α/2f = I−αf = (−∆)I2−αf. (2)

Esta expresión que expresa el Laplaciano fraccionario en términos del Lapla-
ciano clásico es el punto de partida para el método de volúmenes de control
que introduciremos más adelante.

Consideremos una función potencial V (x) infinita en Ω̄c y suficientemente
suave en Ω. El problema de valores propios de interés es[

(−∆)α/2 + V (x)
]
ψ = Eψ, (3)

donde ψ es la función de onda y E es el nivel de enerǵıa asociado con ψ.
Nótese que ψ pertenece al espacio H̃α/2(Ω). Por el teorema de inmersión de
Sobolev, si α > 1, entonces ψ puede ser identificada con una función continua
que se desvanece en Ω̄c. Consecuentemente, agregamos condiciones Dirichlet
al problema de valors propios (3), es decir

ψ(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

Más adelante veremos que esta aproximación conlleva a resultados numéricos
de muy alta precisión.

2.3. Preliminares sobre cálculo fraccionario

2.3.1. Integral de Riemann-Liouville

Denotemos como C0(R+) el espacio de todas las funciones reales conti-
nuas definidas en R+ = {x ∈ R, x > 0} y sea L1

loc(R+) el espacio de todas
las funciones reales definidas en R+ tales que son Lebesgue integrables en
cada subintervalo acotado de R+. Sea C0(R+

0 ) el espacio de todas las fun-
ciones reales continuas en R0 = {x ∈ R, x ≥ 0}. Consideremos entonces las
siguientes definiciones:

Definición. La primitiva fraccionaria de orden α > 0 de una función q :
R+ → R está dada por

Iαq(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1q(s)ds,
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cuando el lado derecho está definido en cada punto en R+.

Por ejemplo Iαq existe para todo α > 0, si q ∈ C0(R+) ∩ L1
loc(R+). Notar

también que si q ∈ C0(R+
0 ), entonces Iαq ∈ C0(R+

0 ) y más aún Iαq(0) = 0.
Comentemos algunas propiedades básicas de este operador. Por conven-

ción usaremos la notación

I0f(t) := f(t),

es decir I0 := I es el operador identidad. Otra propiedad que tiene este
operador es la linealidad, es decir

Iα(cq(s) + p(s)) = cIαq(s) + Iαp(s), α ∈ R+, c ∈ C.

La siguiente proposición puede ser consultada más a detalle en [12].

Proposición. Si q(s) es continua para s ≥ 0, entonces las siguientes igual-
dades se mantienen

ĺım
α→0

Iαq(s) = q(s),

Iα1(Iα2q(s)) = Iα2(Iα1q(s)) = Iα1+α2q(s),

para α1, α2 ∈ R+.

Fijemos un intervalo (a, b). Para cada función integrable q en el intervalo
(a, b) el operador Iα también es integrable en (a, b), convirtiéndolo aśı en un
operador lineal en L1(a, b). De esta manera, Iα resulta ser continuo respecto
a la estructura de espacios de Banach en L1. Sea 1 ≤ p < α. En general si
q ∈ Lp(a, b), entonces Iαq ∈ Lp(a, b) y se satisface la desigualdad

||Iαq||p ≤
|b− a|α/p

αΓ(α)
||q||p.

Otra propiedad interesante de Iα es que su trasformada de Laplace queda
expresada de una manera particularmente simple

(LIαq)(t) = t−αQ(t),

donde Q denota la transformada de Laplace de q. De este modo Iα es un
multiplicador de Fourier.
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2.3.2. Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

En la literatura existen diversas definiciones de derivada fraccionaria.
Quizás la definición de derivada fraccionaria más ampliamente conocida es la
de Riemann-Liouville, la cual es expresada como se muestra en la siguiente
definición.

Definición. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α de
una función continua u : R+ → R está dada por

Dαu(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

u(s)

(t− s)α+1−nds, n− 1 < α < n, (4)

donde n ∈ N y asumimos que el lado derecho está definida en cada punto
sobre R+.

Luego entonces, tenemos que

DαIαq = q, ∀q ∈ C0(R+) ∩ L1
loc(R).

De esta definición podemos obtener el siguiente lema.

Lema. Sea 0 < α < 1. Si q ∈ C0(R+) ∩ L1
loc(R+), entonces la EFD

Dαq = 0,

tiene f(t) = ctα−1, c ∈ R, como únicas soluciones.

De este lema deducimos la siguiente ley de composición.

Proposición. Supóngase que q ∈ C0(R+) ∩ L1
loc(R+) con derivada fraccio-

naria de orden 0 < α < 1 que pertenece a C0(R+) ∩ L1
loc(R+). Entonces

IαDαf(t) = f(t) + ctα−1,

para algún c ∈ R. Cuando la función q está en C0(R+
0 ), entonces c = 0.

De [13] tenemos la siguiente observación.

Observación. El operador Dα es el inverso por la izquierda del operador Iα
de modo que

DαIαq(s) = q(s),

y por convención

D0q(s) := q(s), i.e. D0 := I.
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Existen ciertas propiedades conocidas de las derivadas de orden entero que
ya no se cumplen cuando el orden de derivación es fraccionario. Consideremos
para fines ilustrativos el caso 0 < α < 1. Sabemos que, en general, para
conocer el valor de la derivada fraccionaria en un momento t se necesita
conocer las evaluaciones de Iαq en todos los tiempos anteriores. Esto ocurre
incluso para el esquema propuesto de diferencias finitas (11). En general, el
número de términos utilizados en la aproximación aumenta conforme t lo
hace. Esto representa un problema al calcular la derivada fraccionaria para
tiempos grandes mediante aproximaciones numéricas.

Un resultado conocido en cálculo clásico es que la derivada de una función
constante es 0. Veamos qué pasa si derivamos una función constante con (4).
Tenemos que

Dαk =
k

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− s)−αds

=
k

Γ(1− α)

d

dt

(
− (t− s)1−α

1− α

∣∣∣t
0
)

=
k

Γ(1− α)

d

dt

( t1−α
1− α

)
=

k

Γ(1− α)
t−α. (5)

Como vemos, la derivada fraccionaria de una función constante k no es 0 y en
general depende de t. Notamos también que dicha derivada no está definida
en t = 0. En vista de lo anterior propongamos funciones del tipo u(t) = tα−k.
Vemos que

Dαtα−k =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− s)−αtα−kds.

Recordando el resultado de integración

∫ t

h

(t− s)M−1(s− h)N−1ds =
Γ(M)Γ(N)

Γ(M +N)
(t− h)M+N−1, M,N > 0,

tenemos que

Dαtα−k =
1

Γ(1− α)

d

dt

Γ(1− α)Γ(1 + α− k)

Γ(2− k)
t1−k
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=
Γ(1 + α− k)

Γ(2− k)
(1− k)t−k. (6)

En particular observamos que la derivada fraccionaria obtenida con k = α
coincide con (5) con k = 1 y que Dαtα = Γ(1 + α) es constante. Adicio-
nalmente, vemos que Dαtα−1 = 0. Luego entonces no es dif́ıcil ver que en
general

Dαctα−k =
cΓ(1 + α− k)

Γ(2− k)
(1− k)t−k.

2.3.3. Derivada fraccionaria de Caputo

Existen otras definiciones de derivada fraccionaria de la literatura que
también son ampliamente utilizadas. Una en particular es la que se le atribuye
a M. Caputo (ver [14] Caputo M, 1967) la cual definimos a continuación.

Definición. La derivada fraccionaria de Caputo de orden α > 0 de una
función continua q está definida por

Dα
∗f(t) =

1

Γ(α− n)

∫ t

a

q(n)(s)

(t− s)α+1−n ds, n− 1 < α < n,

donde n ∈ N y asumimos que el lado derecho está definida en cada punto
sobre R+.

Mencionemos algunas propiedades de esta derivada fraccionaria. De [13]
tenemos el siguiente lema.

Lema. Sea n − 1 < α < n, con α ∈ R y n ∈ N. Sea f(t) tal que Dα
∗f(t)

existe. Entonces

Dα
∗f(t) = In−αDnf(t).

Esto significa que el operador de la derivada fraccionaria de Caputo equi-
vale a una integración de orden n−α tras una diferenciación de orden n. La
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es equivalente a la composición
de los mismos operadores pero en orden inverso, es decir

Dαf(t) = DnIn−αf(t).

Otras propiedades básicas de Dα
∗ se muestran en el siguiente lema (ver [12]).
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Lema. Sea n − 1 < α < n, con α ∈ R y n ∈ N. Sea f(t) tal que Dα
∗f(t)

existe. Entonces

ĺım
α→n

Dα
∗f(t) = q(n)(t)

y
ĺım

α→n−1
Dα
∗f(t) = q(n−1)(t)− q(n−1)(0).

Al igual que Dα, la derivada fraccionaria de Caputo también es lineal
como se enuncia a continuación.

Lema. Sea n−1 < α < n, con α, c ∈ R y n ∈ N. Sean las funciones f(t), g(t)
tales que Dα

∗f(t) y Dα
∗ g(t) existen. Entonces

Dα
∗ (cf(t) + g(t)) = cDα

∗f(t) + Dα
∗ g(t).

Una propiedad interesante es la no conmutatividad mencionada en el
siguiente lema.

Lema. Sea n − 1 < α < n, con α ∈ R y m,n ∈ N. Sea f(t) tal que Dα
∗f(t)

existe. Entonces

Dα
∗Dmf(t) = Dα+m

∗ f(t) 6= DmDα
∗f(t).

A continuación mencionaremos algunas relaciones interesantes entre las
derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo.

2.3.4. Relación y comparaciones entre las derivadas fraccionarias
de Riemann-Liouville y Caputo

Aunque en general las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y
Caputo no coinciden, resultan ser iguales bajo ciertas condiciones como se
menciona en la siguiente proposición.

Proposición. Sea f(t) tal que q(s)(0) = 0, s = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Entonces

Dα
∗f(t) = Dαf(t),

esto es, las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo coinciden.

Al igual que la proposición anterior tomamos de [15] una tabla compa-
rativa de algunas propiedades entre ambas derivadas fraccionarias. Dichas
comparaciones se muestran en la tabla 1.

Finalmente nos gustaŕıa cerrar esta comparación con un resultado impor-
tante de [13] que relaciona ambas derivadas en un sentido más general.
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Representación Dαf(t) = DnIn−αf(t)

Dα
∗f(t) = In−αDnf(t)

Interpolación ĺım
α→n

Dαf(t) = q(n)(t)

ĺım
α→n−1

Dαf(t) = q(n−1)(t)

ĺım
α→n

Dα
∗f(t) = q(n)(t)

ĺım
α→n−1

Dα
∗f(t) = q(n−1)(t)− q(n−1)(0)

Linealidad Dα(cf(t) + g(t)) = cDαf(t) + Dαg(t)

Dα
∗ (cf(t) + g(t)) = cDα

∗f(t) + Dα
∗ g(t)

No conmutatividad DαDmf(t) = Dα+mf(t) 6= DmDαf(t)

Dα
∗Dmf(t) = Dα+m

∗ f(t) 6= DmDα
∗f(t)

Transformada de Laplace L(Dαf(t); s) = sαF (s)−
n−1∑
k=0

sk
[
Dα−k−1f(t)

]
t=0

L(Dα
∗f(t); s) = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1q(k)(0)

Regla de Leibniz Dα(f(t)g(t)) =
∞∑
k=0

(
α

k

)(
Dα−kf(t)

)
p(k)(t)

Dα(f(t)g(t)) =
∞∑
k=0

(
α

k

)(
Dα−kf(t)

)
p(k)(t)

−
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k+1−α)

(
(f(t)g(t))(k)(0)

)
Función constante Dαf(t) = c

Γ(1−α)
t−α 6= 0

f(t) = c

Dα
∗f(t) = 0

Cuadro 1: Comparaciones entre las derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville (Dα) y Caputo (Dα

∗ ). Tabla tomada de [15].

Teorema. Sean t > 0, α ∈ R tal que n − 1 < α < n con n ∈ N. Enton-
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ces la siguiente relación entre las derivadas de Riemann-Liouville y Caputo,
denotadas por Dα y Dα

∗ respectivamente, se satisface

Dαf(t) = Dα
∗f(t)−

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)
q(k)(0).

La prueba puede ser consultada en [15].
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2.3.5. Derivada fraccionaria de Riesz

Consideremos la siguiente definición de la transformada de Fourier

f̂(k) ≡ F(f)(k) =

∫
Rd

exp(−ik · x)f(x)dx,

con inversa dada por

F−1(F )(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp(ik · x)F (k)dk.

Consideremos algunos resultados citados en [5]. Definimos el espacio de So-
volev Hs(Rd) ≡ Hs para s ≥ 0 como

Hs = {f ∈ L2 :

∫
Rd

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2dk < +∞}.

Sean S y S ′ respectivamente los espacios de funciones templadas y distribu-
ciones templadas. Para el caso s < 0, Hs se define igual que antes salvo que
ahora f ∈ S ′. Usando la transformada de Fourier podemos definir el operador
Laplaciano fraccionario (−∆)s para funciones f ∈ Hs como

(−∆)sf = F−1
[
|k2s|F(f)

]
.

Consideremos el Potencial de Riesz de orden γ de una funcion f en un punto
x ∈ Ω, con Ω ⊆ Rd, definido como

Iγ(f)(x) =
1

Hd(γ)

∫
Ω

‖x− y‖γ−df(y)dy, (7)

donde

Hd(γ) = 2γπd/2
Γ(γ/2)

Γ(d−γ
2

)
.

Si γ, d son tales que γ − d 6∈ 2Z+, entonces se cumple que

Iγ∆f = ∆Iγf = −Iγ−2f. (8)

De este modo, el Laplaciano fraccionario es expresado en términos del po-
tencial de Riesz de la siguiente manera

(−∆)sf = I−2sf, −s− d 6∈ 2Z+. (9)

La siguiente proposición enuncia algunas propiedades básicas del operador
Iγ. La prueba puede ser consultada en [5].
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Proposición. Sean α, β ∈ C tales que Re(α), Re(β) > 0 y tales que Re(α+
β) < n. Entonces se cumple que

Iα(Iβf) = Iα+βf, para f ∈ S(Rn).

Más aun, si Iα(Iβf) está bien definido, entonces la relación anterior es válida
si

f(x) = O(|x|−p), para algún p > Re(α) +Re(β).

Antes de dar por concluido este apartado, mencionaremos brevemente
algunas otras definiciones de derivada fraccionaria.

2.3.6. Otras definiciones de derivada fraccionaria

En la literatura de cálculo fraccionario también aparece la definición de
la derivada fraccionaria de Canavati de orden v de una función u(t) dada por

Dα
v u(t) =

1

Γ(α)

d

dt

∫ t

0

(t− s)α−1 d
(n)

dt(n)
u(s)ds, t ∈ (0, T ], (10)

donde v > 0, n es la parte entera de v y α = v−n. Esta derivada procede de
las propiedades de la integral de Riemann-Liouville. De hecho, esta derivada
resulta ser precisamente la inversa de dicho operador integral.

También existe un esquema de diferencias finitas para aproximar la de-
rivada fraccionaria conocido como la definición de Grünwald-Letnikove dada
por

Dαu(t) = ĺım
h→0

h−α
[ t−α
h

]∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
u(t− jh). (11)

Más definiciones de la derivada fraccionaria pueden ser consultadas en [16].
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3. El método de volúmenes de control y co-

locación RBF

3.1. El método CVFA

El método de funciones de aproximación en volúmenes de control y fun-
ciones de aproximación CVFA es un método de discretización utilizado para
resolver ecuaciones diferenciales parciales con valores iniciales. Dicho método
fue propuesto por Li, Chen & Huan en [8]. La interpolación ah́ı propuesta
utiliza funciones de distancia pesada, bilineales y splines. Sin embargo, dichas
funciones de aproximación pueden ser extendidas a funciones más generales
como lo veremos más adelante. En su art́ıculo, los autores muestra como el
CVFA puede aproximar con una buena precisión tanto la presión como la
velocidad en la simulación de flujo multifásicos en medios porosos. También
se muestra como el método reduce con efectividad los indeseables efectos de-
bidos a la orientación de la malla. La mayor ventaja presente en el CVFA es
que no tiene ningún requerimiento en cuanto a la topoloǵıa de los volúmenes
de control. Esto resulta ser particularmente útil en simulaciones de medios
porosos con mallas h́ıbridas. Dichas simulaciones pueden describir correcta-
mente las caracteŕısticas del flúıdo cuando este fluye cerca de las paredes,
fallas o bordes irregulares.

3.1.1. Desarrollo teórico del CVFA

Usaremos el ejemplo mostrado en [8] para ilustrar el método. Conside-
remos un dominio Ω con ciertas condiciones de contorno donde nos interesa
resolver la ecuación

−∇(a(x)∇p) = q(x), x ∈ Ω, (12)

donde a es un tensor simétrico, acotado y positivo definido y q es una función
integrable en Ω. Tomemos una partición T de Ω formada por N volúmenes
de control (abiertos) Vi que cumplen

Ω̄ =
N⋃
i=1

V̄i, Vi ∩ Vj si i 6= j,

donde Ω̄ denota la cerradura de Ω.
Como ya fue mencionado anteriormente, cada volumen de control puede

presentar una topoloǵıa distinta brindando una gran flexibilidad al método.
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Figura 2: Dominio Ω dividido en volúmenes de control con topoloǵıa irregular.

Dichos Vi pueden ser generados a partir de elementos triangulares, quadrila-
teros y/o eĺıpticos, por citar algunos. Definimos la frontera de un volumen
Vi como

∂Vi =

Ni⋃
k=1

eik, (13)

donde Ni es el número total de caras (lados) eik en ∂Vi. En cada volumen de
control Vi integramos la ecuación (12) y utilizamos el teorema de la diver-
gancia para obtener

−
∫
∂Vi

a∇p · vid` =

∫
Vi

qdx, i = 1, 2, . . . , N, (14)

siendo vi los vectores unitarios normales a ∂Vi. En cada cara eik, definimos
un interpolante ph para aproximar el valor de p de la siguiente manera

ph(x) =

Nik∑
j=1

pjikφ
j
ik(x), x ∈ eik, para i = 1, 2, . . . , N, (15)

donde Nik es el número de nodos de interpolación xjik para aproximar p en
la cara eik. Dichos nodos pueden estar localizados en Vi o alrededor de dicho
volumen de control, ver Figura3.

Las funciones base ϕjik son definidas de la siguiente manera:

ϕjik(x) =

{
1 en el nodo xjik,

0 en cualquier otro nodo,
(16)
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Figura 3: Volumen de control de topoloǵıa arbitraria. Los nodos de interpo-
lación se muestran alrededor de este.

para j = 1, 2, . . . , Nik, k = 1, 2, . . . , Ni, y i = 1, 2, . . . , N . Estas funciones
base satisfacen la propiedad

Nik∑
j=1

φjik(x) = 1, x ∈ eik, (17)

para k = 1, 2, . . . , Ni, y i = 1, 2, . . . , N . Esta propiedad es importante en el
fenómeno de la conservación de la masa del CVFA. A partir de (13) y (14)
tenemos

−
Ni∑
k=1

∫
eik

a∇p · vikd` =

∫
Vi

qdx, i = 1, 2, . . . , N,

donde vik denota el vector unitario normal a la cara eik. Usando (15) y la
ecuación anterior vemos que

−
Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

∫
eik

a(x)pjik∇φ
j
ik · vikd` =

∫
Vi

qdx,

para i = 1, 2, . . . , N . Sea

T jik =

∫
eik

a(x)∇φjik(x) · vikd`, Qi =

∫
Vi

qdx,

para j = 1, 2, . . . , Nik, k = 1, 2, . . . , Ni, y i = 1, 2, . . . , N . Luego tenemos el
sistema lineal para pjik dado por
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Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

T jikp
j
ik = Qi, i = 1, 2, . . . , N.

Cabe mencionar que se puede mostrar que los T jik satisfacen que

Nik∑
j=1

T jik = 0,

para k = 1, 2, . . . , Ni, y i = 1, 2, . . . , N .
El método de volúmenes de control con funciones de aproximación mues-

tra tener bondades sobresalientes en comparación con otros métodos como
diferencias finitas (FD) o elemento finito (FEM), al momento de resolver
problemas con valores en la frontera. Los esquemas de DF son utilizados por
su simplicidad en concepto e implementación aśı como también por que per-
miten aproximar las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales parciales.
Por otro lado FEM ofrece un grado de precisión mucho mayor que FD y un
ambiente de mayor flexibilidad en la forma del mallado entre otras carac-
teŕısticas. En contra parte, su teoŕıa e implementación requieren de mucho
más cuidado. El CVFA resulta ser un método simple en teoŕıa e implemen-
tación que ofrece una gran flexibilidad no solo en cuanto a la topoloǵıa de
los elementos sino en la libertad de elección de funciones base. Al mismo
tiempo el CVFA ofrece una alta precisión como se mostrará más adelante.
Al igual que FEM, la solución con CVFA no presenta la alta dependencia de
orientaciones espaciales de la malla, la cual se encuentra presente al usar FD.
Una discusión comparativa más detallada entre estos dos métodos se puede
encontrar en [9].

Habiendo explicado el método de CVFA y algunas de sus ventajas al
resolver ecuaciones diferenciales parciales podemos ver como lo aplicaremos
a nuestro problema (3), pero antes expondremos nuestra elección de funciones
de base radial (CVRBF por sus siglas en inglés) como funciones base para
nuestro interpolador.
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3.2. Interpolación con RBF

A continuación mencionaremos algunos resultados de interpolación utili-
zando funciones de base radial (RBF). Las pruebas de dichos resultados aśı
como también una discusión más a detalle se puede consultar en Wendland
[11].

Consideremos un conjunto X = {x1,x2, . . . ,xN} tal que X ⊂ Ω ⊂ Rd,
siendo Ω un conjunto acotado.

Supongamos además que tenemos un conjunto dado {y1, y2, . . . , yN} cuyos
elementos corresponden a evaluaciones de una función f ∈ C(Ω), i.e., f(xj) =
yj para 1 ≤ j ≤ N . Luego entonces, el problema de interés es encontrar una
función de interpolación sf,X(x) tal que

sf,X(xj) = yj, 1 ≤ j ≤ N.

3.2.1. Funciones positivas definidas

Consideremos ahora una función

Φ : Rd → R.

Podemos formar un interpolante como

sf,X(x) =
N∑
j=1

αjΦ (x− xj) ,

donde los coeficientes αj están determinados por las condiciones de interpo-
lación

sf,X(xj) = yj, 1 ≤ j ≤ N.

AΦ,X α = y.

En este contexto las entradas de la matrix AΦ,X tienen la forma

[AΦ,X ]j,k = Φ (xj − xk) .

Consideremos la siguiente definición.
Definición. Una función continua Φ : Rd → C es llamada semipositiva
definida si, para todo N ∈ N, para todos los conjuntos de pares de cen-
tros distintos X = {x1,x2, . . . ,xN} ⊂ Rd, y para todo α ∈ CN , la forma
cuadrática
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N∑
j=1

N∑
k=1

αjᾱkΦ (xj − xk) ,

es no negativa. La función Φ es llamada positiva definida si dicha forma
cuadrática es positiva para todo α ∈ CN\ {0}. Notemos que las matrices
asociadas son semipositivas definidas (positivas definidas).
Ejemplos:

1. La función Gaussiana Φ(x) = exp
(
−α |x|2

)
, α > 0, es positiva defi-

nida en cada Rd.

2. La inversa multicuádrica Φ(x) =
(
c2 + |x|2

)−β
, x ∈ Rd, con c > 0, y

β > d/2.

Notemos que, tanto en la función Gaussiana como en la inversa multicuádrica,
se deben escoger con cuidado los parámetros α y c, β respectivamente.

3.2.2. Funciones radiales

Definición. Una función Φ : Rd → R se dice radial si existe una función
φ : [0,∞)→ R tal que Φ(x) = φ (|x|) , para todo x ∈ Rd. De esta manera, φ
es positiva en Rd si Φ(x) = φ (|x|) es positiva definida.
Ejemplos:

1. La función Gaussiana φ(r) = exp (−αr2) , α > 0.

2. La inversa multicuádrica φ(r) = (c2 + r2)
−β

con c > 0, y β > d/2.

3. La función de potencia truncada

φl(r) = (1− r)l+

es positiva definida en Rd dado que l ∈ N satisface l ≥ bd/2c+ 1.

3.2.3. Funciones condicionalmente definidas positivas

Definición. Una función continua Φ : Rd → C se dice condicionalmente
positiva semidefinida de orden m si, para todo N ∈ N, para todos los pares
de centros distintos X = {x1,x2, . . . ,xN} ⊂ Rd, y para todo α ∈ CN , tales
que satisfacen

N∑
j=1

αjp(xj) = 0,
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para todos los polinomios complejos de grado menor o igual a m, la forma
cuadrática

N∑
j=1

N∑
k=1

αjᾱkΦ (xj − xk) ,

es no negativa. La función Φ es llamada positiva definida si dicha forma
cuadrática es positiva para todo α ∈ CN\ {0} .

La propiedad de una función Φ de ser condicionalmente positiva definida
puede ser interpretada como que la matriz AΦ,X es positiva definida en el
espacio de vectores α tales que

N∑
j=1

αjpl(xj) = 0, 1 ≤ l ≤ Q = dimπm−1

(
Rd
)
.

En este sentido, AΦ,X es positiva definida en el espacio de vectores α per-
pendicular a los polinomios

Φ(x) = φ (|x|) .

Ejemplos:

1. La familia de funciones multicuádricas φ(r) = (−1)dβe (c2 + r2)
β

con
c, β > 0, y β /∈ N, es condicionalmente positiva definida de orden
m = dβe en cada Rd.

2. Los splines de capa delgada φ(r) = (−1)k+1 r2k log(r) son condicional-
mente positivos definidos de orden m = k + 1 en cada Rd.

3. Las funciones φ(r) = (−1)dβ/2e rβ, β > 0, β /∈ 2N, son condicionalmente
positivas definidas de orden m = dβ/2e en cada Rd.

3.2.4. Interpolación con funciones condicionalmente positivas de-
finidas

Definición. El puntoX = {x1,x2, . . . ,xN} ⊂ Rd, conN ≥ Q = dimπm
(
Rd
)

es llamado πm
(
Rd
)
−unisolvente si el polinomio cero es el único polinomio

de πm
(
Rd
)

que se desvanece de todos ellos. Consideremos el siguiente inter-
polador

sf,X(x) =
N∑
j=1

αjΦ (x− xj) +

Q∑
k=1

βkpk(x).
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En este contexto Q denota la dimensión del espacio de polinomios πm−1

(
Rd
)

y p1, . . . , pQ denotan una base de πm−1

(
Rd
)
. Para lidiar con el grado de

libertad adicional, las condiciones de interpolación

sf,X(xj) = yj, 1 ≤ j ≤ N,

son complementadas con las condiciones adicionales

N∑
j=1

αjpk(xj) = 0, 1 ≤ k ≤ Q.

Luego entonces, tenemos el sistema AΦ,X P

P T 0


 α

β

 =

 f |X

0

 . (18)

Consideremos el siguiente resultado.
Teorema. Supongamos que Φ es condicionalmente positiva semidefinida de
orden m y que X es un πm−1

(
Rd
)
−conjunto unisolvente de centros. Entonces

el sistema (18) tiene solución única. Notemos que si Φ es radial, Φ(x) =
φ (|x|), entonces

sf,X(x) =
N∑
j=1

αjφ (|x− xj|) +

Q∑
k=1

βkpk(x).

En este trabajo utilizaremos la función potencia φ(r) = (−1)dβ/2e rβ, β >
0, β /∈ 2N, la cual como hemos mencionado es condicionalmente positiva
definida de orden m = dβ/2e en cada Rd. Más adelante veremos como esta
elección de función de interpolación contribuye a simplificar los cálculos que
realizaremos mientras proporciona aproximaciones numéricas acertadas.

3.3. Aplicaciones al Laplaciano fraccionario

Regresemos a nuestro problema de valores propios sobre un dominio gene-
ral Ω ⊂ Rd. Integrando en cada volumen de control la ecuación (3) tenemos∫

Vi

(−∆)α/2ψ +

∫
Vi

V(x)ψ = E

∫
Vi

ψ,

la cual podemos escribir como
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∫
Vi

(−∆)α/2ψi +

(∫
Vi

V(x)

)
ψi = E

∫
Vi

ψi,

al asumir que ψ es una función suave y usanto el teorema del valor medio
de integrales (ver apéndice). Consideremos el primer sumando de la ecuación
anterior. Por la relación del Laplaciano fraccionario y potenciales de Riesz
dada en (9) tenemos ∫

Vi

(−∆)α/2ψ =

∫
Vi

(−∆)I2−αψ,

donde podemos aplicar el teorema de la divergencia para tener∫
Vi

(−∆)I2−αψ =

∫
∂Vi

(−∇)I2−αψ · vi,

siendo vi el vector unitario normal a ∂Vi. Luego es directo ver que∫
∂Vi

(−∇)I2−αψ · vi =

Ni∑
k=1

∫
eik

(−∇)I2−αψ · vik,

siendo vik el vector unitario normal a ∂Vik. Siguiendo el método CVFA,
tomamos un interpolador ψh para aproximar el valor de ψ en las caras eik.
Dicho interpolador queda expresado como

ψh(x) =

Nik∑
j=1

ψjikϕ
j
ik(x).

Utilizando el interpolador anterior llegamos a la expresión

Ni∑
k=1

∫
eik

(−∇)I2−αψ · vik =

Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

[∫
eik

(−∇)I2−αϕjik(x) · vik

]
ψjik. (19)

De este modo podemos escribir la discretización de la matriz de interpolación
del Laplaciano fraccionario, denotada por L, de la siguiente manera

LN,Ni,Nikij =

Ni∑
k=1

∫
eik

(−∇)I2−αϕjik(x) · vik, (20)

donde consideramos N volúmenes de control, donde cada Vi tiene Ni caras y
donde una cara eik tiene Nik nodos de interpolación.

A continuación veremos las discretizaciónes a detalle de nuestro problema
(3) en una y dos dimensiones.

37



3.3.1. Discretización en 1D

Consideremos un dominio unidimensional Ω = [−M,M ] y centrado simétri-
camente en el origen. Tomemos una partición de Ω formada porN nodos (más
2 nodos frontera) tales que

DN = {−M = x1 < x2 < x3 < . . . < xN < xN+1 < xN+2 = M}.

Vemos que los volúmenes de control son segmentos lineales de la forma

Vi =
(
ei1, ei2

)
,

con caras eik. Notemos que X = {x1, x2, . . . , xN+1, xN+2} es el conjunto de
los centros de los volúmenes de control Vi, los cuales se ilustran en la Figura4.

Figura 4: Dominio unidimensional. En ĺınea punteada se muestran los
volúmenes de control externos. Vemos también que una parte de dichos Vi
externos cae fuera de Ω.

De esta manera tendremos N + 2 volúmenes de control, donde N son
internos (i = 2, 3, . . . , N + 1) y 2 son externos o frontera (i = 1, N + 2).
En este punto podemos hacer una simplificación importante: tomemos como
puntos de interpolación xjik a todos los centros xi de los volúmenes de control
y hagamos esto para cada cara eik de cada Vi. De este modo los nodos de
interpolación lucen como xjik = xj. Notemos que debido a lo anterior las
funciones base lucen ahora de la siguiente manera

ϕj(x) =
N+2∑
`=1

uj`|x− x`|
β + vj. (21)

Con las simplificaciones anteriores tendremos un sistema lineal de n×(n+
2) al considerar solo los nodos internos, el cual, al agregar las condiciones de
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frontera de (3), pasará a ser de n×n como lo veremos más adelante. Con las
simplificaciones arriba mencionadas vemos que nuestro interpolador queda
como

ψh(x) =
N+2∑
j=1

ψjϕj(x),

de modo que cada nodo de intepolación (que a su vez es el centro de cada fun-
ción de intepolación ϕj) coincide con un nodo de DN . Con este interpolador
tenemos de el lado derecho de (19) luce como

Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

[∫
eik

− d

dx
I2−αϕjik(x)·vik

]
ψjik =

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[∫
eik

− d

dx
I2−αϕj(x)·vik

]
ψj,

en el cual podemos aproximar la integral en la cara eik como el integrando
evaluado en un punto ξ ∈ eik multiplicado por la medida de esta dicha cara.
Al tratarse eik de un solo punto, tenemos entonces que ξ = eik y su medida
es 1. Por lo tanto tenemos

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[∫
eik

− d

dx
I2−αϕj(x) · vik

]
ψj =

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[
− d

dx
I2−αϕj(eik) · vik

]
ψj.

Notemos que vi1 = −1 y vi2 = 1 son los vectores unitarios normales a las
caras para cualquier volumen Vi en nuestro dominio. Luego entonces

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[
− d

dx
I2−αϕj(eik) · vik

]
ψj =

N+2∑
j=1

[
− d

dx
I2−αϕj(x)

]x
i+ 1

2

x
i− 1

2

ψj.

Con esto llegamos a una expresión para las entradas de la matriz LN dada
por

LNij = − d

dx
I2−αϕj(x)

∣∣∣xi+ 1
2

x
i− 1

2

, (22)

para i ∈ [1, N ], j ∈ [1, N + 2]. De esta expresión notamos que las entradas de
la matriz de interpolación del Laplaciano fraccionario quedan en función de
las derivadas del potencial de Riesz de las funciones base. De este modo nos
resta decir como calcular I2−αϕj(x). De la definición de potencial de Riesz
dada en (7) tenemos que
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I2−α(ϕj)(x) =
1

H1(2− α)

∫
Ω

|x− y|1−αϕj(y)dy.

Consideremos la integral anterior, la cual denotaremos por fαj (x). Notemos
que para y = x tenemos una singularidad dado que 1 < α < 2. Consideremos
la integral alrededor de la singularidad. Vemos que

fαj (x) :=

xj+1∫
xj−1

|x− y|1−αϕj(y)dy

=

x∫
xj−1

(x− y)1−αϕj(y)dy +

xj+1∫
x

(y − x)1−αϕj(y)dy. (23)

Cada una de estas integrales puede tener una singularidad en alguno de los
ĺımites de integración. Dicha singularidad puede ser removida si consideramos
un cambio de variable adecuado. Dicho cambio de variable se enuncia en el
apéndice y se puede consultar en la literatura de análisis numérico. Luego
entonces, la primer integral de (23) queda expresada como

x∫
xj−1

(x−y)1−αϕj(y)dy =
1

2− α

(x−xj−1)2−α∫
0

t
α−1
2−α (x−x+ t

1
2−α )1−αϕj(x− t

1
2−α )dt

=
1

2− α

(x−xj−1)2−α∫
0

ϕj(x− t
1

2−α )dt.

Del mismo modo para la segunda integral de (23) tenemos que

xj+1∫
x

(y−x)1−αϕj(y)dy =
1

2− α

(xj+1−x)2−α∫
0

t
α−1
2−α (t

1
2−α +x−x)1−αϕj(x+ t

1
2−α )dt

=
1

2− α

(xj+1−x)2−α∫
0

ϕj(x+ t
1

2−α )dt.

De este modo llegamos a que
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fαj (x) =
1

2− α

[ (x−xj−1)2−α∫
0

ϕj(x− t
1

2−α )dt+

(xj+1−x)2−α∫
0

ϕj(x+ t
1

2−α )dt

]
.

(24)
Recordemos de (22) que para calcular las entradas Lij necesitamos calcu-

lar las derivadas de (24). A continuación obtendremos las expresiones anaĺıti-
cas de dichas derivadas. Vemos que

Fα
j (x) := − d

dx
fαj (x),

= − 1

2− α
d

dx

[ (x−xj−1)2−α∫
0

ϕj(x− t
1

2−α )dt+

(xj+1−x)2−α∫
0

ϕj(x+ t
1

2−α )dt

]
. (25)

Consideremos la derivada de la primer integral de (25). Por la regla de Leibniz
de integrales (ver apéndice) tenemos

d

dx

(x−xj−1)2−α∫
0

ϕj(x− t
1

2−α )dt =

=

(x−xj−1)2−α∫
0

d

dx
ϕj(x− t

1
2−α )dt+ ϕj(x− [x− xj−1]

2−α
2−α )[(2− α)(x− xj−1)]

=

(x−xj−1)2−α∫
0

d

dx
ϕj(x− t

1
2−α )dt+ (2− α)(x− xj−1)ϕj(xj−1).

De igual manera al considerar la segunda integral de (25) tenemos que

d

dx

(xj+1−x)2−α∫
0

ϕj(x+ t
1

2−α )dt =

=

(xj+1−x)2−α∫
0

d

dx
ϕj(x+ t

1
2−α )dt+ ϕj(x+ [xj+1 − x]

2−α
2−α )[(2− α)(xj+1 − x)]

=

(xj+1−x)2−α∫
0

d

dx
ϕj(x+ t

1
2−α )dt+ (2− α)(xj+1 − x)ϕj(xj+1).
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De este modo tenemos la igualdad

Fα
j (x) = − 1

2− α

[ (x−xj−1)2−α∫
0

d

dx
ϕj(x−t

1
2−α )dt+

(xj+1−x)2−α∫
0

d

dx
ϕj(x+t

1
2−α )dt

]
(26)

−
[
(x− xj−1)ϕj(xj−1) + (xj+1 − x)ϕj(xj+1)

]
.

Notemos que para calcular Fα
j solo nos resta calcular la derivada de las

funciones base. Por ejemplo para nuestra función base (21) tenemos

d

dx
ϕj(x) =

d

dx

N+2∑
`=1

uj`|x− x`|
β =

N+2∑
`=1

uj`
d

dx
|x− x`|β, x ∈ j .

De esta expresión podemos definir la derivada de |x − x`|β de la siguiente
manera

d

dx
|x− x`|β :=


β(x− x`)β−1 si x > x`,

0 si x = x`,

β(x` − x)β−1 si x < x`,

Con lo visto anteriormente hemos conclúıdo el cálculo de las entradas de
la matriz L correspondiente a la discretización del operador (−∆)α/2 en el
caso unidimensional. Más adelante veremos resultados numéricos de lo aqúı
desarrollado pero primero desarrollaremos el análisis análogo en el caso de
dos dimensiones.

3.3.2. Discretización en 2D

Sea Ω un dominio bidimensional. Escojamos un conjunto de N puntos
DN en Ω. Dicho dominio puede ser enumerado para que tenga la forma

DN = {x1,x2, . . . ,xN−1,xN}.

Vemos que cada Vi está centrado en su respectivo nodo xi. Luego entonces,
cada ∂Vi está conformado por Ni caras eik. Al igual que en el caso unidimen-
sional, podemos simplificar el análisis si para cada eik tomamos todos los N
nodos xi como los puntos de interpolación xjik. De este modo tenemos un
total de N volúmenes de control, donde el número de volúmenes internos Ni

y el número de volúmenes externos Ne dependen ahora de nuestra forma de
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Figura 5: Dominio irregular bidimensional. En ĺınea punteada se muestran
los volúmenes de control externos.

Figura 6: Volumen de control de topoloǵıa irregular y una posible numeración
de sus caras.

escoger DN . Una posible topoloǵıa de un volumen de control se muestra en
la Figura6.

Estas simplificaciones nos conducirán a un sistema lineal de N2
i ×N2, el

cual al agregar las condiciones de frontera de (3), será de N2
i × N2

i . Luego
entonces, nuestro interpolador ψh es de la forma

ψh(x) =
N2∑
j=1

ψjϕj(x),

teniendo aśı que cada nodo de interpolación coincide con un nodo de DN .
De esta manera continuamos con el cálculo del lado derecho de (19) de la
siguiente manera:
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Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

[∫
eik

−∇I2−αϕjik(x) · vTik

]
ψjik =

Ni∑
k=1

N2∑
j=1

[∫
eik

−∇I2−αϕj(x) · vTik

]
ψj.

Nuevamente aproximamos las integrales en las caras del volumen Vi como el
producto del integrando, evaluado en un punto ξ ∈ eik, multiplicado por la
medida de la cara eik. Como eik es un segmento lineal, entonces su medida
es su longitud, denotada como li . En cada eik tomaremos ξ como el punto
medio de dicha cara ξ = mik.

De este modo tenemos

Ni∑
k=1

N2∑
j=1

[∫
eik

−∇I2−αϕj(x) · vTik

]
ψj =

Ni∑
k=1

N2∑
j=1

lj

[
−∇I2−αϕj(mik) · vTik

]
ψj.

Luego entonces, podemos expresar las entradas de la matriz de discretización
de (−∆)α/2 como

LNij = lj

Ni∑
k=1

[
−∇I2−αϕj(mik) · vTik

]
ψj , (27)

para i ∈ [1, N2
i ] y j ∈ [1, N2]. Vemos como las entradas de la matriz LN

quedan expresadas en función de las parciales de los potenciales de Riesz
de las funciones base. Luego entonces, hemos de describir como lidiar con el
problema de calcular I2−αϕj(x). De la definición del potencial de Riesz dada
en (7) tenemos que

I2−α(ϕj)(x) =
1

H2(2− α)

∫
Ω

‖x− y‖−αϕj(y)dy. (28)

Notamos que tenemos una singularidad en el punto y = x, puesto que
1 ≤ α ≤ 2. Consideremos solo la integral en una bola Bε alrededor de di-
cha singularidad. Por el teorema de valor medio de integrales (ver apéndice)
sabemos que ∃x̂ ∈ Bε(x) tal que∫

Bε(x)

‖x− y‖−αϕj(y)dy = ϕj(x̂)

∫
Bε(x)

‖x− y‖−αdy.

Luego haciendo un cambio de variables a coordenadas polares vemos que
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ϕj(x̂)

∫
Bε(x)

‖x− y‖−αdy = ϕj(x̂)

2π∫
0

ε∫
0

r−αr2dr

= 2πϕj(x̂)

ε∫
0

r2−αdr =
2πε2−α

2− α
ϕj(x̂). (29)

Una vez hemos resulto la singularidad en la integral podemos continuar con
los detalles numéricos orientados a realizar una buena aproximación de la
solución. Aśı mismo, el cálculo de las parciales de I2−αϕj(x) y de las integrales
en las zonas restantes son directos y se tratarán numéricamente en la siguiente
sección.

Hemos finalizado el proceso de discretización en nuestros casos particu-
lares de una y dos dimensiones aśı como también en el caso general. En la
siguiente sección detallaremos el trato numérico y computacional de nues-
tro problema de valores propios (3) y mostraremos interesantes resultados
numéricos obtenidos para ambas dimensiones.
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4. Resultados numéricos del problema de va-

lores propios

Consideremos nuevamente el problema (3). Integrando esta ecuación en
cada volumen de control Vi obtuvimos la expresión∫

Vi

(−∆)α/2ψi +

(∫
Vi

V(x)

)
ψi = E

∫
Vi

ψi.

En la sección anterior vimos como obtener una discretización de la integral
del operador fraccionario (−∆)α/2, por lo que podemos escribir

Liψi +

(∫
Vi

V(x)

)
ψi = E

∫
Vi

ψi.

Para continuar podemos aproximar la integral del potencial V como la eva-
luación de este en el centro del volumen Vi, multiplicado por la medida de
dicho volumen de control. De igual manera, podemos aproximar la integral
del lado derecho de la ecuación teniendo aśı la expresión

Liψi +MViV(xi)ψi =MViEψi,

donde MVi denota la medida del volumen Vi. Luego entonces, podemos re-
escribir nuestra ecuación como[

L+ Vi
]
ψ = Eψ, (30)

con L = L
MVi

y donde utilizamos la conveniente notación Vi := V(xi).

Con esto terminamos la discretización de (3). A continuación daremos los
detalles computacionales involucrados en la resolución numérica de nuestro
problema de valores propios aśı como también presentaremos los resultados
obtenidos en las simulaciones realizadas.

4.1. Detalles numéricos y computacionales

Para nuestros resultados numéricos consideraremos mallas regulares en
dominios simétricos para una y dos dimensiones. Esto trae consigo muchas
simplificaciones las cuales detallaremos. Más adelante veremos que esta de-
cisión no sacrifica presición numérica en los resultados.
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4.1.1. Detalles 1D regular

Nuestro dominio DN esta formado por N + 2 nodos xi equiespaciados
donde |xi − xi+1| = h, con h := ∆x. Utilizemos la conveniente notación

xi± 1
2

:= xi ±
h

2
. (31)

En este contexto cada volumen de control Vi es de la forma

Vi =
(
xi− 1

2
, xi+ 1

2

)
,

con caras eik dadas como

eik = ∂Vi =
{
xi− 1

2
, xi+ 1

2

}
.

Notemos que X = {x1, x2, . . . , xN+1, xN+2} es el conjunto de los centros de los
volúmenes de control Vi. Al tomar los centros xi como puntos de interpolación
tenemos que cada Vi tiene N + 2 nodos de interpolación en cada cara. Las
funciones base se ven ahora aśı

ϕj(x) =
N+2∑
`=1

uj`|x− x`|
β + vj, (32)

y el interpolador tiene la forma

ψh(x) =
N+2∑
j=1

ψjϕj(x).

De este modo el lado derecho de (19) luce como

Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

[∫
eik

− d

dx
I2−αϕjik(x)·vik

]
ψjik =

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[∫
eik

− d

dx
I2−αϕj(x)·vik

]
ψj,

donde aproximamos la integral como hicimos antes, por lo cual tenemos

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[∫
eik

− d

dx
I2−αϕj(x) · vik

]
ψj =

2∑
k=1

N+2∑
j=1

[
− d

dx
I2−αϕj(eik) · vik

]
ψj.

Al ser vi1 = −1 y vi2 = 1 los vectores unitarios normales a las caras para
cualquier volumen Vi vemos que
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2∑
k=1

N+2∑
j=1

[
− d

dx
I2−αϕj(eik) · vik

]
ψj =

N+2∑
j=1

[
− d

dx
I2−αϕj(x)

]x
i+ 1

2

x
i− 1

2

ψj.

Con esto llegamos a una expresión para las entradas de la matriz LN como

LNij = − d

dx
I2−αϕj(x)

∣∣∣xi+ 1
2

x
i− 1

2

, (33)

para i ∈ [1, N ], j ∈ [1, N + 2].
Otra simplificación al considerar una malla regular ocurre al obtener los

coeficientes de las funciones base como detallaremos a continuación.

4.1.2. Funciones coordinadas tridiagonales

Analizando la estructura de la matriz de coeficientes las funciones coor-
denadas podemos observar que presenta una estructura tridiagonal. Esto re-
sulta natural debido a la ordenación natural de la malla regular y al uso de
funciones de base radial como funciones coordinadas. Mostraremos ahora de
manera cerrada la forma de los coeficientes que no se anulan.

Consideremos el conjunto de puntos x1 < x2 < . . . < xN en Ω. Sabemos
que para construir las funciones coordinadas

ϕk(x) =
N∑
j=1

|x− xj|ϕjk + ϕN+1
k ,

debemos de resolver los sistemas
∑N

j=1 |xi − xj|ϕ
j
k + ϕN+1

k = δik, i = 1, 2, . . . , N,

ϕ1
k + ϕ2

k + . . .+ ϕNk = 0,

para k = 1, 2, . . . , N . Como hemos dicho antes, la última ecuación es agregada
para obtener unicidad en la solución. Mostraremos que los coeficientes ϕk−1

k ,
ϕkk, ϕ

k+1
k , son diferentes de cero. Sea

ai,j = |xi − xj|.
Fijemos k tal que 2 ≤ k ≤ N − 1. Para i ≤ k − 1 la i−ésima ecuación luce
como

ai,k−1ϕ
k−1
k + ai,kϕ

k
k + ai,k+1ϕ

k+1
k + ϕN+1

k = 0.
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Podemos escribir

ai,k−1ϕ
k−1
k + (ai,k−1 + ak−1,k)ϕ

k
k + (ai,k−1 + ak−1,k+1)ϕk+1

k + ϕN+1
k = 0.

Debido a la condición ϕk−1
k + ϕkk + ϕk+1

k = 0 tenemos la expresión

ak−1,kϕ
k
k + ak−1,k+1ϕ

k+1
k + ϕN+1

k = 0,

la cual coincide con la (k−1)−ésima ecuación. De manera similar, si i ≥ k+1,
entonces podemos escribir

(ak−1,k+1 + ak+1,i)ϕ
k−1
k + (ak,k+1 + ak+1,i)ϕ

k
k + ak+1,iϕ

k+1
k + ϕN+1

k = 0,

o equivalentemente

ak−1,k+1ϕ
k−1
k + ak,k+1ϕ

k
k + ϕN+1

k = 0.

Notemos que esta expresión corresponde a la (k + 1)−ésima ecuación. Sea
k = 1. Para i ≥ 2 tenemos que

ai,1ϕ
1
1 + ai,2ϕ

2
1 + ϕN+1

1 = 0,

(ai,2 + a2,1)ϕ1
1 + ai,2ϕ

2
1 + ϕN+1

1 = 0.

Obteniendo la ecuación correspondiente para i = 2 tenemos que

a2,1ϕ
1
1 + ϕN+1

1 = 0.

Finalmente, sean k = N y i ≤ N − 1. Vemos que

ai,N−1ϕ
N−1
N + ai,Nϕ

N
N + ϕN+1

1 = 0,

ai,N−1ϕ
N−1
N + (ai,N−1 + aN−1,N)ϕNN + ϕN+1

1 = 0,

teniendo aśı la ecuación correspondiente a i = N − 1 dada por

aN−1,Nϕ
N
N + ϕN+1

1 = 0.

Resolvamos ahora los sistemas correspondientes. Para el caso k = 1 tenemos
que  0 a1,2 1

a2,1 0 1

1 1 0


 ϕ1

1

ϕ2
1

ϕN+1
1

 =

 1

0

0

 ,
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 ϕ1
1

ϕ2
1

ϕN+1
1

 =

 −1/(2a1,2)

1/(2a1,2)

1/2

 .
De manera similar vemos que para el caso k = N tenemos que 0 aN−1,N 1

aN,N−1 0 1

1 1 0


 ϕN−1

N

ϕNN
ϕN+1
N

 =

 0

1

0


 ϕN−1

N

ϕNN
ϕN+1
N

 =

 1/(2aN−1,N)

−1/(2aN−1,N)

1/2

 .
Por último vemos que para el caso 2 ≤ k ≤ N − 1 tenemos que

0 ak−1,k ak−1,k+1 1

ak,k−1 0 ak,k+1 1

ak+1,k−1 ak+1,k 0 1

1 1 1 0



ϕk−1
k

ϕkk
ϕk+1
k

ϕN+1
k

 =


0

1

0

0

 .
Notemos primeramente que∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ak−1,k ak−1,k+1 1

ak,k−1 0 ak,k+1 1

ak+1,k−1 ak+1,k 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4ak−1,kak,k+1.

Luego entonces, el sistema en invertible y la solución es
ϕk−1
k

ϕkk
ϕk+1
k

ϕN+1
k

 =


1/(2ak−1,k)

−1/(2ak−1,k)− 1/(2ak,k+1)

1/(2ak,k+1)

0


Notemos que los cuatro coeficientes obtenidos son los mismos para todas
las funciones base. De este modo todas las funciones base son la misma,
diferenciadas únicamente por el punto xj alrededor del cual están centradas.

Luego entonces, los cálculos hechos se reducen drásticamente. Nótemos
que la matriz correspondiente a la discretización del Laplaciano fraccionario
sigue siendo llena debido a la globalidad del operador de la derivada fraccio-
naria.
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4.1.3. Detalles 2D regular

Sea Ω = [−M,M ] × [−M,M ] un dominio bidimensional, en particular
cuadrado, centrado alrededor del origen. Escojamos un conjunto de puntos
DN en Ω formado por (N + 2)2 equiespaciados y ordenados de izquierda a
derecha y de abajo hacia arriba. Dicho dominio regular tiene la forma

DN = {(−M,−M) = x1 � x2 � · · · � x(N+2)2−1 � x(N+2)2 = (M,M)}.

Al ser puntos equiespaciados tomaremos los incrementos iguales en ambas
direcciones de manera que h := ∆x = ∆y. Luego entonces los nodos son de
la forma

xi+1 =

{
xi + (0, h), si modN+2(i) = 0

xi + (0, h), si modN+2(i) 6= 0.

La distribución de los puntos en Ω se ilustra en la Figura7.

Figura 7: Dominio regular bidimensional. Utilizamos una numeración unidi-
mensional de izquierda a derecha y abajo hacia arriba. En linea punteada se
muestran los volúmenes de control externos.

Para tener nuestro dominio DN ordenado definimos nuestro operador �
como se enuncia a continuación.
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Definición. Dados dos nodos xi, xj ∈ Ω, decimos que xi es menor que xj,
y lo denotamos por xi � xj, si alguna de las siguientes dos condiciones es
verdadera {

yi < yj,

xi < xj, si yi = yj.

Nótese que con esto mantenemos una numeración unidimensional de los
nodos, lo cual nos brindará una representación en los resultados muy similar
al caso unidimensional. También vemos que cada Vi está centrado en cada
nodo xi. En este contexto nuestros volúmenes de control Vi tienen la forma

Vi = (xi− 1
2
, xi+ 1

2
)× (yi− 1

2
, yi+ 1

2
),

con la notación definida en (40). Luego entonces, cada ∂Vi está conformado
por cuatro caras eik de la forma

eik =


{(x, y) ∈ Ω : xi− 1

2
≤ x ≤ xi+ 1

2
∧ y = yi− 1

2
}, k = 1,

{(x, y) ∈ Ω : yi− 1
2
≤ y ≤ yi+ 1

2
∧ x = xi+ 1

2
}, k = 2,

{(x, y) ∈ Ω : xi− 1
2
≤ x ≤ xi+ 1

2
∧ y = yi+ 1

2
}, k = 3,

{(x, y) ∈ Ω : yi− 1
2
≤ y ≤ yi+ 1

2
∧ x = xi− 1

2
}, k = 4.

En la Figura8 ilustramos las caras de Vi.

Figura 8: Figura de un volumen regular bidimensional con sus cuatro caras.

Al estar considerando a los (N + 2)2 centros de los Vi como los nodos
de interpolación, tenemos un total de (N + 2)2 volúmenes de control, N2

internos y 4(N + 1) externos (frontera). La distribución de dichos volúmenes
en Ω se muestra en la Figura7. Las funciones base tendrán la forma

ϕj(x) =

(N+2)2∑
`=1

uj`‖x− x`‖β + vj, (34)

52



manteniendo aśı una congruencia en la forma presente en el caso unidimen-
sional. Por otra parte, nuestro interpolador ψh queda de la forma

ψh(x) =

(N+2)2∑
j=1

ψjϕj(x),

teniendo aśı que cada nodo de interpolación coincide con un nodo de DN . De
esta manera el lado derecho de (19) se ve de la siguiente manera

Ni∑
k=1

Nik∑
j=1

[∫
eik

−∇I2−αϕjik(x)·vTik

]
ψjik =

4∑
k=1

(N+2)2∑
j=1

[∫
eik

−∇I2−αϕj(x)·vTik

]
ψj,

donde aproximamos las integrales en las caras del volumen Vi como antes.
Notemos que la medida de cada cara eik es la misma para toda i y es igual a
su longitud h. Los vectores unitarios vik normales a las caras eik se muestran
en la Figura9.

Figura 9: Figura de un volumen regular bidimensional con sus puntos medios
mik y sus vectores normales unitarios vik.

De este modo tenemos

4∑
k=1

(N+2)2∑
j=1

[∫
eik

−∇I2−αϕj(x)·vTik

]
ψj = h

4∑
k=1

(N+2)2∑
j=1

[
−∇I2−αϕj(mik)·vTik

]
ψj

= h

(N+2)2∑
j=1

[
−

(
∂
∂x
∂
∂y

)
I2−αϕj(mi1) ·

(
0

−1

)T

−

(
∂
∂x
∂
∂y

)
I2−αϕj(mi2) ·

(
1

0

)T

−

(
∂
∂x
∂
∂y

)
I2−αϕj(mi3) ·

(
0

1

)T

−

(
∂
∂x
∂
∂y

)
I2−αϕj(mi4) ·

(
−1

0

)T ]
ψj
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= h

(N+2)2∑
j=1

[
∂

∂y
I2−αϕj(mi1)− ∂

∂x
I2−αϕj(mi2)− ∂

∂y
I2−αϕj(mi3)+

∂

∂x
I2−αϕj(mi4)

]
ψj.

Luego entonces, podemos expresar las entradas de la matriz de discretización
de (−∆)α/2 dada como

LNij = h

(N+2)2∑
j=1

[
∂

∂y
I2−αϕj(mi1)− ∂

∂x
I2−αϕj(mi2)− ∂

∂y
I2−αϕj(mi3) +

∂

∂x
I2−αϕj(mi4)

]
ψj ,

(35)
para i ∈ [1, N2] y j ∈ [1, (N + 2)2].

4.1.4. Aproximación numérica de las integrales en el caso 2D

Recordemos que dividimos nuestro dominio Ω y hasta el momento solo
hemos considerado la integración del potencial de Riesz en una bola alrededor
de la singularidad. Consideremos nuevamente dicha zona. De (29) obtuvimos
que

I2−αϕj(x) =
2πε2−α

(2− α)H2(2− α)
ϕj(x̂).

Supongamos que tomamos el radio ε pequeño, en particular lo suficientemente
pequeño para que no contenga otros nodos, ver Figura10.

Figura 10: En la Figurase ilustra la bola Bε(x) para un radio ε con el cual
dicha bola no contiene nodos.

Al estar x en la cara del volúmen sabemos que la distancia mı́nima al
centro de este es h

2
. De este modo tomamos ε < h

2
, en particular tomaremos

un valor de ε = h
4
. Otro aspecto a tomar en cuenta es que no conocemos x̂.

Dado que x está a la misma distancia de todos los puntos en la bola y puesto
que asumimos que esta es suficientemente pequeña, entonces podemos tomar
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∫
Bε(x)

‖x− y‖−αϕj(y)dy ≈ 2πε2−α

(2− α)H2(2− α)
ϕj(x) , (36)

lo cual resulta ser una buena aproximación. Consideremos ahora el término
completo al agregar el gradiente de I2−αϕj. Luego entonces tenemos

−∇I2−αϕj(x)|Bε(x) ≈ −
2πε2−α

(2− α)H2(2− α)
∇ϕj(x) , (37)

donde −∇I2−αϕj(x)|Bε(x) denota que estamos restringiendo −∇I2−αϕj(x) a
la bola Bε(x). Podemos aproximar numéricamente las derivadas parciales de
nuestras funciones base utilizando diferencias centrales (ver apéndice) con un
incremento de tamaño hcd. Como podemos ver en (35) los puntos singulares,
que a su vez son los centros de las bolas, serán los puntos medios mik de
las caras de los volúmenes de control. Luego entonces Bε estará centrada
en la frontera entre 2 volúmenes. Notemos que estamos evaluando nuestra
aproximación en el centro de la bola y que dicho centro se desplazará ±hcd
de manera paralela a los ejes coordenados al aproximar las parciales con
diferencias centrales. Este hecho se muestra en la Figura11.

Figura 11: Desplazamiento de Bε(x) como consecuencia de aproximar las
parciales con diferencias centrales de tamaño hcd.

Para continuar con la integral del potencial de Riesz fuera de la bola
dividamos el dominio Ω en las siguientes zonas

Ω = Bε(x) ∪ ΩL ∪ ΩR.

Aqúı ΩL es la unión de los dos volúmenes de control tales que el centro x de
la bola Bε(x) cae en la cara eik que es común entre dichos volúmenes que no
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pertenece a la bola. El resto de nuestro dominio lo denotaremos como ΩR.
Dicha distribución de zonas se ilustra en la Figura12.

Figura 12: División de Ω en tres zonas: la zona Bε(x) (en ĺınea punteada), la
zona ΩL (color blanco sin Bε(x)) y la zona ΩR (zona sombreada).

De este modo tenemos que la integral de (28) queda dividida como∫
Ω

· · · dy =

∫
Bε(x)

· · · dy +

∫
ΩL

· · · dy +

∫
ΩR

· · · dy.

Esta división de Ω resulta conveniente desde el punto de vista computacional
pues veremos más adelante que la integral en ΩR, que en escencia será la
más costosa, casi no cambia de un volumen de control a otro incluso para
funciones base más generales.

Consideremos ahora la aproximación de −∇I2−αϕj(x)|ΩL . Como vimos
anteriormente, ΩL es lo que queda de extraer la bola Bε(x) de los dos volúme-
nes de control que lo contienen. Además sabemos que el centro de dicha bola
se moverá ±hcd al aproximar la derivada con diferencias centrales. De este
modo tendremos ΩL dividida en 2 zonas que tendrán área casi igual. Con-
sideremos el caso de la parcial ∂

∂x
sobre la cara ei4 de un Vi que no sea un
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volumen externo en la izquierda de la frontera de Ω. La Figura13 muestra el
escenario antes descrito.

Figura 13: División de ΩL. La zona rodeada por ĺınea punteada tiene área
AM , mientras que el resto de ΩL que no está en Bε(x) tiene área Am. El área
del segmento circular sombreado lo denotamos por Asc.

Denotemos por ZM la zona de mayor área y la otra como Zm y denotemos
por AM y Am las respectivas áreas. Aproximando la derivada con diferencias
centrales podemos ver que

∂

∂x
I2−α(x)|ΩL ≈

I2−α(x + hcde1)|ΩL − I2−α(x− hcde1)|ΩL
2hcd

,

donde e1 = (1, 0)T es el vector de la base canonica de R2. Luego tenemos que

I2−α(x)|ΩL =
1

H2(2− α)

∫
ΩL

‖x− y‖−αϕj(y)dy,

donde podemos aproximar la integral como la suma de la evaluación de los
integrandos evaluados en dos puntos pertenecientes a ZM y Zm respectiva-
mente, los cuales son multiplicados por las áreas AM y Am de dichas zonas.
Tomamos a los centros de los volúmenes Vi−1 y Vi como dichos puntos. De
esta manera tenemos que{

I2−α(x + hcde1)|ΩL ≈ AMI
2−α(xi−1) + AmI

2−α(xi),

I2−α(x− hcde1)|ΩL ≈ AmI
2−α(xi−1) + AMI

2−α(xi).
(38)

Para aproximar AM y Am, podemos calcular el área del segmento circular
Asc que se obtiene al desplazar el centro hcd a la derecha, ver Figura13. El
área de un segmento circular es un problema conocido que se puede consultar
en literatura de geometŕıa y en particular en [22]. Podemos escribir el área
de dicho segmento en función del desplazamiento del centro y el radio del
ćırculo (ver apéndice). De este modo vemos que podemos escribir las áreas
AM y Am como
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AM = h2 − Asc(hcd, ε), Am = h2 + Asc(hcd, ε)− πε2.
Finalmente consideremos el cálculo de −∇I2−αϕj(x)|ΩR . Como podemos

ver en la partición de Ω que realizamos, ΩR queda conformada por todos
los volúmenes de control que no contienen a Bε(x), ver Figura12. Podemos
entonces calcular la integral del potencial de Riesz en ΩR como la suma de
las integrales sobre cada volumen y aproximar cada una de dichas integrales
como la evaluación del integrando en el centro xi de cada Vi multiplicado por
su área h2. De esta manera tenemos que

I2−αϕj(x)|ΩR ≈
h2

H2(2− α)

∑
`∈IΩR

‖x− x`‖−αϕj(x`),

donde IΩR son lo ı́ndices de los volúmenes de control que no contienen puntos
de Bε(x), es decir

IΩR := {i ∈ (1, · · · , (N + 2)2) : z ∈ Bε(x)⇒ z 6∈ Vi}.
Si de nueva cuenta usamos diferencias centrales para aproximar las parciales
numéricamente, entonces tenemos que

∂

∂x
I2−α(x)|ΩL ≈

I2−α(x + hcde1)|ΩL − I2−α(x− hcde1)|ΩL
2hcd

=
h2

2hcdH2(2− α)

[ ∑
`∈IΩR

‖x+hcde1−x`‖−αϕj(x`)−
∑
`∈IΩR

‖x−hcde1−x`‖−αϕj(x`)

]
,

de modo que

∂

∂x
I2−α(x)|ΩL ≈

h2

2hcdH2(2− α)

∑
`∈IΩR

ϕj(x`)
[
‖x + hcde1 − x`‖−α − ‖x− hcde1 − x`‖−α

]
.

(39)

4.2. Resultados en 1D

Para nuestros experimentos consideremos un dominio Ω = (−M,M).
Consiredemos una malla regular de N + 2 volúmenes de control como hemos
descrito con anterioridad. Para ser consistentes con el tamaño de la malla
al variar M consideremos un parámetro ndiv el cual denota el número de
subdivisiones en que es dividida cada unidad. De este modo podemos ver
que N = 2 ∗M ∗ ndiv.

58



4.2.1. Potencial de pozo infinito

En el problema de calcular el espectro del operador del Laplaciano frac-
cionario unidimensional existen en la literatura varios métodos. Un análisis
interesante es el que llevan a cabo Zoia, Rosso & Kardar en [2]. Tomando
M = 1 y ndiv = 50 tenemos un sistema de tamaño N = 100. Aplicamos el
método a este problema para calcular los primeros diez valores y vectores
propios. Mostramos dichos resultados en la tabla 2 donde los comparamos
con los obtenidos por Zoia, Rosso & Kardar [2]. Para esto último utilizamos
los valores reportados en Kwaśnicki [4]. En dicha referencia se resuelve un
sistema de 5000×5000, el cual es un orden de magnitud mayor a los 200×200
que utilizamos con CVRBF.

α E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

1.5 1.6009 5.0687 9.6053 15.023 21.173 27.978 35.362 43.279 51.677 60.523

(1e-3) 0.0361 0.0951 0.1251 0.0761 0.1050 0.4801 1.1114 2.0682 3.4236 5.2527

1.8 2.0508 7.5082 15.802 26.710 40.056 55.724 73.606 93.620 115.68 139.72

(1e-3) 0.0116 0.0326 0.0334 0.0261 0.1963 0.5385 1.1226 2.0271 3.3396 5.1542

1.9 2.2452 8.5976 18.712 32.433 49.634 70.223 94.115 121.23 151.51 184.87

(1e-3) 0.0065 0.0164 0.0065 0.0589 0.2264 0.5548 1.1130 1.9808 3.2475 5.0122

1.99 2.4436 9.7306 21.814 38.663 60.247 86.534 117.49 153.08 193.25 237.98

(1e-3) 0.0025 0.0034 0.0159 0.0865 0.2509 0.5645 1.0940 1.9180 3.1271 4.8227

Cuadro 2: Comparativo de los primeros diez valores propios del potencial
de pozo infinito. Para cada valor de α se muestran los 10 primeros valores
propios y el error relativo con respecto al método de Zoia, Rosso & Kardar
[2].

Como complemento adicional, en la tabla 3 se muestran los resultados
numéricos de los primeros diez valores propios para varios valores de α.

A la par con los valores propios, obtenemos los vectores propios asociados,
los cuales corresponden a las funciones de onda de cada nivel de enerǵıa (valor
propio). Como ilustración mostramos las primeras 4 funciones de onda en la
Figura14 para α = 1,5. En los ejemplos mostrados en dicha Figurase incluye
la función de onda asociada al caso clásico α = 2.

Resulta útil el analizar como se comportan las funciones de onda al variar
el coeficiente de la derivada fraccionaria. En las imagenes de la Figura15 se
muestran los cambios que sufren las primeras cuatro funciones de onda al
variar α.
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Figura 14: Primeras cuatro funciones de onda del potencial de pozo infinito.
La ĺınea continua corresponde a α = 1,5 y la ĺınea punteada a α = 2.
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Figura 15: Comportamiento de las primeras cuatro funciones de onda del
potencial de pozo infinito al variar α. Las ĺıneas continuas corresponden a
α ∈ [1,1, 1,99] mientras que las ĺıneas punteadas corresponden a α ∈ [2, 4].

De igual manera resulta interesante el comportamiento de los valores
propios al variar el coeficiente fraccionario de la derivada. En la Figura16 se
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Figura 16: Comportamientos de los primeros tres valores propios del poten-
cial de pozo infinito al variar α. Notamos como la forma de los cambios
sufridos se mantiene salvo por el factor de escala. En la imagen inferior dere-
cha se muestra el cambio de las curvas antes mencionadas para los primeros
diez valores propios, esta vez normalizadas. En ĺınea punteada se muestra el
cambio de E1.

aprecian los cambios que sufren los 3 primeros valores propios al variar dicho
coeficiente.

Podemos notar de la Figura16 que los valores propios se comportan casi
de la misma manera, salvo la escala, al variar α. Dicha variabilidad se aprecia
mejor en la imagen inferior derecha de la misma Figura16, en donde hemos
normalizado la variabilidad de cada uno de los diez primeros vectores propios.

De manera satisfactoria hemos comparado los resultados obtenidos con
nuestro método CVRBF con los de Zoia, Rosso & Kardar [2], obteniendo
resultados realmente cercanos con errores relativos menores al 1 %. Más aun,
hemos obtenido una precisión bastante aceptable utilizando una represen-
tación matricial del operador del Laplaciano fraccionario cuya dimensión es
mucho menor que su contraparte en [2]. Adicionalmente hemos mostrado re-
sultados y figuras que permiten un mejor entendimiento de la conducta del
espectro del Laplaciano fraccionario a través de diversos valores de α.
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α E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

1.1 1.2256 3.1026 5.056 7.0924 9.1705 11.291 13.435 15.604 17.788 19.983

1.2 1.3006 3.4948 5.9214 8.5409 11.288 14.149 17.096 20.119 23.204 26.343

1.3 1.3872 3.9463 6.9464 10.298 13.908 17.745 21.767 25.956 30.285 34.742

1.4 1.4868 4.4671 8.1619 12.431 17.152 22.273 27.735 33.506 39.55 45.844

1.5 1.6009 5.0687 9.6053 15.023 21.174 27.978 35.362 43.279 51.677 60.523

1.6 1.7314 5.7647 11.322 18.179 26.162 35.173 45.119 55.937 67.562 79.946

1.7 1.8805 6.5715 13.366 22.022 32.357 44.254 57.608 72.342 88.38 105.66

1.8 2.0508 7.5082 15.803 26.71 40.056 55.724 73.606 93.62 115.68 139.72

1.9 2.2452 8.5976 18.712 32.433 49.634 70.223 94.115 121.23 151.51 184.87

1.99 2.4436 9.7306 21.814 38.663 60.247 86.534 117.49 153.08 193.25 237.98

2 2.4672 9.8664 22.191 39.428 61.561 88.569 120.43 157.1 198.56 244.76

2.1 2.721 11.347 26.355 47.986 76.426 111.8 154.2 203.71 260.38 324.23

2.2 3.0113 13.077 31.346 58.471 94.971 141.24 197.6 264.33 341.65 429.75

2.3 3.3438 15.102 37.336 71.326 118.13 178.57 253.4 343.21 448.56 569.92

2.4 3.7249 17.476 44.535 87.105 147.06 225.96 325.16 445.89 589.23 756.16

2.5 4.1624 20.263 53.195 106.49 183.25 286.11 417.51 579.58 774.34 1003.6

2.6 4.6648 23.54 63.624 130.32 228.51 362.51 536.32 753.61 1017.8 1332.1

2.7 5.2426 27.398 76.19 159.61 285.12 459.48 689.1 979.96 1337.8 1767.8

2.8 5.9071 31.942 91.335 195.62 355.87 582.44 885.28 1273.9 1757.4 2344.5

2.9 6.6714 37.297 109.57 239.82 444.14 737.99 1136.5 1654.4 2305.9 3104.8

3 7.548 43.592 131.47 293.85 553.76 933.83 1456.6 2144.2 3018.7 4101.3

3.1 8.5533 50.988 157.69 359.69 689.31 1179.1 1862 2771 3938.8 5398.1

3.2 9.6944 59.597 188.76 438.95 854.84 1482.4 2368.8 3561.9 5110 7061.5

3.3 10.974 69.493 225.03 532.87 1053.5 1850.7 2990.7 4541.4 6572.4 9153.7

3.4 12.373 80.583 266.23 640.94 1285.1 2284.6 3730.5 5717.1 8341.5 11703

3.5 13.828 92.409 310.64 758.89 1540.7 2769.1 4564.7 7054.5 10370 14648

3.6 15.175 103.71 353.53 874.28 1794.2 3255.5 5412 8426.9 12471 17723

3.7 16.029 111.49 383.82 958.05 1983.2 3627 6073 9517.7 14169 20243

3.8 15.504 109.09 377.45 947.66 1973.8 3631.9 6116.3 9637.1 14418 20693

3.9 11.616 82.077 283.97 714.41 1493.1 2758.4 4664.9 7380.5 11085 15970

4 1.84e-12 1.30e-11 4.47e-11 1.12e-10 2.35e-10 4.34e-10 7.37e-10 1.17e-09 1.76e-09 2.54e-09

Cuadro 3: Valores propios del potencial de pozo infinito para varios valores
de α. 62



4.2.2. Potencial armónico

Consideremos ahora el potencial armónico V(x) = |x|2. Amore et al [3]
ofrece aproximaciones numéricas para los primeros tres valores propios y sola-
mente considera α = 1,5. En su método de colocación los autores consideran
un incremento en los puntos de muestreo al incrementar un parámetro L
dentro de dicho método. Primero comienzan con un cierto número de fun-
ciones de colocación. Después, determinan un número adecuado de puntos
de muestreo y un valor óptimo para su parámetro L. Dicho proceso requiere
realizar un refinamiento al final.

Para nuestros experimentos fijemos M = 5,5 y ndiv = 10. De este modo
tenemos un sistema de tamaño N = 110. Aplicamos el método a este pro-
blema para calcular los primeros tres valores y vectores propios. Mostramos
dichos resultados en la tabla 4 donde los comparamos con los obtenidos por
Amore et al [3].

α E1 E2 E3

1.5 1.0002 2.7029 4.1634

(1e-3) 0.15215 1.0319 2.6948

Cuadro 4: Comparativo entre el método CVRBF y el método de colocación,
ver Amore et al [3], para el oscilador armónico. Se muestran los tres primeros
valores propios y el error relativo con respecto al método mostrado en Amore.

Las aproximaciónes obtenidas con CVRBF de los primeros diez valores
propios del oscilador armónico para varios valores de α se muestran en la
tabla 5.

De igual manera que antes, mostramos las primeras cuatro funciones de
onda en la Figura17 para α = 1,5. En los ejemplos mostrados en dicha
Figurase incluye la función de onda asociada al caso clásico α = 2.

Resulta de gran utilidad el analizar como se comportan las funciones de
onda y sus respectivos niveles de enrǵıa al variar el coeficiente de la derivada
fraccionaria. En las imagenes de la Figura18 se muestran los cambios que
sufren las primeras cuatro funciones de onda al variar α.

De manera análoga a las funciones de onda, podemos analizar el compor-
tamiento de los niveles de enerǵıa asociados al variar el coeficiente fracciona-
rio de la derivada. En la Figura19 se aprecian los cambios que sufren los tres
primeros valores propios al variar dicho coeficiente.

Podemos notar de la Figura19 que los valores propios se comportan casi
de la misma manera, salvo la escala, al variar α. Dicha variabilidad se aprecia
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Figura 17: Primeras cuatro funciones de onda del oscilador armónico. La
ĺınea continua corresponde a α = 1,5 y la ĺınea punteada a α = 2.
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Figura 18: Comportamiento de las primeras cuatro funciones de onda del po-
tencial del oscilador armónico al variar α. Las ĺıneas continuas corresponden
a α ∈ [1,1, 1,9] mientras que las ĺıneas punteadas corresponden a α ∈ [2, 4].

mejor en la imagen inferior derecha de la misma Figura19, en donde hemos
normalizado la variabilidad de cada uno de los diez primeros vectores propios.
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Figura 19: Comportamientos de los primeros tres valores propios del oscila-
dor armónico al variar α. Notamos como la forma de los cambios sufridos se
mantiene salvo por el factor de escala. En la imagen inferior derecha se mues-
tra el cambio de las curvas antes mencionadas para los primeros diez valores
propios, esta vez normalizadas. En ĺınea punteada se muestra el cambio de
E1.

Nuevamente obtuvimos excelentes resultados con nuestro méodo CVRBF
comparados con los obtenidos en Amore et al [3]. En esta comparativa he-
mos obtenido resultados realmente cercanos con errores relativos menores al
1 %. Aśı mismo, mostramos resultados y figuras que permiten un mejor en-
tendimiento de la conducta del espectro del oscilador armónico a través de
diversos valores de α.
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α E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

1.1 1.0123 2.4134 3.4244 4.3566 5.1791 5.961 6.6807 7.3723 8.0208 8.6473

1.2 1.0081 2.4916 3.6158 4.6617 5.6038 6.5041 7.3452 8.1573 8.928 9.6761

1.3 1.0047 2.5657 3.8028 4.964 6.0291 7.0527 8.0209 8.96 9.8602 10.738

1.4 1.0021 2.636 3.9853 5.2632 6.4545 7.6056 8.7064 9.7786 10.815 11.829

1.5 1.0002 2.7029 4.1634 5.559 6.8791 8.1618 9.4 10.611 11.791 12.949

1.6 0.99898 2.7667 4.3372 5.8515 7.3025 8.7204 10.101 11.457 12.785 14.095

1.7 0.99833 2.8278 4.5069 6.1403 7.7242 9.2805 10.807 12.312 13.796 15.264

1.8 0.99822 2.8864 4.6725 6.4255 8.1437 9.8413 11.517 13.178 14.822 16.454

1.9 0.99858 2.9427 4.8342 6.7069 8.5606 10.402 12.231 14.051 15.861 17.664

2 0.99939 2.9969 4.992 6.9846 8.9748 10.962 12.948 14.93 16.911 18.892

2.1 1.0006 3.0493 5.1462 7.2585 9.3858 11.522 13.666 15.816 17.973 20.141

2.2 1.0022 3.1 5.2969 7.5287 9.7936 12.079 14.385 16.706 19.046 21.418

2.3 1.0041 3.1491 5.4442 7.7951 10.198 12.635 15.104 17.6 20.134 22.738

2.4 1.0063 3.1969 5.5882 8.0577 10.599 13.188 15.822 18.5 21.247 24.129

2.5 1.0088 3.2434 5.7291 8.3165 10.995 13.738 16.54 19.409 22.399 25.623

2.6 1.0117 3.2886 5.8668 8.5712 11.387 14.283 17.257 20.333 23.61 27.257

2.7 1.0147 3.3328 6.0014 8.8215 11.774 14.824 17.974 21.28 24.903 29.066

2.8 1.018 3.3757 6.1323 9.0667 12.154 15.358 18.693 22.262 26.3 31.078

2.9 1.0215 3.4173 6.2592 9.3054 12.526 15.882 19.413 23.288 27.817 33.309

3 1.0249 3.4568 6.3803 9.5349 12.884 16.393 20.136 24.361 29.457 35.76

3.1 1.0282 3.4939 6.4948 9.7531 13.226 16.887 20.858 25.482 31.215 38.417

3.2 1.0309 3.5266 6.5981 9.9528 13.542 17.352 21.566 26.624 33.045 41.212

3.3 1.0323 3.5524 6.685 10.125 13.819 17.77 22.232 27.741 34.87 44.03

3.4 1.0311 3.5665 6.7463 10.256 14.036 18.111 22.806 28.742 36.545 46.656

3.5 1.0251 3.5612 6.7661 10.32 14.158 18.323 23.197 29.474 37.824 48.723

3.6 1.0104 3.5222 6.7171 10.274 14.125 18.316 23.253 29.678 38.3 49.629

3.7 0.97921 3.4229 6.5479 10.041 13.828 17.933 22.727 28.942 37.32 48.4

3.8 0.91561 3.2072 6.1515 9.4537 13.039 16.883 21.21 26.627 33.87 43.507

3.9 0.77685 2.7262 5.2417 8.0714 11.151 14.431 17.907 21.766 26.5 32.692

4 0.0024552 0.0024552 0.022096 0.022096 0.061379 0.061379 0.1203 0.1203 0.19887 0.19887

Cuadro 5: Valores propios del potencial del oscilador armónico para varios
valores de α.
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4.2.3. Potencial anarmónico

Consideremos el potencial anarmónico V(x) = |x|2+τ donde τ representa
el coeficiente de anarmonicidad. T́ıpicamente los valores que toma τ están
contenidos en el intervalo [−1, 2]. En particular notemos que con τ = 0
recuperamos el oscilador armónico clásico. Consideremos un coeficiente de
anarmonicidad τ = 2, teniendo de este modo V(x) = |x|4. Al igual que antes,
Amore et al [3] ofrece aproximaciones numéricas para los primeros n valores
propios solamente para el caso α = 4/3. Esto lo logra mediante las aproxi-
maciones obtenidas por el método asintótico WKB. El espectro predecido
con este método resulta ser equiespaciado y está dado por la expresión

En =
2π

Γ(1/4)Γ(7/4)

(
n+

1

2

)
.

Para comparar nuestro método CVRBF con el WKB fijemos M = 5,5 y
ndiv = 10. De este modo tenemos un sistema de tamaño N = 110. Aplicamos
el CVRBF a este problema para calcular los primeros diez valores y vectores
propios. Mostramos dichos resultados en la tabla 6 donde los comparamos
con los obtenidos en Amore et al [3].

α E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

4/3 0.99306 2.8088 4.6691 6.518 8.324 10.115 11.865 13.591 15.275 16.928

(1e-2) 0.14615 0.057018 0.13074 0.23747 0.46916 0.7445 1.1377 1.6034 2.1897 2.8666

Cuadro 6: Comparativo entre CVRBF y WKB para el potencial anarmónico.
Se muestran los diez primeros valores propios y el error relativo con respecto
al método WKB, ver Amore et al [3].

Para ilustrar gráficamente la tabla anterior observemos la Figura20. Ah́ı
podemos ver como las aproximaciones obtenidas con CVRBF coinciden con
las de WKB con un error relativo de alrededor del 1 %.

Las aproximaciónes obtenidas con CVRBF de los primeros diez valores
propios del oscilador anarmónico para varios valores de α se muestran en la
tabla 7.

En la Figura21 mostramos las primeras cuatro funciones de onda para
α = 4/3. En los ejemplos mostrados en dicha Figurase incluye la función de
onda asociada al caso clásico α = 2.

Resulta de gran utilidad el analizar como se comportan las funciones de
onda y sus respectivos niveles de enrǵıa al variar el coeficiente de la derivada
fraccionaria. En las imagenes de la Figura22 se muestran los cambios que
sufren las primeras cuatro funciones de onda al variar α.
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Figura 20: Comparativa entre los métodos CVRBF y WKB para los primeros
diez valores propis del oscilador anarmónico. La ĺınea continua muestra el ca-
mino de las aproximaciones obtenidas con WKB mientras que los asteriscos
denotan los obtenidos por CVRBF.

De manera análoga a las funciones de onda, podemos analizar el compor-
tamiento de los niveles de enerǵıa asociados al variar el coeficiente fracciona-
rio de la derivada. En la Figura23 se aprecian los cambios que sufren los tres
primeros valores propios al variar dicho coeficiente.

Podemos notar de la Figura23 que los valores propios se comportan casi
de la misma manera, salvo la escala, al variar α. Dicha variabilidad se aprecia
mejor en la imagen inferior derecha de la misma Figura23, en donde hemos
normalizado la variabilidad de cada uno de los diez primeros vectores propios.

Vimos como nuestro método CVRBF ofrece resultados satisfactorios com-
parados con los obtenidos con el WKB en Amore et al [3]. En esta compara-
tiva hemos obtenido resultados realmente cercanos con errores relativos del
orden del 1 %. Aśı mismo, mostramos resultados y figuras que permiten un
mejor entendimiento de la conducta del espectro del oscilador anarmónico a
través de diversos valores de α. Hemos probado aśı nuestro método CVRBF
en el caso unidimensional con resultados satisfactorios.
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Figura 21: Primeras cuatro funciones de onda del oscilador anarmónico. La
ĺınea continua corresponde a α = 4/3 y la ĺınea punteada a α = 2.
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Figura 22: Comportamiento de las primeras cuatro funciones de onda del
oscilador anarmónico al variar α. Las ĺıneas continuas corresponden a α ∈
[1,1, 1,9] mientras que las ĺıneas punteadas corresponden a α ∈ [2, 4].
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α E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

1.1 0.98009 2.4828 3.8477 5.1285 6.3122 7.4474 8.5117 9.5309 10.489 11.403

1.2 0.98486 2.6214 4.1904 5.7005 7.1315 8.5246 9.8561 11.148 12.385 13.581

1.3 0.99082 2.7617 4.5471 6.3077 8.0149 9.7003 11.339 12.948 14.512 16.041

4/3 0.99306 2.8088 4.6691 6.518 8.324 10.115 11.865 13.591 15.275 16.928

1.4 0.99789 2.9036 4.9177 6.9506 8.9643 10.979 12.968 14.942 16.886 18.806

1.5 1.006 3.0472 5.3022 7.6297 9.9814 12.364 14.75 17.142 19.524 21.899

1.6 1.015 3.1925 5.7004 8.3453 11.068 13.86 16.691 19.558 22.442 25.341

1.7 1.0249 3.3395 6.1121 9.0976 12.225 15.471 18.8 22.202 25.657 29.156

1.8 1.0356 3.4883 6.5373 9.8871 13.454 17.199 21.083 25.085 29.184 33.367

1.9 1.047 3.6389 6.9758 10.714 14.757 19.049 23.545 28.218 33.041 37.996

2 1.0592 3.7913 7.4275 11.578 16.135 21.023 26.194 31.61 37.242 43.066

2.1 1.072 3.9457 7.8924 12.481 17.588 23.125 29.035 35.272 41.803 48.597

2.2 1.0855 4.1019 8.3703 13.421 19.118 25.357 32.074 39.213 46.738 54.611

2.3 1.0997 4.2601 8.8611 14.399 20.726 27.721 35.314 43.441 52.058 61.125

2.4 1.1144 4.4204 9.3645 15.414 22.411 30.218 38.759 47.96 57.774 68.153

2.5 1.1297 4.5826 9.8803 16.467 24.173 32.848 42.409 52.775 63.892 75.706

2.6 1.1456 4.7466 10.408 17.554 26.008 35.608 46.263 57.883 70.41 83.785

2.7 1.1621 4.9123 10.945 18.675 27.915 38.493 50.312 63.276 77.32 92.381

2.8 1.1789 5.0791 11.491 19.823 29.883 41.491 54.542 68.935 84.6 101.47

2.9 1.1961 5.2459 12.042 20.993 31.902 44.584 58.927 74.826 92.206 110.99

3 1.2132 5.4106 12.591 22.169 33.948 47.737 63.419 80.887 100.06 120.86

3.1 1.23 5.5713 13.132 23.34 35.997 50.912 67.966 87.045 108.07 130.95

3.2 1.2453 5.7218 13.648 24.469 37.992 54.025 72.447 93.143 116.03 141.02

3.3 1.2578 5.854 14.116 25.512 39.858 56.962 76.704 98.969 123.67 150.72

3.4 1.2649 5.9542 14.498 26.397 41.473 59.543 80.485 104.19 130.56 159.52

3.5 1.2621 5.9998 14.735 27.007 42.647 61.482 83.393 108.27 136.03 166.58

3.6 1.2419 5.9523 14.728 27.15 43.067 62.316 84.783 110.36 138.97 170.53

3.7 1.1907 5.7439 14.301 26.496 42.195 61.25 83.556 109.02 137.55 169.09

3.8 1.0815 5.2436 13.123 24.417 39.014 56.788 77.647 101.51 128.29 157.94

3.9 0.85075 4.1419 10.41 19.439 31.146 45.438 62.243 81.497 103.14 127.13

4 6.0282e-06 6.0298e-06 0.00048825 0.00048825 0.0037674 0.0037674 0.014473 0.014473 0.039548 0.039548

Cuadro 7: Valores propios del oscilador anarmónico para varios valores de α.
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Figura 23: Comportamientos de los primeros tres valores propios del oscila-
dor anarmónico al variar α. Notamos como la forma de los cambios sufridos
se mantiene salvo por el factor de escala. En la imagen inferior derecha se
muestra el cambio de las curvas antes mencionadas para los primeros diez va-
lores propios, esta vez normalizadas. En ĺınea punteada se muestra el cambio
de E1.
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4.3. Resultados en 2D

Para el caso bidimensional nos enfocaremos en el espectro del operador del
Laplaciano fraccionario (potencial de pozo infinito) y del oscilador armónico.
Esto debido a que la información que brinda el oscilador anarmónico resulta
redundante con respecto a la recopilada en el oscilador armónico. Recordemos
además que el tiempo de cómputo se eleva en este caso no solo por ser
un ambiente bidimensional, sino porque el dominio Ω debe ser más grande
(M = 5,5) para capturar de manera correcta los valores propios buscados.

4.3.1. Potencial de pozo infinito

Consideremos un valor de M = 1 y ndiv = 55 divisiones de la uni-
dad. Luego entonces, tendremos una matriz de interpolación L de tamaño
1102×1102 = 1104. Nuestra comparativa estará basada en los valores propios
conocidos del Laplaciano clásico. De [19] sabemos que sobre un dominio de
la forma Ω = [0, `]× [0,m] dichos valores propios son de la forma

ejk =

(
jπ

`

)2

+

(
kπ

m

)2

, para j, k ≥ 1. (40)

De esta ecuación es directo obtener un aproximado de los primeros diez valo-
res propios. En la tabla 8 mostramos una comparativa de los valores propios
teóricos y los obtenidos por CVRBF.

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10

CVRBF 4.9497 12.3706 12.3706 19.7914 24.7262 24.7262 32.1471 32.1471 41.9982 41.9982

(1e-3) 0.17205 0.38719 0.38719 0.60232 0.60265 0.60265 0.81779 0.81779 0.60404 0.60404

Cuadro 8: Comparativo entre los valores propios teóricos y los aproximados
por el método CVRBF para el Laplaciano fraccionario en 2D. En primera
instancia aparecen los valores propios aproximados seguidos del error relativo
respecto a los teóricos.

En las tablas 9 y 10 comparamos los valores propios del Laplaciano frac-
cionario para algunos valores de α reportados en [4] con los obtenidos con
nuestro método.

En la tabla (11) mostramos los primeros 3 valores propios obtenidos para
algunos valores de α. De las tablas 9 y 10 observamos que los valores propios
obtenidos con nuestro método están contenidas en los intervalos que marcan
las cotas numéricas reportadas en [4]. En la Figura24 mostramos la conver-
gencia de los primeros dos valores propios al graficar el error relativo contra
el aumento de la malla para algunos valores de α.
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α Cota inferior E1 Cota superior

1.5 1.4135 1.7879 1.9688

1.8 1.1271 1.8101 2.2544

1.9 1.1792 2.0059 2.3585

Cuadro 9: Comparativa del primer valor propio del Laplaciano fraccionario
para algunos valores de α y sus respectivas cotas numéricas.

α Cota inferior E2 Cota superior

1.5 2.6029 3.0149 3.3110

1.8 2.1033 3.5258 4.2068

1.9 2.2781 3.9964 4.5563

Cuadro 10: Comparativa del segundo valor propio del Laplaciano fraccionario
para algunos valores de α y sus respectivas cotas numéricas.

α E1 E2 E3

1.5 1.7879 3.0149 3.9823

1.8 1.8101 3.5258 4.4021

1.9 2.0059 3.9964 4.5225

2 4.8301 12.0741 12.0741

Cuadro 11: Primeros tres valores propios del Laplaciano fraccionario para
algunos valores de α.

A partir de la Figura24 podemos observar como el cambio entre los valores
propios calculados decae rápidamente al aumentar el tamaño de la discretiza-
ción. Esto nos muestra un comportamiento convergente de los valores propios
obtenidos. Por otro lado, a partir de las tablas 9 y 10, observamos que los va-
lores propios obtenidos caen dentro de las cotás numéricas propuestas en [4].
De este modo, vemos como nuestro método calcula el espectro del Laplaciano
fraccionario con una precisión numérica aceptable.

En la Figura25 − 27 mostramos las funciones de onda correspondientes
a los primeros tres valores propios para algunos valores de α.
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Figura 24: Error relativo de las variaciones de los primeros dos valores propios
al incrementar el tamaño de la discretización para algunos valores de α.
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Figura 25: Funciones de onda del primer valor propio para algunos valores
de α.
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Figura 26: Funciones de onda del segundo valor propio para algunos valores
de α.
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Figura 27: Funciones de onda del tercer valor propio para algunos valores de
α.
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4.4. Análisis de cómputo en paralelo

Como hemos mencionado anteriormente la dificultad en trabajar con el
operador Laplaciano fraccionario radica en que su matriz de discretización
es llena y grande. Notemos que si en el caso unidimensional utilizamos n+ 2
nodos, entonces tendremos un sistema de tamaño n×n = n2. Es fácil ver que
en el caso bidimensional los cálculos se acrecentan bastante pues si tenemos
n+2 divisiones en cada dimensión tendremos un sistema de tamaño n2×n2 =
n4. Luego entonces, centrémonos en el caso bidimensional. Nuestro algoritmo
puede dividirse en las siguientes partes:

1. Cálculo del dominio

2. Cálculo de coeficientes de las funciones base.

3. Llenado de la matriz de discretización L de (30) (i.e. la matriz L).

Integración en Bε(x).

Integración en ΩL.

Integración en ΩR.

4. Cálculo del potencial si es el caso.

5. Cálculo del espectro.

Las subpartes de 3 están construidas de manera óptima. Si consideramos
que el tiempo de calcular el espectro de la matriz de discretización es cons-
tante por ser llena, veremos que la parte a optimizar que resalta es el llenado
de cada una de las entradas de L. Puesto que cada entrada Lij es llenada
de manera independiente podemos calcular dichas entradas en paralelo. La
estrategia más inmediata es utilizando OpenMP en una computadora multi-
core. Lo anterior se justifica en que de ese modo aprovechamos el hecho de
tener la matriz guardada completamente en la memoria RAM, agilizando aśı
el acceso a memoria y reduciendo la comunicación inecesaria entre procesos.
Cabe destacar un detalle importante en la paralelización de las entradas de
L. Computacionalmente, el llenado de L se puede realizar con dos ciclos, uno
sobre los n2 volúmenes de control y otro sobre las n2 funciones base. Aunque
cada ciclo puede estar anidado dentro del otro, resulta mucho mas ineficien-
te anidar el ciclo de las funciones base dentro del ciclo de los volúmenes de
control.

En la Figura28 se ilustran los tiempos obtenidos en el llenado de L para
el caso unidimensional y bidimensional del operador Laplaciano fraccionario
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(potencial de pozo infinito) haciendo uso de diferente número de procesado-
res. Consideramos un dominio (−1, 1) × (−1, 1) y un número de divisiones
de la unidad de ndiv = 55 (i.e. N = 110), lo cual nos lleva a un sistema de
tamaño 1102 × 1102 = 1104.
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Figura 28: Tiempos de cómputo de los valores propios con CVRBF utilizando
OpenMP en una arquitectura multicore.

Como apreciamos en las figuras anteriores, el esquema de paralelización
resulta ser muy eficiente al poder dramáticamente disminuir el tiempo de
cómputo empleado por un solo procesador siendo este cambio más notorio
en el caso de dos dimensiones.

4.5. Algoritmos

4.5.1. Caso unidimensional

Iniciamos presentando el algoritmo principal que simula el problema de
valores propios en una dimensión. Lo denotamos por FAO1 (de Fractional
Anharmonic Oscillator in 1D). El algoritmo obtiene los valores y vectores
propios denotados por ev y eV ec respectivamente. El problema se resuelve
en un dominio (−M,M) donde en cada unidad se ubican ndiv divisiones.
Se contempla un orden de derivación fraccionario α y un exponente β de
las funciones base. El algoritmo separa los potenciales en 2: el potencial zero
(donde prob = 0) y el potencial anharmonico (donde prob = 1) con parámetro
de anharmonicidad τ . Usamos la notación FAO1A(x, xj) := − d

dx
I2−α|x−xj|β.

Las derivadas son calculadas anaĺıticamente y las integrales son aproximadas
con cuadraturas de Gauss-Legendre (con nodos y pesos precalculados).
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Algorithm 1 FAO1

1: procedure
2: ————— Cálculo de dominio ————————————————
3: n←M ∗ ndiv.
4: x← partición de tamaño n+ 2 de (−M,M).
5: ————— Cálculo de coeficientes ——————————————–
6: c← [0,5(n+ 1)/M, −(n+ 1)/M ].
7: ————— Llenado de matriz L ———————————————–
8: for j ← 1 : n do
9: for i← 1 : n do

10: Lij ← c1[FAO1A(xi−dx/2, xj−1)−FAO1A(xi+dx/2, xj−1)]
11: +c2[FAO1A(xi − dx/2, xj) − FAO1A(xi + dx/2, xj)]
12: +c1[FAO1A(xi−dx/2, xj+1)−FAO1A(xi+dx/2, xj+1)].
13: end for
14: end for
15: L← 1

dxH1(2−α)
L.

16: ————— Llenado de potencial V ——————————————
17: if prob = 1 then
18: V ← |x|2+τ .
19: else
20: V ← 0.
21: end if
22: ————— Hamiltoniano H y espectro ————————————–
23: H ← L+ V .
24: Calcular espectro [ev, eV ec] de H.
25: return ev, eV ec.
26: end procedure
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Algorithm 2 FAO1A

1: procedure FAO1A(x, xj)
2: if xj < x then
3: val← (1− α)

∫
Ω

(x− y)−α(xj − y)βdy.

4: val← val + (3− α)Γ(2−α)
Γ(4−α)

(x− xj)2−α.

5: val← val − (M − xj)(M − x)1−α.

6: val← val + (M−x)2−α

2−α .
7: else
8: val← (M + xj)(M + x)1−α.

9: val← val − (M+x)2−α

2−α .

10: val← val − (3− α)Γ(2−α)
Γ(4−α)

(xj − x)2−α.

11: val← val − (1− α)
∫
Ω

(y − x)−α(y − xj)βdy.

12: end if
13: return val.
14: end procedure

Algorithm 3 Hd

1: procedure Hd(γ)

2: val← 2γπd/2 Γ( γ/2 )
Γ( (d−γ)/2 )

.
3: return val.
4: end procedure
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4.5.2. Caso bidimensional

Ahora mostramos el algoritmo que simula el problema de valores propios
en el caso bidimensional. Lo denotamos por FAO2 (de Fractional Anharmo-
nic Oscillator in 2D). El algoritmo obtiene los valores y vectores propios
denotados por ev y eV ec respectivamente. El problema se resuelve en un do-
minio (−M,M) × (−M,M) donde en cada unidad cuadrada se ubican ndiv
divisiones en cada dimensión (∆x = ∆y = h). Se contempla un orden de de-
rivación fraccionario α y un exponente β de las funciones base. El algoritmo
separa los potenciales en 2: el potencial zero (donde prob = 0) y el potencial
anharmonico (donde prob = 1) con parámetro de anharmonicidad τ . Usamos
la notación gij := −

∫
∂Vi

∇I2−αϕj(x). Las derivadas son aproximadas con di-

ferencias finitas centrales y las integrales con cuadraturas de Gauss-Legendre
(con nodos y pesos precalculados).

Algorithm 4 FAO2

1: procedure
2: ————— Cálculo de dominio ————————————————
3: n←M ∗ ndiv.
4: x← partición de tamaño (n+ 2)2 de (−M,M)× (−M,M).
5: ————— Cálculo de coeficientes ——————————————–
6: Resolver Au = b solo una vez.
7: ————— Llenado de matriz L ———————————————–
8: for j ← 1 : n2 do
9: for i← 1 : n2 do

10: Lij ← gij.
11: end for
12: end for
13: L← 1

hH1(2−α)
L.

14: ————— Llenado de potencial V ——————————————
15: if prob = 1 then
16: V ← ‖x‖2+τ .
17: else
18: V ← 0.
19: end if
20: ————— Hamiltoniano H y espectro ————————————–
21: H ← L+ V .
22: Calcular espectro [ev, eV ec] de H.
23: return ev, eV ec.
24: end procedure
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Algorithm 5 gij

1: procedure
2: h2 = h

2
.

3: ————— Puntos medios de las caras ————————————–
4: mi1 ← (xi, yi − h2)T .
5: mi2 ← (xi + h2, yi)

T .
6: mi3 ← (xi, yi + h2)T .
7: mi4 ← (xi − h2, yi)

T .
8: ————— Parciales de Riesz ————————————————–
9: for k = 1→ 4 do

10: sk ← RP (mik,mod(k, 2)).
11: end for
12: val← s1 − s2 − s3 + s4.
13: return val.
14: end procedure
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Algorithm 6 RP

1: procedure RP(x, pth)
2: e1 ← (1, 0)T .
3: e2 ← (0, 1)T .
4: ————— Parciales con FD en la variable pth —————————–
5: if pth = 1 then
6: ecd ← hcde2. // ∂

∂x

7: else
8: ecd ← hcde1. // ∂

∂y

9: end if
10: ————— Cálculo en la bola Bε(x) ——————————————
11: Ball ← ϕj(x + ecd)− ϕj(x− ecd).

12: Ball ← πε2−α

2−α Ball.
13: ————— Cálculo en zona local ΩL —————————————–
14: Calcular AM y Am.
15: Sea xnb el centro del volumen Vj que contiene a Bε(x) tal que j 6= i.
16: Local← ϕj(xnb)(AM‖x + ecd − xnb‖−α − Am‖x− ecd − xnb‖−α).
17: Local← Local+ϕj(xi)(AM‖x + ecd − xi‖−α −Am‖x− ecd − xi‖−α).
18: ————— Cálculo en zona restante ΩR ————————————–

19: Res← h2

2hcdH2(2−α)

∑
`∈IΩR

ϕj(x`)
[
‖x+hcde1−x`‖−α−‖x−hcde1−x`‖−α

]
.

20: val← 1
2hcd

(2Ball + Local +Res).
21: return val.
22: end procedure
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5. Conclusiones

En este trabajo de tesis abordamos el problema de valores propios inmer-
so en la solución de la ecuación fraccionaria de Schrödinger independiente del
tiempo. Introdujimos diversas definiciones de la derivada fraccionaria y defi-
nimos el operador del Laplaciano fraccionario en términos de los potenciales
de Riesz. Describimos a detalle el método de volúmenes de control y funciones
de aproximación CVFA y mostramos sus ventajas y alcances en la solución
numérica de problemas con valores en la frontera. Mostramos la inclusión de
funciones de base radial semidefinidas positivas como funciones base en la
interpolación y estudiamos las consecuencias del uso de dichas funciones. Se
obtuvieron resultados numéricos de la solución a la ecuación fraccionaria de
Schrödinger en una y dos dimensiones para 3 potenciales conocidos en f́ısica
cuántica: el pozo de potencial infinito, el oscilador armónico y el oscilador
anarmónico. Los resultados obtenidos fueron comparados satisfactoriamente
con valores de la literatura.

En el caso unidimensional se obtuvieron los valores propios del operador
del Laplaciano fraccionario y se compararon con los resultados de Kwaśnic-
ki. En dicho art́ıculo se comparó contra los resultados del método de Zoia,
Rosso & Kardar, el cual resulta ser el más preciso del art́ıculo obteniendo
resultados altamente competitivos con errores relativos menores al 1 %. Para
los potenciales armónico y anarmónico se compararon los resultados con el
método mostrado en Amore obteniendo nuevamente resultados con errores
relativos menores al 1 % y reproduciendo resultados con el WKB de dicha
publicación. Cabe destacar que los resultados en el caso 1D fueron publi-
cados en el Journal: Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 2014, ver [18]. Para probar la aplicabilidad del método hemos
utilizado funciones de base radial realmente simples. De la mano de la teoŕıa
de aproximación con RBF, resulta inmediato el probar con otras funciones
de base radial.

Para el caso bidimensional se obtuvieron resultados análogos al caso uni-
dimensional. Se mostraron primeros valores y vectores propios para los tres
potenciales antes mencionados. Adicionalmente, se mostró como es la varia-
bilidad de los valores propios al cambiar el orden fraccionario de la derivada.
En particular, se mostró como los valores propios del operador del Lapla-
ciano fraccionario generalizan los valores teóricos predichos en la literatura,
en particular en [4].

Vimos como el uso del operador del Laplaciano fraccionario conduce a
tener matrices de discretización llenas, en contra parte de el operador Lapla-
ciano clásico donde la matriz resulta ser pentagonal para una malla regular.
En cada entrada de la matriz de discretización L tuvimos que aproximar
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integrales singulares sobre todo el dominio. Vimos como este cálculo fue sim-
plificado drásticamente por la utilización de un dominio regular y como dicha
simplificación no redujo la precisión de las aproximaciones, conduciendo aśı
a una esquema más simple y claro del método y de su implementación.

Por la independencia entre los volúmenes de control y entre las funciones
base, la paralelización en el cálculo de la matriz L resultó natural para ca-
da una de sus entradas. Dicha paralelización fue realizada con OpenMP en
computadoras de arquitectura multi-core. Adicionalmente se utilizó el cluster
“El insurgente” (el cluster del Centro de Investigación en Matemáticas, cam-
pus Guanajuato, Guanajuato) en la realización de los cálculos reduciendo
dramáticamente el tiempo de cómputo de d́ıas a horas.

Por lo antes señalado, el método aqúı propuesto ofrece ser una alternativa
realmente funcional en la solución práctica del problema de valores propios
de la ecuación fraccionario de Schrödinger. Dicho método mostró que puede
ser relativamente simple en concepto e implementación incluso al extenderlo
a dimensiones más altas. Mostró no tener efectos negativos en la solución
numérica generados a partir de la orientación de la malla. Al mismo tiempo,
el método brinda una enorme flexibilidad en la topoloǵıa de sus elementos aśı
como también en las funciones de base radial utilizadas como funciones base.
Cabe resaltar que el método aqúı propuesto no está limitado a esta ecuación
fraccionaria sino que puede ser empleado en la resolución numérica de cual-
quier problema de valores en la frontera, en particular en otras ecuaciones
diferenciales parciales fraccionarias como la ecuación fraccionaria de Poisson
o la ecuación fraccionaria de onda entre otras.

Por todo lo anterior podemos apreciar un amplio panorama de oportuni-
dades como trabajo futuro. La investigación en el área de cálculo fraccionario
numérico aśı como en el desarrollo de métodos numéricos eficientes para resol-
ver problemas de valores iniciales de orden fraccionario ofrece muchas áreas
de oportunidad. Dentro de nuestro método el estudio de más funciones de
base radial como funciones base resulta natural. Dicho estudio comprendeŕıa
una gran gama de funciones de base radial definidas positivas y semidefinidas
positivas. Del mismo modo, una generalización de nuestro método a mallas
irregulares suena prometedor. El método está diseñado para mallas irregula-
res donde cada volumen de control puede tener diferente topoloǵıa. De este
modo una generalización natural es la ofrecida por una malla generada por el
diagrama de Voronoi, donde cada sitio de dicho diagrama puede correspon-
der, de manera análoga al caso regular, a un nodo de interpolación. Además
de lo anterior, el interés en el estudio de más ecuaciones diferenciales parciales
fraccionarias resulta inmediato. Los resultados en las soluciones de algunas
ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias como la ecuación fraccionaria
de calor, la ecuación fraccionaria de onda o las ecuaciones fraccionarias de
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Navier-Stokes carecen de resultados numéricos en su mayoŕıa.
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6. Apéndice

6.1. Teorema de valor medio de integrales

El teorema de valor medio para integrales que nos interesa es conocido
como el primero de dos teoremas de valor medio para integrales definidas. El
teorema se establece de la siguiente manera:

Teorema. Sea f : [a, b]→ R una función continua. Sea g una función inte-
grable en (a, b) tal que para todos x1, x2 ∈ [a, b] se cumple que g(x1)g(x2) > 0,
esto es, g(x) no cambia de signo en [a, b]. Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(c)

b∫
a

g(x)dx.

La demostración aśı como un estudio más profundo sobre este teorema
puede ser consultada en la literatura de análisis matemático, por ejemplo en
[21].

6.2. Evaluación de integrales con singularidades en los
extremos

Cuando trabajamos con integrales que son singulares en algún extremo
del dominio de integración resulta natural realizar un cambio de variable
para poder evaluar dicha integral. De [20] sabemos que podemos hacer un
cambio de variable para remover una singularidad en x = a o en x = b con
las expresiones

b∫
a

f(x)dx =
1

1− γ

(b−a)1−γ∫
0

t
γ

1−γ f(t
1

1−γ + a)dt,

y
b∫

a

f(x)dx =
1

1− γ

(b−a)1−γ∫
0

t
γ

1−γ f(b− t
1

1−γ )dt,

respectivamente, donde 0 < γ < 1. Para esto, tomamos α = γ + 1 en el caso
unidimensional.
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6.3. Diferencias finitas

Al momento de aproximar derivadas de una función debemos tener en
cuenta que tratamos con un problema que tiene mucha sensibilidad numérica,
i.e. no depende continuamente de los datos pues cambios pequeños en el punto
de evaluación pueden llevarnos a cambios grandes en la aproximación de la
derivada. Por otro lado la integración numérica es un proceso suavizante y
estable en este contexto. El contraste entre estos dos procesos refleja el hecho
de que son inversos uno del otro. En la Figura29 ilustramos esta diferencia
de manera gráfica con dos funciones cuyas integrales son muy similares pero
cuyas derivadas son muy distintas.

Figura 29: Curvas con integral similar y derivadas diferentes. Imagen tomada
de [23].

6.3.1. Derivación de las diferencias finitas

De la literatura de cálculo elemental, por ejemplo [24], sabemos por el
teorema de Taylor el siguiente resultado: supongamos que f ′, ..., f (n+1) están
todas definidas sobre [a, x], entonces

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + ...+
fn(a)

n!
(x− a)n +

f (n+1)(t)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 (41)

para algún t ∈ (a, x). Sea h = x − a. Si truncamos la suma a la primer
derivada tenemos que

f(x) = f(x− h) + f ′(x− h)(h) +O(h),

donde la notación g = O(h) es la usual de análisis, donde h → 0, y que en
este contexto expresa que cometemos un error proporcional a h al truncar de
esta manera. Aceptando este hecho tenemos que
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f ′(x− h) ≈ f(x)− f(x− h)

h
,

o más comúnmente

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0)

h
, (42)

al tomar x0 = x−h. Dicha aproximación es conocida como diferencias finitas
hacia adelante (FD por sus siglas en inglés) si h > 0 y como diferencias finitas
hacia atrás (BD por sus siglas en inglés) si h < 0 en donde

f ′(x0) ≈ f(x0)− f(x0 − h)

h
. (43)

De este modo, aproximamos la pendiente de la tangente a f en x0 como la
secante que corta a f en x0 y x0 + h, ver Figura30.

Figura 30: Tangente y secante a f con FD. Imagen tomada de [25].

6.3.2. Tamaño del incremento h

Puesto que h→ 0, pareceŕıa no ser muy importante el como elegir dicho
incremento e incluso se podŕıa pensar que basta tomarlo lo suficientemente
pequeña para que la aproximación sea lo suficientemente buena. Sin embargo
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esto no siempre es aśı pues hay consideraciones importantes que tener en
mente. Primero, como vimos en la parte de aproximaciones, sabemos que
dado x0 debemos escoger h de manera que la diferencia de x0 + h y x0 sea
representable en lenguaje binario. Esto se puede lograr haciendo los siguientes
pasos dentro de nuestro código código (ver [26]):

volatile double temp = x0 + h;

h = temp− x0;

Al tener un incremento h representable se reduce una fuente de error de
redondeo. Irónicamente, una buena aproximación de h para aproximar f ′

requeriŕıa de conocer f ′′, o al menos una cota de esta, ver [26]. Una manera
práctica de escoger h es una variación de la sugerida en [27] la cual se ajusta
para el caso x0 = 0 de la siguiente manera:

h =
√
EPSmáx{|x0|, 1}. (44)

De este modo h resulta ser pequeño en relación al punto x0. Cabe destacar
que para procesos iterativos donde se aproximan derivadas es común que el
valor de h dependa de la iteración.

6.3.3. Diferencias finitas centrales

Si sumamos las expresiones (42) y (43) vemos que

2f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0)

h
+
f(x0)− f(x0 − h)

h

=
f(x0 + h)− f(x0) + f(x0)− f(x0 − h)

h

=
f(x0 + h)− f(x0 − h)

h

Por lo cual

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
. (45)

Esta última expresión es conocida como diferencias finitas centrales (CD por
sus siglas en inglés). Si analizamos bien la forma de (45) vemos que para
aproximar la derivada en x0 debemos tomar información alrededor de x0 de
una mejor manera que con (42) y (43), ver Figura31.

Esta idea de que CD representa una mejor aproximación no es injusti-
ficada. Se puede hacer una derivación más formal de (45), ver [25], donde
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Figura 31: Tangente y secante a f(x) en x0. Imagen tomada de [25].

se muestra que el error cometido ahora es de O(h2). Esta derivación de CD
es llamada fórmula de tres puntos, pues toman un punto más que en FD
para hacer la aproximación. De manera similar podemos tomar más puntos
alrededor de x0 para aproximar su derivada. Por ejemplo, la fórmula de 5
puntos luce como

f ′(x0) =
f(x0 − 2h)− 8f(x0 − h) + 8f(x0 + h)− f(x0 + 2h)

12h
,

la cual tiene un error de O(h4). Como podemos ver, si queremos obtener
una mejor aproximación de la derivada en un punto x0 debemos conocer una
vecindad alrededor de f(x0).

Como un comentario final notemos que el aproximar derivadas en dimen-
siones mayores se reduce a aproximar parciales para una variable, por lo que
las demás componentes permanecen iguales.

6.4. Cálculo del área un segmento circular

Para el cálculo de las integrales de Riesz en la zona local ΩL ocupamos
resolver el problema de calcular el área de un segmeno circular cortado por
una cuerda. De [22] obtenemos la igualdad
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A(R, h) = R2 cos−1

(
R− h
R

)
− (R− h)

√
h(2R− h),

donde las variables involucradas se ilustran en la Figura32.

Figura 32: Imagen del área de un segmento circular denotada por A (zona
sombreada) dada por una cuerda de altura h y distancia al diámetro principal
r de un ćırculo de radio R. Imagen tomada de [22].

Podemos rescribir la igualdad anterior como función de r y R. Dado que
h = R− r, tenemos que

A(R, h) = R2 cos−1

(
R− h
R

)
− (R− h)

√
h(2R− h)

= R2 cos−1

(
R−R + r

R

)
−(R−R+r)

√
(R− r)(2R−R + r)

= R2 cos−1

(
r

R

)
− r
√

(R− r)(R + r)

= R2 cos−1

(
r

R

)
− r
√
R2 − r2.

Utilizemos una notación más conveniente. Sea b la altura de la cuerda y sea r
el radio del ćırculo (h y R en Figura32 respectivamente). Tenemos entonces
que
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Asc(b, r) = r2 cos−1

(
b

r

)
− b
√
r2 − b2. (46)

Nótese que al calcular las integrales de Riesz en ΩL evaluamos Asc(hcd, ε).

6.5. Regla de Leibniz de integrales

En cálculo, la regla de Leibniz de integrales prové el marco teórico para
diferenciar una integral. El teorema se enuncia como se muestra a continua-
ción.

Teorema. Sea F (x, y) una función tal que ∂
∂x
F (x, y) existe y es continua.

Entonces

∂

∂x

b(x)∫
a(x)

F (x, y)dy =

b(x)∫
a(x)

∂

∂x
F (x, y)dy + F (x, b(x))b′(x)− F (x, a(x))a′(x).
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